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Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt kompakte Sterne in der Branenwelt. Die Tolman-
Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen der stellaren Struktur werden fiir einen
Stern auf der Brane hergeleitet. Um dieses Gleichungssystem zu schlieffen,
wird angenommen, dass die Komponenten des projizierten Weyl-Tensors
eine Art Zustandsgleichung P = wlf erfiillen, was eine Relation zwischen
dem isotropen und anisotropen Druck des effektiven Weyl-Fluids darstellt.
Schliefllich werden die Branen-TOV-Gleichungen fiir Neutronensterne und
Weifle Zwerge numerisch geldst, wobei insbesondere der inhomogene Dich-
teverlauf im Sterninneren duch Verwendung realistischer Zustandsglei-
chungen der Sternmaterie berticksichtigt wird. Aus dem Vergleich mit Be-
obachtungsdaten ergeben sich Einschrankungen an die Parameter A (Bra-
nenspannung) und w des Modells.

Abstract

The following study focuses on compact stars in the braneworld. The
Tolman-Oppenheimer-Volkoff equations of stellar structure are derived for
a star on the brane. In order to close this system of equations, I assume,
that the components of the projected Weyl tensor obey an equation-of-
state like relation P = wld, which is a relation between the isotropic and
anisotropic pressure of the effective Weyl fluid. The brane-TOV equations
are solved numerically for neutron stars and white dwarfs, taking into ac-
count the inhomogeneous density profile in the stellar interior via realistic
equations of state for the stellar matter. Comparison with observational
data leads to constraints on the parameters A (the brane tension) and w
of the model.
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Ziel und Aufbau dieser Arbeit

Die vorliegende Diplomarbeit beruht auf dem Branenwelt-Paradigma, wonach
die Raumzeit als Hyperfliche einer flinfdimensionalen Bulk-Mannigfaltigkeit
aufgefasst wird. In dieser Theorie nimmt man an, dass alle Teilchen und Wech-
selwirkungen auf die Hyperfliche, genannt Brane, beschrankt sind, die Gravita-
tion jedoch ein flinfdimensionales Phédnomen ist. Die Vorstellung der Allgemei-
nen Relativitédtstheorie, dass eine gegebene Materieverteilung die Geometrie der
Raumzeit festlegt, und aus der Geometrie ihrerseits die Bewegungsgleichungen
von Testteilchen folgen, wird im Wesentlichen beibehalten. Demnach ruft die auf
der Brane lokalisierte Materie eine Kriimmung aller fiinf Dimensionen hervor.
Auf der Brane selbst wirkt sich nur ein effektiver, vierdimensionaler , Anteil“
der Gravitation aus, den man als Projektion der iibergeordneten Feldgleichun-
gen auf die Hyperfldche auffassen kann. Als effektives Gravitationsgesetz auf der
Brane ergibt sich eine Modifikation der konventionellen Allgemeinen Relativi-
tétstheorie. In der vorliegenden Arbeit soll insbesondere die Frage untersucht
werden, wie sich dieses modifizierte Gravitationsgesetz auf die Struktur kompak-
ter Sterne auswirkt, und welche Unterschiede sich im Vergleich zur Allgemeinen
Relativitatstheorie ergeben.

Die bisher durchgefithrten Studien iiber kompakte Sterne in der Branen-
welt beschrinkten sich entweder auf Schwarze Locher, d.h. Vakuumlésungen
der modifizierten Feldgleichungen, oder gingen von Sternen mit idealisierten
Zustandsgleichungen aus — etwa der Annahme einer homogenen Energiedichte.!
Davon abgrenzend lege ich den Schwerpunkt dieser Arbeit auf eine realistischere
Behandlung der Sternmaterie durch Zustandsgleichungen, die den inhomogenen
Dichteverlauf im Stern widerspiegeln. Dies wurde im Rahmen einer numerischen
Behandlung der modifizierten Feldgleichungen realisiert.

Es zeigt sich, dass die auf die Branenwelt verallgemeinerten stellaren Struk-
turgleichungen im Gegensatz zu ihren allgemeinrelativistischen Pendents ein
unterbestimmtes Gleichungssystem bilden, das nur unter Annahme einer zusétz-
lichen Bedingung geschlossen werden kann. Zur Losung dieses Problems wéhle
ich die Methode der Weyl-Zustandsgleichung, wodurch neben der Branenspan-
nung A ein weiterer Parameter w in das Modell einfliefst. Ziel dieser Arbeit ist
es, aus dem Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Beobachtungsdaten eine
Einschrinkung der Parameterbereiche abzuleiten.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Teil I, Einleitung® gebe ich einen histo-
rischen Uberblick der Physik des vorigen Jahrhunderts unter besonderer Bertick-
sichtigung der hoherdimensionalen Modelle (Kapitel 1). In Teil II ,Physik der
Raumzeit” wird zunéchst ein kurzer Abriss der Allgemeinen Relativitdtstheorie
gegeben (Kapitel 2), und diese auf Sterne angewandt (Kapitel 3), d.h. es werden
die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen, welche die Struktur relativisti-

!Eine ausfiihrliche Literaturbesprechung erfolgt in Abschnitt 7.2 auf Seite 72.
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scher Sterne beschreiben, hergeleitet und analytisch fiir den Aufsenbereich eines
Sterns sowie das Innere eines Sterns homogener Dichte gelost. Schlieflich wird
ein numerisches Verfahren vorgestellt, mit dem die TOV-Gleichungen auch im
Inneren von Sternen inhomogener Dichte gelost werden kénnen. Die Ergebnisse
der numerischen Behandlung relativistischer Sterne dienen zum einen als Test
dieses Verfahrens — die bekannten Eigenschaften von Neutronensternen und Wei-
fen Zwergen werden korrekt reproduziert; zum anderen sollen sie spéater mit der
Losung der Branen-TOV-Gleichungen verglichen werden. Teil III ,Hoherdimen-
sionale Physik“ behandelt zunéchst die Einbettung von Untermannigfaltigkeiten
in eine hoherdimensionale Mannigfaltigkeit (Kapitel 4). Fiir den Spezialfall ei-
ner Hyperflache (Kapitel 5) wird der Projektionsformalismus vorgestellt, und
die Gaub-Codacci-Relationen hergeleitet. Auf das Branenwelt-Paradigma an-
gewandt (Kapitel 6), fithren diese auf die effektiven Feldgleichungen und die
Energie-Impuls-Erhaltung auf der Brane. Von den effektiven Feldgleichungen
ausgehend werden dann die Branen-TOV-Gleichungen hergeleitet (Kapitel 7)
und numerisch gelost. In der Zusammenfassung (Kapitel 8) stelle ich schliefilich
die erhaltenen Ergebnisse und Schlussfolgerungen zusammen. In den Anhéngen
finden sich einige ausfiihrliche Rechnungen (A) sowie ein Uberblick der verwen-
deten Notation (B) und Konventionen (C).
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Teil I
Einleitung

» Die wissenschaftliche Begriffsbildung und Methode unterscheidet sich von
der des Alltags lediglich durch gréflere Schirfe der Begriffe und Schliis-

se, durch sorgfaltigere und systematischere Auswahl des Erfahrungsmate-
rials sowie durch Sparsamkeit im logischen Sinne. Hierunter sei das Be-
streben verstanden, alle Begriffe und Relationen auf mdglichst wenige, lo-
gisch voneinander unabhdngige Grundbegriffe und Azxiome zurickzufihren. «

— Albert Einstein?

1 Historischer Uberblick

1.1 Zusatzdimensionen und das Streben nach Vereinigung

Eines der Hauptmotive der Theoretischen Physik ist die Suche nach einer Ver-
einigung aller fundamentalen Wechselwirkungen. Als Vater dieses Programms
gilt James Clerk Maxwell, dem es im 19. Jahrhundert gelang, Elektrizitat und
Magnetismus, die bis dahin als vollig verschiedene physikalische Phanome-
ne angesehen wurden, mathematisch miteinander zu verkniipfen. Die Maxwell-
Gleichungen

divB =0, rot E+18,B=0,

= 4 _ (1.1)
div E = 4o, rot B—19,E=47

bilden zusammen mit der Lorentz-Kraft Fy, = q (E + % ox B ) ein Axiomensys-
tem, aus dem alle elektrischen und magnetischen Vorgidnge abgeleitet werden
koénnen. Die Struktur dieser Gleichungen brachte Albert Einstein dazu, grund-
legend iiber das Wesen von Raum und Zeit nachzudenken, was schlieflich zur
Speziellen Relativititstheorie [1] von 1905 fiihrte. Ahnlich wie die Maxwell’schen
Gleichungen Elektrizitdt und Magnetismus in einen mathematischen Zusam-
menhang setzen, werden in der Relativitdtstheorie Raum und Zeit durch die
Lorentztransformation miteinander verkniipft. Jedoch fehlte noch ein Schritt zu
einer wirklichen Vereinigung der Konzepte Raum und Zeit auf der einen Seite
und Elektrizitdt und Magnetismus auf der anderen. Beides gelang im Jahre 1908,
als Hermann Minkowski [2] eine geometrische Interpretation der Speziellen Rela-
tivitdtstheorie lieferte. Er schlug vor, Zeit als eine vierte Dimension aufzufassen
und die bis dahin getrennten Begriffe Raum und Zeit zu einem neuen Begriff
zu vereinigen — der Raumzeit.> Minkowskis vierdimensionale Sichtweise fiihrte
zu einer sehr eleganten Formulierung der Speziellen Relativitdtstheorie, in der

2A. Einstein, Aus meinen spiten Jahren, Deutsche Verlags-Anstalt, Stuttgart, 1979.

3Minkowski beginnt seinen Vortrag ,Raum und Zeit“ [2] mit den viel zitierten Sitzen » Die
Anschauungen tiber Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln mdchte, sind auf experimentell-
physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stdirke. Ihre Tendenz ist eine radikale. Von
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beispielsweise die Lorentztransformation eine Interpretation als hyperbolische
Drehung der vier Koordinatenachsen erhélt, und sich relativistische Effekte wie
die Zeitdilatation* und die relativistische Energie-Impuls-Beziehung® ganz na-
tiirlich aus der Invarianz des Skalarproduktes von Vierervektoren ergeben. Die
Begriffe der Elektrodynamik lassen sich leicht in eine vierdimensionale Form
bringen, in welcher die Maxwell’schen Gleichungen die Gestalt

OOFP 4 9P F7* + TFP =0,

| (1.2)
Ou FP = 47” V&
annehmen. Die darin auftretende tensorielle Grofie
0 -E, -E, —-FE,
o _ E, 0 -B, By (1.3)
E, B, 0 —B,
E. -By, B, 0

iibernimmt jene Rollen, die der Vektor E des elektrischen Feldes und der Pseu-
dovektor B des magnetischen Induktionsfeldes in der dreidimensionalen Formu-
lierung (1.1) innehaben. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass F*?
eine neue physikalische Grofse darstellt, welche die getrennten Konzepte der
Elektrizitdat und des Magnetismus zu einem einzigen Konzept vereinigt — dem
elektromagnetischen Feld.

Im Jahre 1908 mag Minkowskis vierdimensionale Sichtweise von seinen Zeit-
genossen noch als rein mathematische Spielerei aufgefasst worden sein — als
bloke Anderung der Notation, der keine tiefere physikalische Bedeutung inne-
wohnt. Albert Einstein nahm dieses Paradigma jedoch sehr ernst und schuf
seine Theorie der Gravitation auf diesem vierdimensionalen Fundament. Seine
im Jahre 1915 vollendete Allgemeine Relativitdtstheorie [3]-[5] verkniipft die
Geometrie der Raumzeit mit ihrem Masse- und Energieinhalt und stellt damit
das Raumzeit-Konzept mit den Begriffen Masse und Energie auf die gemeinsame
Stufe physikalischer Entitéten.

Stund’ an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich vollig zu Schatten herabsinken und nur noch
eine Art Union der beiden soll Selbstindigkeit bewahren. «
*Ortsvektor im Laborsystem: & = (ct, Z), und im Ruhesystem: &’ = (cr, 0).

2 1,2 =2 ! / ’ 27 2 dr? dz? v?
(dz,dz) = ¢“dt” — dZ° = (dz’,dz’) = ¢"d” ~ @:1_W:1_§
dr

yi-g

SEnergie-Impuls-Vektor im Laborsystem: p = (E/c, %), und im Ruhesystem: p’ = (mc,0).

~ dt=

E2
(p.p) =5 —" = p)=m?? A~ E*=mit 45
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Die Physik zu Beginn des 20. Jahrhunderts kannte zwei fundamentale Wech-
selwirkungen, den Elektromagnetismus und Gravitation. Zu deren theo-
retischer Beschreibung standen zwei relativistische Feldtheorien zur Verfiigung,
die Maxwell’sche Theorie in ihrer manifest kovarianten Form (1.2) und Einsteins
Allgemeine Relativitdtstheorie mit den Feldgleichungen

Gop = Rap — 3Rgap = KTap . (1.4)

In Anbetracht des Erfolges bei der Vereinigung von Elektrizitdt und Magne-
tismus war der néchste logische Schritt, nach einer vereinigten Feldtheorie von
Elektromagnetismus und Gravitation zu suchen. Es stellt keine Schwierigkeit
dar, beide Theorien in einen formalen Zusammenhang zu setzen: Dazu miis-
sen zunéchst die Maxwell-Gleichungen an den Fall einer gekriimmten Raumzeit
angepasst werden, was durch die Ersetzung der partiellen Ableitungen in (1.2)
durch kovariante Ableitungen erfolgt.% Des weiteren muss die gravitative Wir-
kung des elektromagnetischen Feldes beriicksichtigt werden, indem zum Energie-
Impuls-Tensor der Materie in (1.4) noch der elektromagnetische Energie-Impuls-
Tensor

2? = _ﬁ (gleauFﬁu - %gaﬁFuyij)a (1'5)

hinzugefiigt wird.” Damit gelangt man zu den Einstein-Maxwell-Gleichungen

Gap = k(TR5" + T5)
OYFP 4 9P FY L VFB =0, (1.6)
Vo FoP = 4n 6

C

Durch dieses Gleichungssystem kommt jedoch noch kein einheitlicher Charak-
ter von Elektromagnetismus und Gravitation zum Ausdruck. Die erste Glei-
chung besagt lediglich, dass der Energieinhalt des elektromagnetischen Feldes
zur Krimmung der Raumzeit beitrdgt, wihrend die iibrigen Gleichungen das
elektromagnetische Feld naher beschreiben. Eine wirkliche Vereinigung der bei-
den Theorien ist erst erreicht, wenn sich die Einstein-Maxwell-Gleichungen de-
duktiv aus einem gemeinsamen Prinzip ergeben.

Inspiriert durch Minkowskis Vorgehensweise, eine vierte Dimension zum
Zwecke der Vereinigung physikalischer Begriffe einzufiihren, schlug Theodor Ka-
luza [6] im Jahre 1919 vor, eine Vereinheitlichung von Maxwell’scher und Ein-
stein’scher Theorie in einem fiinfdimensionalen Formalismus zu suchen.® Seine

5Dies ist nur fiir die inhomogene Maxwellgleichung nétig; in der homogenen Maxwellglei-
chung heben sich die Terme mit den Christoffelsymbolen aufgrund der Antisymmetrie des
Feldstédrketensors gegenseitig weg, sodass nur die partiellen Ableitungen iibrig bleiben.

“Auch darin wurde durch die Ersetzung der Minkowski-Metrik 7,5 durch eine allgemeine
Metrik gop eine Verallgemeinerung auf die gekriimmte Raumzeit vorgenommen.

8Fine fiinfdimensionale Herangehensweise zur Vereinigung von Maxwells Theorie mit dem
Newton’schen Gravitationsgesetz wurde bereits im Jahre 1914 von Gunnar Nordstrom [7]
vorgeschlagen.
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Idee war es, das elektromagnetische 4er-Potential A% = (gf), A ) als Komponenten
des metrischen Tensors aufzufassen,

Jap + anAg gAa
9gAB = ; (1.7)
§Ap §
worin die Indizes A, B von 0 bis 4 laufen und die raumzeitlichen Indizes «, 3
wie lblich von 0 bis 3. £ ist ein nicht néher bestimmtes Skalarfeld. Ferner ver-
langte er, dass die metrischen Komponenten nicht von der fiinften Koordinate
abhéngen, was er als Zylinderbedingung bezeichnete:

O19aB = 0. (1.8)

Als Grundgleichung dieser Theorie setzte er ein fiinfdimensionales Vakuum an,
was im Einstein’schen Sinne einem verschwindenden Ricci-Tensor entspricht:

Rap=0. (1.9)
Fiir den Fall £ = —k/27 = const ergeben sich daraus die Gleichungen
Gop = KTSS | V., F*? =0, FsF* =0, (1.10)

wobei die Definition F®8 := 9*AP — 9P A* ausgenutzt wurde.” Die erste Glei-
chung entspricht der Einstein’schen Feldgleichung fiir ein elektromagnetisches
Feld im materiefreien Raum; die zweite ist die inhomogene Maxwellgleichung in
Abwesenheit von Ladungen und Stromen. Kaluzas Theorie reproduziert somit
die Einstein-Maxwell-Gleichungen im Vakuum mit Ausnahme der inhomogenen
Maxwellgleichung, deren Giiltigkeit durch die Identifizierung des oben definier-
ten Ausdrucks F*# mit dem Feldstirketensor (1.3) implizit vorausgesetzt wird.
Allerdings ist durch die dritte Gleichung in (1.10) eine erhebliche Einschrankung
des elektromagnetischen Feldes gegeben, namlich E=B , von der man sich nur
durch zusétzliche Annahmen befreien kann. So etwa durch den Vorschlag Oskar

Kleins [9], fiir die fiinfte Dimension die Topologie eines Kreises anzunehmen.!?

9Siche Plebaniski & Krasinski [8], Seite 164 fF.

10Klein verfolgte damit eigentlich die Absicht, Kaluzas Theorie in einen Zusammenhang
zur Quantenmechanik zu stellen. Bekanntlich sind die Energiezusténde eines Teilchens quan-
tisiert, sofern das Teilchen auf ein endliches Volumen beschrankt ist. Klein hoffte, durch eine
zu einem Kreis endlichen Umfangs 27¢ aufgewickelte Zusatzdimension die Quantisierung der
elektrischen Ladung erkldren zu kénnen. Zur Grofe dieses Umfangs gelangt man durch die
folgende Uberlegung. Aus der Periodizitét der fiinften Dimension x folgt, dass jede physika-
lische Groke ¢ (z“, x) periodisch in x ist, ¥(z%, x) = ¥(z%, x + 27¢), und demnach in einer
Fourier-Reihe entwickelt werden kann:

Y™ x) = Y Pa(a™)e™/". (1.11)

Betrachtet man ein masseloses Skalarfeld, das die fiinfdimensionale Wellengleichung (* [l = 0
erfiillt, so folgt fiir die Fourier-Koeffizienten 1), eine vierdimensionale Klein-Gordon-Gleichung
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Erinnern wir uns: In vier Dimensionen folgen die Einstein-Maxwell-Gleichungen
aus dem Hamilton-Prinzip der extremalen Wirkung

S = [d'ev=g(R+ L RsF + 2 joA®) + Sy

FoB .— g AP — 9P A«

(1.14)

bei Variation nach den unabhingigen Variablen g,g, A% und entsprechender
Materie-Variablen. Auch hier ist die homogene Maxwellgleichung wieder in dem
Ausdruck fiir F*? implizit vorausgesetzt. In der Kaluza-Klein-Theorie lautet
das fiinfdimensionale Wirkungsintegral

S :/d5m/—<5>g CIR
= 27T€/d4x OPR
g | € 00§ 0%E
= 4 _ _ > 4> a | Zas¥ S
27r€/d RV g§<R ¢ + 4E15F + 2¢2

Hierbei wurde im zweiten Schritt die Kreistopologie der fiinften Dimension aus-

>. (1.15)

genutzt; das Integral konnte ausgefiihrt werden, da die Metrik und der Ricci-
tensor laut Zylinderbedingung nicht von der fiinften Koordinate abhéngen. Im
dritten Schritt wurden die Determinante ()¢ und der Ricciskalar ®)R eingesetzt,
die aus Kaluzas ber-Metrik (1.7) folgen. Fiir den Fall £ = 1/27 = const reduziert
sich die Wirkung auf

=t [atev=g(R+ LRsF) (1.16)

und hat die Einstein-Maxwell-Gleichungen im Vakuum zur Folge. Fiir diesen
Spezialfall stellt die Kaluza-Klein-Theorie somit eine einheitliche Feldtheorie
des Elektromagnetismus und der Gravitation dar.

In der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts erfuhr die Physik eine erhebliche
Erweiterung, zum einen durch die Entwicklung der Quantenmechanik zur Be-

mit der effektiven Masse m,:

DOy, = m2n,  mn = (1.12)

~[3

Vom vierdimensionalen Standpunkt aus betrachtet, besteht 1) demnach aus einer masselosen
Null-Mode %o und einem Turm aus massiven Kaluza-Klein-Moden ,+¢. Falls der Radius
¢ der Zusatzdimension hinreichend klein ist, treten die Kaluza-Klein-Moden jedoch erst bei
entsprechend hohen Energien auf und nur die Null-Mode ist beobachtbar. Klein nahm als
GroRe der Zusatzdimension die Planck Linge an, £ ~ 1073° m. Schéitzt man ¢ aus der Tatsache
ab, dass in Teilchenbeschleunigern bisher keine Kaluza-Klein-Moden von bekannten Teilchen
angeregt wurden, so erhélt man als obere Grenze

L<O(TeVTY) ~ 107 m. (1.13)
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schreibung atomarer und subatomarer Vorgéinge, zum anderen durch die Entde-
ckung der schwachen und starken Wechselwirkungen. Zusammen mit dem Elek-
tromagnetismus und der Gravitation waren somit vier fundamentale Wech-
selwirkungen bekannt. Das Streben nach groftmoglicher Einheitlichkeit der
Grundlagen fithrte zum Konzept des Eichfeldes, dessen Feldquanten, die Eich-
bosonen, als Vermittler der Wechselwirkungen aufgefasst werden. In diesem
Rahmen gelang in den spaten 40er Jahren die Formulierung einer relativisti-
schen Quantenfeldtheorie des Elektromagnetismus (Quantenelektrodynamik —
QED), die spéater zu einer vereinheitlichten Theorie der elektroschwachen Wech-
selwirkung ausgebaut werden konnte, und in den 70er Jahren die Formulierung
der Quantenchromodynamik (QCD) als Eichfeldtheorie der starken Wechselwir-
kung.'! Es hat sich als duferst schwierig herausgestellt, auch die Gravitation als
eine quantisierte Eichfeldtheorie zu formulieren. Einen Ansatz in dieser Richtung
stellt beispielsweise die Loop-Quantengravitation dar.'?

Bei der Suche nach einer Vereinigung aller fundamentalen Wechselwirkungen
wurden auch Zusatzdimensionen in Betracht gezogen. Ein méglicher Kandidat
einer ,,Theorie von allem* enthélt jedoch mehr Freiheitsgrade, als Kaluzas 5Ser-
Metrik anbieten kann. Einen Ausweg bietet die Annahme von mehr als einer
Zusatzdimension. Auf die Frage, wie viele Dimensionen bendtigt werden, um
das Standardmodell der Teilchenphysik mit der Gravitation nach einem Kaluza-
Klein-Schema zu vereinigen, wurde 1981 eine Antwort von Edward Witten [12]
gegeben: mindestens elf. Es bildeten sich zunéchst mehrere héherdimensiona-
le Vereinigungsprogramme heraus. Die Supergravitation, eine Kombination aus
Allgemeiner Relativitdtstheorie und Supersymmetrie, die von elf oder weniger
Dimensionen ausgeht; die Stringtheorie, die nur in 26 Dimensionen konsistent ist
und Bosonen beschreibt; und die fiinf anomaliefreien Superstringtheorien (Typ I,
Typ IIA, Typ IIB, SO(32) heterotisch und Eg x Eg heterotisch). Letztere be-
schreiben Fermionen und Bosonen in einem zehndimensionalen Formalismus.
Allen Ansétzen gemein ist die Annahme, dass die Zusatzdimensionen wie in der
urspriinglichen Kaluza-Klein-Theorie auf der Planck-Skala kompaktifiziert sind.
Im Gegensatz zur Kaluza-Klein-Theorie sind die Eichfelder jedoch an die Metrik
gekoppelt, statt selbst Komponenten der Metrik zu sein. In dieses Theorien-
Konglomerat wurde im Jahre 1994 eine neue Ordnung gebracht, was als zweite
Superstring-Revolution bezeichnet wird: Man erkannte die Notwendigkeit, dass
es neben den eindimensionalen Strings auch héherdimensionale Membranen, so
genannte p-Branen, geben muss, die zusammen die fundamentalen Objekte der
Theorie darstellen; ferner stellte sich heraus, dass die fiinf Superstringtheori-
en miteinander iiber Dualitdten in Wechselbeziehungen stehen und im Limes
kleiner Energien in die elfdimensionale Supergravitation iibergehen. Dies fiihrte
zu der Interpretation, dass die Vereinigung aller fundamentalen Wech-

1 Zur historischen Entwicklung der Teilchenphysik siehe Dosch [10].
12Giche Rovelli [11].
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selwirkungen in einer elfdimensionalen Theorie erfolgen konnte, genannt M-
Theorie, die den Superstringtheorien iibergeordnet ist und die Supergravitation
als Grenzfall kleiner Energien enthilt.!?

1.2 Grolie Zusatzdimensionen

Gegen Ende des 20. Jahrhunderts kamen neuartige, hoherdimensionale Modelle
auf, die man als Branenwelten bezeichnet.!* Diese basieren auf den Arbeiten
von Hotava & Witten [14], [15], die ein elfdimensionales Superstring-Szenario
gefunden hatten, in welchem die Teilchen und Eichfelder des Standardmodells
mit Ausnahme des Gravitons auf eine zehndimensionale Hyperfliche, der so
genannten Brane, beschrinkt sind, sodass die elfte Dimension nicht kompakt
sein muss. Die Sonderrolle der Gravitation, die als einzige Wechselwirkung den
vollen, elfdimensionalen Bulk ausfiillt, ergibt sich wie folgt: Die Superstring-
bzw. M-Theorie behandelt drei Arten fundamentaler Objekte — ringférmig ge-
schlossene Strings, offene Stings mit frei liegenden Enden und hoherdimensionale
Branen. Eine bestimmte Gattung von Branen, die D-Branen, sind jene Orte, auf
denen die Enden der offenen Strings lokalisiert sind. Wahrend sich geschlosse-
ne Strings frei im elfdimensionalen Raum der Stringtheorie bewegen koénnen,
tendieren die offenen Strings dazu, ihre Enden an eine D-Brane zu heften. Die
Standardmodell-Teilchen und Eichbosonen werden in der M-Theorie durch offe-
ne Strings représentiert; das Spin-2-Graviton ist jedoch ein geschlossener String.

Das erste Branenwelt-Szenario wurde im Jahre 1999 von Randall & Sun-
drum (RS1 [16]) vorgeschlagen, die erkannt hatten, dass sich aus dem Materie-
Confinement und der Sonderrolle des Gravitons eine natiirliche Erkdrung des
Hierarchieproblems ergibt, also der Frage, warum die Gravitation so viel schwé-
cher ist, als die drei anderen fundamentalen Wechselwirkungen.!® Sie gingen zu-
néachst von einer endlichen Zusatzdimension aus, die aber nicht zu einem Kreis
aufgewickelt ist, sondern von zwei Minkowski-Branen (go3 = 7q3) im Abstand
L begrenzt wird. Den fiinfdimensionalen Bulk fassten sie als Anti-de-Sitter-
Raum auf, also ein 5D-Vakuum mit negativer kosmologischer Konstanten As.

13Zur Wahl des Namens M-Theorie schreiben Hofava & Witten [14]: » As it has been proposed
that the eleven-dimensional theory is a supermembrane theory but there are some reasons to
doubt that interpretation, we will non-committally call it the M-theory, leaving to the future
the relation of M to membranes. «

“Siehe Maartens [13].

YEin Jahr zuvor wurde zur Losung des Hierarchieproblems ein sechsdimensionales Modell
von Arkani-Hamed et al. [18] vorgeschlagen, wobei die beiden Zusatzdimensionen auf Skalen
100 pm . .. 1 mm kompaktifiziert sind, also deutlich grofer sein kdnnen, als in herkémmlichen
Kaluza-Klein-Theorien. Dieses Modell wird ebenfalls zu einem Branenmodell, wenn man den
stringtheoretischen Confinement-Mechanismus annimmt, was in [18] aber nicht explizit getan
wurde.

Um auf den beiden Branen eine flache Minkowski-Metrik zu gewéhrleisten, miissen sie
mit einer Spannung A = A\1 = —\2 ausgestattet sein, die mit der kosmologischen Konstanten
abgestimmt ist: A2 = —6As / k2. Dabei ist k5 die Kopplungskonstante der Gravitation in fiinf
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In diesem Modell wird die Planck-Masse Mp;, welche ein Mafs fiir die Starke der
Gravitation in vier Dimensionen ist, zu einer effektiven Grofse, die sich aus der
fundamentaleren Massenskala My ableitet:

M = M30(1 — e 2H/Y). (1.17)

Darin ist £ = \/—6/A5 der AdSs-Krimmungsradius. In fiinf Dimensionen kann
die Starke der Gravitation also durchaus vergleichbar etwa zur schwachen Wech-
selwirkung werden; die effektive 4D-Gravitation wird jedoch durch Auftreten des
Faktors e 2L/t abgeschwiicht.

In einem zweiten Branenmodell zeigten Randall und Sundrum (RS2 [17]),
dass die kosmologische Bulk-Konstante As die Kompaktifizierung der Zusatz-
dimension iiberfliissig macht, denn die Krimmung des Bulks hat eine effektive
Lokalisierung der Gravitation in der Ndhe der Brane zur Folge. Diesmal gingen
sie von einer einzigen Minkowski-Brane aus (bzw. platzierten die zweite Brane
bei L — 00). Die Bulk-Einsteingleichungen

Gap = Rap — P Rgap = —Asgap (1.18)

werden in Gauf’schen Normalkoordinaten X4 = (2, ) durch das Linienele-
ment

Clgs? = e2IXI/ naﬁdxo‘dxﬂ + dy? (1.19)

gelost. Wie man sieht, besitzt die Brane (bei x = 0) und jede dazu parallele
4D-Hyperfliche (y # 0) eine flache Minkowski-Metrik; jedoch schrumpft das
4er-Linienelement jeder dieser Hyperflachen, je grofer der Abstand zur Brane
wird. Demnach steuert aufgrund des exponentiellen ,Warp-Faktors* auch eine
unendlich ausgedehnte Zusatzdimension nur einen endlichen Beitrag zum fiinf-
dimensionalen Volumen bei:!”

7 —Ax/t >
/d5x\/—(5)g:2/d4x/dxe_4X/e:2e_4/£ /d4x: g/d4x. (1.22)
0
0

Folglich kann sich die Gravitation zwar {iber die gesamte Bulk-Mannigfaltigkeit

ausbreiten, aber die Verdiinnung in Richtung der fiinften Dimension, erstreckt
sich nur auf ein begrenztes, effektives Volumen.

Dimensionen.
"Der metrische Tensor lautet

—1 0 -1
1
gap = e 2XI/¢ ( . ) + ( % ) — e 2IxI/t ( L ) (1.20)
! 0 0 1 e2Ixl1/e

und hat die Determinante

(8)g = _e~8IXI/¢ (1.21)
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Teil 11
Physik der Raumzeit

» Zwei Dinge erfillen das Gemdit mit immer neuer und zunehmender Bewun-
derung und Ehrfurcht, je dfter und anhaltender sich das Nachdenken damit be-
schiéftigt: Der bestirnte Himmel {ber mir und das moralische Gesetz in mir. «

— Immanuel Kant18

2 Allgemeine Relativitatstheorie

2.1 Differentialgeometrie

Die Differentialgeometrie bildet das mathematische Geriist der Allgemeinen
Relativitatstheorie. Die physikalische Raumzeit erfiillt alle Eigenschaften einer
Mannigfaltigkeit; veranschaulicht bedeutet dies, dass die Raumzeit lokal wie
der euklidische Raum R* aussieht, d.h. sie ist lokal flach und kann in der Um-
gebung eines jeden ihrer Punkte durch 4-Tupel reeller Zahlen, so genannte Ko-
ordinaten, beschrieben werden. Eine solche Umgebung mit ihrem Koordinaten-
system nennt man eine Karte. Da die Raumzeit gekriimmt sein kann, benétigt
man im Allgemeinen mehrere, sich tiberlappende Karten zur vollstidndigen Be-
schreibung der Raumzeit.

Auf der Raumzeit-Mannigfaltigkeit > konnen Kurven C: R — X, A —
x%(\) definiert werden. Durch die Ableitung von C' nach dem Kurvenparameter

A im Punkt p ist ein Tangentialvektor an die Kurve in diesem Punkt gegeben:

dz®

e = —| . 2.1
=, (21)
Dieser Tangentialvektor ist kein Element der Mannigfaltigkeit (eine Mannig-
faltigkeit ist kein Vektorraum, sondern eine Punktmenge); man muss sich eher
an jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit einen Vektorraum, den so genannten
Tangentialraum 7,(X), angeheftet denken. 7,(X) ist die Menge der Tangenti-
alvektoren aller durch p verlaufenden Kurven.

Der Tangentialvektor (2.1) kann auch in einer koordinatenunabhéngigen
Schreibweise angegeben werden:2’

_d
T

Fasst man die Basisvektoren e, als die Tangentialvektoren an die durch p

[

(2.2)

verlaufenden Koordinatenlinien auf, also jenen Kurven, lings derer sich nur die

181, Kant, Kritik der praktischen Vernunft, BeschluR.

YFine Analogie ist die Erde, deren Oberfliche nicht in einer einzigen Karte dargestellt
werden kann.

2°Im Folgenden lasse ich den Index p weg. v bezeichnet dann das Tangentialvektorfeld an
die Kurve C.
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Koordinate % &ndert und die anderen konstant bleiben, sodass x® selbst als

Kurvenparameter herangezogen werden kann, ergibt sich in dieser Notation?!
0
e(a) == 6? = aa . (23)
Aus (2.2) folgt mit der Kettenregel
d dx* 0
U= Ty o ) (2.4)

was als die Entwicklung des Tangentialvektors nach den Basisvektoren interpre-
tiert werden kann. Die vier Zahlen daz®/d\ sind die Koordinaten von v beziiglich
der Basis {e(4)}-

Um die Lange eines Vektors und Winkel zwischen zwei Vektoren angeben
zu kénnen, muss auf dem Tangentialraum ein Skalarprodukt definiert sein. Dies
geschieht durch Einfithren der Metrik g. In der Sprache der Differentialgeo-
metrie ist g eine 2-Form, also eine bilineare Funktion, die zwei Vektoren aus
demselben Tangentialraum eine reelle Zahl, ndmlich ihr Skalarprodukt, zuord-
net, g: 7T,(X) x T,(X) = R, (v,w) — (v,w), mit

(v,w)
(v%e(a),we(g))

«

<U7w> =

e Q@

w’gew) e)
= gaﬂ ’anﬁ, (25)

wobei im dritten Schritt die Bilinearitdt ausgenutzt, und im vierten Schritt die
Bezeichnung g(e(q) , €(3)) =: gap eingefithrt wurde.

Die Wirkung der Metrik auf einen einzigen Vektor interpretiert man wie
folgt: Durch o(+) = g(v,-) wird ein so genannter Kovektor oder dualer Vektor
definiert, der ein Element des dualen Tangentialraumes f;,(E) ist. Auf einen
Vektor w € 7,(X) angewandt, liefert er das Skalarprodukt

(
= vgwP, (2.6)

wobei die Schreibweise 9(e(g)) = g(v*e(q),€(g)) = Vgap =: vg eingefithrt wur-
de. Ein Dualvektor ist eine 1-Form, d.h. eine lineare Funktion, die einem Vektor
aus 7,(X) eine reelle Zahl zuordnet.

Eine Mannigfaltigkeit, auf deren Tangentialriumen ein Skalarprodukt defi-
niert ist, nennt man Riemann’sche Mannigfaltigkeit, wenn das Skalarprodukt

2Der Index o nummeriert die Basisvektoren. Er steht in Klammern, damit man ihn nicht
mit einem Komponentenindex verwechselt.
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positiv definit ist. Die Raumzeit ist eine Pseudo-Riemann’sche Mannigfal-
tigkeit, denn das Skalarprodukt eines Vierervektors mit sich selbst kann posi-
tiv, negativ oder Null sein. Daraus ergibt sich die Unterscheidung in raumartige,
zeitartige und lichtartige Vierervektoren.??:23

Durch die Abbildung ©: ¥ — %, 2% — 2% (2%, 2!, 22, 2°) sei ein Basis-
wechsel auf ¥ gegeben. Fiir die Basisvektoren folgt mit der Kettenregel

! /

0 ox* 0 Ox®

6(0‘) = Ore = Ore 61‘0/ = ore e(a/)

In (2.4) eingesetzt, ergibt sich das Transformationsverhalten eines Vektors be-

ox®

€(a") = frar €la) -

5%

(2.7)

ziiglich dieser Koordinatentransformation:

' o o 0z
@ 6(0/) =0 e(a/) % v = s v

Ein Vergleich von (2.7) mit (2.8) zeigt, dass sich die Vektorkomponenten genau

v =0 = v

o (28)

gegenladufig zu den Basisvektoren transformieren. Man nennt v® daher auch die
kontravarianten Komponenten von v. Das Transformationsverhalten eines
Dualvektors folgt aus der Forderung, dass das Skalarprodukt invariant unter
Koordinatentransformationen ist:

| / ox®
(v, W) = Vo WY = Vg WY =V

/

ox®

@ —
== 8xal Vo -

ox® v

Dies ist identisch mit dem Transformationsverhalten der Basisvektoren (2.7).

(2.9)

N V!

Man nennt v, deshalb die kovarianten Komponenten von v.

Ein fiir die Physik zentraler Begriff ist die Differentiation von Funktionen und
Vektorfeldern. Durch (2.4) wurde der Tangentialvektor an die Kurve C': R —
Y, XA — z%(\) als Ableitungsoperator nach dem Kurvenparameter eingefiihrt.
Dieser kann auf eine skalare Funktion f: ¥ — R, z% — f(z) angewandt
werden, was eine reelle Zahl ergibt:

v(f) =v%0uf = (v,Vf) =V, f. (2.10)

Durch v(f) ist also die Richtungsableitung des Skalarfeldes f lings v gegeben.
Setzt man die Komponenten v® = dz®/d\ ein, so ergibt sich
dz® of  df

va: ﬁ%— a, (211)

22Dje Zuordnung hingt von der Signatur der Metrik ab. Setzt man 1 = 1 fiir die Signatur
(—=,+,+,+) und n = —1 fir die Signatur (+,—, —, —), so gilt

>0 ~ z% ist raumartig,
NTaxr™ § =0 ~ x* ist lichtartig,

<0 ~ z% ist zeitartig.

ZDiese Eigenschaft des Skalarproduktes — also die unterschiedlichen Vorzeichen fiir Raum-
und Zeitkoordinaten in der Metrik — ist eine physikalische Notwendigkeit, denn sie bestimmt
die kausale Struktur der Raumzeit.
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wobei das Skalarfeld f nun als Funktion auf den Parametern A € R aufgefasst
wurde, statt auf den Punkten von . Die totale Ableitung von f (genauer: von
foC) nach dem Kurvenparameter von C' entspricht also der Richtungsableitung
von f entlang des Tangentialvektors an C.

Im R? steht zusitzlich die Richtungsableitung eines Vektorfeldes w entlang
der Kurve C' zur Verfligung:

Cdw L w(A+dA) —w(A)
Vyw = o= dl){glo Y . (2.12)

Im Falle der Raumzeit — oder einer allgemeinen Mannigfaltigkeit — ist zu beden-

ken, dass dieser Differentialquotient nur dann wohldefiniert ist, wenn die beiden
Vektoren w(A + d\) und w()\) dem gleichen Tangentialraum angehéren. Tm R4
ist dies der Fall, nicht aber in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit. Um den Diffe-
rentialquotienten zu bilden, muss einer von beiden Vektoren in geeigneter Weise
in den Tangentialraum des anderen Vektors transportiert werden. Bildlich ge-
sprochen muss ein Zusammenhang zwischen verschiedenen Tangentialrdumen
definiert sein. Man kann dann schreiben

Dw . @)\—l—d)\()\) - w()\)
e X ’
wobel Wy 4 (A) der Vektor ist, der aus w(A + d\) durch Paralleltransport vom
Punkt z%(\ + d\) nach z%(\) entsteht. V,w bezeichnet die so genannte kova-
riante Ableitung des Vektorfeldes w liangs v. Ein Zusammenhang zwischen

Vyw = (2.13)

verschiedenen Tangentialraumen besteht, wenn die kovarianten Ableitungen al-
(5 €(a) fir alle a, B —
gegeben sind. Als Ableitungsoperator geniigt V,, der Produktregel, und es gilt

ler Basisvektoren entlang aller Basisvektoren — also V,

VUU} = vaae(a)
= (Vow)e(q) + w*Voe(q)
6811}&
oxP

worin ausgenutzt wurde, dass die kovariante Ableitung einer Vektorkomponente,

=0 €(a) T w*v?V, (2.14)

8 (@)

Vyw®, der normalen Richtungsableitung (2.10) entspricht. Der Vektor Ve s €(a)

kann nach den Basisvektoren e( entwickelt werden:

v)
Ve €(a) = Fagliy) - (2.15)

Die Entwicklungskoeffizienten I'? 5 hennt man Christoffelsymbole. Mit ihnen
ergibt sich aus (2.14) die y-Komponente der kovarianten Ableitung zu

Y B
(Vow)? = 795w + wo‘vﬁf‘zﬁ = — +w*——I7 (2.16)

wobei im zweiten Schritt die Komponenten v® = dz®/d\ des Tangentialvektors
eingesetzt und die Kettenregel angewandt wurde. Betrachten wir als Spezialfall

die kovariante Ableitung entlang e(g), also Ve 5 =1 Vg; sie lautet

(ng)7 = 8@11)7 + wo‘Fgﬁ . (2.17)
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Im Folgenden werde ich zur Vereinfachung die Klammer weglassen und fiir die
kovariante Ableitung einfach Vgw? schreiben; man sollte jedoch im Hinterkopf
behalten, dass damit nicht die Ableitung der w”-Komponente gemeint ist (was
einfach die partielle Ableitung dzw” ist), sondern die y-Komponente der kova-
rianten Ableitung von w!

Die kovariante Ableitung erméglicht es, den Begriff des Paralleltranspor-
tes eines Vektors eindeutig zu definieren:?* Man sagt, ein Vektor w sei entlang
der Kurve C' parallel transportiert, wenn die kovariante Ableitung in Richtung
des Tangentialvektors v dieser Kurve verschwindet, V,w = 0. Eine Kurve, ent-
lang derer der Tangentialvektor selbst parallel transportiert ist, V,v = 0, heifst

24Scheinbar gibt es auf Mannigfaltigkeiten verschiedene Méglichkeiten, die Parallelverschie-
bung eines Vektors zu definieren: Als Beispiel einer Mannigfaltigkeit denke man an einen
Halbkreis mit dem Tangentialvektor w im Punkt p. Unter Paralleltransport dieses Vektors
zum Punkt ¢ kann man entweder eine solche Verschiebung verstehen, die die Richtung des
Vektors beibehilt, wie in Abbildung 1 gezeigt; oder man versteht darunter eine Verschiebung
wie in Abbildung 2, sodass der Vektor wiahrend des Transportes immer tangential zu jener
Kurve bleibt, entlang derer er verschoben wird.

gl

p p

Abb. 1: Paralleltransport, 1. Methode Abb. 2: Paralleltransport, 2. Methode

Die erste Variante mag verniinftig erscheinen, da die Vektoren w und @ in Abbildung 1
tatséchlich parallel sind; jedoch héngt dieses Urteil von der Art der Einbettung der Man-
nigfaltigkeit ab! Der Halbkreis kann ohne Anderung seiner inneren Geometrie zu einer Linie
abgerollt werden — wie in Abbildung 3 und 4 dargestellt (der Riemanntensor einer eindimen-
sionalen Mannigfaltigkeit ist Null; der Halbkreis hat also keine innere Kriimmung, sondern nur
eine durch die Art der Einbettung bestimmte dufere Kriimmung). Dies zeigt, dass die von der
euklidischen Geometrie gepragte Anschauung der Begriffe Parallelitit und Parallelverschie-
bung nicht ohne weiteres auf Mannigfaltigkeiten iibertragbar ist. Stattdessen miissen diese
Begriffe durch innere Eigenschaften der Mannigfaltigkeit definiert werden; so geschehen in der
2. Methode aus Abbildung 2 und 4. In diesem Sinne sind die Vektoren w und w zueinander
parallel.

p q p

Abb. 3: Paralleltransport, 1. Methode Abb. 4: Paralleltransport, 2. Methode
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Geodéate. Wie aus (2.16) ersichtlich, erfiillt sie die Kurvengleichung

A2z . dz® dzf
d)\2 d\ dA

Unter einer Geodéte kann man sich die kiirzeste Verbindung zwischen zwei

I7,=0. (2.18)

Punkten der Mannigfaltigkeit vorstellen. Im euklidischen Raum sind dies Gera-
den; auf einer allgemeinen Mannigfaltigkeit konnen Geodéten jedoch gekriimmt
sein.

Ein Charakteristikum der euklidischen Geometrie ist das Parallelenaxiom:
Zwei Geraden schneiden sich in héchstens einem Punkt; parallele Geraden
schneiden sich nie. Fiir die Geodéten auf einer Mannigfaltigkeit ist dies im All-
gemeinen nicht zutreffend. Aus dem nichtlinearen Verhalten des Abstandsvek-
tors benachbarter Geodédten — der so genannten geoditischen Abweichung
— kann ein Mafs fiir die Kriimmung der Mannigfaltigkeit abgeleitet werden. Da-
zu betrachtet man eine Familie von Geodéten, deren Punkte durch z®(\,¢)
gegeben seien, wobei A die Geodéiten parametrisiert und ¢ den Ubergang zwi-
schen verschiedenen Geodéten. Neben dem Tangentialvektor v® = da®/d\ gibt
es in jedem Punkt einen Abstandsvektor u® = dx®/ds zwischen verschiede-
nen Geodéten. Der Ausdruck V,u hat dann die Bedeutung einer relativen Ge-
schwindigkeit zweier Geodéten, und V,V,u = D*u/d\? entspricht der relativen
Beschleunigung. Es gilt

D2y

v R%g+s e(a)vﬁlﬂué (2.19)

mit dem Riemann’schen Kriimmungstensor

Man bezeichnet eine Mannigfaltigkeit als gekriimmt, wenn der zugehorige Rie-
manntensor von Null verschiedene Komponenten besitzt.?> Der Riemanntensor
beschreibt die intrinsische Kriimmung einer Mannigfaltigkeit — im Unterschied
zur dufseren Kriimmung, die eine Folge der Einbettung in einen héherdimensio-
nalen Raum und somit keine direkte Eigenschaft der Mannigfaltigkeit selbst ist.
Weitere Konsequenzen der Kriimmung einer Mannigfaltigkeit sind die Wegab-
héngigkeit des Paralleltransportes von Vektoren und die Nichtvertauschbarkeit
der kovarianten Ableitung. Auf ein Vektorfeld w angewandt bedeutet dies26

(V4Vs — VsV4)w = R%gy5 e(a)w’g. (2.21)

% Diese Aussage ist unabhéngig vom gewéhlten Koordinatensystem, denn ein Tensor, der
in einem Koordinatensystem von Null verschiedene Komponenten besitzt, hat auch in jedem
anderen Koordinatensystem nichtverschwindende Komponenten — einen Tensor kann man
nicht wegtransformieren! Diese Eigenschaft folgt aus dem Tensor-Transformationsverhalten

o' _ B;L'O‘l 9xP a
A g = Qe el e

26Tch gehe grundsétzlich von verschwindender Torsion aus, also Flﬁ = Pga, was von den
Christoffelsymbolen als Zusammenhangskomponenten automatisch erfiillt wird.
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In der Allgemeinen Relativitdtstheorie und insbesondere in der Branentheo-
rie spielt ein weiterer Kriimmungstensor eine wichtige Rolle, namlich der Weyl-
tensor. Dieser ergibt sich aus dem Riemanntensor durch Abziehen aller Kon-
traktionen:

Capys = Rapys — JapyRos — Rapy 9518 + 3R9a96) (2.22)

mit dem Riccitensor R,5 := R7,,5 und dem Ricciskalar R := go‘ﬂRaﬁ.27 Der
Weyltensor ist so konstruiert, dass all seine Spuren (C” 8+v6s C7 gy, C"smg ete.)
verschwinden; er ist also der spurfreie Anteil des Riemanntensors und besitzt
auch dessen Symmetrieeigenschaften. Dariiber hinaus ist er invariant unter kon-
formen (= winkeltreuen) Transformationen, d.h. zu einer Metrik g,g gehort
der gleiche Weyltensor wie zur Metrik Q2gaﬁ, mit einer beliebigen Funktion
Q = Q(zY, 2!, 22, 2%). Die physikalische Bedeutung des Weyltensors werde ich
im néchsten Kapitel noch néher erlautern.

2.2 Gravitation

Die Allgemeine Relativitatstheorie liefert eine geometrische Erklarung der Gra-
vitation, indem sie die Kriimmung der Raumzeit mit einer vorgegebenen Ma-
terieverteilung in Beziehung setzt. Die Kopplung zwischen Materie und Kriim-
mung kommt durch die Einstein’schen Feldgleichungen

Gap = Rap — %Rgag = rkTag, k=81 (2.24)

zum Ausdruck.?® Eine dquivalente Formulierung der Feldgleichungen erhilt man
durch Bildung der Spur, also Multiplikation von (2.24) mit ¢“? und Summation
iiber beide Indizes: R — RS = R — 2R = —R = kT =: xT. Einsetzen in
(2.24) ergibt

Rag = k(Top — 3T903)- (2.25)

Man kann zeigen, dass sich Testteilchen, die keinen dufseren Kréften unterwor-
fen sind, stets entlang geodétischer Linien bewegen, ihre Trajektorien also der
Gleichung

A2z . dz® daP
d\2 d\ dX

Il,=0 (2.26)

27Gleichung (2.22) gilt nur in vier Dimensionen. In n Dimensionen lautet der Weyltensor
Cabcd = Rabed — % (ga[cRd]b + Ra[cgd]b) + m (n>Rga[cgd]b ) (223)

mit den Indizes a,b,c,d =0,1,...,n — 1.

28Ich gehe davon aus, dass die kosmologische Konstante — wenigstens in den fiir uns inter-
essanten Situationen im Inneren und in der ndheren Umgebung eines Sterns — vernachléssigbar
klein ist.
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geniigen, wobei A die Bahnkurve parametrisiert.??> 30 Kombiniert man dies mit
den Einstein’schen Feldgleichungen, so ergibt sich folgendes Bild: Materie (Mas-
se und Energie) kriimmt die Raumzeit; in einer gekriimmten Raumzeit sind die
kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten — die Geodédten — im Allge-
meinen keine Geraden mehr, sondern Kurven; Photonen und massive Korper
bewegen sich entlang dieser gekriimmten Geodéten; dies erweckt den Anschein
einer Kraftwirkung. Die Newton’sche Schwerkraft wird in der Allgemeinen Re-
lativitédtstheorie somit als Scheinkraft interpretiert.

Man beachte, dass durch die Einsteingleichungen (2.24) bzw. (2.25) Materie
nicht an den Riemanntensor gekoppelt wird, der die intrinsische Kriimmung der
Raumzeit beschreibt, sondern an den Riccitensor. Zerlegt man den Riemann-
tensor wie in Gleichung (2.22) in den Weyltensor, Riccitensor und Ricciskalar,

Rapys = Caprs + GalyRojp + Rar 968 — 3R9ai956 (2.27)

so sieht man, dass der Kriimmungsanteil, der nicht durch die Einsteingleichun-
gen festgelegt wird, mit dem Weyltensor iibereinstimmt. Dieser ist jedoch nicht
vollig unbestimmt: Da der Riemanntensor die Bianchi-Identitat Vi R,g,5 = 0
erfiillt, hangt der Weyltensor iiber die Beziehung

V@Cagys = Vi, Rs)p + %gg[yva]R (2.28)

vom Riccitensor ab.3! Mit den Einsteingleichungen (2.25) folgt dann der Zu-
sammenhang zwischen der Materieverteilung und Weylkriimmung;:

V@Capys = £(V Ts)g + 3941, Ve T)- (2.29)

Im Gegensatz zum Riccitensor, der mit dem Energie-Impuls-Tensor durch einen
algebraischen Ausdruck verkniipft ist, ist der Weyltensor iiber eine Differential-
gleichung an Materie gekoppelt. Zu einem vorgegebenen Energie-Impuls-Tensor
gibt es somit mehrere Losungen fiir den Weyltensor. Wie man an den Einstein-
gleichungen (2.24) und (2.25) sieht, gilt bei Abwesenheit jeglicher Materie, also
verschwindendem Energie-Impuls-Tensor

Gap =0, R.3 =0, R=0. (2.30)
Aus der Definition des Weyltensors (2.22) folgt in diesem Falle
Rogys = Cagfyg. (2.31)

Im Vakuum ist der Weyltensor also mit dem Riemanntensor identisch. Folglich
wird durch den Weyltensor die Kriimmung in Vakuumregionen der Raumzeit
beschrieben — wie z.B. Gezeiteneffekte und Gravitationswellen.

2Siehe Weinberg [19], Seite 70-77.
30Testteilchen sind Photonen oder massive Korper, die eine vernachlissigbare Kriimmung
der Raumzeit verursachen. Fiir die zeitartigen Bahnkurven massiver Testteilchen kann man

als Kurvenparameter die Eigenzeit 7 wéahlen.
31Siehe Carroll [20], Seite 169 f.
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3 Relativistische Sterne

3.1 Metrik statischer, kugelsymmetrischer Systeme

Wir betrachten den idealen Fall eines statischen und kugelsymmetrischen Sterns,
suchen also nach Losungen der Einstein’schen Feldgleichungen in Regionen der
Raumzeit mit diesen Eigenschaften. Die gesuchte Metrik sollte in grofser Entfer-
nung zum Stern in die Minkowski-Metrik iibergehen, das in Kugelkoordinaten
(r,9, ¢) ausgedriickte Linienelement demnach gegen

ds? = —d? + dr? + r?(d9? + sin? 9 dg?) (3.1)

streben. Die Forderungen nach Statik und Rotationssymmetrie sind erfiillt, wenn
wir fiir das Linienelement in der Umgebung des Sterns den Ansatz

ds® = —e*® dt? 4+ 2 dr? 4 2992 (dv? + sin? ¥ dp?) (3.2)

wihlen, wobei ®, A und © Funktionen von r sind.?? Die Freiheit in der Wahl des

20 yerschwinden

zu lassen. Dazu definieren wir zunéchst eine neue radiale Koordinate 7 := ¢©r,

Koordinatensystems kann dazu ausgenutzt werden, den Faktor e

mit dem Differential
d7 = e®dr + €®rd0 = (1+ r@')e@dr. (3.3)

Die Substitution von 7 durch 7 in (3.2) ergibt dann

2(A-0)
ds? = 2 d? + ——— A7 + 72 (d9? + sin® 0 dp?) , (3.4)
(1+7r0)

worin ®, A und © nun als Funktionen von 7 aufgefasst werden. Schlieflich
kénnen noch die folgenden Umbenennungen vorgenommen werden

¢ A
e , 3.5
(o) 7

!

und wir erhalten das einfachere, aber ebenso allgemeine Linienelement
ds? = —e?® dt? + *M dr? 4 12 (d192 + sin? ¥ d<,02) . (3.6)

Die oben definierten raumzeitlichen Polarkoordinaten (¢, r, 9, ¢) nennt man
Schwarzschildkoordinaten oder auch Kriimmungskoordinaten.?® Aus dem

329, A und © treten hier als Argumente der Exponentialfunktion auf, was den Vorteil hat,
dass man dem Linienelement direkt die Signatur der Metrik (—, 4, +, +) ansieht.

33Die anschauliche Bedeutung der Schwarzschild-r-Koordinate ist die folgende (sieche Misner
et al. [21], Seite 595 ff): Sei P ein Punkt, durch den eine Kugeloberfliche mit Mittelpunkt im
Koordinatenursprung gelegt wurde, und Ao deren Fliacheninhalt, gemessen in Eigenldngen.
Fiir die Schwarzschild-r-Koordinate von P gilt dann 47r® = Ao.
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zugehorigen metrischen Tensor

0 e 0 0
_ 3.7
o 0 0 2 0 (3.7)
0 0 0 7r2sin?9
und dessen Inverse
—e722 0 0
0 e 2N 0
af _ 3.8
g 0 0 2 0 (38)
0 0 0 r2gin29

ergeben sich die Christoffelsymbole Fiﬂ = % Jralt ((%gm + 089ya — 87901/3)

F;. — <I>/, l—w:t — q:)/eQ((PfA) , Pfﬁ — ?”71 ,
9 .
. =A, I, = —sind cos?, (3.9)
ng = —re 2N Iy, = L,
I, = —re A gin? 9, ngo =cos® sin~ 19,
und daraus der Riemanntensor R%g.5 := &,Fg“ﬁ — &;F% + 9.5 — I‘g‘EFg 5
Rty = ®'N — " — 92 R grg = rNe 2,
Rlygpg = —r®'e ", R yrp = rAe A sin? 9, (3.10)
Rtsotw = —r®'e A gin? ¥, Rﬂtﬂﬂs& = (1 — e—QA) sin2 9,

der Riccitensor R.3 := R7 3

Ry = (9" 4+ &2 — '\ + 20"~ 1) 2N
Ry = —®" —®? 4+ &'N +2Ar7 1,

Ryy = (’I”A/ —r® — 1)672/\ +1,

R,, = sin® ¥ Ryy ,

(3.11)

der Ricciskalar R := R,39"

P — A 1— 2A
R= _2<q>” + 0% — @'\ 42 + )e_2A : (3.12)
r r

und schlieRlich der Einsteintensor G5 := Ro3 — % Rgap
G = (2rN — 1+ *)r 22N
Grr = (2r®' +1 - eQA)r_2 ,
Gy = (‘I)” + 0% — /N + M)ﬂe—?/\, (3.13)
r
Gop = sin? 9 Gy -

Alle tibrigen, nicht genannten Komponenten sind Null.
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3.2 Stellare Strukturgleichungen

Die Struktur statischer und kugelsymmetrischer Sterne wird durch einen Satz ge-
wohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben, den so genann-
ten Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen?*

m' = 4rr?o, (3.14)
Gm + 47Gr3p

= — = 1
r(r—2Gm) ’ (3.15)

P = —(e+p)?, (3.16)

die zusammen mit einer Zustandsgleichung der Sternmaterie

p=p(o) (3.17)

ein geschlossenes Gleichungssystem fiir die vier unbekannten Funktionen m(r),
o(r), p(r) und ®(r) bilden. Das zugehorige Linienelement lautet

2G -1
ds? = () q? + (1 - m(r)) dr? + r?(dv? + sin 9 dep?) . (3.18)
r
Wihrend die Zustandsgleichung eine Materialeigenschaft ist, die ich als ge-
geben voraussetze, lassen sich die drei stellaren Strukturgleichungen direkt aus
den Einstein’schen Feldgleichungen ableiten, wenn man fiir den Energie-Impuls-
Tensor den einer idealen Fliissigkeit ansetzt:

Top = (0 + P)uats + pgas - (3.19)

Darin bezeichnen g := gg + € die totale Massen-Energiedichte, die sich aus
der Massendichte g9 und der inneren Energiedichte £ zusammensetzt, p den
Druck und u® die 4er-Geschwindigkeit des Fliissigkeitselementes im betrach-
teten Raumpunkt. Im statischen Fall ruht jedes Fliissigkeitselement beziiglich
des gewahlten Koordinatensystems, und die 4er-Geschwindigkeit hat nur eine
t-Komponente, u® = u!§¢. Aus der Normierung u,u® = —1 folgt dann

u® = e P, Uq = —e®5¢ (3.20)

und der Energie-Impuls-Tensor lautet

0e*® 0 0 0
0 pe2d 0 0
Tog = 3.21
ap 0o 0 p? 0 (3:21)
0 0 0 pr2sin®9

3Im Folgenden durch TOV-Gleichungen abgekiirzt.



36 Teil IT. Physik der Raumzeit

Setzt man diesen zusammen mit dem Einsteintensor (3.13) in G, = kT ein,
so erhilt man die drei Gleichungen®

(2rA — 1+ e*M)e™) = wr?p, (3.22)
(2r® +1— e2A)e_2A = kr?p, (3.23)
o — A
(@” + @7 —d'N + >e2A =Kp. (3.24)
r

Schreibt man (3.22) wie folgt um (k = 87G eingesetzt)

!/

8tGrio=1—e¢ 2 yorNe A = {r(l - e*QA)] (3.25)
und fithrt die Bezeichnung

o2 _q _ 20m(r) (3.26)

r(1— e*QA) =:2Gm(r) ~ "

ein, so folgt die TOV-Gleichung m’(r) = 47r?p und das Linienelement (3.18).
Als Losung dieser TOV-Gleichung erhalten wir die so genannte totale Masse

T

m(r) = 4r /dr r2o(r), (3.27)
0

die man als relativistisches Analogon der Masse-Energie innerhalb des Kugel-
radius 7 interpretiert,3¢ wobei die Integrationskonstante m(0) = 0 gesetzt wur-

de.37 Stellt man (3.23) nach ® um und setzt e=24 = 1 — ZE™ ¢in, 50 ergibt sich

die zweite TOV-Gleichung, ®' = %’gﬁp. Die dritte TOV-Gleichung kann

35Die pp-Komponenten-Gleichung entspricht der 99-Gleichung (3.24), und die nichtdiago-
nalen Komponenten von Gog und T, fithren auf Gleichungen, die trivial erfiillt sind (0 = 0).
36Im Unterschied zur Newton’schen Masse

mn(r) = 4w /Ordr 2 00(7) (3.28)

fliefft in die totale Masse neben der Massendichte gp auch die innere Energiedichte ¢ ein,
0 := o + &. Ferner unterscheidet sich (3.27) von der Ruhemasse

mo(r) = 47r/ drr2go(r)e™" (3.29)
0
und der so genannten gravitativen Masse
ma(r) = 47r/ drr2o(r)e™) (3.30)
0

bei denen die Integration iiber das Eigenvolumenelement dV = 47r?edr ausgefithrt wird.

37 Ich folge der Argumentation von Misner et al. [21], Seite 602: m(0) = 0 impliziert
eine physikalisch akzeptable Geometrie ohne Singularitdt im Ursprung, denn fiir kleine r ist
o(r) = const, folglich gilt m(r) = %TI'QCT‘g mit g := 0(0), und das rdumliche Linienelement
lautet (mit der Abkiirzung dQ? := d¥? + sin® ¥dp?)

-1
ds? = (1 - 26;%(””)) dr? +r2dQ? = (1 — 87Gocr?) 'dr? 4 r2dQ? & dr? + r2d9?, (3.31)
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aus der Kombination von (3.22)—(3.24) hergeleitet werden. Man stellt zunéchst
(3.22) und (3.23) wie folgt um

2rN = (kro —1)e** + 1, (3.33)
2rd’ = (KTQP + l)e2A -1 (3.34)

und leitet (3.34) nach r ab

20" + 2rd” = 2A'(m“2p + 1)e2A + (2/{7“;0 + m“2p')e2A
=2A' (2r® + 1) + (26rp + m“2p')e2A , (3.35)

wobei im zweiten Schritt wieder (3.34) eingesetzt wurde. Umstellen nach ®”

o' — A
" = 20"\ — + (kp+ 3 ,‘<;7’p’)e2A (3.36)
und Einsetzen in (3.24) liefert zunéchst
q)/ _ A/ (D/ _ A/
kpe?t = 28\ — + (kp + & wrp/)e® + 2 — BN +
r
=9? + N + (kp+ 3 HTpI)GQA (3.37)
und schlieflich
I el 7 e i Y
p=- 3 kre?A T kr2eA
o (m"Zp—i— 1)e2A -1+ (K]TQQ — 1)e2A +1 o
N Kr2e2h
=—(o+p)?, (3.38)

wobei im dritten Schritt (3.33) und (3.34) eingesetzt wurden. Alternativ ldsst
sich diese Gleichung auch aus der Energie-Impuls-Erhaltung V,7%? = 0 herlei-
ten.?® Berechnet man die kovariante Ableitung des Energie-Impuls-Tensors

VoI = 9,70 + 12,7 417, 7oA (3.39)
mit
e 2% 0 0 0
0 pe?A 0 0
T8 = 4
0 0 pr2 0 (3.40)
0 0 0 pr2sin=2v

wihrend m(0) # 0 eine im Ursprung singulire Raummetrik zur Folge hat,

2 72Gm(r) -1 2 2 2~7 ’f‘d'l"2 2 2
ds _(1 = ) dr 720" & — a0 (3.32)

38Die Energie-Impuls-Erhaltung ist keine zusitzliche Bedingung, sondern sie folgt aus der
Bianchi-Identitit VoG*® = 0 und den Einsteingleichungen Gos = kTws.
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und den Christoffelsymbolen (3.9), so liefert nur die 8 = r-Komponente eine
nichttrivial erfiillte Gleichung, namlich

0= Vol = 9,T° + T T 4+ 17, T
=0, T + (T}, + T}, + T, +T5.)T""
+ T3 T + T, 17 + Ty T 4+ T, T%¢
=0 (pe ™) + (&' + A+ 771 47 )pe A
+ @'e2(®—N) oe 2% 4 A’;loe_2A — Te_2Apr_2 —re A sin? 9pr2sin"2 9
= [p’ —2A'p+ (CI)' + A+ 21"_1);0 + &0+ A'p— 2pr_1]e_2A
= [/ + (0 +p)@]e ?, (3.41)

was wieder auf p’ = — (o + p)®’ fiihrt.
Die beiden TOV-Gleichungen fiir ® und p’ konnen zu einer Gleichung fiir
das hydrostatische Gleichgewicht des Sterns kombiniert werden:3"

) (0 + p)(Gm + 4xGr3p)
i . 3.42
p r(r—2Gm) ( )
Etwas anschaulicher wird diese Gleichung, wenn man sie in der Form
G Arrd 2Gm\ ™!
p=— @Q<1+p><1+ 7T74p><1— m) (3.43)
r 0 m r
oder, wenn auch noch die TOV-Gleichung dm = 4mr?odr eingesetzt wird,
Gmd Arr® 2Gm\ ™!
drrdp = — L (1 n p) (1 + p> (1 - m) (3.44)
r 0 m r

schreibt. Man denke sich eine Kugelschale des Sterns mit Radius r und Dicke
dr. Der Druck am inneren Rand der Kugelschale sei p(r) und der am &ufseren
Rand p(r) —dp. Auf der linken Seite von (3.44) steht die Kraft, die aufgrund der
Druckdifferenz dp auf die Kugelschale wirkt. Diese Kraft wird durch die Terme
auf der rechten Seite ausbalanciert: Dabei ist der erste Faktor die Newton’sche
Gravitationskraft, die zwischen der totalen Masse m(r) innerhalb des Radius r
und der Masse dm der Kugelschale wirkt; die drei anderen Faktoren koénnen als
allgemeinrelativistische Korrekturen aufgefasst werden, die eine betragsméfige
Vergrokerung des Druckgradienten im Vergleich zum Newton’schen Grenzfall
p' = —Gmoo/r? bewirken. Folgt man dem Druckverlauf von der Oberfliiche
zum Zentrum des Sterns, so ergibt die relativistische Berechnung einen stérkeren
Anstieg als die Newton’sche Vorhersage. Da der Druck selbst als Korrekturterm
einfliefst, wird die Abweichung vom Newton’schen Limes umso grofser, je grofier
der Druck ist. Dies hat zur Folge, dass relativistische Sterne kompakter sind und
ab einer kritischen Gesamtmasse instabil werden, da der Druck im Zentrum dann
beliebig groft wiirde.

39Diese Gleichung wurde erstmals von Oppenheimer und Volkoff [22] hergeleitet und wird
daher auch als Oppenheimer-Volkoff-Gleichung bezeichnet.
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3.3 AuRere Schwarzschild-Losung

Eine analytische Losung der Einstein’schen Feldgleichungen im Aufsenbereich
eines statischen, kugelsymmetrischen Sterns wurde erstmals von Karl Schwarz-
schild [23] gefunden. Seine Losung wird iiblicherweise aus den Einsteinglei-
chungen im Vakuum, R,3 = 0, hergeleitet, sie folgt aber auch aus den TOV-
Gleichungen: Da Dichte und Druck aufierhalb des Sterns verschwinden, gilt

m =0 ~ m(r > R) = const = m(R) =: M , (3.45)

wobei mit R der Radius des Sterns bezeichnet wurde. Die TOV-Gleichung fiir
®’ lautet dann

GM
/I
@_T<r_2 - (3.46)

was mit der Randbedingung e2®(>) = 1, also ®(c0) = 0, integriert werden kann:

/ / GM
Mit der Substitution
2G M d¢  2GM r2
E=1- . N~ T e N dr-deGM (3.48)
erhalten wir
; d¢ 2GM 2GM
_ [ _ 20 _
O(r) = /25 5In <1 . ) ~ e 1 > (3.49)

1

und aus (3.18) folgt dann das Schwarzschild’sche Linienelement fiir r > R
2GM 2GM ™!
ds? = — <1 — i) dt? + <1 — Ci> dr? + r?(dv? + sin? 9 de?) . (3.50)

3.4 Innere Schwarzschild-Losung

Wie in Abschnitt 3.2 bereits erwédhnt, benotigt man zur Loésung der TOV-
Gleichungen im Inneren eines Sterns die Zustandsgleichung der Sternmaterie.
Eine analytische Losung wurde von Karl Schwarzschild [24] fiir eine homogene
Dichteverteilung hergeleitet, also fir die Zustandsgleichung

o = const =: p, fiir alle p(r), (3.51)

was der Fall ist, wenn der Stern aus einer inkompressiblen Fliissigkeit besteht,
oder sich aus Schichten unterschiedlicher Zusammensetzungen aufbaut, deren
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Zustandsgleichungen gerade die geforderte homogene Dichte trotz variierenden
Druckes ergeben. Die totale Masse (3.27) im Inneren des Sterns ist dann

m(r) = 3mrio,, (3.52)

und die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts (3.42) lautet

, 37Gr(o« + p) (o« + 3p)

— 3.53
b 1-— *WGQ*T‘z ( )

Integration unter Berticksichtigung der Randbedingung p(R) = 0, liefert

7 1
d = TrG/dr
/ P (0x +p) (0« + 329 1-— *7TGQ*7“2
4
1 <§Q* +p> f
~ In
204 o« +p /|, ,

1 57Go.R? — rgR-!
~ 0« + p(r) _ 7TGQ R _ 1—-—rgR (3.54)
0+ + 3p(r) 1 - §nGo.r? 1—rgr*R~3

R

1
= T, In (1 — %WGQ*T‘2>

mit dem Schwarzschildradius rg := 2GM. Durch Umstellen nach p(r) ergibt
sich

V1—rgR=t — /1 —rgr2R-3
" V1—rgr2R=3 —3y/1 —rgR-1~

p(r)=o (3.55)

Die metrische Funktion e?® erhilt man durch Integration der TOV-Glei-
chung p’ = — (0« + p)®’ mit den Randbedingungen ®(R) = %ln (1-7s/R) (am
Rand muss die innere Metrik stetig in die dufere Schwarzschildmetrik (3.49)
tibergehen) und p(R) =0

R

o(r) = B(R) —i—/dr (Q*p; p)

= ®(R )+1U(Q*+P)

<1—*) )

:m< Lt ) (3.56)
1—7”5R

M\»—A

Mit (3.55) ist das Ergebnis

1 2\?
G R BT (3.57)
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und das Linienelement fiir r < R lautet

o0GM 1 20G M2 \?
d32:—<2y/1—%—2\/1—GR;>dt2

2GMr2\!
+(1— GR3T> dr2—|—r2(d192+sin219dg02).

(3.58)

Wie man sieht, tritt im Zentrum des Sterns bei r = 0 keine Singularitdt auf
(sofern ein Stern mit endlichem Radius R betrachtet wird).

Fine interessante Eigenschaft dieser Losung ergibt sich aus dem Grenzwert-
verhalten von Gleichung (3.54), wenn man den zentralen Druck p. := p(0) gegen
unendlich laufen lésst. In diesem Limes gilt

rjzl_(@*ﬂ)c

28
- fi : 3.59
= Sa) g firpe—oe (3.59)

Jeder stabile Stern homogener Dichte, dessen zentraler Druck einen endlichen
Wert hat, erfiillt daher die Relation®
rg 8 GM 4

Wie man sieht, gilt rg < R, d.h. der Schwarzschildradius eines solchen Sterns
liegt in seinem Inneren, und somit treten weder in der inneren Metrik (3.58),
noch in der duferen (3.50) Koordinatensingularitdten auf. Mit M = %WR?)Q*
ergibt sich aus (3.60) ein maximaler Radius und eine maximale Masse fiir einen
Stern homogener Dichte:

Rimax = (37TGQ*)71/2, Mpax = %(3#(}'3@*)71/2. (3.61)

Es ist denkbar, dass ein anfangs stabiler Stern durch das Aufsammeln von Ma-
terie — beispielsweise von einem Begleitstern — diese Grenzwerte iiberschreitet,
somit instabil wird und kollabiert. Eine derartige Vorhersage existiert in der
Newton’schen Gravitationstheorie nicht. Setzt man fiir o, die mittlere Dichte
der Sonne (=~ 1g/cm?®) bzw. die eines typischen Weifien Zwergs (=~ 10°g/cm?)
und Neutronensterns (= 10'5 g/cm3) ein, erhilt man die folgenden Werte:

0+ [g/cm®]  Riax Minax

1 543 Ry, 10% Mg
106 0,5 Re 10° Mo,
101 11,95km 3,6 Mg

In Abschnitt 3.6 wird die maximale Masse eines Neutronensterns mit inho-
mogener Dichteverteilung numerisch ermittelt. Das Ergebnis lautet My, =
2,047 M, bei einer zentralen Dichte von g, = 2,85 - 10 g/cm?3.

49Man kann zeigen, dass die Relation GM/R < 4/9 fiir alle Sterne gilt und nicht nur fiir
Sterne mit homogener Dichte. Sieche Weinberg [19], Seite 331 ff.
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3.5 Numerische Losung der TOV-Gleichungen

Fiir realistische Sternmodelle mit einer inhomogenen Dichteverteilung existieren
keine analytischen Losungen der TOV-Gleichungen; man greift daher zu nume-
rischen Verfahren. Falls die Zustandsgleichung der Sternmaterie als analytische
Funktion p = p(0) gegeben ist,*! gilt

-1
p(r)=p(o(r)) ~ p’IZZ@’ ~ Q’=p’<gz> ; (3.62)

und die TOV-Gleichungen ergeben das Gleichungssystem

m' = 4, (3.63)

e
3 2

v o

worin die Lichtgeschwindigkeit ¢ wieder explizit eingesetzt wurde. Die ersten drei
Differentialgleichungen sind unabhéngig von ® und kénnen durch ein numeri-
sches Verfahren wie dem Runge-Kutta-Algorithmus?? integriert werden. Dabei
startet man im Zentrum des Sterns mit den Anfangswerten

m(0) =0, 0(0) =0,  p(0)=poc), (3.73)

41Zustandsgleichungen fiir Neutronensternmaterie liegen in der Regel nur in tabellarischer
Form vor, an die bestenfalls eine analytische Funktion angefittet werden kann. Einen solchen
Fit werde ich im Folgenden verwenden.

“2Der Runge-Kutta-Algorithmus (RK4) ist ein Verfahren zur approximativen Losung eines
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung in =z,

y' =f(z,y). (3.67)

Sind die Werte der gesuchten Funktionen y(z) in einem Startpunkt zo bekannt, y(zo) = yo,
so ergeben sich die Werte von y bei x,+1 = x,, + h aus der Iteration

Ynt1 = ¥n + & (ki + 2ko + 2ks + k4) + O(h%), (3.68)
mit
k1=h-f(acn,yn), (
k2:h'f($n+%h7}’n+%k1), (
ks =h-f(zn+ 5h, yn + 3ko), (3.71
ki=h-f(zn+h,y.+ks). (

Der RK4-Algorithmus ist eine Methode 4. Ordnung in der Schrittweite h; der Fehler in jeder
Tteration ist O(h®), wihrend sich der totale Verfahrensfehler zu O(h*) aufsummiert.
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wobei g. beliebig vorgegeben werden kann, und p(o.) aus der Zustandsgleichung
folgt.*3 Man fiihrt die Iteration bis zum Rand des Sterns aus, der durch die
Bedingung p(R) = 0 definiert ist. Als Ergebnis erhdlt man den Verlauf von
m(r), p(r) und o(r) zu jedem Iterationsschritt . Variiert man den Startwert
0c, so erhdlt man eine Sequenz von Losungen, also Sterne mit unterschiedlichen
Radien R und Gesamtmassen M := m(R).

Bei der ®'-Gleichung handelt es sich um ein Randwertproblem, statt eines
Anfangswertproblems wie bei den drei anderen Gleichungen, denn nicht der
Wert ®(0) im Zentrum ist bekannt, sondern ®(R) = 3 In (1 — 2GM/c*R). Da
in Gleichung (3.66) ® selbst nicht auftritt, sondern nur die Ableitung @', kann
zu jeder Losung ®(r) eine beliebige Konstante addiert werden, was zu einer
neuen Losung von Gleichung (3.66) fiihrt. Diese Konstante ist so zu wéhlen, dass
die Randbedingung ®(R) = 1 In (1 — 2GM/c*R) erfiillt wird. Méchte man den
Verlauf von ®(r) im Inneren des Sterns ermitteln, so integriert man zunéchst das
volle Differentialgleichungssystem (3.63)—(3.66) numerisch mit einem beliebigen
Startwert ®;(0), bildet mit den erhaltenen Werten fiir R, m(R), und ®(R) die
Differenz

AP =1iln (1 — QGJZ@) — ®(R) (3.75)

und lasst schliefslich eine zweite Iteration laufen, bei der man den Startwert
Dy(0) = ¢1(0) + AD (3.76)

verwendet. Die zweite Iteration liefert dann den korrekten Verlauf von ®(r) mit
dem gewiinschten Ubergang in die dufere Schwarzschildlésung.

Im Folgenden betrachten wir Neutronensterne und Weifte Zwerge — jene kom-
pakten Endzusténde der stellaren Entwicklung, deren Struktur im Wesentlichen
von der Gravitation bestimmt wird. Strahlungstransport- oder Konvektionsvor-
ginge bleiben unberiicksichtigt; ferner verwende ich temperaturunabhéngige Zu-
standsgleichungen und beschranke mich damit auf kalte Neutronensterne bzw.
kalte Weifie Zwerge.

Das hier verwendete numerische Verfahren — ein in C implementierter Runge-
Kutta-Algorithmus vierter Ordnung — werde ich spéater auch auf kompakte Ster-
ne in der Branenwelt anwenden und die dort erhaltenen numerischen Ergebnis-
se mit den hier dargelegten Eigenschaften konventioneller Neutronensterne und
Weifler Zwerge vergleichen.

“Da in den TOV-Gleichungen (3.64)—(3.66) 7 im Nenner steht, kann die Iteration nicht

genau im Zentrum des Sterns beginnen. Ich definiere daher ein kleines ro und gehe davon
4

Swrg’ annaéhernd konstant sind, sodass fiir den ersten

aus, dass Dichte und Druck im Volumen
Iterationsschritt die Werte

4

ro,  mo=amrooe,  00=0c,  po=Dp(oc) (3.74)

verwendet werden kénnen.
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3.6 Neutronensterne

Bei der numerischen Integration der TOV-Gleichungen verwende ich die Zu-
standsgleichung SLy von Douchin & Haensel [25], die den Zusammenhang zwi-
schen Dichte und Druck im Kern und der Kruste des Neutronensterns appro-
ximativ wiedergibt. Wie Haensel & Potekhin [26] gezeigt haben, konnen die
tabellarisch vorliegenden Werte von SLy durch die Funktion

3
. +1afaj:£a3§ f(as(€ - ag))
+ (a7 + agf) f(ag(aro —¢)) (3.77)
+ (a11 + a128) f(ai3(ars —€))
+ (a15 + a16) f(ar7(ars — &))

(=

angefittet werden, wobei die Abkiirzungen ¢ := logp, & := log ¢ und
fl@)=(e"+1)7" (3.78)

verwendet wurden. Die Werte der 18 Parameter a; lauten:

a; = 6,22 a7 = 19,105 a3 =4,3

as = 6,121 ag = 0,8938 a1q4 = 14,08

a3 = 0,005925 ag = 6,54 ais = 27,80 (3.79)
as = 0,16326 aio = 11,4950 aie = —1,653

as = 6,48 ar] = —22,775 a7 = 1,50

ae = 11,4971 a2 = 1,5707 a1s = 14,67

Neben der Zustandsgleichung selbst benétigen wir in (3.65) auch deren Ablei-
tung nach o. Mit

p=10°,  (=((E(),  &le) =logo (3.80)
gilt nach der Kettenregel

dp 9106 9¢ d¢ . a9 1 p ¢
@‘Tg‘?&'d@‘m 1n10-8—§-§1n10—38—5. (3.81)

Die Ableitung 9¢/9¢ kann direkt aus (3.77) berechnet werden. Sie lautet

¢ (a2€ +3a38?) (1 + aaf) — as(ar + as€ + az&®)
o€ (14 a4€)?
a1 + a2& + as 3 o
T +§a4§ o ) (3.82)
+ as f(x2) + (a7 + asd)age™ f*(x2)
+ ar1af(x3) + (a11 + a12€)arse™ f2(x3)
+ a6 f(z4) + (a15 + a16€)arre™ f2(z4)

f(x1)




3 Relativistische Sterne 45

36 !
34 - I
32 1 -
30 - i
28 - : -

26

Otrans
T

log p [dyn/cm?]
i

24 5 : L

2 - | -t

¢

20 - § § -

18 T T T — —
4 6 8 10 12 14 16

¢ =log o [g/cm?]

Abb. 5: Die Zustandsgleichung SLy zur Beschreibung der Neutronensternma-
terie

mit den Abkiirzungen

x1 = a5(§ — ag) r3 = aiz(aa — &),

(3.83)
z2 = ag(aio — §), x4 = arr(aig —§) .

Die Zustandsgleichung SLy in ihrer durch Gleichung (3.77) gegebenen ana-
lytischen Form ist in Abbildung 5 dargestellt. Sie beschreibt die Materie eines
Neutronensterns von der duferen Kruste (o ~ 10*g/cm?) bis zum Zentrum,
wo die Energiedichte bei ca. 0,5- bis 10-facher Kerndichte (= 2,5 - 104 g/cm?)
liegt. Die Materie der dufieren Kruste besteht — wie auch das Innere eines
Weifsen Zwergs — aus einem entarteten Elektronengas und Atomkernen, die ein
Kristallgitter bilden. Aufen herrschen 56Fe-Kerne vor, wihrend weiter innen mit
zunehmender Dichte immer neutronenreichere Kerne auftreten. Der Ubergang
von der duferen zur inneren Kruste bei o4yip ~ 4 - 101! g/ cm?® ist in Abbil-
dung 5 durch ein plotzliches Abflachen der Zustandsgleichung zu erkennen. Ab
dieser Dichte ,tropfeln Neutronen aus den Atomkernen, und ein Gas aus Neu-
tronen und Elektronen fiillt den Raum zwischen neutronenreichen Atomkernen.
Mit steigender Energiedichte wichst der Anteil freier Neutronen, bis sich die
Atomkerne ab einer Ubergangsdichte von etwa ograns =~ 1,7 - 101 g/cm3 aufzu-
16sen beginnen, und sich eine stark inkompressible Neutronenfliissigkeit bildet,
der noch ein kleiner Anteil an Protonen und Elektronen beigemischt ist. Aus

dieser Materie besteht der Kern des Neutronensterns.*?

#4Giehe auch Camenzind [27], Seite 188, 242f.
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Abb. 6: Energiedichte o(r) und totale Masse m(r) eines Neutronensterns mit
0c = 10" g/cm?

In Abbildung 6 sind die Ergebnisse der numerischen Integration des Dif-
ferentialgleichungssystems (3.63)(3.65) fiir einen Stern mit o, = 10'° g/cm?
dargestellt: Sein Dichteprofil o(r) und der Verlauf der totalen Masse m(r) vom
Zentrum bis zum Rand des Sterns. Fiir diese zentrale Energiedichte erhal-
ten wir einen Neutronenstern mit Radius R = 11,689 km und Gesamtmasse
M = 1,418 M. Er besteht aus einem 10,67 km groffen Kern, einer etwa 630 m
dicken inneren Kruste und einer ca. 390 m dicken dufseren Kruste. Wie in Abbil-
dung 6 oben zu sehen ist, grenzt sich die innere Kruste durch einen plotzlichen,
sehr starken Abfall der Dichte bei r = 10,67 km (gtrans) deutlich vom Kern
ab; den Ubergang von der inneren zur duferen Kruste markiert ein abruptes
Abflachen der Dichte bei r = 11,30km (0drip)-

Variiert man die zentrale Dichte im Intervall o./onue = [1,14], so erhélt
man eine Sequenz von Neutronensternen unterschiedlicher Grofen und Massen.
In Abbildung 7 sind Radius R und Gesamtmasse M als Funktionen der Zent-
raldichte o. aufgetragen, sowie R in Abhéngigkeit von M. In der so erzeugten
Sequenz von Losungen sind jedoch nicht alle Konfigurationen stabil. Eine not-
wendige Bedingung, damit es sich bei einer Losung M (o.) um eine instabile
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Abb. 7: R(o.), M(oc) und R(M) von Neutronensternen unterschiedlicher Zen-
traldichten

Konfiguration handelt, lautet

dM (o)
doc

<0. (3.84)

Das Maximum der M (g;)-Kurve in Abbildung 7 stellt demnach den masse-
reichsten noch stabilen Neutronenstern mit My, = 2,047 M, dar. Es liegt
bei etwa 11,4-facher Kerndichte, d.h. bei g. = 2,85 - 10! g/cm?, und einem
Sternradius von R = 9,986 km. Im R(M)-Diagramm entspricht es dem Punkt,
in dem die Kurve riicklaufig wird. Eine wichtige Vorhersage der Allgemeinen
Relativitatstheorie ist, dass Konfigurationen mit hoheren Zentraldichten instabil
sind.



48 Teil II. Physik der Raumzeit

log o [g/cm?]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

m/Me

0 T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

100 T/R@

Abb. 8: Dichte p(r) und totale Masse m(r) eines Weifen Zwerges mit g. =
10%g/cm?

3.7 Weilse Zwerge

Zur numerischen Integration der TOV-Gleichungen fiir Weifse Zwerge verwende
ich die Zustandsgleichung®?

mC2
po) = S S [VITEGE - Ve (VITE +9)],

A 82
. 13 (3.85)
£ =1,0088 - 102 ()
e
mit der Comptonwellenlinge des Elektrons Ae = h/mec und dem mittleren

Molekulargewicht pro Elektron ue = 2. Fiir einen Weiflen Zwerg der zentralen
Dichte g. = 10% g/cm? ergibt sich der in Abbildung 8 gezeigte Verlauf der Ener-
giedichte p(r) und totalen Masse m(r). Eine Variation der zentralen Dichte fiihrt
auf die in Abbildung 9 gezeigte Sequenz von Losungen M (g.). Auch in diesem
Fall gibt es eine maximale Masse, die in etwa bei der Chandrasekhar-Grenze
von 1,4 My liegt.

45Siehe Camenzind [27], Seite 154 fF.
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Teil 111
Hoherdimensionale Physik

» Es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das Besitzen, sondern
das Erwerben, nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen, was den grifsten
GenufS gewdhrt. Wenn ich eine Sache ganz ins Klare gebracht und erschépft
habe, so wende ich mich davon weg, um wieder ins Dunkle zu gehen; so son-
derbar ist der nimmersatte Mensch, hat er ein Gebdude vollendet, so ist es
nicht, um nun ruhig darin zu wohnen, sondern wm ein anderes anzufangen. «

~ Carl Friedrich Gauf3*®

4 Untermannigfaltigkeiten

4.1 Einbettung

In Kapitel 6 werde ich das Paradigma der Branenwelt einfiithren, in dem die
Raumzeit als vierdimensionale Untermannigfaltigkeit aufgefasst wird, die in eine
héherdimensionale Mannigfaltigkeit, dem so genannten Bulk, eingebettet ist. Im
Allgemeinen versteht man unter einer Einbettung eine Abbildung

o: N - M, x“HXA(mO,xl,...,a:d_l) (4.1)

von der Untermannigfaltigkeit A in die Mannigfaltigkeit M, wobei die (lokalen)
Koordinaten 2% (mit a = 0,1,...,d—1) auf N und X* (mit A =0,1,...,D—1)
auf M eingefiihrt wurden.

Im Grunde kénnen wir A’ mit dem in M eingebetteten Bild N := ®(N)
identifizieren und damit auch alle Punkte 2z € A mit ihren Bildern X = ®(z) €
N. Somit kann jeder Punkt von N auch durch Koordinaten beziiglich einer
Basis von M dargestellt werden. Wir werden im Folgenden die Bezeichnung
N dennoch verwenden, um den Unterschied in der Koordinatendarstellung zu
betonen: Durch die d Koordinaten z% wird der Punkt z € N beziiglich einer
Basis von N dargestellt, wihrend die D Koordinaten X4 denselben Punkt z =
XeN beziiglich einer Basis von M ausdriicken.

Sofern sich die Untermannigfaltigkeit nicht selbst schneidet, ist die Einbet-
tung ® injektiv, d.h. jeder Punkt von N wird eindeutig einem Punkt von M
zugeordnet, und es existiert dann eine inverse Abbildung &' : N — N. Man
beachte, dass der Definitionsbereich von ® ! auf das Bild N = ®(\) beschrinkt
ist, da ® im Allgemeinen nicht surjektiv auf ganz M abbildet und damit auch
nicht bijektiv ist.4”

46F. Schmidt, P. Stickel (eds.), Briefwechsel zwischen Carl Friedrich Gaufl und Wolfgang
Bolyai, B. G. Teubner, Leipzig, 1899, Seite 92.

47 Als Beispiel denke man an den R® mit kartesischen Koordinaten X* = (X,Y,Z). Die
Punkte der X,Y-Ebene bilden die Untermannigfaltigkeit R? und kénnen durch Koordinaten
z® = (x,y) angegeben werden. Eine Einbettung ist dann z.B. ®: (z,y) — (X,Y,0) mit der
Inversen @~ *: (X,Y,0) + (z,y).
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4.2 Pushforward und Pullback
Durch C: R — N, XA+ z%(\) sei eine Kurve auf A/ gegeben, und

_i_dxa 0
TN T A oze

= v(y) (4.2)

sei der Tangentialvektor an diese Kurve. Da A in M eingebettet ist, kann C
ebenso als Kurve auf N’ C M aufgefasst werden, was wir als Komposition

~

C:=®0(C: R—-M, )\I—>XA(I'O()\),...,.’L‘d_1()\)) (4.3)

schreiben konnen. Mit der Kettenregel folgt fiir den Tangentialvektor an C

d dz*ox4 o PR G
= A\ a7 5XA =v"e(4) ~ v = S v®. (4.4)

V=

Im Folgenden bezeichne ich den Tangentialvektor an C' mit dem gleichen Buch-

staben wie jenen an 6, setze also ¥ = v, weil es sich um die gleiche Kurve

und damit auch um den gleichen Tangentialvektor handelt. Die beiden Vekto-

ren unterscheiden sich lediglich in ihrer Komponentendarstellung: v = v%e ),

U= vAe(A). Durch die Einbettung ®: N — M wird demnach eine Abbildung
a4 0x4

*: T(N) - T,(M), v*—0v" = o v® (4.5)

induziert, die man als Pushforward bezeichnet.*®
Betrachten wir nun eine 1-Form auf dem Tangentialraum 7,(M), d.h. den
Dualvektor

v: T,(M) =R, w—o(w)=(v,w). (4.6)

Beschrénkt man diese 1-Form auf Vektoren aus ’Z;;(/\A/ ), also solche, die sich aus
dem Pushforward eines Vektors w von 7,(N') nach 7,(M) ergeben, so kann man
schreiben

oxt _0xA
oz oz

(v,w) = v wt = vy w® = vaw? ~ Vg = VA . (4.7)

“8Eine alternative Herleitung ist die folgende: Man betrachtet die Basisvektoren von 7, (A).
Aufgrund der Einbettung ®: z% — X% (mo, . ,:cdil) gilt mit der Kettenregel

o0 _9X* 9 4
@7 §za — o gxA @A

was man als Entwicklung des Vektors e() nach den Basisvektoren e(4) auffassen kann, d.h.

ef}l) = X" /02" sind die Komponenten von e, € 7;,(./\7) beziiglich der Basis {e(4)} von
Tp(M). Fiir einen Vektor v € T,(N) gilt dann

a a A aaXA A A GXA a
V=7 €4u) =" e(a)e(A) = Dza €(A) =V €a) (&% v = Dza v,
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Eine 1-Form auf 7,(M) kann somit durch die Einbettung ®: AN — M nach
T,(N) zuriickgezogen werden, was man Pullback nennt und formal wie folgt
schreibt:

~ XA

d,: T(M) = T,(N), var v, = G VA (4.8)

Eine geometrische Interpretation des Pullback liefert die Schreibweise aus Fuf-
note 48:

oxXA
Dz
Die Pullback-Komponenten v, ergeben sich demnach aus der Projektion von v
auf die Basisvektoren von 7;,(/\7 ).

Da die Einbettung ® im Allgemeinen nicht bijektiv ist, gibt es von Vektoren
nur ein Pushforward von 7,(N) nach 7,(M), aber kein Pullback von 7,(M)
nach 7,(N). Fiir Dualvektoren gibt es umgekehrt nur ein Pullback, aber kein
Pushforward. Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass fiir Hyperflichen als Spezi-

Vg = vy = eé)UA = (€(a), V) - (4.9)

alfdlle von Untermannigfaltigkeiten eine Art Pullback von Vektoren durch den
Projektionsformalismus gegeben ist.

Die Konzepte Pushforward und Pullback kénnen auf Tensoren verallgemei-
nert werden, indem Gleichung (4.5) bzw. (4.8) fiir jeden Index angewandt wird:

rap.. _ 0X10XP

Pushforward: = n ob 7% (4.10)
x4 9xP
Pullback: Sab.. = 5o a Sap.. (4.11)

Auch hier habe ich wieder den gleichen Buchstaben T' fir den auf 7,(N) x
- X Ty(N) definierten Tensor und den auf 7,(M) X --- x T,(M) definierten
Pushforward-Tensor gewéhlt (analog fiir S), da durch die verschiedenen Indizes
(Grofsbuchstaben laufen von 0 bis D — 1, Kleinbuchstaben von 0 bis d — 1) keine
Verwechslungsgefahr besteht.
Man beachte, dass fiir gemischte Tensoren, also solche mit oberen und unte-
ren Indizes, im Allgemeinen weder ein Pushforward noch ein Pullback existiert.

4.3 Induzierte Metrik I

Es sei M eine D-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der Metrik g4p, und N
eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die in M eingebettet ist. Durch das
Pullback von gap ist eine Metrik auf der Untermannigfaltigkeit gegeben. Deren
Komponenten lauten geméfs Gleichung (4.11)
A B
Gab = %;(a%); 9AB - (4.12)
Man nennt g, die auf der Untermannigfaltigkeit induzierte Metrik.
In Anhang A.1 auf Seite 105 wird als Beispiel die induzierte Metrik einer
Zylinderoberfliche im euklidischen Raum berechnet.
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5 Hyperflachen

5.1 Projektionsformalismus

Wir wenden uns nun dem Spezialfall zu, dass die Untermannigfaltigkeit A/ von
der Kodimension 1 ist, also in eine Mannigfaltigkeit M der Dimension D = d+1
eingebettet ist. Kine solche Untermannigfaltigkeit nennt man eine Hyperflache.

Mit P bezeichne ich den Tensor, der jeden Tangentialvektor der Mannigfal-
tigkeit M auf einen Tangentialvektor der Hyperfliche N projiziert:4?

P: T,(M) — T,(N), v v = Pu. (5.1)

Betrachten wir nun die Zerlegung eines Vektors v € 7,(M) in den Anteil v,
der tangential zu N ist, und den Anteil v, , der senkrecht auf N steht, also ein

Vielfaches des Normalenvektors n ist:?9

v=uv+v =Pv+oa{n,vn, (5.2)

wobei der Faktor o := (n,n) = £1 angibt, ob der Normalenvektor raum- oder
zeitartig ist. Fiir die Komponenten beziiglich einer Basis von 7,(M) gilt

vA:UﬁH-vf

= ng + UnBanA

= (Pf + on’ng)ov®?

< 5445, (5.3)
Daraus folgt die explizite Form des Projektionstensors

Pf =63 —onng. (5.4)

Ein Projektionstensor ist idempotent, muss also die Eigenschaft P? = P
erfiillen, in Komponenten ausgedriickt PCAP]gv = Pg. Mit (5.4) ergibt sich

PAPS = (6‘C4v - UnAnc) (5% - anCnB)

A

=04 —on’'ng (2 — ancnc)

=P§. (5.5)

Dies rechtfertigt das Auftreten des Faktors o in Gleichung (5.2). Wiirde er

fehlen, bzw. wire {iberall ¢ = 1 gesetzt, so wire P? = P nur fiir raumartige,

C

jedoch nicht fiir zeitartige Normalenvektoren mit ncn®~ = —1 erfiillt, was man

n (5.5) direkt ablesen kann.

4OWie oben angekiindigt, verwende ich hier die Bezeichnung N statt N , um zu verdeutli-
chen, dass die Anwendung des Projektionstensors die d+ 1 Koordinaten v“? = Pjo® zur Folge
hat und nicht die d Koordinaten vjf, durch welche v ebenfalls ausgedriickt werden kann.

%Die Hyperfliiche kann durch ein Normalenvektorfeld n(z) € 7, (M), mit « € N, definiert
werden. Wir betrachten hier den Normalenvektor im Punkt p.
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Der Projektionstensor (5.4) kann ebenso dazu verwendet werden, einen Ko-
vektor von M auf einen Kovektor von N zu projizieren

P: T,(M) = T,(N), & 0 =Po, (5.6)
denn es gilt

c C, B
vja = gac v = gacPpv

C B

= gAc(ég —on nB)v
=v4 —onanpv?

= ((52 — anAnB)vB
= Plug. (5.7)

Schlieflich lasst sich der Projektionsformalismus auch auf Tensoren héherer
Stufe verallgemeinern — insbesondere auf gemischte Tensoren. Betrachten wir
beispielsweise den Tensor T4z, d.h. die bilineare Abbildung

T: Ty (M)xT,(M)—=R, (5,w)— Tgvsw? (5.8)
und definieren einen Tensor fAB durch
T4 := P4PET )y, (5.9)
dann gilt
Tgvaw® = T3 v uf. (5.10)

Die durch T gegebene, bilineare Abbildung entspricht also der Abbildung T,
wenn man letztere auf die Tangentialvektoren bzw. dualen Tangentialvektoren
der Hyperfliche einschrénkt. In diesem Sinne ist T eine Projektion von T auf
die Hyperfliche.®! Allgemein lautet die Projektion eines Tensors SAB... .

SAB- o = PAPE ... PSPH - SFF oy (5.12)

d.h. fiir jeden Index wird ein Projektionstensor multipliziert.

5.2 Induzierte Metrik II

Betrachten wir das Skalarprodukt zweier Tangentialvektoren v) und wy der Hy-
perflache N

<1}|| ,w”) = Gab ’Uﬁwﬁ . (5.13)

51Die Abbildung 7 ist ebenso wie T' auf 7,(M) x T,(M) definiert

T: T,(M)x T,(M) =R, (5,w)— T pvjawf (5.11)

und nicht etwa nur auf 7,(A) x 7, (N).
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v und wy sind ebenfalls Tangentialvektoren der Mannigfaltigkeit M. Das Ska-
larprodukt kann folglich auch mit den Komponenten beziiglich einer Basis von

7,(M) berechnet werden:
<v|| ,w||> = gAB vﬂ“wf. (5.14)

Aus der hoherdimensionalen Sichtweise ergeben sich vy, w) € 7;,(/\7 ) aus der
Projektion der Vektoren v, w € 7,(M) auf den Tangentialraum der Hyperfléche.
Also gilt

(v ,w)) = gep vﬁjwf = gCDPgPB?UAvB = GagvioP (5.15)
mit der auf die Hyperflache projizierten Metrik
gas = P{PBgcp
= (52 — anCnA) (51? - UnDnB)gCD
= gAB — ONANE . (5.16)

Wie man an Gleichung (5.15) sieht, ist gap eine Bilinearform, die den Vek-

~

toren v,w € T,(M) das Skalarprodukt (v),w) ihrer auf 7,(N) projizierten

Vektoren zuordnet. Wendet man gap direkt auf Vektoren aus 7,(N) an, so gilt
wegen (n,v)) = (n,w)) =0

~ A B A B A B A B
gaBvjw| = gaB vjjw|| — onAV nBW| = gap vjj wj - (5.17)

In diesem Falle spielt gap demnach die Rolle einer Metrik auf N'. Wechselt
man zu den Koordinaten auf der Hyperfliche, berechnet also die Pullback-
Komponenten g, so gilt
. 0X40xP
Gab = 0z 0xb 9AB
oxXA0xP . ,
= g pgb AT BICD

dXC oxP
= 92t Db gco = Yab » (5.18)

wobei %ﬁ: PE = %);f (52 — O'TLCTZA) = %);ac —onng = %);ac und n, = 0 (der
Normalenvektor hat keinen zu A/ tangentialen Anteil) ausgenutzt wurde.

Man kann G4 p als eine Erweiterung der induzierten Metrik g, von A nach
M ansehen: Wihrend g eine Bilinearform auf 7,(N) x T,(N) ist, erstreckt
sich der Definitionsbereich von gap auf 7,(M) x T,(M).5? Damit stellt gap
gewissermafen die auf dem Bild N der Hyperfliche induzierte Metrik dar. In
der Literatur wird jedoch tiblicherweise sowohl g,;, wie auch gap als induzierte
Metrik der Hyperflache bezeichnet.

In Anhang A.2 auf Seite 106 wird dies am Beispiel der Zylinderoberfliche
im R3 verdeutlicht.

52g.5 kann als d x d-Matrix und Gap als (d + 1) x (d + 1)-Matrix geschrieben werden.
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5.3 AuRere Kriimmung

Eine Hyperfliache besitzt neben der inneren auch eine dufsere Kriimmung. Letzte-
re hdngt von der Art der Einbettung ab, kann also durch das Normalenvektorfeld
an die Hyperflache ausgedriickt werden. Man definiert den duferen Kriitmmungs-
tensor K auf der Hyperfliche durch®®

K(U” ,w”) = <’UH ,Vw” ’I’L> (519)

mit den Tangentialvektoren vy ,w) € 7,(N), dem Normalenvektor n € 7,(M)
und der kovarianten Ableitung lings wy, Vi, = (w), V) = wﬁVb. Es gilt

K(UH ,’IUH) = <’Uﬁ€(a) >wﬁvbn> = <€(a) 7Vbn> Uﬁwﬁ = Kau Uﬁwﬁ . (520)
Beziiglich der Basis {e(,)} von 7,(N) hat K damit die Komponenten
Kab = <e(a) ,Vbn> . (5.21)

Der dufiere Kriimmunngstensor ist symmetrisch: Ky, = Kp,. Ein Beweis dieser
Eigenschaft ist in Anhang A.3 auf Seite 107 gegeben.

Die aufere Kritmmung (5.19) ist als Bilinearform auf 7,(N') definiert, kann
aber zu einer Bilinearform auf 7,,(M) erweitert werden, indem man ausnutzt,
dass v und w); auch Tangentialvektoren von M sind und sich aus der Projektion

~

der Vektoren v, w € T,(M) auf den Tangentialraum 7,(N') ergeben:

K(’U” ,wH) = <€(C) ,VDn> vﬁwf

= <€(0) ,VDTL> PEPE?’UA’LUB = I?AB UA’IUB, (5.22)
wobei

I?AB = PEP]? <e(c) ,VDTL>
= (52 - O'TLC’I’LA) (55 - O'TLD’I’LB)<6(C) , Vpn)
= (e(A) ,Vpn) — U<€(A) ,Van)yng —ona (n,Ven) +na (n,Vyn)ng
—_—— —_———

=0 =0

= (e(a), VBn) —aleay, Van) np (5.23)

die Komponenten von K beziiglich der Basis {e(4)} von 7,(M) sind. In der

Standardbasis gilt 684) = 53, und die Komponenten von K lauten dann

Kap = P{PEVpne = Vena — ongVana, (5.24)

%Das Vorzeichen ist Konvention; Gourgoulhon [28] und Misner et al. [21] definieren K
durch

K (v, wy) := —(v), Vi) -
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was auch wie folgt ausgedriickt werden kann:
IA(AB = Vgna — JanCVCnA
— [5g — aanC} Vena
= PSVeona. (5.25)
5.4 Kovariante Ableitung auf der Hyperflache

Es seien wieder v, w) € 7,(N) zwei Tangentialvektoren der Hyperflache, und
V bezeichne die kovariante Ableitung auf M. Zur kovarianten Ableitung auf der
Hyperflache kommt man durch eine Zerlegung des Vektors u := Vv € Tp(M)
in einen zur Hyperflache tangentialen und einen dazu senkrechten Anteil:

u=u|+uyL =Pu+oln,un. (5.26)
Fiir die beiden Anteile gilt
uﬁl = Pjé‘uB = Png”vﬁB

A, C B D pA pC B

= w‘]‘j@[)v”A = @wuvﬁ‘ , (5.27)
uy = o(n, Vi vn = —o(v), Vyn)n = —o K (v, w)n. (5.28)

Dabei folgt der vorletzte Schritt aus
<7”L,'U||>:() N V(n,vH):<Vn,v||>+(n,VvH>:0
8% (n s V’UH> = *(’UH ,VTL) . (5.29)

Gleichung (5.28) liefert eine weitere, geometrische Interpretation des &uferen
Kriimmungstensors K (v, w)) als den zur Hyperfliche senkrechten Anteil der
kovarianten Ableitung Vi, v||. Die kovariante Ableitung auf der Hyperfliche v
lautet damit

Vw”UH = VwHU” + UK(UH,U)”)TL. (5.30)

5.5 Relationen von Gault und Codacci

Auf einer gekriimmten Mannigfaltigkeit kommt durch den Riemanntensor die
Nichtvertauschbarkeit der kovarianten Ableitung zum Ausdruck:

RABCD B = (VcVD — VDVc)UA. (5.31)
Gleiches muss fiir den Riemanntensor der Hyperfliche gelten:

R*%cp v = (VeVp - @D@C)’Uﬂé‘. (5.32)
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Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass sich die kovariante Ableitung auf
der Hyperfliche N aus der Projektion der kovarianten Ableitung auf M ergibt:

Vpvit = PH PVl (5.33)
Fiir die zweite Ableitung auf der Hyperflache gilt dann
VoVpuit = Vo (PE Pvavl)
= PE PLP3'Na (P PEVav)
= PEPLPE (Ve P Vv + PEPE PFH (Vo Py) Vil
+ PSP PEVG VY[ (5.34)
wobei die Idempotenz (5.5) des Projektionstensors ausgenutzt wurde. Mit
PEPL(VaPi') = PSPHVe(0f — onm™)

= —anPén[ VGnH — UPgPlI) (VGTL[)TIH
——

=0

= —oKcpn' (5.35)
und entsprechend
PGP} VaPL) = oK ng (5.36)
erhalten wir
@(j@[)vﬁ‘ = —O'I?C[)Pj_g nHVHUﬁE — O'I?é nEPgVHvﬁE + PngPﬁVGVHUf

= —0Kcp PVl + o K¢ Kppoff + PS PR PEVaVrof’,  (5.37)

worin erneut von (5.29) Gebrauch gemacht wurde. Wir konstruieren nun den
Riemanntensor der Hyperfliache geméfs (5.32). Da der aufere Kriimmungstensor
symmetrisch ist, Kcp = Kpc, hebt sich der erste Summand in (5.37) bei der
Symmetrisierung beziiglich C und D weg. Ubrig bleibt
B%0p Uf — 20K[‘(‘JKD] Bl + 2P[gpgg PNaVgof

= 20K}, Kpp vil + 2P P Py VgV’

= 20K Kpyp vf + PS PY PAR s vf

= 20Kt Kpyp vf’ + PSP PRPEREpan vf . (5.38)
Dies gilt fiir beliebige Tangentialvektoren v‘]f der Hyperflache. Schlieflich erhal-
ten wir die Gaufs-Relation

EABCD :PSPngPgREFGH—FUKéKDB—O’f?bélKCB. (5.39)
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Wie man sieht, reicht es nicht, den Riemanntensor von M geméaf (5.12) auf
die Hyperflache zu projizieren; dies liefert den ersten Summanden in (5.39) und
ist nur fir verschwindende duffere Kriimmung mit dem Riemanntensor von N
identisch. Bildet man die Spur iiber den ersten und dritten Index, so ergibt sich
die kontrahierte Gaufs-Relation

]:EAB = PngPgREFGH + UI?I?BA — Jf?gf/(\'CA
= PngRFH — ngPéannGREFGH + UI?I?AB — UI?Acf?BC’, (5.40)

G

wobei Pg = 6g — ongn® ausgenutzt wurde. Aus der kontrahierten Gaufs-

Relation folgt schlieklich ein Ausdruck fiir den Ricciskalar der Hyperflache:
@R = @+DR _ 2onnH Ry + nentnn RPpay

~ ~ o~ 5.41
+O’K2—0'KA0KAC. ( )

Zwei weitere, wichtige Zusammenhénge zwischen dem Riemann- bzw. Ricci-
tensor von M und dem &AuReren Krimmungstensor von N konnen wie folgt
hergeleitet werden:

VaK§ = Va(P§Ven©)
= PY P PFVp (PEVen)
= —UPIQI?AB nVen! + PngPgVDVGnF, (5.42)
wobei (5.25), (5.12) und (5.35) angewandt wurden. Symmetrisierung beziiglich
A und B ergibt die Codacci-Relation
V4K = 2P3 PE PEVpVen®
= 2P} PEPEVpVgn'
= PPPEPEn“ R GpE . (5.43)
Aus der Codacci-Relation erhélt man durch Kontraktion der Indizes A und C
2§[AIA(§] = PRPEn“RYcpE
= (6117D — JnFnD)PgnGRFGDE
= PgnGRDGDE — UPB]:JnFnGnDRFGDE. (5.44)

Aufgrund der Antisymmetrie des Riemanntensors in seinen ersten beiden Indizes
verschwindet der zweite Summand, und wir erhalten

VaKf — VK = PSnPRep . (5.45)

Dies ist die kontrahierte Codacci-Relation.
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6 Branenwelten

6.1 Einfiihrung

Im Folgenden verwende ich ein Branenmodell, das im Wesentlichen dem RS2-
Modell von Randall & Sundrum [17] entspricht und auf den folgenden drei Grun-
dannahmen beruht.

1. Die vierdimensionale Raumzeit 3 ist eine Hyperfldche, die in einer fiinf-
dimensionalen Mannigfaltigkeit, dem so genannten Bulk, eingebettet ist.?*

2. Die Feldgleichungen der Gravitation haben in ihrer fiinfdimensionalen
Verallgemeinerung die gleiche Form wie in vier Dimensionen; sie lauten

Gap = —Asgap + k5TaB - (6.1)

3. Materie, d.h. alle durch das Standardmodell beschriebenen Teilchen, so-
wie die Eichbosonen der fundamentalen Wechselwirkungen mit Ausnahme des
Gravitons, sind auf die 3-Hyperflache beschrankt. Damit bildet die Raumzeit
eine Brane im Sinne der Stringtheorie. In den Feldgleichungen kommt dieses
Materie-Confinement phdnomenologisch durch den Energie-Impuls-Tensor

Tap = 6(X)TaB, 7ap = —Agap + Tas (6.2)

zum Ausdruck; hierbei wurde ein lokales Koordinatensystem gewahlt, welches
die Richtung der fiinften Dimension durch x kennzeichnet und die Brane bei
x = 0 positioniert. gap und fAB sind die Metrik und der Energie-Impuls-
Tensor der Brane, ausgedriickt beziiglich Koordinaten der fiinfdimensionalen
Bulk-Mannigfaltigkeit. Fiir A gibt es zwei Interpretationen — je nach vier- oder
fiinfdimensionalem Standpunkt: Fiir einen auf die Brane beschrankten Beob-
achter spielt A die Rolle einer kosmologischen Konstanten, wéihrend ein Bulk-
Beobachter A als Branenspannung auffassen kann. Die Gravitation ist von dem
Confinement nicht betroffen; ihre Wirkung erstreckt sich auf die volle, flinfdi-
mensionale Bulk-Mannigfaltigkeit, d.h. Materie auf der Brane verursacht Kriim-
mung in allen fiinf Dimensionen.

Es liegt in der Natur der Sache, dass ich mich nicht auf Minkowski-Branen
beschranken kann, was den hauptséchlichen Unterschied zum RS2-Modell aus-
macht. Die in den RS1 und RS2-Modellen vorgenommene Feinabstimmung der
Branenspannung mit der kosmologischen Bulk-Konstanten ist also nicht nétig,
sodass auch auf der Brane eine kosmologische Konstante A4 auftreten kann.

6.2 Effektive Feldgleichungen auf der Brane

Durch die Feldgleichungen (6.1) ist eine finfdimensionale Beschreibung der Gra-
vitation gegeben. Natiirlich beinhaltet dies auch die Wirkung, die die Gravi-
tation auf der Brane entfaltet — also dort, wo die Materie im Bulk lokalisiert

54Ich gehe von einer raumartigen fiinften Dimension mit ¢ = 1 aus. Fiir Branenmodelle mit
zeitartiger Zusatzdimension siehe Seikel [29] und Seikel & Camenzind [30].
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ist. Mathematisch erhélt man diesen vierdimensionalen ,, Anteil“ der Gravitation
durch die Projektion der Bulk-Feldgleichungen auf die Brane, d.h. einer Anwen-
dung des in Kapitel 5 eingefiihrten Projektionsformalismus. Als Resultat dieser
Projektion ergeben sich die effektiven, vierdimensionalen Feldgleichungen, die
ein auf die Brane beschrinkter Beobachter als vollstandiges Gravitationsgesetz
interpretieren wiirde.

Bei der Herleitung der induzierten Branen-Feldgleichungen folge ich Shiro-
mizu, Maeda & Sasaki [31]. Man konstruiert zunéchst den Einsteintensor der
Brane GAB = RAB — 7( )RGap aus der kontrahierten Gauf-Relation (5.40) und
dem Ausdruck (5.41) fur den Ricci-Tensor (mit o = 1):

Gap = P§PE (Rep — L®Rgep) — P{PEnpn R¥rp

+Gapn“nPRop + Kap 03
wobei ich die Abkiirzung
Kap = KKap — K{ Kep — 3gap(K* — KepK©P) (6.4)
eingefiihrt habe. Mit dem Bulk-Weyltensor
Capcp = Rapep — 2(g9aicRos + Racgpis) + 3 PRgaconp (6.5)
bzw. dessen Projektion auf die Brane
EAB = PXPBDnEnFC’ECFD
= P PEnpn” R¥cpp — $G45n“n” Rep
— 1P{PE (Rep — 1ORgep) (6.6)
kann (6.3) wie folgt geschrieben werden:
Gap = 2(P{PE + Gapn®n® — Ygapg“P)Gep + Kap — Eap . (6.7)

Setzt man den Bulk-Einsteintensor (6.1) und den Energie-Impuls-Tensor (6.2)
ein, ergibt sich (mit Tapn? = 0)

Gap = —3Asgap + 2k50(x) (Fap — sW7gan) + Kap — Eap . (6.8)

In dieser Gleichung treten nur noch Tensoren der Brane auf; driickt man deren
Komponenten beziiglich Koordinaten der Brane aus, erhélt man

Gap = — 305905 + 2656(X) (Tap — 37908) + Kas — Eag .- (6.9)

Der singuldre Charakter des Energie-Impuls-Tensors (6.2) fiithrt auf die so ge-
nannte Israel-Junction-Condition [32] fiir den &ufseren Kriimmungstensor

_ +
K;rﬁ - Kaﬂ = —ks (Taﬁ - %Tgocﬁ) ) Kaﬁ - Xlim(]K (6.10)
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Geht man davon aus, dass die Brane den Bulk in zwei identische Teile schnei-
det (bzw. in Spiegelbilder, wenn man in den beiden Halbrdumen entsprechen-
de Koordinaten einfiihrt, sodass die Normalenvektoren entgegengerichtet sind:

n~ = —nT; dies bezeichnet man als Zo-Symmetrie), so gilt
- _ et
K.3=-Kis, (6.11)

und der dufsere Krimmungstensor ergibt sich eindeutig aus der Materievertei-

lung auf der Brane:%®

Kaﬁ = _%55 (Taﬁ - %Tgoz,ﬁ) = _%F% [Ta,ﬂ + %()‘ - T)gaﬂ] . (6'12)

Schlieflich erhalten wir daraus die effektiven Feldgleichungen

Gap = —Agap + KTop + $ESap — Eag, (6.13)

mit
A= (A5 + %H%)P) , K= %Hg)\ (6.14)

und
Sap = 5T Tas — sTauT"s + 5190 (3T TH —T7?). (6.15)

Die ersten beiden Summanden in (6.13) geben das Gravitationsgesetz der Allge-
meinen Relativitatstheorie wieder, jedoch treten in der Branenwelt zwei Korrek-
turterme hinzu: S,g ist quadratisch im Energie-Impuls-Tensor und macht sich
bei Energiedichten bemerkbar, die in der Gréfenordnung der Branenspannung
liegen; der projizierte Weyl-Tensor E,g stellt, vom Branen-Standpunkt aus be-
trachtet, eine nicht-lokale Korrektur dar, denn er enthélt Informationen iiber das
Gravitationsfeld aufserhalb der Brane — z.B. sich durch den Bulk ausbreitende
Gravitationswellen. Im Grenzfall

A — 00, ks — 0, E.3 —0 (6.16)

(mit endlichem k) ist die Gravitation auf der Brane lokalisiert und die effektiven
Feldgleichungen gehen in die Einstein-Gleichungen der Allgemeinen Relativitéts-
theorie tiber.

Man kann die Terme auf der rechte Seite von (6.13) zu einem effektiven
Energie-Impuls-Tensor zusammenfassen,

T = Tug + $Sup — LEqg, (6.17)

sodass die induzierten Feldgleichungen die Form der konventionellen Einstein-
Gleichungen annehmen

Gapg = —Agop + Iing. (6.18)

5°Ich verwende K ;FB und lasse das +-Zeichen weg.
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6.3 Ideale Fliissigkeit auf der Brane

Ich werde nun zeigen, dass fiir den Fall einer idealen Fliissigkeit auf der Brane
auch der effektive Energie-Impuls-Tensor eine Fliissigkeit beschreibt, jedoch im
Allgemeinen keine ideale. Zunéchst notiere ich die allgemeine Form des Energie-
Impuls-Tensors einer Fliissigkeit:

Top = Quatg + Phap + Tap + qatig + qpua (6.19)

mit der Massen-Energiedichte g, dem isotropen Druck p, dem anisotropen Druck
Tap, der 4er-Energiestromdichte ¢® und der 4er-Geschwindigkeit u® des Fliis-
sigkeitselementes im betrachteten Raumpunkt.’® Dabei ist

WS =68 + uqu® bzw. hap = gap + Uaup (6.20)

der Projektionstensor auf die zum 4er-Geschwindigkeitsfeld senkrechte Hyper-
fldche. Fiir eine ideale Fliissigkeit (mag = 0, go = 0) gilt

Taﬁ = (Q +p)uau,8 + PGas (6.21)
und der Korrekturterm S,z vereinfacht sich in diesem Falle zu
Sap = 15 [0 uaup + (0" + 20p)has] - (6.22)

Der auf die Brane projizierte Weyltensor kann dhnlich wie der Energie-Impuls-
Tensor einer Fliissigkeit (6.19) zerlegt werden,

_%Eaﬂ = u(uauﬁ + %haﬁ) + Paﬁ + Qauﬁ + Qﬁua 5 (623)

und beschreibt demnach ein effektives ,Weyl-Fluid“5” mit der Energiedichte U/,
dem isotropen Druck %Z/{ , dem anisotropen Druck P,3 und der Energiestrom-
dichte Q%:

U = —uvvE,, (6.24)
Pap = (3haph™ — h{, 1) By (6.25)
Qn = hhu"Ey, . (6.26)

Schlieflich ergibt sich aus (6.21), (6.22) und (6.23) ein effektiver Energie-Impuls-
Tensor, der ebenfalls wie der einer Fliissigkeit aussieht:

T;g = 0Muqug 4+ pThap + WZ% + ¢ug + qgﬂua (6.27)

567ra5 ist der spurfreie Anteil des rdumlichen Spannungstensors, ausgedriickt in raumzeitli-
chen Koordinaten.

57 Man spricht auch von ,Dunkler Strahlung®, da zwischen der Weyl-Energiedichte ¢* = U/
und dem isotropen Weyl-Druck p* = %Z/{ eine Strahlungs-Zustandsgleichung p* = ég* besteht.
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mit
T 92
eff . — =4 U 6.28
0 o+ oy HU, (6.28)
2
eff po Y U
— po o 4 6.29
p P+t 3 (6.29)
= Pag, (6.30)
eff |
4o = Qa- (6.31)

Aufgrund der im Allgemeinen nicht verschwindenden Weyl-Terme P,z und Q,
koénnen effektive Anisotropien auftreten, auch wenn die Materie auf der Brane
eine ideale Fliissigkeit ist.

Die Form des effektiven Energie-Impuls-Tensors (6.27) bleibt erhalten, wenn
die Materie auf der Brane durch den allgemeineren Energie-Impuls-Tensor (6.19)
beschrieben wird; allerdings ergeben sich dann kompliziertere Ausdriicke fiir die
effektiven GroRen (6.28)-(6.31).%8

6.4 Energie-Impuls-Erhaltung auf der Brane

Auf der Brane gibt es zwei Energie-Impuls-Erhaltungsséitze,
VoI =0  und VT =0. (6.32)

Die erste Gleichung folgt aus der Bianchi-Identitit V,G*? = 0 und den effekti-
ven Feldgleichungen (6.18). Der zweite Erhaltungssatz ist eine Implikation der
kontrahierten Codacci-Relation (5.45), den Bulk-Feldgleichungen (6.1) und dem
aus der Zs-Symmetrie folgenden duferen Kriitmmungstensor (6.12); dies rechnet
man wie folgt nach:

VaK# — VK = PSnPRep
= P§nP (L®Rgep — Asgep + wsTep)

= P§nPgop (AR — As) + w56(x) Top n® P§

=0
= Pinc (3PR - A5) = 0. (6.33)
——

=0

Da in dieser Gleichung nur noch Tensoren der Brane auftreten, konnen wir sie
auch in Branen-Koordinaten ausdriicken

VoK§ — V5K = 0. (6.34)

Hebt man den Index 3 (durch Multiplikation mit g%, Summation iiber 8 und
Umbenennung 7 — ) und setzt den duferen Kriimmungstensor (6.12) sowie

®8Siche Maartens [33].
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dessen Spur K = —%,45(%)\ — %T) ein, so ergibt sich

0=V,K¥ - VK
= —1k5[VaT* — $g°°V,T + 1VPT]
= —LrsVa 17, (6.35)

also die Erhaltung des Energie-Impulstensors, V7% = 0.
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7 Sterne in der Branenwelt

7.1 Stellare Strukturgleichungen

In Kapitel 3 betrachteten wir relativistische Sterne, deren Struktur durch die
Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen beschrieben werden. Diese folgen aus
den Einstein’schen Feldgleichungen unter der Bedingung, dass der metrische
Tensor und der Energie-Impuls-Tensor zeitunabhéngig und symmetrisch beziig-
lich rdumlicher Drehungen um den Koordinatenursprung sind, und die Sternma-
terie als ideale Fliissigkeit modelliert werden kann. Ich werde nun untersuchen,
inwiefern sich die stellaren Strukturgleichungen &ndern, wenn die modifizierten
Einsteingleichungen

Gag = KTS%, T;g = Tag + gsa,g — %Eag (7.1)
zugrunde gelegt werden.’® Die Branen-Metrik und der Energie-Impuls-Tensor
auf der Brane mogen weiterhin die Bedingungen der Statik und Kugelsymmetrie

erfiillen, sodass fiir das Linienelement in Schwarzschild-Koordinaten (¢, 7,9, ¢)
der Ansatz (3.6) gewihlt werden kann:

ds? = 22 q? 4 22 qp2 4 42 (d¥? + sin® 9 dp?). (7.2)

Der metrische Tensor hat demnach die Form

22 0 0 0

0 e 0 0
Job =1 o o 2 0 ) (73)
0 0 0 7r2sin?9

und folglich sind die Christoffelsymbole, die Komponenten des Riemann-, Ricci-
und Einsteintensors sowie der Ricciskalar dieselben wie im relativistischen Fall.6%
Der Stern bestehe aus einer idealen Fliissigkeit, beschrieben durch den Energie-
Impuls-Tensor T3 = ouqug + phag, in Matrixschreibweise

(7.4)
0 0 pr2sin®d

Damit lautet der S,g-Korrekturterm S,5 = % [QQUQUQ + (0% + 2Qp)hag], bzw.

0%e?® 0 0 0
0 2 4 20p)e?h 0 0
Sep =L (0 + 2¢p)e , ) (7.5)
0 0 (0° + 20p)r 0
0 0 0 (0% + 20p)r? sin? ¥

59ch gehe davon aus, dass die kosmologische Konstante auf der Brane vernachlissigt werden
kann.
0Siche (3.9)-(3.13) auf Seite 34.
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Der zweite Korrekturterm, der projizierte Weyl-Tensor (6.23), vereinfacht sich
unter den Annahmen der Statik und Kugelsymmetrie, da diese

Q,=0 und Pop = P(rars — %hag) (7.6)

zur Folge haben, wobei r, = €24, der auf Eins normierte Radialvektor ist. Er
lautet somit —%Ea,g = U(uqupg + %hag) + P(rarg — %hag), oder

Ue*® 0 0 0
0 iU+ 2P)er 0 0
—1E.5= 3 7.7
nel 0 0 LU Py 0 (7.1)
0 0 0 U — P)r?sin*v

(7.4), (7.5) und (7.7) ergeben zusammen den effektiven Energie-Impuls-Tensor
(6.17) fiir den Fall einer idealen Fliissigkeit auf der Brane:

2 2
of _ o po o U-P
Taﬁ—<Q+2)\+U)UaUﬁ+<p+)\+2)\+ 5 )ha3+73rarﬁ. (7.8)

Als Matrix geschrieben lautet er

Qeﬁ'e?ﬁb 0 0 0
per _ |0 pfe*® 0 0 (79)
af — 0 0 pﬁHT,Q 0 ) .
0 0 0 pﬁﬂr2 sin? ¥
mit den Abkiirzungen

om0t & (7.10)

2\ ’

2

off po o  UF2P

- e, e A1

2

pe o U-P

pﬁff::p+7+ﬁ+ 3 =pt—P. (7.12)

Setzt man diesen effektiven Energie-Impuls-Tensor zusammen mit dem Einstein-
tensor (3.13) in Gop = “ng ein, so erhélt man die drei Gleichungen

(2rA" — 1+ eZA)e_QA = k2ol (7.13)
(2r® +1 - e2A)e_2A = rr2pSt (7.14)
' — N
((D” + @7 — d'N + >e_2A = /ﬁpﬁﬂ, (7.15)
r

die eine Verallgemeinerung von (3.22)—(3.24) darstellen. Analog zur Vorgehens-
weise in Abschnitt 3.2, leiten sich daraus die Branen-TOV-Gleichungen ab. Zu-
néchst schreibe ich (7.13) wie folgt um (mit k = 87 Q)

/
8rGrioT =1 —e 2N 4 2rAe™2N = {7’(1 — e_QA)} (7.16)
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und fiihre die Bezeichnung

r(1—e M) = 2Gm(r) ~ e =1- QGT(T) (7.17)
ein. Daraus folgt die erste Branen-TOV-Gleichung
! (r) = dmr?o° (7.18)
deren formale Losung die effektive Masse liefert:
r 2
m(r) :47r/drr2<g+2g)\+?/l). (7.19)

0

Darin wurde die Integrationskonstante m(0) mit dem gleichen Argument Null
gesetzt wie die totale Masse m(0) im relativistischen Fall.! Umstellen von (7.14)
nach @ und Einsetzen von (7.17) liefert die zweite Branen-TOV-Gleichung

o — G + 4nGr3pt
r(r —2Gm)

(7.20)

Die dritte Branen-TOV-Gleichung ergibt sich aus der Kombination von (7.13)—
(7.15). Man stellt zunéchst (7.13) und (7.14) wie folgt um

2r\ = (nr2geﬁ - 1)62A +1, (7.21)
2rd’ = (kr?pT + 1)t — 1, (7.22)

leitet (7.22) nach r ab und 16st nach ®” auf

o' — oy~ TN

+ [ﬁpiﬁ + 3 K7 (peff)/ ] e?h (7.23)
In (7.15) eingesetzt, ergibt sich

/<;pﬁffe2A = n(peff — P)eQA =07 4+ A + [ﬁpiﬁ + % KT (p'ilof)/]e2A , (7.24)
und daraus die Branen-TOV-Gleichung

2P 24N 2r® 427N

eff\/ !
(pL ) + , % wre2h 202 ®
. (ner‘j_ﬁ + 1)62A -1+ (m"Qgeff - l)e2A +1 o
- PRCICIN
— _(Qeff + piﬁ) P’ . (725)

61Giehe Fufinote 37 auf Seite 36.
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Man kann diese Gleichung alternativ auch aus der Erhaltung des effektiven Ener-
gie-Impuls-Tensors VaTea 5 — 0 herleiten. Die Rechnung erfolgt vollig analog zu
(3.41) auf Seite 38:

!
0=0,Ty + (T}, + T}, + T, + T5.) Tu
v
+ T Tefe + U7 Tl + Doy Tep + T, T
=0, (p‘j_ﬁe_QA) + (<I>' + AN+t r_l)p‘j_ﬂe_m
4 BB golfg=20 | prpeff =20
— re_QApﬁffr_Z — re”?Agin? 19pﬁﬁ7“_2 sin~2 ¢
— [(piff)/ . 2A/piﬁ + ((I)/ + A + 2’/°_1)p(j_ff + (I)/Qeff + A,p‘j_ff _ 2pﬁHT’_1]e_2A
= [(05F) + (o + psH) @' + 2Pr e (7.26)
Im Unterschied zum allgemeinrelativistischen Fall gilt in der Branenwelt noch

eine weitere Erhaltungsgleichung, namlich V7% = 0. Diese hat, wie in (3.41)
vorgerechnet, die konventionelle TOV-Gleichung

/

P =—(e+p)? (7.27)

zur Folge, die demnach auch in der Branenwelt noch giiltig ist. Insgesamt erhal-
ten wir somit die vier Branen-TOV-Gleichungen

m' = 4dmr? (Q + zgj\ +Z/{> ) (7.28)

o _ O +4mGrip + B 1 % 32 (7.29)
r(r—2Gm)

U = —op! — ? SCZER L B (7.30)

P =—(o+p)® (7.31)

und das Linienelement
2G'm -1
ds? = —e?*) qt? + (1 —~ Gm(r)) dr? + 72 (d9? +sin? 9 dg?) . (7.32)
r

Dabei ergibt sich Gleichung (7.30) wie folgt aus (7.25):
2P

=T + (e )@
=p + 5 o+pd +00d) + 53U +2P)
+ [o+p+ Jelo+p) + 3(4U +2P)] @

=p' +(0+p)® +3o[p + (0+p)?]
———— N————
=0 =0

+ (U +2P') + (AU + 2P)P + (0 + p)C, (7.33)
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worin die Terme tiber den geschweiften Klammern geméfs (7.27) verschwinden.

Vergleicht man die Branen-TOV-Gleichungen (7.28)—(7.31) mit den TOV-
Gleichungen (3.14)—(3.16) der Allgemeinen Relativitétstheorie, so ergeben sich
die folgenden Unterschiede:

1. Wir sahen in Kapitel 3, dass eine relativistische Behandlung der Stern-
struktur eine Uminterpretation des Masse-Begriffes zur Folge hat. Es ist weder
die Newton’sche Masse (3.28), noch deren relativistisches Analogon, die Ruhe-
masse (3.29), noch die gravitative Masse-Energie (3.30), die in die Strukturglei-
chungen einflieft und letztlich messbar ist, sondern die totale Masse (3.27)

r

m(r) = 4r /dr . (7.34)
0

In der Branenwelt findet eine weitere Uminterpretation der Masse statt.
Physikalische Relevanz als Masse-Energie des Sterns hat die in den Branen-
TOV-Gleichungen und dem Linienelement auftretende effektive Masse (7.19)

r
2

(r) = m(r) + 4r / are?(& vu). (7.35)
0

Fiir Sterne in der Branenwelt ergeben sich daraus zwei Unterschiede zu ihren
relativistischen Pendents: Zum einen hat im Allgemeinen die effektive Gesamt-
masse M := m(R) eines Branensterns einen anderen Wert als die totale Masse
M := m(R) eines ansonsten gleich beschaffenen relativistischen Sterns; zum
anderen kann der Einfluss des in m auftretenden I/-Terms ein génzlich anderes
Verhalten der Aukenraumlésung bewirken, ndmlich Losungen mit variierender
Massenfunktion m(r) # const. Die beiden letztgenannten Punkte sind die we-
sentlichen Resultate dieser Diplomarbeit und werden in den folgenden Abschnit-
ten ausfithrlicher behandelt.

2. Aus der Kombination von (7.29) mit (7.31) erhélt man eine modifizierte
Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts des Sterns

. (o+p) (G +4nGr3[p+ B + & + LU +2P)))

p=- r(r—2Gm) ’ (7.36)

welche im Limes A — oo, k5 — 0, E,g — 0 (mit endlichem &) in den allge-
meinrelativistischen Ausdruck (3.42) iibergeht
, (0 + p)(Gm + 4xGr3p)

P = 2 . (7.37)

Die darin auftretenden Druck-Korrekturen po/A und ¢?/2X sind positiv und
bewirken — fiir sich genommen — einen groferen Betrag des Druckgradienten,
d.h. eine stiarkere Komprimierung der Materie und somit eine Reduktion des
Sternradius im Vergleich zum relativstischen Fall. Der Einfluss dieser lokalen
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Korrekturterme wird, je nach Vorzeichen des Weyl-Terms %(U + 2P), verstarkt,
unterdriickt oder ins Gegenteil verkehrt.

3. Die konventionellen TOV-Gleichungen ergeben zusammen mit einer Zu-
standsgleichung der Materie ein geschlossenes System aus vier Gleichungen fiir
die vier unbekannten Funktionen m(r), o(r), p(r) und ®(r). Die Branen-TOV-
Gleichungen stellen hingegen ein unterbestimmtes Gleichungssystem dar:
fiinf Gleichungen fiir sechs unbekannte Funktionen m(r), o(r), p(r), ®(r) und
die beiden Weyl-Terme U(r) und P(r). Um das Gleichungssystem zu schliefen,
muss eine zusétzliche Bedingung fiir die Weyl-Terme ¢ und/oder P gegeben
sein.

7.2 Methode der Weyl-Zustandsgleichung

Wie im letzten Abschnitt erwéhnt, bilden die Branen-TOV-Gleichungen kein ge-
schlossenes Gleichungssystem. Zur Losung dieses Problems wurden verschiedene
Ansétze vorgeschlagen:

Germani & Maartens [34] untersuchen zwei Félle: Verschwindende Weyl-
Terme im Inneren des Sterns, Y~ = 0, P~ = 0 und verschwindende Weyl-Terme
im AuRenbereich, YT = 0, PT = 0. Den ersten Fall wenden sie auf Sterne homo-
gener Dichte an und leiten eine innere Losung her sowie zwei dufiere Losungen,
die sich beide von der duferen Schwarzschild-Losung unterscheiden. Der zweiten
Fall fithrt, ebenfalls auf Sterne homogener Dichte angewandt, zu einer inneren
Losung, die im Aufenbereich in die Schwarzschild-Metrik iibergeht.

Ovalle [35] schligt vor, eine zusétzliche Bedingung fiir & und P aus der For-
derung abzuleiten, dass jede Losung der Branen-TOV-Gleichungen die Gestalt
o2 =1 _ Xm@) 4 + (Bulkeffekte) mit der totalen Masse (7.34) haben solle,

T
was im Limes A — oo offensichtlich in die Allgemeine Relativitdtstheorie iiber-

geht. In einem nachfolgenden Aufsatz [36] konstruiert er mit dieser Methode
eine analytische, innere Losung fiir Sterne mit inhomogener Dichteverteilung.
Er verwendet allerdings keine realistische Zustandsgleichung der Sternmaterie,
sondern wihlt Potenzreihenansitze fiir o(r) und p(r), die zu analytisch l6sbaren
Integralen fiihren.

Deruelle [37] wéhlt den Ansatz P = —3"%21/{ mit einem Parameter o und
165t damit die Branen-TOV-Gleichungen fiir Sterne mit homogener Dichte.5?

Einen &hnlichen Ansatz verwendet Whisker in seiner Doktorarbeit [38|. Er
fordert P = 7Tfll/{ und wendet dies auf Schwarze Locher auf der Brane an,
betrachtet also Vakuum-Losungen der Branen-TOV-Gleichungen.

In dieser Arbeit folge ich Deruelle und Whisker und nehme an, dass die
beiden Weyl-Terme U und P eine Art Zustandsgleichung der Form

P =wld (7.38)

erfiillen. Es sei betont, dass dies nicht die Zustandsgleichung zwischen der Ener-

52Ich habe die Notation von Deruelle an die hier verwendete angepasst.
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giedichte ¢* = U und dem isotropen Druck p* = %L{ des Weyl-Fluids ist, die
bereits durch (6.23) festgelegt wird: p* = %g*. Durch Gleichung (7.38) wird
vielmehr eine Beziehung zwischen den isotropen und anisotropen Anteilen des
Weyl-Drucks hergestellt:3

Pi=0, Pl=2uwld=2wp*, Pj=Pf=-tuwld=—wp*. (7.41)

Unter dieser Annahme bilden die Branen-TOV-Gleichungen zusammen mit ei-
ner Zustandsgleichung der Sternmaterie ein geschlossenes Gleichungssystem. Sie

lauten:

~1 2 Q2

' = (o 5o+ U) (7.4

g G+ ATGr[p+ B + 4 o ] 7.43
— " | (7.43)

r(r —2Gm)
U = — 5 [2ultr ™ + 22+ wlUe' + (o +p)d] (7.44)
P=-(et+p)®. (7.45)

Wie man sieht, verschwindet der U-Korrekturterm in (7.43) fiir w = —1/2, je-
doch muss dieser Fall ausgeschlossen werden, da sonst Gleichung (7.44) nicht
definiert ist. Des weiteren fallt auf, dass im Falle w = —2 der ®'-Term in (7.44)
verschwindet, sodass das Gleichungssystem im Aufenbereich, wo aufserdem der
o-Term Null ist, leicht analytisch lésbar wird, was ich im néchsten Kapitel
vorrechnen werde. Der Fall w = 0 entspricht einem idealen Weyl-Fluid mit ver-
schwindendem anisotropen Weyl-Druck P,g. Die numerische Berechnung wird
zeigen, dass dieser Fall jedoch ein sehr ungew6hnliches Verhalten der effektiven
Masse zur Folge hat, ndmlich ein — fiir Branenspannungen A < 1038 dyn/cm?
sehr starkes — Anwachsen der Masse im Aufenbereich des Sterns.54

In Abgrenzung zu den bisher durchgefiihrten Untersuchungen iiber Sterne in
der Branenwelt beschréinke ich mich in der vorliegenden Arbeit nicht auf Sterne

%Dies sieht man wie folgt. Gem#$ (7.6) lautet der anisotrope Weyl-Druck

0 0 0 0
0 2% 0 0
Pag=Plrars = Shan) =P |0 500 Vo (7.39)
0 0 0 —3r’sin®d
Hebt man den Index (8 und setzt (7.38) ein, ergibt sich
0 0 O 0 0 0 O 0
2 2
Pa = Paxg 7Doo-% 0 o o -1 o (7.40)
00 o0 -3 00 o0 -3

61Siche Abbildung 44-46 auf Seite 98 ff.
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konstanter Dichte, sondern verwende Zustandsgleichungen, die dem inhomoge-
nen Dichteverlauf im Inneren des Sterns Rechnung tragen.%® Dies ist insbeson-
dere deshalb interessant, weil der Dichtegradient in der Differentialgleichung fir
U (7.44) als Quellterm auftritt.

7.3 Analytische Aufienraumlésung fiir w = —2

Auferhalb des Sterns gilt ¢ = 0 und p = 0. Fiir den Fall, dass die Weyl-Terme
eine Zustandsgleichung P = wl mit w = —2 erfiillen, vereinfachen sich die
Branen-TOV-Gleichungen im Aufsenbereich zu

m' = 4rr*U (7.46)
Gm — 4nGr3u
I __
 r(r—2Gm) (7.47)
4
U = —TU : (7.48)

Diese Gleichungen koénnen problemlos analytisch gelost werden. Die Integration
von Gleichung (7.48) liefert

w_ ’”du__4jdr o (YO (Y
dr — r u r UR)) R
R

R

A U =UR) <R>4, (7.49)

und in (7.46) eingesetzt ergibt sich die effektive Masse

., R o L [dr
m = 47rZ/I(R)T—2 ~  m(r) —m(R) = 41U (R)R )
R
_ _ J101
~  m(r)=m(R)+4nU(R)R =) (7.50)
Fiir ® wahle ich den Ansatz
e
o2 —q _ 2EMr) (7.51)
r
Differentiation nach r zeigt, dass damit (7.47) erfiillt ist:
2Gm  2Gm'  2Gm
20'e?® = G2m — Gm = GZm — 87Grid
T r r
Gm ~
& — ArGriUd — 3
P nGrid  Gm — ArGrU (7.52)

1—26Gm  p(r—2Gm)

r

%Die Annahme konstanter Dichte liegt auch der Arbeit von Azam & Sami [39] zugrunde.
Ponce de Leon [40], [41] geht sogar von einer konstanten effektiven Dichte (7.10) aus. Wiseman
[42] setzt fiir die Energiedichte im Stern die Funktion o(r) = ocexp (— (r/€)'°) an, was einer
nahezu konstanten Dichte im Inneren des Sterns entspricht, die am Rand sehr abrupt, aber
stetig, zu Null wird. Creek et al. [43] verwenden eine Zustandsgleichung der Form p(r) =

w(r)o(r).
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Mit (7.51) hat das Linienelement somit in jedem Punkt » > R, d.h. iiberall auf
der durch r gegebenen Kugelschale, die Form des Schwarzschild’schen Linienele-
mentes (3.50)

2G 2Gm\
ds? — — <1 _ C;m> 4+ <1 _ C?") dr? + 72 (d9? + sin? 0 d?) | (7.53)

jedoch ist die darin auftretende Masse m nicht die konstante Gesamtmasse m(R)
des Sterns wie in der dufseren Schwarzschild-Losung, sondern eine Funktion des
Radius r. Schreibt man mit (7.50) die r-Abhéngigkeit explizit aus, so ergeben
sich die metrischen Funktionen

220 _ 20 _ g 2Gm
.
. 2G[m(R) + 4nU(R)R*(§ — 1)]
T
. 2G [m(R) + 47U (R) R?] N 87GU(R)R*
N r r2
2GMe  Q
=1- = .54
3 (7.54)
mit
Moo := M(R) +4nU(R)R®,  Q:=kU(R)R*, (7.55)

und das Linienelement lautet

2G e 2G e !
ds2:—<1— Gm +%)dt2+<1— Gm +Q> dr?
T T

T

(7.56)
+ 7% (dv? + sin® ¥ dp?) .

Diese Losung hat formale Ahnlichkeit mit der Reissner-Nordstrom-Metrik [44],

[45] einer elektrischen Punktladung, mit dem Unterschied, dass in (7.56) die

sLadung* @) linear auftritt, statt quadratisch wie in der Reissner-Nordstrém-
Losung.% Fiir Q@ = 0, d.h. verschwindendem Weyl-i/ am Sternrand, ist (7.56)

6 Auf Schwarze Locher angewandt, ist ein Charakteristikum der Losung (7.56) fiir Q > 0

das Auftreten zweier Ereignishorizonte bei den Nullstellen von ™24,

re = GMoo £ V/G?m% — Q, 0<r_<ry <rs:=2GM, (7.57)

die beide innerhalb des Schwarzschildradius liegen. In der Branenwelt gibt es zusétzlich den
Fall @ < 0, der in der Reissner-Nordstrom-Losung aufgrund der quadratisch auftretenden
Ladung ausgeschlossen ist. Dies hat zur Folge, dass es nur noch einen Horizont gibt (der
andere wire negativ), der auferhalb des Schwarzschildradius liegt:

ry = GMo + /G?*m2, + Q] > 1s. (7.58)

Der Horizont des Schwarzen Loches hat dann eine grofsere Oberfliche als im Schwarzschild-
Fall; d.h. die Bulkeffekte erhohen die Entropie und verringern die Temperatur des Schwarzen
Loches. Siehe Dadhich et al. [46].
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mit der Schwarzschild-Metrik identisch. Eine numerische Berechnung wird je-
doch zeigen, dass fiir w = —2 im Allgemeinen U (R) < 0 und somit @ < 0 gilt.%”
Folglich nimmt die effektive Masse im Aufenbereich des Sterns ab. Geméaf Glei-
chung (7.50) strebt sie mit 7~! ihrem Grenzwert mq, < m(R) entgegen.

7.4 Numerische Losung der Branen-TOV-Gleichungen

Fiir eine gegebene Zustandsgleichung p = p(g) der Sternmaterie und der Bedin-
gung P = wl erhalten wir aus den Branen-TOV-Gleichungen ein geschlossenes
System gewohnlicher Differentialgleichungen,

2 2
~/ 2 c Q g
m' = 4nr <g + on + 02>, (7.59)
~ 2 2
r(62r - 2Gm) ’ .
~ 2 2 _
g (Porp) (Gt anGr [+ B4 SF - F)) (o)
7‘(027‘ - 2Gm) do 7 .
U = — 5 [2ultr ™ + 22+ w)Ue + S (Po+p)d] (7.62)
" 3 2 2 142
o _ Gt AmGr[h + B 4 SF + B3| (7.63)

7“(027“ — 2Gﬁz) ’

welches wie die konventionellen TOV-Gleichungen numerisch integriert werden
kann. Das Untersystem (7.59)-(7.62) ist unabhéngig von ® und kann separat
gelost werden. Als Anfangswerte wahlt man m(0) = 0, 0(0) = gc, p(0) = p(oc)
und U(0) = 0 und fiihrt die Iteration vom Zentrum bis zum Sternrand durch,
bzw. iiber den Rand des Sterns hinaus, da sich ¢ und m, wie wir gesehen haben,
im Aufenbereich noch #ndern.%®

Problematisch ist die Integration der ®’-Gleichung, da aufer fiir w = —2
keine analytische Aufenraumlésung bekannt ist, und somit die benétigte Rand-
bedingung ®(R) fehlt, um einen stetigen Ubergang von der inneren zur #uferen
Metrik herzustellen. Ich beschrinke mich daher auf die Losung des Systems
(7.59)—(7.62), worin ohnehin alle Informationen iiber die Sternstruktur enthal-
ten sind.

Das bereits an Neutronensternen und Weifsen Zwergen erprobte numerische
Verfahren zur Losung der TOV-Gleichungen kann leicht auf den vorliegenden
Fall erweitert werden. Man muss lediglich die Korrekturterme sowie die zusitz-
liche Gleichung fiir " hinzufiigen.

57GSiehe Abbildung 43 auf Seite 97.

58Es stellt sich heraus, dass ein Startwert U(0) # 0 sehr stark abgeddmpft wird, sodass
seine U(r)-Kurve bereits nach wenigen Iterationsschritten in die vom Koordinatenursprung
ausgehende U (r) Kurve iibergeht.
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7.5 Neutronensterne

Wie im allgemeinrelativistischen Fall verwende ich zur Beschreibung der Neutro-
nensternmaterie die Zustandsgleichung SLy in ihrer durch Gleichung (3.77) ge-
gebenen analytischen Form. Neben dem Parameter g., dessen Variation zu einer
Sequenz von Lésungen mit verschiedenen Massen und Radien fiihrt, enthélt das
verwendete Branenmodell noch zwei weitere Parameter: die Branenspannung
A und den Parameter w aus (7.38). Diese Paramter werden nun systematisch
variiert, wobei ich wie fogt vorgehe:

Zunéchst betrachte ich das Innere eines Neutronensterns mit fester Zentral-
dichte g, = 10 g/cm?®. Auf den Seiten 78 bis 91 sind jeweils zwei Diagramme
abgedruckt; im oberen ist das Dichteprofil o(r), im unteren der Verlauf der ef-
fektiven Masse m(r) aufgetragen. Auf jeder Seite wird der Parameter w festge-
halten, und die Branenspannung zwischen 103> und 1038 dyn/cm? variiert. Beim
Weiterblattern schreitet man den Parameterbereich von w ab. Dabei ndhern wir
uns von grofen negativen Werten kommend (w = —100, —10, —3, —2, —1) der
bei w = —0,5 liegenden Singularitit, in deren Néhe eine feinere Schrittweite ge-
wéhlt wurde (—0,8, —0,6, —0,2, 0, 0,2 ), und entfernen uns wieder in Richtung
grofer Werte (1, 2, 10, 100).

Danach wird die Sequenz von Losungen bei variierender Zentraldichte be-
trachtet. Die Seiten 92 bis 96 enthalten jeweils drei Diagramme; von oben nach
unten ist R(oc), M(oc) und R(M) dargestellt. Diesmal wird auf jeder Seite die
Branenspannung festgehalten und der w-Parameter variiert. Auf den Folgeseiten
durchlduft man verschiedene Branenspannungen.

Auf Seite 97 ist der Verlauf des Weyl-Terms U(r) eines Neutronensterns mit
0c = 109 g/cm? fiir eine Branenspannung von A = 10%® dyn/cm? und verschie-
dene Werte von w dargestellt. Wie man sieht, ist & am Sternrand im Allgemei-
nen nicht Null. Dies hat zur Folge, dass die effektive Masse im Aufsenbereich
nicht konstant ist.

Auf den Seiten 98 bis 100 ist schlieflich der Verlauf der effektiven Masse
aukerhalb eines Neutronensterns der Zentraldichte g. = 10'% g/cm3 dargestellt.
Auf jeder Seite wird der w-Parameter bei festgehaltener Branenspannung vari-
iert. Letztere dndert sich iiber die nachfolgenden Seiten.

Eine Besprechung der Ergebnisse folgt im Anschluss an die Diagramme auf
Seite 101.
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7.5.1 Ergebnisse der numerischen Berechnung
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Abb. 10: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = —100 und (von links nach
rechts) A [dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 1038, Gestrichelt ist der kon-
ventionelle Neutronenstern gleicher Zentraldichte gezeigt
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Abb. 11: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —100 und (von
unten nach oben) A[dyn/cm?] = 10%°, 1036, 1037, 1038. Gestrichelt
ist die totale Masse m(r) des konventionellen Neutronensterns glei-
cher Zentraldichte g. = 10'° g/cm? gezeigt



7 Sterne in der Branenwelt 79

15 -
13 B
— i
g 11 L
S \
< i
o 9 b
o | i
< 7 - | L
| | i
] | L
E |
3 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
r [km]

Abb. 12: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = —10 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 13: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —10 und (von

unten nach oben) A [dyn/cm?] = 103°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 14: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = —3 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 15: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —3 und (von

unten nach oben) A[dyn/cm?] = 103°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 16: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = —2 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 17: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —2 und (von

unten nach oben) A [dyn/cm?] = 103°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 18: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = —1 und (von links nach
rechts) A [dyn/cm?] = 5 - 103° (gepunktet), 1036, 1037, 1038,
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Abb. 19: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —1 und (von

unten nach oben) A[dyn/cm?] =5-10%°, 103, 1037, 1038.
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Abb. 20: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = —0,8 und (von links nach
rechts) A [dyn/cm?] = 8 - 10%° (gepunktet), 1036, 1037, 1038,

1.5
. /, - = -
1.0 -
. | i
E , I
~ , I
S | i
0.5 A -
0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14
r [km]
Abb. 21: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —0,8 und (von

unten nach oben) A[dyn/cm?] = 8-10%°, 103, 1037, 1038.
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Abb. 22: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = —0,6 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 51036, 2.10% 10%, 8.10%.
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Abb. 23: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fir w = —0,6 und

(von unten nach oben) A[dyn/cm?] = 8-10%, 10%6, 2.10%, 5.
1036, 1037, 10%.



7 Sterne in der Branenwelt 85

A1 :

r [km]

Abb. 24: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = —0,2 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.

1.5
1.0 -
. | i
E ] |
~ ] |
S | i
0.5 -
0
0 12
7 [km)]
Abb. 25: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = —0,2 und (von

links nach rechts) A [dyn/cm?] = 10%°, 103, 1037, 1038.
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Abb. 26: Dichte p(r) eines Neutronensterns fir w = 0 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 27: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 0 und (von links
nach rechts) A [dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 28: Dichte p(r) eines Neutronensterns fiir w = 0,2 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 29: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 0,2 und (von
links nach rechts) A [dyn/cm?] = 10%°, 1036, 1037, 1038.
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Abb. 30: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = 1 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 31: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 1 und (von unten
nach oben) A [dyn/cm?] = 10%°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 32: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = 2 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 33: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 2 und (von unten
nach oben) A [dyn/cm?] = 10%°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 34: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = 10 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 35: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 10 und (von
unten nach oben) A [dyn/cm?] = 103°, 1036, 1037, 1038.
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Abb. 36: Dichte o(r) eines Neutronensterns fiir w = 100 und (von links nach
rechts) A[dyn/cm?] = 1035, 1036, 1037, 10%.
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Abb. 37: Effektive Masse m(r) eines Neutronensterns fiir w = 100 und (von
unten nach oben) A [dyn/cm?] = 103°, 1036, 1037, 1038,
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Abb. 38: ]\A/.f(gc), R(oc), R(]\A/f) von Neutronensternen fiir A = 103 dyn/cm?.
Gestrichelt eingezeichnet sind konventionelle Neutronensterne
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Abb. 39: M(gc), R(oc), R(M) von Neutronensternen fiir A\ = 5 - 1037 dyn/cm?
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Abb. 40: M(QC), R(oc), R(M) von Neutronensternen fiir A = 103" dyn/cm?
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Abb. 41: ]\7(90), R(oc), R(M) von Neutronensternen fiir A = 5 - 103¢ dyn/cm?
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Abb. 42: M(QC), R(oc), R(M) von Neutronensternen fiir A = 1036 dyn/cm?
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Abb. 43: U(r) eines Neutronensterns (g. = 10 g/cm?) fiir A = 103 dyn/cm?.
Die gepunktete Linie markiert den Sternrand
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Abb. 44: Verlauf der effektiven Masse m(r) auferhalb eines Neutronensterns
(0c = 10'° g/cm?) fiir A = 1038 dyn/cm?
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Abb. 45: Verlauf der effektiven Masse m(r) auferhalb eines Neutronensterns
(0c = 10% g/cm?®) fiir A = 1037 dyn/cm?
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Abb. 46: Verlauf der effektiven Masse m(r) auferhalb eines Neutronensterns
(0c = 10'® g/cm?®) fiir A = 1036 dyn/cm?
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7.5.2 Besprechung der Ergebnisse

Die Diagramme auf den vorangegangenen Seiten vermitteln einen Eindruck,
wie die Losungen der Branen-TOV-Gleichungen fiir Neutronensterne von den
Parametern des Modells abhangen.

Betrachten wir zunéchst den Parameter w, {iber den folgende Aussagen ge-
troffen werden koénnen:

e w = —0,5 ist ausgeschlossen, da Gleichung (7.44) in diesem Falle nicht
definiert ist.

e Werte aus dem Intervall —1 < w < 1 ergeben Losungen, die sich deutlich
voneinander unterscheiden kénnen (Abbildung 18-31). Fiir |w| > 10 treten
die Unterschiede immer mehr in den Hintergrund. Insbesondere spielt fiir
grofte Werte das Vorzeichen von w keine Rolle mehr.

e Die Sternradien sind im Allgemeinen kleiner als die von konventionellen
Neutronensternen. Dies gilt fiir fast alle Werte von w mit Ausnahme des
Intervalls —1 < w < —0,5.

e Die effektive Sternmasse M = m(R) ist fast fiir den gesamten Parame-
terbereich von w kleiner als die totale Masse M eines konventionellen
Neutronensterns. Eine Ausnahme bilden Werte aus —0,5 < w < —0,1.
Wie aus Abbildung 38-42 ersichtlich, haben diese fiir den Fall o./opuc < 4
Sterne mit groferen Massen zur Folge als deren relativistische Pendents.

e Eine generische Eigenschaft der Branen-TOV-Gleichungen sind Lésungen
mit einer nicht-konstanten effektiven Masse im Aufenbereich des Sterns
(Abbildung 44-46). Dies folgt aus dem Nichtverschwinden des Weyl-Terms
U am Sternrand, was in Abbildung 43 zu sehen ist.

e Fiir alle w < —0,5 nimmt die Masse auflerhalb des Sterns ab und strebt
einem konstanten Grenzwert mq, entgegen, der fiir den Fall w = —2 durch
den analytischen Ausdruck (7.55) gegeben ist. Folglich geht jede dieser Lo-
sungen asymptotisch in die Schwarzschild-Losung iiber. m, hingt jedoch
vom gewahlten Parameter ab. Im Limes fiir |w| — oo gilt ms, — m(R),
d.h. die effektive Masse wird anndhernd konstant.

e Fiir w > —0,5 nimmt die effektive Masse aufierhalb des Sterns zu. Dieser
Anstieg ist fiir Werte aus dem Intervall —0,5 < w < 1 betréchtlich. Bei-
spielsweise ergibt eine Integration fiir den Fall des isotropen Weyl-Fluids
w = 0, dass sogar bei hoher Branenspannung (10%? dyn/cm?) die effektive
Masse im Abstand r = 20000 km {iber 3000 Sonnenmassen betragt und
nahezu linear weiterwéchst.
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Den Einfluss der Branenspannung A auf die Losungen der Branen-TOV-
Gleichungen kann man wie folgt beschreiben:

e Fiir die innere Losung werden Unterschiede im Dichteprofil und Massen-
verlauf erst fiir Branenspannungen A < 103 dyn/cm? deutlich. Die re-
lativen Abweichungen zwischen Neutronensternen im Branenmodell und
konventionellen Neutronensternen liegen dann im Promille-Bereich.%?

e Eine untere Grenze an die Branenspannung kann aus den in Abbildung 38—
42 aufgetragenen Daten abgeleitet werden — der Sequenz von Lésungen mit
variierender Zentraldichte. Wie man sieht, sinkt die maximale Masse mit
sinkender Branenspannung. Diese Eigenschaft ist zudem nur wenig vom
w-Parameter abhingig. Fiir eine Branenspannung von 1036 dyn/cm? (Ab-
bildung 42) sagt das Branenmodell voraus, dass alle Konfigurationen mit
Massen grofer als = 0,9 Mg instabil sind. Diese Vorhersage steht jedoch
nicht im Einklang mit Beobachtungsdaten, da bereits grofsere Neutronen-
sternmassen bestimmt wurden.” Die Branenspannung muss mindestens
~ 5-10%6 dyn/cm? betragen, um Neutronensternmassen von 1,35 Mg, zuzu-
lassen, bzw. sogar 1037 dyn/cm?, wenn man maximale Massen von 1,75 M,
(der unteren Grenze der von Guver et al. [48]| bestimmten Masse) zulésst.

7.6 Weilie Zwerge

Die numerische Behandlung Weifser Zwerge in der Branenwelt reproduziert im
Wesentlichen die Ergebnisse der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Die Branen-
TOV-Gleichungen wurden fiir einen Weien Zwerg mit o. = 10° g/cm? und vier
verschiedenen Kombinationen der Parameter A und w numerisch gel6st. In allen
Féllen ergibt sich fiir den Radius und die effektive Masse

100 R/Ro = 1,569423, M /Mg = 0,400487 . (7.64)

Diese Werte decken sich innerhalb der ausgegebenen Genauigkeit von sechs
Nachkommastellen exakt mit den Ergebnissen der zuvor durchgefiihrten Be-
rechnung eines konventionellen Weifsen Zwerges gleicher Zentraldichte.

Dieses Resultat ist nicht verwunderlich wenn man die Grofsenordnung der
Korrekturterme abschéitzt. Betrachten wir beispielsweise die effektive Dichte

2.2 u
o= o+ ce . = (7.65)

S9Exemplarisch vergleiche ich die Lésung der Branen-TOV-Gleichungen fiir die zentrale
Dichte g. = 10" g/cm® und den Parametern A = 10*°dyn/cm?, w = —3 mit der kon-
ventionellen Losung. Es ergeben sich die Werte Rsp = 11,685060 km, Rsp = 11,689380 km
und ]TJ},D = 1,416306 My, Myp = 1,418166 M. Die relativen Abweichungen betragen dann:
AR/Rsp = 0,37 %0, AM /Mip = 1,31 %o.

"°Studien zur Bestimmung von Neutronensternmassen kommen beispielsweise auf folgende
Werte: M /Mg = 1,354 0,04 [47]; M/Ms = 1,84 + 0,09 [48], M/Ms = 1,7 oder 1,4 [49].
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Der ¢?-Korrekturterm ist im Zentrum des Sterns am grofiten. Fiir einen Wei-
fen Zwerg mit o. = 10%g/cm? und einer Branenspannung zwischen 103> und
10%® dyn/cm? liegt er im Bereich 4,5-1073 bis 4,5-1075, was einer relativen Dich-
tekorrektur von 4,5 - 107 bis 4,5 - 10~'2 entspricht. Zum Vergleich: Im Zentrum
eines Neutronensterns mit g. = 10'®g/cm? liegt die relative Dichtekorrektur
zwischen 4,5 und 4,5-1073. Die Grofenordnung des U-Korrekturterms lisst sich
an den errechneten Daten ablesen. In der nachfolgenden Tabelle ist fiir die vier
untersuchten Konfigurationen aufgefiihrt, wie grofs das Minimum von U ist, bei
welcher Dichte es liegt, wie grof die p?- und U-Korrekturterme sind und wie

grof die relative Dichtekorrektur an dieser Stelle insgesamt ist (alle Zahlenwerte

sind in den entsprechenden cgs-Einheiten aufgefiihrt; Ap := C;§2 + ?—2)

A w Umin Q(umin> 0292/2)\ Z/{min/c2 AQ/Q

1038 -2 —6,8-10" 46-10° 95-1077 —7,6-1077 4,1-1071
1036 -2 —6,8-10% 4,6-10° 9,5-10° —-7,6-107° 4,1-10"1
2.10% -2 —34-10'7 46-10° 48-107* —-3,8-107*% 2,2-10°10

2.10% —0,8 —-89-10'7 58-10° 7.6-107* —99.107% —4.10"10

Zum Vergleich dazu ein Neutronenstern mit g. = 10! g/cm3: Fiir die Parame-
terwerte A = 10%® dyn/cm? und w = —2 ergibt sich Uy ~ —1,0 - 1033 erg/cm?
(vergleiche Abbildung 43) und o(Upin) ~ 1,1 - 101 g/cm3. Damit ergeben sich
folgende Korrekturen (in entsprechenden cgs-Einheiten):

Z/{min
C2

Ao
0

0292
T 5,110, ~—1,2-10'2, ~—1,0%. (7.66)
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8 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersuchte die Struktur kompakter Sterne im Rahmen
des Branenwelt-Paradigmas. Von den modifizierten Einsteingleichungen (7.1)
ausgehend wurden die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen eines stati-
schen und kugelsymmetrischen Sterns auf der Brane (7.28)-(7.31) hergeleitet.
Diese bilden ein unterbestimmtes Differentialgleichungssystem, das im Gegen-
satz zu den konventionellen TOV-Gleichungen (3.14)-(3.16) nicht allein durch
eine Zustandsgleichung der Sternmaterie geschlossen werden kann; es muss eine
zusétzliche Bedingung an die Weyl-Terme U und P gestellt werden, etwa durch
die Annahme einer Art Zustandsgleichung P = wlf, welche die isotropen und
anisotropen Anteile des Weyl-Drucks in einen linearen Zusammenhang stellt.

Die numerische Losung der Branen-TOV-Gleichungen fiihrt auf Sterne, die
im Vergleich zu konventionellen Neutronensternen kleinere Radien R und klei-
nere effektive Massen M = m(R) haben, d.h. sie sind insgesamt kompakter.
Diese Aussage ist fast fiir den gesamten Parameterbereich von w giiltig; Aus-
nahmen bilden Werte in der Ndhe des auszuschliefienden Falles w = —0,5. Die
Abweichungen vom allgemeinrelativistischen Fall sind umso gréfer, je kleiner
die Branenspannung ist. Fiir A = 103’ dyn/cm? liegen die relativen Abweichun-
gen von Radius und Masse im Promille-Bereich. Dariiber liegende Werte der
Branenspannung reproduzieren praktisch den Fall konventioneller Sterne.

Die hohere Kompaktheit hat zur Folge, dass in der Sequenz von Ldsungen
mit variierender Zentraldichte kleinere maximale Massen vorkommen, und so-
mit bei kleineren Zentraldichten bereits instabile Konfigurationen auftreten. Aus
diesem Verhalten ldsst sich eine untere Grenze fiir die Branenspannung ablei-
ten, die nur schwach vom w-Parameter abhiingt: Fiir A > 5 - 103% dyn/cm? sind
die vorhergesagten maximalen Massen gerade noch mit den beobachteten Mas-
sen von Neutronensternen vereinbar. Ein Unterschreiten dieser Grenze steht im
Widerspruch zu Beobachtungsdaten.™

Die numerischen Berechnungen zeigen, dass im Allgemeinen der Weyl-Term
U am Sternrand nicht verschwindet, was zur Folge hat, dass die effektive Masse
aufserhalb des Sterns nicht konstant ist, sondern je nach gewéhltem w-Parameter
ab- oder zunimmt.

Fiir den Fall w = —2 wurde eine analytische Losung fiir den Aufenbereich
des Sterns angegeben. Diese hat auf jeder Sphére mit Radius r die Form ei-
ner Schwarzschild-Metrik, in der jedoch eine nicht konstante Masse auftritt.
Schreibt man die r-Abhéngigkeit der Masse explizit aus, so erhélt man eine Lo-
sung, die formal mit der Reissner-Nordstrom-Metrik iibereinstimmt. Die darin
vorkommende ,Gezeitenladung” ) entspricht im Wesentlichen dem Weyl-U/ am
Sternrand.

"'Eine Behandlung von idealisierten Sternen mit homogener Dichte liefert eine untere Gren-
ze von A > 1,04 - 10%® dyn/cm? [34]. Dieser Wert erscheint auf der Basis der vorliegenden
Resultate jedoch als zu klein.
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Teil IV
Anhange

» Zu wissen, wie man es macht, ist nicht
schwer. Schwer ist nur, es zu machen. «

— Chinesisches Sprichwort

A Ausfiihrliche Rechnungen

A.1 Induzierte Metrik I auf der Zylinderoberflache

Als Beispiel fiir die Einbettung einer Untermannigfaltigkeit in eine héherdimen-
sionale Mannigfaltigkeit betrachten wir eine Zylinderoberfliche im dreidimensio-
nalen euklidischen Raum R?. In kartesischen Koordinaten X4 = (XY, Z) ist die
Metrik des R? gap = 645. Wechseln wir zu Zylinderkoordinaten X4 = (r,,2),
fiihren also die Koordinatentransformation ©: R3 — R3, X4 — X4’ (X,Y,2)
mit

©: (X,Y,2)— (r¢,2)=(VX2+Y?2, arctank, Z) (A1)
0l (rne,Z) — (X,Y,Z)=(rcos¢, rsing, Z) (A.2)
aus, so transformiert sich die Metrik gemaf

x4 oxb

945 = 5z gy 948 = Ja o4 T Pp (A.3)

Aus (A.2) folgt die Jacobimatrix J4 4 := 0X4/0XA

cos¢ —rsing 0 cos ¢ sing 0
JA = |sing rcos¢ 0], Juod=| —rsing rcose 0], (A.4)
0 0 1 0 0 1

und damit lautet die euklidische Metrik in Zylinderkoordinaten

cos ¢ sing 0 cos¢ —rsing 0 1 0 O
gargr = | —rsin¢g rcos¢ 0 sing rcos¢p 0| =0 2 0. (A5)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Mit (A.5) ergibt sich das Linienelement )ds? = g4 p dX4 dXP = dr? +
r?d¢? + dZ2.

Nun berechnen wir die auf der Zylinderoberfliche induzierte Metrik. Die
Koordinaten auf dem Zylinder bezeichnen wir mit * = (¢, z). Seine Oberfliche
wird durch die Bedingung X2 + Y? = R? (mit R = const) definiert, was durch
die Einbettung

O (¢,2) — (X,Y,Z)=(Rcosy, Rsing, z) (A.6)
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zum Ausdruck kommt. Daraus folgt die Jacobimatrix J4, := X4 /0x®

—Rsingp 0 .
—Rsing Rcosp 0
A A ¥ 1%
a — s a = , .
J R c(())s © (1) J, ( 0 ) 1) (A7)

und die auf der Zylinderoberflache induzierte Metrik lautet

dXA 0XB A
b= gap = J, A 64 JP
Gab Oz Ozb gap AP
' —Rsinp 0 2
_ —Rsing Rcosy 0 Reosp 0| = R= 0 ) (A.8)
0 0 1 0 ) 0 1

Mit (A.8) ergibt sich das Linienelement Jds? = g, da® dz® = R2dp? + dz2.

A.2 Induzierte Metrik Il auf der Zylinderoberfliche

Zur Veranschaulichung des Zusammenhanges zwischen der auf N induzierten
Metrik g, und der auf N induzierten Metrik gap betrachten wir wieder eine
im euklidischen Raum eingebettete Zylinderoberfliche. Der Normalenvektor im
Punkt p = (X,Y, Z) ist

nA:%(X,Y,O), R=+vX2+Y2=const. (A.9)
Nach Gleichung (5.16) lautet die induzierte Metrik dann

. Y2 XY 0
gap =gap — nanp = o5 [ —XY Xz 0. (A.10)
0 0 R?

Etwas anschaulicher wird diese Matrix, wenn man sie in Zylinderkoordina-
ten schreibt, also die Koordinatentransformation © aus dem vorigen Abschnitt
durchfiihrt. Wir driicken die zugehorige Jacobimatrix (A.4) durch die kartesi-
schen Koordinaten (X,Y, Z) aus,

X/r =Y 0 X/r Y/r 0
JAv=\|vr x o, Jut=|-yY X of, (A.11)
0o 0 1 0 0 1

und nutzen die iibliche Transformationsgleichung fiir die Komponenten eines
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zweifach kovarianten Tensors,

. oxX4 0XB _ .
gA'B’ = OXA 9XB 9AB = JA'A 9AB JBB’
X/r Y/r 0 ) Y2 —-XY 0 X/r =Y 0
=|-Y X 0| |-XYy X* o||Y/,r X O
0 0 1 0 0 R? 0 0 1
L (0 0 0 0 0 0
=73 | 0 X44+2X%v2+Y* 0| =(0 R?2 0 (A.12)
0 0 R? 0 0 1

In (5.18) wurde bereits allgemein gezeigt, dass das Pullback von gap, also
die Komponenten g,p, mit denen der induzierten Metrik g4, libereinstimmen.
Fiir das obige Beispiel (A.10) sieht die Rechnung wie folgt aus:

. 0X*oxB .
Gab = Ort Oz 9AB = JaA 9AB JBb

Y2 —XY 0 -Y 0
- 1
:<0Y)0(?>R2 -XY X% 0 X 0
0 0 R? 0 1
1 [(X*4+2X2Y24+74 0 R?2 0
— ﬁ ( 0 1 = 0 1 = JGab s (A13)

wobei die Jacobimatrix (A.7) in kartesischen Koordinaten ausgedriickt wurde.

A.3 Beweis der Symmetrie des dufteren Kriimmungstensors

Der Normalenvektor erfiillt (n,n) = 0 = £1, und damit gilt

Vi{n,n) = (Vn,n) + (n,Vn) =0
~  (n,Vn) =—(Vn,n) = —(n,Vn)
~  (n,Vn)=0. (A.14)

Folglich steht die kovariante Ableitung des Normalenvektors senkrecht auf dem
Normalenvektor, liegt also im Tangentialraum der Hyperfliche und kann durch
Koordinaten der Hyperflache ausgedriickt werden,

Vn = (Vn)%e. (A.15)

Damit kénnen die Komponenten des dufseren Kriimmungstensors (5.21) folgen-
dermafien geschrieben werden (in der Standardbasis €la) = 05):

Kab = <6(a), Vbn> = (Vbn)a bzw. Kab = (Vbn)“ . (A16)
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Die Symmetrie des dufieren Kriimmungstensors ergibt sich dann wie folgt

Kab = Gac K%
= (€(a)» €(c)) K
= (e(a), K be(c))
= (€(a): (Vo1)%€(0))
(€(a), Vb1)
—(Vbe(ay, n)
=—(T abe(c ,n)
—(Tpa(e)>m)
= Ky, . (A.17)

In der zweiten Zeile steht die Definition des metrischen Tensors; in der sechsten
Zeile wurde ausgenutzt, dass die Basisvektoren e, senkrecht zum Normalen-
vektor sind, (e(q),n) = 0, und somit

v<€(a), n) = (Ve(a),n> + <€(a), V?’L> =
5% (6(a), Vn} = —<VG(a), n> (A18)

gilt; in der siebten Zeile wurde die Definition der Christoffelsymbole (2.15) ein-
gesetzt, in der achten Zeile deren Symmetrie ausgenutzt.
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B Notation

Symbol
a:=b

a=:>

N = d(N)
AB,...=0,....D—1
a,b,...=0,...,d—1
a,f3,...=0,1,2,3
9AB; Yabs Jap

(D)p, (DR (YR

JAB

Bedeutung
a wird durch b definiert
b wird durch a definiert

Die Funktionen f(z) und g(z) sind identisch, d.h.
f(x) = g(x) fiir alle x des Definitionsbereichs

Mannigfaltigkeit der Dimension D

Untermannigfaltigkeit bzw. Hyperflache der Dimensi-
on d

Raumzeit-Mannigfaltigkeit

Tangentialraum an M im Punkt p € M

Dualer Tangentialraum an M im Punkt p € M
Einbettung der Untermannigfaltigkeit A/ in M
Pushforward von Vektoren aus 7,(N') nach 7,(M)
Pullback von Dualvektoren aus ’f;,(/\/l) nach ’i},(/\/ )
Bild von N in M

Tensoren-Indizes

Tensoren-Indizes

Tensoren-Indizes

Metrischer Tensor der Mannigfaltigkeit M, A bzw. 2
Ricciskalar der Mannigfaltigkeit M, A bzw. 2

Metrischer Tensor der Untermannigfaltigkeit N , aus-
gedriickt in Koordinaten beziiglich einer Basis von

7,(M)
Normalenvektorfeld an eine Hyperflaiche im Punkt x

Signatur des Normalenvektors. n ist raumartig fiir o =
1 und zeitartig fiir c = —1

Tangentialvektoren der Mannigfaltigkeit M
Tangentialvektoren der Hyperfliche N/
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C Konventionen

e Summenkonvention: Uber gleiche ko- und kontravariante Indizes wird
summiert

e Signatur der 4D-Metrik: (—,+,+,+)

e Signatur der 5D-Metrik: (—,+,+,+,+)

e Lichtgeschwindigkeit: ¢ =1

¢ Riemanntensor: R%g.s := 671“3“5 — 85F% + 19,55 — F?EF%

e Riccitensor: R,g:= R7,,3

e Einstein’sche Feldgleichungen: G, := Rag — %Rgag =81G Ty

o Auferer Kriimmungstensor: K (v, wy) = (v, Vg n),  Kap = (Von)a

e Symmetrisierung: A,y = %(Aab + Apa),
A(abc) = %(Aabc + Abca + Acab + Aach + Acba + Abac) etc.

e Antisymmetrisierung: Bjy) = %(Bab — Baw),
B[abc] = %(Babc + Bpea + Beab — Bach — Beba — Bbac) etc.
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