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Ein fiir die Geschichte der Analysis zu Ende des 18. Jahr-
hunderts nicht unwichtiges Dokumeént soll hier eingereiht werden
an seine Stelle in Gestalt eines verschollenen Briefes des grofien
Meisters. Veranlassung dazu wird uns die hundertste Wieder-
kehr des Todestags eines der schopferischsten Geister aller Zeiten,
die wir am 10. April d. J. begehen. Wie uns LAGRANGES Bio-
graphen?) berichten, streiten sich um den Ruhim seiner Abstam-
mung zwel michtige Nationen; aber auch uns Deutschen gehort
er als Nachfolger des gewaltigen EULER in der Teitung der Berliner
Akademie (1766—1787), von Friedrich dem GroBen berufen.
Im Pantheon wird der erlauchte Tote heigesetzt, das unschitzbare
lirbe seiner Manuskripte aber wird auf NaroLrons Befehl durch
den Minister CaArnor fiir die Pariser Akademie erworben, und die
Sorge daflir einer Kommission: LEGENDRE, PRONY, Poisson und
Lacroix, anvertraut. In zwei Serien wohlgeordnet befinden sich
diese Papiere in der Bibliothek des Instituts. Die erstere um-
fafit 10 Biinde in f.%, die andere 6 Binde in 4°, und aus ihnen ging
die groBle Ausgabe der ,,Oeuvres” hervor, welche unter der Re-
daktion von J. M. SERRET und spéter von G. DarBoux von 1867
an zu erscheinen begann. Wie ,,rochers de bronce' ragen darin
LacranGges Hauptwerke, und den vorliufigen Abschlufl des grof-
artigen Unternehmens bildeten die imy XIII. und XIV. Bande
herausgekommenen Briefe (1892). Aber gerade die Kenntnis der
letzteren hat sich im lebendigen Organismus der Wissenschaft
in den letzten zwanzig Jahren bedeutend vermehrt. Wir denken
dabei an die von R1cCARDI 1897 herausgegebenen Briefe an PAOLI 2),

1) Im Anhang geben wir eine Aufzihlung der uns bekannt Qewordenen
Lacranee-Biographieen. '

%) Prof. Gomm. Pierro Riccaroi, Alecune lettere die Lacmange, di LAPLACE e
di Lacroix diretle al mathematico Pietro Paour e sette lettere del Paowni al Prof.
Paoro Rurrmi. In Modena, col lipi della societd tipografica antica tipografia soli-
ani 1897, Estralto dalle memorie della R. Academia di Scienze, lettere ed. arti
in Modena, Serie III, Vol.1 (Sezione di Scienze) pag. 105—129.
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sowie an die von G. Loria neulich aufgefundenen und in der
neuen FagNaNo-Ausgabe jiingst verdffentlichten etlichen zwanzig
zwischen LAGRANGE und FAGeNANo gewechselfen Briefe aus der
Zeit vom 3. Juli 1754 bis 18. Mai 1759.3) — Um aber auf unsern
Beitrag zuriickzukommen, so suchen wir, wenn wir den vorhin ge-
nannten, von Lubpovic LALANNE 1892 herausgegebenen XIV. Band
der ,Oeuvres’ aufblitiern und die sehr sorgfiltig gearbeitete
,Table et sommaires des leftres durchgehen, vergeblich nach
einem Korrespondenten ENsHEIM, und doch existiert eine von
uns aufgefundene kleine Schrift: ,Recherches sur les cal-
culs différentiel et intégral par le citoyen Ensheim,
A Paris, De I'imprimerie d’Agasse, rue de Poitevins,
ne 13, An VIL* )
Auf Seite 28 derselben finden wir unsern Brief:

Lettre du citoyen Lagrange a l'auteur.
o Paris, le 3 frimaire, an 7. [23. Nov. 1799].

Je vous remercie de la confiance dont vous m’avez honoré
en me communiquant vos recherches sur le calcul différentiel.
Ma réponse a été retardée par des occupations indispensables,
qui ne m'ont pas permis de les lire plutét. Je vous prie d’en
recevoir mes gincéres excuses. Voire maniére d'envisager ce
calcul a bheaucoup de rapport 4 celle que LANDEN, géométre
Anglois, a donnée dans l'ouvrage intitulé: Residual analysis,
imprimé a4 Londres en 1764; mais je dois vous avouer que ni
I'une ni lautre ne me paroissent tout-a-fait exemptes des diffi-
-cultés qu'on rencontre dans les principes du calcul différentiel;
cependant il est possible que votre analyse soit plus satisfaisante
pour beaucoup de personnes que l'analyse ordinaire des infini-
ments petits et des limites, et sous ce point de vue elle peut
étre utile au progrés des sciences. Recevez les assurances des
sentiments remplis d'estime et de considération que vous m’avez
inspirés. Signé Lagrange.

3 Opere mathematiche del marchese Grurio Cario ve' Toscar di Faenavo
pubblicate sotto gli Auspici della societa Italiana per il progresso delle scienze
dai soci V. VoLTERRA, G. Loria, D. Giamsorr, 3 Vols. Milano-Roma-Napoli, Societd
editrice Dante Alghieri di Albrighi, Segati e. C. 1912.

38) AuBer unserm Exemplar kennen wir ein solches in der Berliner Kénigl.
Bibliothek; eines befand sich in Crasies’ Bibliothek (Exestrom).
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LAGRANGE hat sich also hier dhnlich wie in dem von GENOCCHI
(tome IX, pag. 760 der Atti de 1’Académie des sciences de Turin)
herausgegebenen Briefe an Opoarpo GHERLI (,,dominicain, mathé-
maticien, né a Guastalla en 1730, mort 4 Parme en 1780") zu einem
ihm tbersandten Werke geduBert. Auch dieser zwanzig Jahre
jiingere Brief war im VIL Bande der ,,Elementi delle mathematiche
pure” GHERLIS gedruckt worden. Vgl. S. 271 des genannten
XIV. Bandes der ,Oeuvres”. Letaterer vergleichsweise herange-
zogene Brief dst datiert Berolino, 5. juglio 1776. — Wir analysieren
im folgenden eingehend das etwas schwer leshare, interessante
Werkchen, auf das sich LAGraNGEs Brief bezieht und dessen
miethodisch wertvollen Charakter er ausdriicklich anerkennt. Wir
haben -aber moch den sachlichen Rahmen zu fiigen, in dem es
erscheinen muf, um ganz gewiirdigt werden zu konnen. Dafiir
aber liegen im 26. Abschnitt von CanToRs IV. Bande, wo G. VIVANTI
die Grundlagen der Infinitesimalrechnung wihrend des 18. Jahr-
hunderts bespricht, sowie im 7. Kapitel, § 3, ,,Der weitere Aus-
bau der Differential- und Integralrechnung* von H. WIELEITNERS
Geschichte der Mathematik, II. Teil (Sammlung ScuuserT LXIII),
sehr schitzbare Vorarbeiten vor. Die Veranlassung zur Ent-
stehung des Werkchens von EnsnEiM gab, wie auch fiir CArnvoTS
Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitdsimal von 1797,
wohl die von der mathematisch-physikalischen Klasse der Berliner
Akademie fiir das Jahr 1784 gestellte Preisfrage, welche lautets):
,Man verlangt eine lichtvolle und strenge Theorie dessen, was
man Unendlich in der Mathematik nennt. Die héhere Geometrie
beniitzt hiufig unendlichgrofe und unendlichkleine Grifen ; jedoch
haben die alten Gelehrten das Unendliche sorgfiltig vermieden,
und einige beriihmte Analysten unserer Zeit bekennen, dall die
Worter unendliche Grofe widerspruchsvoll sind. Die Akademie
verlangt also, daB man erklire, wie aus einer Wlderspre@henwdem
Annahme so viele richtige Sitze entstanden sind, und daf man
einen sicheren und klaren Grundbegriff angebe, welcher das Un-
endliche ersetzen diirfe, ohne die Rechnungen zu schwierig oder
zu lang zu machen."

Direktor der Berliner Akademie aber war damals eben
LAGRANGE. Er beteiligte sich beginnend mit jener kurzen Note
(Note sur la métaphysique du calcul infinitésimal, Misc. Taur. II,

%) Nouv. Mém. Berl, 1784 (publ. 1786) p. 12—13.
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1760—1761, P.III, p. 17—18, Ocuvres T.VII, Paris 1877, p. 597
—599), welche durch den Aufsatz: De 'infini absolu considéré
dans la grandeur, Misc. Taur., T. II, 1760—1761, P.I1I, p. 1—45
seines alten Lehrers GERpIL veranlalt war. lebhaft an den Be-
strebungen des Jahrhunderts zur strengen Begriindung der
hoheren Analysis. LAGRANGE vertrat darin noch die Auffassung
von der Ausgleichung der Fehler in der Infinitesimalmethode,
Spéter aber kam er auf den Gedanken, diese Rechnung durch
eine sirengere zu ersetzen®) Den Gedanken von der Zerstérung
unexakter Voraussetzungen um Verlaufe der Rechnung halle eine
Generation frither schon BERKELEY in seiner Schrift: The Analyst
von 1734 ausgesprochen. Ob Lacraxck sie gekannt, weill man
nicht. Die Ideen seines neuen Standpunkts gab er in kurzem
Exposé schon 1772 in dem Aufsaiz: Sur une nouvelle espeéce
de caleul relatif & la différentiation et i l'intégration des quan-
tités wvariables, Oeuvres T.III, Paris 1869. p. 441—476). Aber
erst 1797 entwickelte er sie in seiner berithmten Théorie des
fonctions analvtiques, wo er unter Vermeidung des Unendlich-
kleinen, aller Grenzbeirachtungen und des Geschwindigkeits-
begriffs der Fluxionsmethode, allein ausgehend von der TAYLOR-
schen Reihe, aus deren Koeffizienten sich simtliche Ableitungen
ohne weiteres ablesen lassen, einen rein algebraischen Aufbau
der Analysis gab. Der erste, der diesen neuen Weg versuchte,
war aber der Englinder Jonx LANDEXN gewesen, dessen Arbeiten
LAGRANGE in unserm Briefe zum Vergleich mit der ExsHEIMS
heranzieht. Seine (LAGRANGES) Stellung diesem Vorgiinger gegen-
iber wird am besten durch die betreflende Stelle aus der Intro-
duction zur Théorie des fonctions analytiques gekennzeichnet:
,»C'est pour prévenir ces difficultés qu’un habile géometre anglaiss)
qui a fail dans I’Analvse des decouvertes importantes, a proposé
dans ces derniers temps de substituer i la méthode des fluxions,
jusqu’alors suivie scrupuleusement par tous les géometres anglais,
une autre méthode purement analytique, et analogue 4 la mé-

% Uber LacraxceEs Metaphysik siehe auch die Lezioni di ealcolo sublime
von Borpoxr 1831 und die betreffenden Schriften von Brusaccr und CosT

6 Fiir seine Entdeckungen in der Theorie der elliptischen Funktionen vgl,
Leo KorNiGSBERGER ,Zur Geschichte und Theorie der elliptischen Transzendenten
in den Jahren 1826—1829* (104 S.) gr. 8°, Leipzig 1879 und KoexiwissERGERs grofie
Jaconi-Biographie. Anm. d. Herausgebers.
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thode différentielle, mais dans laquelle, au lieu de n’employer
que les différences infiniment petites ou nulles des quantités
variables, on emploie d’abord des valeurs différentes de ces
quantités, qu'on égale ensuite, aprés avoir fait disparaitre par la
division le facteur que cette egalité rendrait nul. Par ce moyen,
on évite a la vérité les infiniments petits et les quantités évanouis-
santes; mais les procédés et les applications du caleul sont
embarassants el peu naturels, et l'on doit convenir que cette
maniére de rendre le Calcul différentiel plus rigoureux dans ses
principes lui fait perdre ses principaux avantages, la simplicite
de la méthode et la facilité des opérations. {Voir I'Ouvrage inti-
{ulé The residual analysis a new branche of the algebraic art,
by Joux LanNDEN, London 1764, ainsi que le Discours publié
par le méme Autenr, en 1758, sur le méme objet.” [A discours
concerning the residual analysis].

Nach diesen Worten scheint uns aber die Kritik VivanTis
(CanTor 1V, p. 661) nicht zutreffend. Worauf es ankommt, ist,
daB der verschwindende Faktor durch Division herausfillt, und
nur der Mechanismus der Rechnung wird zu kompliziert.
Hiihsche Beispiele vom leicht noch Erreichbaren bietet uns
EnsHEIM z. B. mit seiner Rektifikation von NEILs Parabel.

So sehen wir im 18. Jahrhundert zwei grofe Tendenzen
deutlich hervorirelen: einerseits, nachdem der Verschmelzungs-
prozeB zwischen Infinitesimalkalkul und Fluxionsmethode sich
vollzogen, wobei BERNOULLIS ,,Anlagen der Variabeln® modern
anmuten und EULERs und ToreLLIS Nullen kiihl lassen, das Fest-
halten an den Grenzmethoden, wie wir es bei D’ALEMBERT, CARNOT,
KASTNER, SEGNER finden, andererseits das Suchennach einer neuen
Begriindung, wie es uns bei LANDEN, LAGRANGE, EnsHEIM und
dem Ubersetzer von LAGRANGES Funktionenlehre GRUSON entgegen-
tritt, denn nicht alle tiefer dringenden Geister waren in ihren
Zweifeln so leicht zu beruhigen wie etwa Bossur, der uns in
seinem: Lssai sur Ihistoire générale des mathématiques, tome
second, pag. 142, berichtet: ,Je confiai mon embarras & un fa-
meux géométre (FONTAINE) qui me répondit: Admettez les in-
finiments petils comme hypothése, étudiez la pratique du calcul,
et la foi vous viendra.“ La foi est venue en effet: je me suis
convaincue que la métaphysique de l'analyse infinitésimale est
la méme que celle de la méthode d’exhaustion des anciens
géométres.”




8 (A7) K. Bopp:

Wenn auch, wie WIELEITNER sich ausdriickt, in der spiiteren
Entwicklungsgeschichte der Begriindung des Differentialkalkuls
nicht LAGRANGES algebraische Auffassung, sondern die Methode
der Grenzen das Feld behauptete, so glauben wir doch in Ens-
HEIMS Versuche eine noch heute lesenswerte Urkunde dieser Be-
strebungen ans Licht zu bringen ; hinsichtlich seines Algorithmus
aber soll dadurch auch einige Aufhellung auf FonTaineEs Opera-
tionen geworfen werden, den er zitiert, und dessen von der her-
kommlichen abweichende Bezeichnungsweisen noch recht wenig
klargestellt sind (vgl. C. R. WaLLNER, Cantor IV, p. 899 und 588).
Interessant aber werden fiir uns alle um LacranGEes ,Théorie
des fonctions analytiques” sich gruppierenden Arbeiten immer
deshalb bleiben, weil sie und die Kritik daran den Ausgangs-
punkt einer neuen Epoche bildeten. S. DicKSTEIN in seiner Arbeit:
»Zur Geschichte der Prinzipien der Infinitesimalrechnung" (Ab-
handl. zur Geschichte der Mathematik, 9. Heft, 1899: Die Kri-
tiker der ,,Théorie des fonctions analytiques” von LAGrANGE sagt
dariiber (S. 78): ,,Das unmittelbare Ziel, welches LaGraNGE durch
seine Methode zu erreichen suchte, wurde zwar nicht erreicht,
aber die Potenzreihe, der Ausgangspunkt seiner Betrachtungen,
wurde bekanntlich in einer neuen, durch CauvcHys Vorarbeiten
vorbereiteten priziseren Auffassung das Fundament der modernen
Theorie der analytischen Funktionen, wie sie uns in den
Schopfungen von WEIERSTRASs und MERAY jetzi ferlig dasteht',

Inhaltsiibersicht der Schrift von Ensheim:

Recherches sur les calculs différentiel et intégral, A Paris De
'imprimerie d'Agasse, rue des Poitevins, No. 13, An VIL.

Sein Programm entwickelt der Verfasser in den ein-
leitenden Worten:

Si le caleul de linfini a ouvert une carriere immense aux
géomeétres, on ne peut pas se dissimuler que les prineipes n’en ont
quun empirisme intellectuel. La theorie des fluxions a I'incon-
vénient qu'elle suppose 14 de I'espace, du mouvement et du temps,
notions plus abstraites peut étre que toute la science des quantités.
Le systéme de LemNMTz est une espéce d’hiérarchie d'infinis, dont
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les inférieurs s’éclipsent en présence de ceux d’un rang plus élevé;
ce qui ne peut que rebuter les commencans, quand au lieu de
démonstrations rigoureuses, ils ne trouvent, pour ainsi dire, qu’urie
approximation. D'ailleurs, si 1'analyse a l'avantage de faciliter les

_recherches, il faut que ses découvertes soient susceptibles d’8fre

démontrées synthétigement. La méthode suivante reduit tout aux
aux notions confuses de l'infini: elle embrasse le calculﬁn:i:as différen-
ces en geénéral, et ce ne sont que des conditions particulieres qui
en constituent la branche des différences infinitésimales.

Fir seine algebraische Begrindung der Analysis geht
EnsuEm aus von der geometrischen Reihe: (Principe générale):
vm—1
—Fs_l—:vm—l Fye—ffym—3 4 L v+ 1, wom ganz und

positiv ist. Die rechte Seite dieser Gleichung enthdlt m Terme,

also hat man:
[JT:L]_
v—1 4™

Nun seien in nebenstehender Figur PM und pm zwel
Ordinaten einer beliebigen Kurve, pm =y, PM=yy, die
Differenz dieser beiden Or- ‘ o '
dinaten mn oder d(y) ist o |
y(y —1). Der punktierte 4 g
Buchstabe bedeutet '
einen Faktor, welcher je
nach den Bedingungen
der Aufgabe bestimmt
werden soll.

Diese einfache Definition wird zur Ableitung der
ersten Differentialformeln bentitzt. Die Differenz von y™ ist
dy=)=y= -y —y =y = —)=y= =+ +...7+1)

Ky(F—1).
Wenn nun die Problemstellung verlangt, dak y =1, so hat man:
dy™) =my* " '(F—1)y=my"—td(y).

1 L et
Es sei m gebrochen = o dann wird d (y*) =d (y m) =yn ‘(ym — ﬂt)
— yG=1

n—~1, n—1 n—2 )

F p P
Fig. 1. ‘

yrly®e 4y 4.y

Um aber letztere Gleichheit, die sich auf
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1

\“ I 1

\—1

'"n':'l' """ n=2  n—3  n—n

A\ i S PR W

reduziert, zu \erlﬁuelen hat man nur zu bedenken, daB im Nenner
1

eine geometrische Reihe steht, deren (Juotient ¥», deren Anfangs-

G “) i

glied | ist, also ist deren Summe ———=-=5 - -, undman
1
r—1 1

hat jetzt die Idenfitait y—1 — +—1
1
w1

Die Differenz des Produktesist d(xy) =xy{&v—1), aber

xy(y—1) __ y—1 XAy A (v ) e

xy (% 1) P einerseits, = d(xy) andererseits oder d(xy)=
Fy—1) x—1\ o .

xdy S I xdy (X4 _,,7 =xxdy - ydx, wenn man im

zweiten Posten fiir dy seinen Wert einfithrt. Analog (,,en procedant
de la méme maniére‘) gewinnt man far drei Faktoren:
d{xyz)=x3¥vydz + xxzdy+zydx=xyz(kvz—1); an Stelle
von x tritt hier xy, an Stelle von y das z

of

Die Differenz des Quotienten ergibt d (;—;)z-;%_—_;
= xEx—y) . Aber die Analogie - sE— 1): X(x_,_-"") =x—1: —x:_:f_
Yy ¥ ¥yl y

—ax d( )hefert d() d\i“‘__ng_(‘_,—l)):g}:
vy y ¥lE—1) yvy ,

vy ¥y

Differential des Logarithmus.?) Sei x=Ly, so hat man
dx=d(Ly)=Lyy—Ly=Lx. Ebenso dL(y") =L (") =nL ()
=nd(Ly). Wenn man eine konstante Beziehung zwischen dem
Faktor y und seinem Logarithmus voraussetzt, etwa Ly =a (y —1)
(v —- 1) nady

y

yooi(yr—t 4 yr—=f4 . . 1)dy und folglich, wenn

xdy ydx—xdl_

so hat man dL(y")=nLy —na(\ —1)=nay

Abel d ") =

) Vergl. dazu die Ableitung des Differentials eines Logarithmus in den
Anfangsgrinden der Analysis des Unendlichen, welche G. A. Kistxer 1761 heraus-
gab. Reproduziert von Vivaxm in Caxror, Vorlesungen IV, 5. 672.
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na . __Xi .
ay dy = o dLy

=y"dLy" wenn man a=1 annimmt. So siecht man allgemein,
wenn man den Differenzenfaktor einer Funktion von beliebigen
Variabeln der Einheit gleichsetzt, man das Differential einer
Funktion erhilt, wenn man sie selbst multipliziert mit dem Differential
ihres Logarithmus,

Logarithmische Differentiation: @' (x)=¢ (x)d log [p(x)]
zB. d(xyz)=xyzdL{xyz)=xyzd[L(x) +L({y) + L] =xyz

( -|—dy+d/)=yzdx+xzdy-|—xydz. Ferner d (a¥) =

Ebenso d (x¥) = x¥dLxy=x"d(y Lx) =x" (d ' d‘;() .

Um die zweiten Differenzen zu finden, hat man nur drei
konsecutive Ordinaten in Betracht zu ziehen, y, y¥, yv ¥, zieht
man die erste von der zweiten ab, so kommt y(y — 1) und durch

man y=1 setzt d(y*) =ny*idy=yv.

“axdLa )1 aber L (a¥)=xLa, also d(a¥)=a*La.

Subtraktion "der zweiten von der dritten y y (¥ —1), somit ist dic -

zweite Differenz d*y=y3v (¥ —1) —y(y —1)=y(Fiy—2y 4+ 1).
Allgemein wird die n-te Differenz von y oder '

n n-l n n-1m-2 1 n-2
d“y=y{y-y--i‘.\i‘)—-—1-y'y \-\)+ ) Y- H‘)
-——I-iny?l}.

Die n-te Differenz von y™ oder

TS TS TS T
|

— .. En¥v¥F1 [ wo die Koeffizienten die der Newton’schen

Binomialformel sind und die Zahl der Faktoren gemik den Ex-
ponenten in dieser Formel abnimmt, sodak man bei x=1 und
angenommener Gleichheit aller tbrigen Fakloren x, x.. erhalten
wirde: d"x=(x —1)". Es handelt sich jetzt darum, die An-
wendung und Berechtigung dieser Prinzipien zunichst am
Tangentenproblem nachzuweisen, undzwaristin der,,Theorie
des tangentes' zunichst die Subtangente TP zu bestimmen (Fig. 2).
Es sei PM=y, pm=yy¥, zieht man Mn parallel zur Abszissen-
achse, soist mn=y(y—1), Mn=Pp=x(x—1). In den beiden
ahnlichen Dreiecken Mmn und MP T hat man y (y —1):x (x—1)

v m (X — 1 . ‘
=y: PT, also PT =}L1;(_L_T), vermdge der Gleichung der Kurve
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kann man aber immer den Differenzenausdruck :E—; eliminieren,
so dak der Ausdruck von PT eine Funktion von x, v, v wird. Setzl
‘ man nun hierin ¥ =1 und

e ziecht vom so gefundenen
M Punkte T die Gerade TM, so

// muB diese Kurventangente

s sein, denn wenn sie die Kurve
/ / ' noch in einem andern Punkte
) schnitte, so konnte ¥ =1

o VA ] sein; setzt man zur Ab-

. " - X b
Fig. 2. kirzung e =P so 1st

die Subtangente PT = p x, also der Ausdruck der Subnormale
)
unmittelbar I%i (Die Hohe im rechtwinkligen Dreieck ist mittlere
Proportionale zwischen den Abschnitten der Hypotenuse.)

1. Beispiel: Die Parabel: ihre Gleichung ax = y* gibt

vx (k1) = vE(s? Sl Y E+D e e —
ax(x—1)=y*(*—1) und o Ty =¥ 41 also TP =
(y + 1)x fur die Subsekante und far ¥ =1, 2x fir die Subtangente
und fir die Subnormale ;—\: -
2x 2

2. Die Kreisgl. ist y2=1% — x? also y?(3?— )= — x?
g o E—1 ¥ H1)  x(E—1) . el e
(x?— 1), e R iy | und <1 fir die Subsekante
—__yillﬁl_) ‘ ¥ — v — or 1 : or a1
=T &L und fir y =1, x=1 far die Subtangente de

y2

Ausdruck — = .

3. Die logarithmische Kurve hat die Gleichung x = L.y,

also x(x—1)=Ly und PT = X(x—1) _ L '\'1 (»quantité qui n’est

y—1 v —
pas affecté des variables x et y*). Wenn also der Faktor v —t
konstant ist, so wird es auch die Strecke PT, ganz abgesehen von
den ubrigen Eigenschaften des logarithmischen Systems. Setzen wir
also die Subtangente an irgend einer Ordinate = a, so muk die
Subsekante 2 a sein, und da sie konstant ist, so wird sie nirgends
= asein. Wo man also auch PT = a macht, wird TM Tangente
sein, da aber die Subtangente nicht gleichzeitiz zwei verschiedene
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Werte haben kann, so muf a ihr konstanter Wert sein. Diese
GroBe ist willktrlich, und im System der natiirlichen
Logarithmen macht man sie gleich 1. Wenn man also y — 1
gleich einer sehr kleinen Groke nimmt, so wird die Subsekante
sich von der Subtangente nicht merklich unterscheiden, was die
Proportion veranlaht 1:y=x(x—1):y(y—1)=dLy:y(F—1)
=Ly:y(y—1) also LY =dx=1%-—1. Dies gibt ein sehr ein-
faches Mittel, eine Zahl durch ihren Logarithmus und umgekehrt
auszudriicken. Es sei ¥ =m = (1 4-b), b eine sehr kleine Grobe,
sei Logarithmus von m. Vermoge der Natur der Kurve kann man
eine beliebige Ordinate durch die GroBe (1 4 b) ausdriicken, erhoben
zu einer gewissen Potenz. Es sei also y = (1 4 b)¥, dann hat man
x=Ly=pL(l 4-Db)=pb, da aber b sehr klein ist, muf p sehr
grofz sein, damit das Produkt pb gleich der endlichen GroBe x wird.

Nun ist aber (1-4+b)’ =14 pbh 4+ —=—-= p( 1) p2 4 P (p— 1 19)(18?: 2) x

+ e.c. t.; da p sehr groB ist, so kann man im Verhéltnis zu ihm
alle endlichen Zahlen vernachlassigen und jeden Faktor p — 1,

p—2e.c.t. als ihm gleich betrachten, also y=(1+b)’ =1 + pTh

p2 b  p* b3
9.5 T

p“bﬂ b e XX
| 5.3, .4 +eect=1+4+x+ 9 +g.3+""

:\_‘1 |
2.3.
Opemtlon kann man auch einen Logarithmus ausdriicken, durch die

Zahl, dle 1hm entspricht. Setzen wir y = (1—}—]3)1’—— 1 4+ n, so hat man
b= (1 —I— n)l) — 1sund x =pb = p 1+ n)P — p Durch Entwick-

q -+e.c.t. (Logarithmische Relhe) Durch die umgekehrte

1/1
lung des Binoms kommt: p'(1 + n)P =7 { 1+ n -+ p( ) n?

1.2
“ 1 A RN .
PR L <ﬁ;;)‘-;rglp—m+m>n}
P vl e e

I da aber p sehr gro, so reduziert

1.9 m p™ . am s 1
2 8 m m 4
sich letaterer Ausdruck auf p+n— I}— + - ll e— m,
nz :5 n2m n 2m 4 1
nlsox—-p(I—l—n)p—p—nmm—{--— —2m+2m—{—1zywl
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(y— 1?2 (y—1pm—t  (y — 1 e
((B—=\  G—D* oy G, - y—1)™—*2
{( 1-2—)+ 34 (T—=39) + 56 (IT=5¥).. 2m (Zm—1)

f(dm—1)—(2m—1) \]} in dieser Form sind immer zwei Glieder
zusammengenommen. Nun hat jede Zahl aufer dem soeben ge-
fundenen Logarithmus noch unendlich viele imaginiire. In der
Tat, die Gleichung (1 -+ b)* — y = o hat p-Wurzeln, darunter hoch-
stens zwei reelle, also wenigstens p — 2 imaginire. Auberdem war -
Ly=npbh, wenn also p reell und sehr grof ist. so ist der Loga-
rithmus von y imaginar, wenn (1 1+ b) imaginir ist; es gibt also
mindestens p — 2 imaginire Logarithmen.

o i S e Ayt -
Die imaginire Groke (a b Y— 1) ist zurtickfihrbar

auf dieForm A +BV—1. Seinmna+bV—1=m, ¢c4+dV—1

. C T Le+ady—=1
=1, ferner setzen wir m —1=p; es st L{a4Db V— 1) o

—=(c+dV—1DL@-+bY—1) =nLm =np (I —8—}—%

pa—1 p2d : . :
— , e.c. t. Setzen wir x=nLm, g0 wird bei
2q " 2q-+1
nLm . (nLm)?

x=nLm=Ly, die Grofe m" =y =1 + B + 1.9

p p* Yo, nEpEl
&&t=l+np@—§+m2q4w+m)+-g&@wi

_Eil_ ! )2 L 111( P ~]iq__ L )“
+”9q‘l‘]_!_” RNt ‘2"‘_’(;.[—{—‘]—1_0'&[' .

e. ¢. t.,, eine Formel, in der alle Exponenten reell sind. Man weib

(ML m)r

_[_

andererseits, daf zwei Faktoren der Form A" -+ B Y— 1 ein Pro-
dukt derselben Form geben; da nun np auf diese Form gebracht
werden kann, so kann jeder Term unserer Reihe aul sie zurick-
gefiihrt werden, ebenso wie auch die Summe aller Terme.

Wir haben uns einen Augenblick bei den Logarithmen aufge-
halten, um zu zeigen, daB (die) elementare Analyse geniigt,
um alle ihre Eigenschaften abzuleiten.

Wir bemerken noch, daB man die Differenz beliebiger Ordnung
reduzieren kann, wenn man dx=d Ly konstant nimmt. In der
Tat, wenn man die Abszissen in arithmetischer Progression nimmt,

so stehen die Ordinaten in geometrischer v, vy und y ¥ ¥ und es

sty =7 also A%y =y (¥ ¥ — 2§ + 1) =y (F—2¥ 4+ 1) =y (f— )2,
ebenso d"(y) =y (¥ — )" und d°(y™) = y™ (™ — 1)", wenn man
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also x=DLy nimmt, so wird d(y) =ydx, d*(y)=y(dx)? d*(y)
= y (dx)" und wenn wir anstelle von y, y® setzen d" (y™)
= [d L] -y" =y"-[d(m Ly = m"y"(d x)" ’
Es soll nun der allgemeine Ausdruck des Oskulations-
radius aufgestellt werden. Es sei die Ordinate der Kurve
im Punkte M = MP, der Oskulationsradius MK. In den ihnlichen
Dreiecken MPm und MQK hat man y:n=u:r, da nun r kon-
stant sein muk in zwei verschiedenen Lagen, und d (u) = d (y), so

hat man d <u> —4Y qyem), alsor— Y ppqu— Y4Y
r r ‘ d(y:n) nd{y:n)
Wenn man im Resultat dieser Opera-
tionen die Differenzenfaktoren der
Einheit gleichsetzt, so erhilt man den /
Oskulationsradius macht man nur ¢ n
= 1 und lidBt % bestehen, wird / .
ein Kreis erhalten des Radius r, Zen- ? \
trum K, wo zwei gleiche Kreisordinaten u
in den Schnittpunkten mit der Kurve |
verschiedenen Abszissen entsprechen.
Wenden wir unsere Methode an, so a ) K
) ) Y} nZ+n Fig. 3.
ergibl sich r = -- ——: nach
i)~y d) n® (i 4 1)nd(y)
n ndl(y o
Erweiterung mitn (n 4 1), r G Ddy —yd @) (der zweite
Posten im Nenner, weil n.n (& -4 1) (n — 1) = d (n?).

Vermoge der Kurvengleichung kann man aber immer
nund d(n?) in Funktion von y und ¥ ausdricken. Man wird
d (y) eliminieren, um r in bestimmten GroBen zu erhalten.

Die Gleichung der Apollon. Parabel ist 2ax=y?; die

Subnormale (oben bestimmt) — a und n®=y?4 a? d(n¥) =y
(v + 1) d y (eigentlich ja y*(yv* — 1), also
_ o owm41ndy nP+Hn g
TRl Ddy -y e+ Ddy 112(n+1)—-y2(‘r—|—1)
3
wenn wir y =n =1 setzen r = —21] ; und u= ,23’ (aus ahn-
n?—y a
02 9 v
lichen Dreiecken), also u= (—aijq—g—)j — %(Q x -} a).

Die Mittelpunktsgleichung der Ellipse ist: y*=pa

_P_;_\_’ also die Subnormale: [da, y* (¥ — 1) = — % [x* (X2 — 1)]

(e
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2  — X a 3 | '
(W) 1) — _P¥ nd nt= Vit =yi— 1y 4 p* (der
X (x x(x—1) a - a* a

2 a— ) g
letzte Posten aus der Ellipsengleichung), also n? = p® —J—( " p) y?

a— )nd
und d (n?) = (q )x, (v +1)dy also: Y4+ Yndy

n- (n—{—l) dy — yd (n¥
fl n (n _|_Ii) (il_:}; (1\) ]_1:[1) (a _ ﬁ und wenn man }' =1=1 setzt,
nd o)

bekommt man den Krimmungsradius: v = -, -, - — =—
n® —yia—p) p

3

r n?
mnd u= -t ="" V a
n p?
Bei der logarithmischen Kurve ist die Subnormale:
y' 3 —1)

da hier : =~ =1Y?% wegen v — 1 =4dx, also = v? und n?
( Y& —1) Y \wegen . , \

=yttyrund d(n)=y ¥+ 14y (33 4 2 —+— v -+ 1} dy (durch
Zer]egung des Vorkommenden Binoms), also v

n®(n -4 1)n n®
@A) —y (PR D) - ) 2yt

H3 (y2 —lL 1)‘}?

= — = ——=———— nachdemman y =n=1 gesetzt. Ist nun
7

die Subtangente der Einheit gleich und wird die Tangentenstrecke
18
mit t bezeichnet, so ist t=(1 —l—v-)}r also r= — . und u (der

Ausdruck von u war y_nr) — +---)-", da aber n=y Vy* 1,

2 2
go wird uz—y +—1=—E.

T

Hat man den allgemeinen Ausdruck fir die Subtangente ein-
mal aufgestellt, so ist es nicht schwer zu entscheiden, ob eine
Kurve Inflexionspunkte und Asymptoten besitzt; denn ist

. rd x ]

S die Subtangente, so hat man d v = le— ; wenn man aber diesen
Ausdruck von dy mit dem an der Kurvengleichung entnommenen
vergleicht, kann man entscheiden, ob eine Tangente die Kurve in
noch einem Punkte schneiden wird; wenn dies aher nur in unend-

licher Ferne moglich ist, hat man eine Asymptote. Bei der Parabel

ist S=2x also dy = y@dxx. Wenn man aber die Differenzen-
o ad d adx,
gleichung der Kurve bildet, wird dy _—(j _!‘: fj ) X F‘ _E iy

vy +1)=2ax und ¥ immer=1; die Kurve w u‘d also von der




Eine Schrift v. Ensheim ,Recherches sur les caleuls différentiel et intégral“. (A. 7) 17

T;ingente nur im Berthrungspunkt begegnet und es findet sich
weder Inflexion noch Asymptoten.
Die Hyperbel hat die Mittelpunktsgleichung a®y? =

‘22

b? (x> — a?), also S*i’g
und mit Einfihrung des Zihlerwertes aus der Kurvengleichung

x2—g? d :
S="""" und 4a y = YS X gzx_dl;’ andererseits liefert die

e . , ) _ bE4-1)xdx
Differenzengleichung der Kurve d y = 2y 1) )
Vergleich der beiden Werte von dy erhilt man: yg‘x d x2 b );dx

x¥—a aly
fiir y = X, also fur letztere Gleichheit auch aus der Kurvengleichung:
a?y?x* = b® (x? %* — a®) und die Kurvengleichung abgezogen:
a?y? (x*—1) =Db2x?(8*— 1), also: a’y? =Dh?x?, ein unmoglicher
Ausdruck, falls nicht x? sehr groB ist, so daB a? in der
Kurvengleichung dagegen vernachlissigt werden kann. Fir diesen
FFall aber wird sich die Kurve mit der Tangente identifizieren und
man hat eine Asymptote.
Es sei ferner y>=a%x, dann hat man y?*j®*=a’xx und
a?dx
I R N)

Hilfe der Subtangente dy =

[wegen aZy2(y2—1) = b’ 2 (% — 1)]

und durch

verbindet man mit diesem Wert von dy den mit

ydx _ ydx
8  8x

isty3(y—1)(32+3+1)=ax(&—1), alsoi——— = y [}, +v4+1],

fiir ¥ == 1 wird die rechte Seite = 3, also S=13 x] gefundenen, 50
hat man y*(y24+v+1)=3a%x, also y* -+ y=2; die Wurzeln

[nach unserer Methode

2 also y=1 und y, =—2,

dieser Gleichung sind aber ¥ =

also wird die Tangente in irgend einem Punkte der Kurve y’=a%x

den entgegengesetzten Ast der Kurve in einem Punkte schneiden,
wo die Ordinate — 2y ist. Wenn aber ¥ unbestimmt ist, so ist
klar, dak die Inflexion im Anfangspunkt der Koordinaten
statt hat. Wenn eine Parallele zur Abszissenachse die Kurve in
zwei verschiedenen Punkten trifft, so hat man gleiche Ordinaten,
deren Abszissenunterschied d (x) ist. Je mehr sich dieser Unter-
schied vermindert, wachsen oder nehmen die beiden gleichen Ordi-
naten ab, je nachdem die Kurve ihre konkave oder konvexe Seite
der Abszissenachse zukehrt. Um also die Parallele zur Achse als
Tangente zu erhalten, mifte dx =0 sein, die beiden gleichen
Sitznngsberichte der Heidelb, Akademie, math.-phys. K1. 1913, A. 7. 2
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Ordinaten fallen zusammen und man hat im ersteren Falle ein
Maximum, im letzteren ein Minimum. Um aber die verschiedenen
Abszissenwerte, welche gleichen Ordinaten entsprechen, zu erhalten,
hat man nur ;(—flT):O zu selzen, und wenn man dann X =1
nimmt, wird man den Berithrungspunkt finden. wo die Ordinate
ein Maximum oder Minimum ist. Um z B. die Funktion y*=
2ax—x2? auf Maximum oder Minimum zu untersuchen wird man
d y 0 9] o fe . Q a ) .

L =0=2a—x (x4 1) machen und x=""—1. [Nun findet
dx X

bei unserm Autor ein platzlicher Uhergang zur Mittelpunktsgleichung
des Kreises statt, indem anstelle vou x. a — x (ritt], so hekommt

2a . .

man ¥ = ————- — | und dergeslalt erhdll man zwei gleiche
Vai—y ,

1

2
Ordinaten in den Abszissen a % (a* —v3*. Setzen wir jetzt

1
dx =2 (a?—y?? =0, so wird die Parallele zur Abszissenaxe Tan-
gente an die Kurve und zwar im Punkte vy =(x) =ua. Wirden

wir anstelle von Va? — yv? wieder a — x rickwirts einsetzen, so
X
. ) e 2a ’ . ‘ ,
wiren ja wirklich 2a — x = x|~ —1] und x: die beiden Abszissen
X

gleicher Ordinaten. [Scharf tritt hier hervor, dafs unser Autor durch

seine Methode die Bedingung d Y—=0 spaltet in v-%—()',_— ) =0,

: dx Cox(x—1)
)ﬁ:o, was nach seiner Darstellung die Subtangente
und ihr Unendlichwerden im Fall eines Extrems der Ordinate be-
deutet.] ,Par ce procédé, on s’assure que la courhe a des
ordonnnées égales répondantes & des abscisses réellement différentes,
et entre ces extrémes il y a nécessairement un maximum ou un
minimum; au lieu que par la méthode ordinaire il faut préala-
blement examiner s’il n’y a pas un point d’inflexion ou dy devient
zéro, quoiqu’il n’y ait point de maximum®.

also

x*--a?
Ein weiteres Beispiel ist = =y. Man bhildet zuerst
) L2 w2 2
. . ) ) x?x? 4 a )
die Gleichung fiir eine weitere Ordinate (x %) also —x =¥
.2+a2 )

und subtrahiert davon — — - r. Bringt man auf gleichen Nenner,

w
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v2x2 2 2z 2 e (kx— 1)\ — 2% —
+a X x—l—.a Xzyy——yoderx x(x—1) —a (x—1)
XX XX
. __1 _ —_— 2y __ a2
_ & )(X,X a—-)=y( —1). Da nun beldj == & 1)(x.x 27)
XX dx - XX
im letzteren Ausdruck der Zahler verschwinden muB, so hal man
. . a? : . y
x*x=a? oder x = & Die Ordinaten, welche den Abszissen x
)
und ?-1}2 entsprechen, sind also gleich. Setzt man x =1, so hat

30 kommt

man X==+a2a, y==2a und die Kurve hat zwei Mihima, das eine
positiv, das andre negativ.

Manche Fragen scheinen sich der Methode zuerst A
entziehen, sie fiigen sich ihr aber doch, wenn man einige Kunst-
griffe anwendet. So der Beweis des Satzes, daf unter allen

ebenen Figuren gleichen Umfangs der Kreis die inhalts-
grofite sei; der auch fur seine Segmente gilt. Zum Beweise
zeigen wir:

1. DaB das Polygon vom
Umfang m und der Seiten-

zahl n, wo jede Seite % ist,

unter allen Polygonen des-
selben Umfangs das inhalts-
grofite ist. Es sei AB=a—1y,
BC=a+y, AC=p, Bd=n,
Ad- 2z, dG==p—z. Vermoge
der Eigenschaften recht-
winkliger Dreiecke hat man :

nt=(a—y)l—2t= Fig. 4.
(a+y)?—({p—2? z=

pP—day , pP—4day\’_ _
TR w=(a+7y?:— ( 5 ) a?+2ay+y
)

2p
(* +8p*ay 4 16’y 2 gy X0
4p (p - 4'Y) 4'p2 v also u
3 a2 . 2
Vp 43’2?‘& P und weiter die Fliche des Dreiecks ABC =
‘ e 2 2__ .2
EQB _ Vp'— 4y 4}/4 il , €in Ausdruck, der um so grofer wird,

je kleiner y ist und dessen Maximum offenbar fir y =0 erreicht
wird, wenn also AB=BC =a. Diese Uberlegung angewandt auf

ok
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jedes Paar aneinanderstoBender Seiten des Polygons zeigt, daB das
Polygon mit untereinander gleichen Seiten unter allen isoperimet-
rischen gleicher Seitenzahl das flachengrobte ist.

2. Daraus folgt, dak hei gleichem Umfang der Inhalt wichst,
wenn man die Seitenzahl vergrofert. Denn betrachtet man
wiederum das Polygon mit lauter unter sich gleichen Seiten, und

macht man im Dreieck ADF die Strecke DE = l% l: so hat man
) . . ) m I'm
im Dreieck ADE die Seiten AD = und DE = 30 Man kann

also nach dem ersteren Satze den Inhalt des Dreiecks ADE bei

gleichem Umfang vergroBern, wenn man tber der Grundlinie AE

9

fm' sind, so
o n
daB anstelle des Dreieks ADF ein Viereck tritt, worin jede der drei

ein Dreieck zeichnet, dessen beide anderen Seiten je

. . 2m . .
duleren Seiten 3 ist. Auf jedes Paar benachbarter Seiten an-

groker n ist. Um das Maximum zu erhalten, muB man n ins Un-
begrenzte wachsen lassen.

Bei Konstanz von m und n hat dasjenige Polygon die
grofite Fliache, dessen Seitenwinkel untereinander gleich
sind. Es sei im Viereck CFHK die Seite CF=2p CK=KH =
HF = a, KF =2 x, der Sinus des Winkels KCF =35, sein Kosinus

: 1
=¢, dann ist die Fliche des Dreiecks KFH =x (a? — x?)?2, die-
1
jenige des Dreiecks FCK =pas=pa(l — ¢, also die Fliache
1

1
des Vierecks CFHK = pa(l — )2 4+ x(a®?— x3)?, aber 4x% =
(2p—aclf 4 a?ss =4p*+a’—4dpac also x2=p*+ I —pac.
1
Und (s =1t =4 /b= B P — s byae /I 2 Fpac
i Ve

1
Also die Fliche des genannten Vierecks CFHK = pa(l — %) 4
1

[—16a%p’c +8ap(4p’ —2%)c — 16p' +8p*a® + 321
4 A
mit diese Funktion ein Maximum sei, muf ihre Differenz
1

= ( sein. Nach Ausfihrung aller Reduktionen erhiilt man (1—c2)2

gewendet, wichst also der Inhalt des Polygons um so mehr, je
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(—dape+4p*—a®)=c[—16a’p®c? +8apec(bp®— a?)—16p?
1

+8a’p’ 4 3a']%, wenn man einzig den Kosinus ¢ als variabel

betrachtet. Prifen wir dies Resultat durch Differentiation

nach ¢ nach, so ergibt sich, wenn wir abkirzend {— 16 a® p® c?

+8apec(4p®—a’) —16pt 4+ 8a?p® + 3 at} =M setzen
0=—pa = --—l—————l—— ~[—32a%pPec 4 8ap({dp*—al]

(1 —c¢ ) 4x oM?

und auf gleichen Nenner gebracht und mit ap dividiert kommt

Ensheim’s Ausdruck:
1 1

(1—c)?(—4dapct 4p>— a®) =cM2,
Erhebt man diesen Ausdruck ins Quadrat, l&Bt auf beiden Seiten
die gleichen Ausdriicke weg und dividiert mit 4 p® — a? so kommt:
4p*—8apec-+4a’c>=a% [Bei der Prufung der Ausfﬁhrung
bleiben stehen von Gliedern mit ¢® diese — 4 a*c® - 16.a% p2c? und
auBerdem 16 p* + a* — 32ap®*c+8a’pec— 8a’p:] Lost man

. 9 1 2
diese Gleichung nach ¢ auf, so kommt: ¢*— —?_—_E __g_z oder
_b 4p® (}__p_) P_ﬂﬁi_?pia‘

T a Vg 4 a? a2 9a

Da aber ¢ als Kosinus stets kleiner als die Einheit und 2 p groBer
als a vorausgesetzt wurde, so muf man von der negativen Wurzel

2p— . . .
Gebrauch machen, sodaB ¢ = pga a. Die Kosinus der Winkel

FKH und KFH berechnen sich nach dem Kosinussatz; man hat
2p—a]=8p’a 4+ 2a'—8p°a+t4pa’
2 g2 % p—a p —
dx*=4p°+a 4spa[ 72 ] 24
dpa®+t2a’ —9
2a

pa-a?

Ix= 1‘«2‘[.‘)&—}-& und
a®?=|2pa 4 a?| 4+ a*— 4ax cos FKH also

cos FKE-I——1\‘/—"'p{leI_Eu
2a
2p —ac

—— und wenn man den aus
2%

der quadratischen Gleichung gefundenen Wert fiir ¢ einsetzt,

| p— bpa—-2pa-4a® 2pa-ta®
Q I = —
kommt 2p ,1[ 5 ] also 3 | 9 und

_ /¢ 02
2x wie oben==V%pa+ a2 also cos (FK — 12—%)—34_—1. Da die
a

-

Ferner der Kosinus von CFK =
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drei Kosinus gleich sind, so sind es auch die Winkel, also CF und KH
parallel, also die Winkel bei K und H gleich und das Polygon
ein regulires. Da dieselbe Uberlegung ja far simtliche Seitenwinkel
gilt, der Inhalt aber mit der VergroBerung der Seitenzahl wichst,
und diese unbegrenzt ist, so wird das regulire Polygon schlieflich
in den Kreis libergehen, womit unser Theorem bewiesen ist.

Um unsere Methode auf die
Differenzen von Sinus, Kosinus und
somit auf diejenigen Kurven an-
wenden zu konnen, deren Glei-

> chung von irgendwelchen Winkel-

beziehungen abhiingt, muB man

voraussetzen, daB fir sehr kleine

Winkel der Sinus sich nicht vom

Bogen. der Kosinus sich nicht

merklich vom Einheitsradius unter-

Fig. 5. scheidet. Wenn man so die Spirale

' auf Polarkoordinaten (y, x) hezieht,

so wird der allgemeine Ausdruck der Polarsubtangente a—§1
y?evsindx  yevdx

=t —- = : denn man hat in dhnlichen Dreiecken
yycosdx —y v—1

‘ veosdx —y vy : 2y sindx
= < gdel MO?____MA,-:, =:§,,‘_ also S = __}__". b
g oo y sin dx S so 3 y¥cos dx—y
2¢dx v2dx v
und fir y =1, S= 1}‘;‘;—% = :)Tlc?‘ {in den modernen Lehrbiichern
geschrieben 2 d_$1 Nimmt man die Gleichung der Archi-

, , , . rvdx
med’schen Spirale in der Form an ax=Dby, so wird S = AR

2 . y—1

b 3; Y= xyyoderfiury =1,S =xy. Diese Bezichung driickt den

Satz aus an der Archimed'schen Spirale, daB die Lange der

Polarsubtangente gleich ist dem Bogen bis zur Polaraxe

des mit dem Radius ¢ =y durch den Kurvenpunkt (y, x)
beschriebenen Kreises (Mittelpunkt O, Radius y).

Der Verfasser schliefit den ersten der Differentialrechnung ge-
widmeten Teil seines Werkchens mit den Worten: ,,Les livres
élémentaires supposent une courbe parallele 4 une ligne droite,
ou une analogie entre des quantités innombrables, ce qui ne peut
jamais satisfaire les commencans.”
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»Ces différentes solutions suffisent pour faire voir que les prin-
cipes du caleul différentiel sont rigoureusement vrais, sans que l'on
besoin de négliger certaines quantités, ni de considérer les courbes
comine composées d’'une infinité de lignes droites, supposition répug-
nante au hon sens, et démentie dans la mécanique.”

Es folgt der ,,Caleul intégral* (pag. 13 des Werkchens), dessen
Aufgabe dahin prizisiert wird die Funktion zu einer gegebenen
Differenz aufzufinden. Exsaem polemisiert dabei gegen die Auf-
fassung (Euiers) der Differenzen als absoluter Nullen: ,,vu qu'une
infinité de zéro ne peut pas former une quantité finie, et qu’il ne
peut y avoir aucun rapport entre le néant et la realité’’. Man
muB also von sehr kleinen Differenzen ausgehen. Den ganzen
Integralealcul griindet er auf zwei fundamentale Satze:

1. Wenn die Differenzen von zwei Variabeln in einer konstanten
Bezichung stehen, so stehen die Variabeln selbst, von einer Kon-
stanten (additiv) abgesehen, in derselben Beziehung.

9, Der erweiterte Gleichheitsbegriff wird hier eingefithrt: ,,Si
'p-+q=R et que sans changer cette égalit¢ ¢ puisse devenir
moindre que toute quantité assignable, on peut sans erreur négliger
cette quantit¢ inassignable, et supposer p=R.* Wenn die differen-
lielle Funktion komplett ist, hat die Integration keine Schwierig-
keiten, man hat nur den durch die Differenzen hineingekommenen
Faktor wieder herauszuschaffen. Ist sie nicht komplett, so handelt
es sich darum, eine konstante Beziehung zu einer andern Differen-
tiellen aufzufinden, deren Integral bekannt ist: ,ce qui est quel-
quefois trés difficile, et souvent méme impossible”, Es folgen die
einfachsten Integralformeln: Das -Integralzeichen wird konsequent
durch ein S (Summe) ersetzt. Man hat so:

Sy (" — 1) =y"+c .
Sy (1 — 1) = LT YA D D) (R )
’ yrel ety )G —1)
G4y 4y 4 1)

IR o B R
und fur y =1, S. ym(j;f“—l)zl%—}- c
sodann: S.xy@Ey—1)=8S xxdy+ydx)=x7y
und . .. ... S.x(i-:y}r:-s.(ydx_}&d@=§

| y ¥ y*y y

weiter . . . aS.(x—1)=aLl x4 L.c=L.cx® [Man vergl. dazu
oben die Worte: ,Si I'on suppose un rapport constant entre ¥ et
son logarithme e. ¢, t.%.]
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[‘J

Endlich S.(a-+bx™? x™ (" — |) = n «

riq
(a4-Dbx") g

L b, p+q)

diese letztere Gleichheit zu beweisen, setzt Exsueivi: (a4 b x™)1 = u,
9— q
dies gibt xv =12 g (ymy = 10,

n—1 %0 —2 1 p )
A" S s Ty Ly a0 (@b X (0 — 1)
. i
u-1 n—2 : ' P q
& & _j—j me zi_‘_—lx)‘i(;—)(]}j') Sodann wird d (u') ausgefiihrt
=ul(@i~14+0i—2 4+ . a-+1)(@—1) und anstelle von u?*+9 ein-
d (uP+9) B N
@IFP =T T auep—2 L g+ [){a— 1)
2
(a4 bx™ax=Ex — 1)
s e SR e a1 6 “—17—‘:_?:2 + .. x4 1)d (9

Tt pwere— T EE T =t L )

Bei Integration wird das Differenzenbildungszeichen vernichtet und.

b —L(l
somit S. (a + b Xm)q xm (fln . 1) ng (& + b x )

Um

es ist aber x™ (X" — 1) =

also hat man:

gefithrt

mb(p + y)

Um die Berechtigung dieser Prinzipien zu zeigen,
wenden wir sie wieder auf die gewohnlichen Probleme
der Integralrechnung an. Es handle sich darum, den krumm-

" linig begrenzten Flichenraum

H/ FGMP zu quadrieren. Das
G Element der Fliche ist aus
zwel Teillen zusammengesetzt,
dem Parallelogramm FpnG und
den von den Koordinatendiffe-
F P P renzen gebildeten Dreieckchen.

Fig. 6. Die Summe dieser Dreieckchen

ist aber offenbar kleiner als

x-dy, denn wenn man dy unaufhorlich halbiert, kommt man

v

xdy .
zu dem Ausdruck @m) Kleiner als jede angebbare Grofe. Der

Flachenraum FPMG kann also sehr wohl d x gesetzt werden.
Damit aber y d x sehr klein werde, muf x (X — 1) nahe an
0, also ¥ =1 gesetzt werden. Die Dlﬁ'erem von xy ist nun
xy &y —1). Wenn also die Gleichung der Kurve eine konstante
Beziehung zwischen x ¥ — 1 und % — 1 liefert, so besteht dieselbe
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Beziehung zwischen der Summe der Parallelogramme und x y und
die Kurve ist algebraisch quadrierbar; besteht aber eine solche Be-
ziehung nicht, so muB man zu Approximationsmethoden greifen.
Als Beispiel einer Quadratur dienen die Parabeln hoherer Ord-
nung, welche eine interessante Geschichte besitzen.®) Durch Ver-
allgemeinerung der Gleichung der ArorLoniscuen Parabel y? = px er-
halt man diejenige dieser Kurven y™+®=a™x" oder hei Frrmar
Y™ = k™ =" x" (vergl. Canror Bd.Ill,, pag. 869, also m'=m+n
und m=m"—n). Aus der Gleichung y®+*=a™x" erhilt Ens-

m-+n
HEIM X" — 1 =y"+" — 1 oder x —1=1y§ " — 1. Multipliziert
man den ersten Summanden mit y und subtrahiert beiderseits wieder 1,
m+2n
so kommt xv—1=v " — 1. AuBerdem ist:
- m2n m 4 n m+2n_ m+2n_,

I e e TR iT

® Wichtig fir diese Geschichte sind folgende Dokumente: 1. der Brief
Drscartes’ vom 13. Juli 1638 beriihrt Sitze, welche den Schwerpunkt und die durch
Rotation erzeugten Volumina von diesen Kurven begrenzier Flichen Letreffen
(Oeuvres de Descartes ed. Apax et Taxnery II, Paris 1898, S. 246. 2. Ein
Schreiben Frrmars an Gavanierr von 1644 durch Vermittlung P. Mersennes (zuerst
verdffentlicht in den Oeuvres de Fermat ed. Tasnery et Henry I, S, 195—198),
worin ein Ausdruck fiir die Fliche eines Parabelsegnients sowie fiir das von ihr
dureh Rotation um die Achse erzeugte Volumen, ebenso fiir die Schiwerpunkte jener
Fliche und dieses Korpers angegeben werden. 3. Verbreitet wurden diese Resul-
late durch Mersense in der Praefatio ad mechanicam seiner Cogitata physico-
mathematica 1644. Fermats Bemithungen reichen aber bis 1636 zuriick. In
einem Briefe an RoservaL vom 92. Sept. 1636 (Oeuvres de Fermart II, S. 73) wird
auf die von ihm ausgefihrte Quadratur hingewiesen. Er kommi darauf in
Briefen an RoBervaL vom 16, Dez. 1636 und an Mersenne vom 10. Aug. 1638
{Oeuvres d¢ Fermat II, S, 95 und ibid,, S. 165) und mit aller nur wiinschenswerten
Ausfiibrlichkeit in der beriihmten Arbeit De aequationum localium transmutatione
et emendatione, die erst 1679 in den Opera varia erschienen ist (Fermar Oeuvres I,
S. 255—285 und 111, S. 216 —237). Dem Datum der Publikation nach kommt fiir
die Prioritil einiger dieser Resultate in Betracht: 1. Bowavestura CavaniErr in
der vierlen seiner Exercitationes sex Bonon. 1647. 2. Sterano pecr Axceri, der
Verfasser einer wichtigen Arbeit: De infinitis Parabolis infinitisque solidis,
Venetiis 1664. 3. Joux WaLLis, der sich in seiner Arithmelica infinitorum 1655
und in seinem Lehrbuch der Kegelsehnitte eingehend mit den hheren Parabeln
beschiiftigt hat. Im 18. Jahrhundert schrieb M. Knurzen, der bekannte Lehrer
Kants, iiber die ,parabolae parametrales® eine Abhandlung: Theoremata nova de-
parabolis infinitis eodem parametro et cirea eandem axem descriplis (Acta erudi-
torum Lips. 1737). (Nach Loria ,Spezielle ebene hihere Kurven®.)
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(F " 47" 4D =dly):ixrE— 1) also das
kleine Parallelogramm: GFpn=x(x — 1)y

m+11__] an—z
‘w R o S SR TR e .
l Tmien . maon —(dixy).
S + ¥ " +.v
dessen allgemeines Integral:
J m:—n___1 Tv_n_g l ‘
) A 4y
m--2n m2n — + X}
el —1 : . ,
]\ § + v " + v 41

und fir ¥ =1 erhilt man die ganze krummlinig begrenzte Fliche:

a8
£1_¥——|-Qnr_lxy (bei Caxror 1. C', ydx = (E"_l}_ - X y) -1 da ja

die Gleichung der Kurven waroy“" = k™ - x").

Wie man durch Verallgemeinerung der kanon. Gleichung der
Parabel zum Begriff der Parabeln hoherer Ordnung gelangt, so
durch Verallgemeinerung der Gleichung einer auf ihre Asymptoten
hezogenen Hyperbel x y = a® zu den Kurven, die durch eine Gleichung
vom Typus y™ x" = a™ + " dargestellt werden, den Hyperheln hoherer
Ordnung. Setzt man in der Gleichung der Parabeln anstelle von
m die GroBe m -+-n und anstelle von n ein — n, so erscheint die
Gleichung der Hyperbeln hoherer Ordnung, eine Analogie,
die Avcuste Coute 1843 veranlaBte, aus den Parabeln und Hyperbeln
héherer Ordnung eine einzige Klasse zu bilden, die er binomische

Kurven nannte. Im Resultat der Quadratur wird aus f ydx

m-+n

=mTon®Y ftr die Hyperbeln jetzt T XY, was ENSHEIM

m-n n
wiederum so ableitet: Ausa®™** =y®x"folgty=a ™ x ™; ydx
m+n _1_{_1 m-+n Wm-—T m+n m—n
=a " x " F—1=a"x "(@F—1undxy=a " x ",
m-+n m-—n
m . - .
oo YAX _ @ x " E—1) X — 1
a‘SOd(xy]_ m+n m—n m—n T m—n o
B m m . m . m
a X x "—1) x — 1
1
= TTm=n ., m—n T

—1 t_g

' & " 4x " 4+ x40




Eine Schrift v. Ensheim ,Recherches sur les caleuls différentiel et intégral“. (A.7) 27
und flir die Integration, nachdem % =1 gesetzt wurde:

1 m
S.ydx=m—_§xy= e £
m
Auszunehmen ist der Fall, wo m=n= |1}, derjenige
der gewdhnlichen Hyperbel. In der Tat, da xy=2a? so ist d(xy)
== 0, also existiert keine Beziehung zwischen der reellen Groge y d x
a?dx

>

und d (xy). Andererseits aber ist yd x =

= a? (x — 1), eine

Funktion, aus der die Variable verschwindet und deren Zuwichse
also eine arithmetische Reihe bilden, wihrend die x in geometrischer
Progression stehen. Man kann also die krummlinig von der Hyperbel
begrenzten Flichenrdume auffassen als die Logarithmen der beziig-
lichen Abszissen und S.y dx=1L. x.

Bei der logarithmischen Kurve hat man S.ydx=S.y(y — 1)
=y -+ C. Man kann dies Resultat auch durch elementare
Algebra beweisen. Denn setzt man y =mPund Ly==p (m — 1)
=X [also Ly=pLm=p(m — 1) und somit Lm =m — 1], so
wird ydx=mP (m —1). [Logarithm. Differentiation.] Die Or-
dinaten wachsen also in geometrischer Progression und sind dar-
gestellt durch 1, m, m® e. c. t., die krummlinig begrenzten Flichen
sind reprasentiert durch (m — 1), m (m — 1), m® (m — 1) e. c. &
(mP+1 —1) (m — 1)

m—1
= S.m"(m—1)=S.ydx. Bedenkt man aber, daB m von der
Einheit nur sehr wenig verschieden ist (am die sehr kleine GroBe n,
so ist mP*!=mpP (1 4+ n) nur sehr wenig unterschieden von m?,
also hat man auch S.ydx=m? —1=y—1.

=mp+1ﬂ1

Die Summe dieser Reihe ist aber

Beim Kreise hat man ydx=(*— )T dx. Da dieser
Ausdruck sich nicht auf eine geschlossene Form zuriickfithren 1iht,

die integrierbar ist, so entwickelt man das Radikal nach der Bino-
e .. .. X2 xt x¢
mialformel in eine unendliche Reihe: y =y (1 — ar 87 167°

—e. ¢. t.) und gewinnt so niaherungsweise
_ e f(x %X x* x

S.ydx=r (T 2373 857 16-771

Zur Rektifikation der Kurven fakt man sie hier in

der Integralrechnung in gewohnter Weise als Grenze
1
ihres Sehnenzuges auf. Die Sehne ist (dx 4 dy)? und durch

7

—e. C. t.)
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Integration dieses Ausdrucks erhilt man bis auf eine Konstante die
Peripherie des Polygons, die zuletzt in die Kurvenlinge {ihergehen
wird.

Als Beispiel dient die Neil’sche Parabel: axgzy;’,

daraus a x* (* — 1) = y* (i* — 1), also ¥ — 1 =¥*— 1 und £ =2,
will man, nachdem in ax® (£ 4+ 1)(x — 1) =y (¢ — ) X y (2 +v+ 1)

: Lok —1 .
zerlegt, auf (d x)* kommen, so ist die linke Seite mit ;;LT zu multi-

1 y)? (P y 1P

, also (dxP? = (c

plizieren oder nach Erweiterung mit ¥ - | mit

St SN el O il ol o )

B aly s - 17
1 o2 4w 2 1
und (dx®+ dy?)? = {}—b—'s—‘—i—ll +1i2dy. Setzen wir
a(ve + 1y .
2w 2 D 2,20
[y N _53_ f+ 1) + l] =2% so hat man dy= a(? 2._;*— l)._ /‘ (Ig )
Ay 4 1) | (FF4v41)

[y

PP T SRR )
3

| Intearal: S. (dx? L dvi — 26T + 1P (4 1)2° o
also das Integral: S. (dxZ-+dy?3 (P54 P (2 1) und wenn
man ¥ =z=1 setzt, so wird unter Restitution von z das Inte-
gral, das den Bogen der Neil’schen Parahel darstelll:

1 3
S.(dxg—{—d)'r")g—-Sﬂ('” + 1) 2,

und (A x*+ dy?)® —a (F'%ﬂ‘; 2@ —1) (73 + 12 1) 409

T 97\4a
3 dx
Beim Kreise hat man (d x> 4 dy?)? = _l;T; da sich hier
(P — y?)2

keine konstante Beziehung aufstellen laBt, so entwickelt man die
Wurzel im Nenner und findet so niherungsweise das Integral, das
den Kreisumfang darstellt.

Mit der Wendung ,,On peut d’ailleurs trouver la va-
feur approchée de la circonférence du cercle d’une ma-
niere plus élégante* geht unser Autor zu einer ganz andern
Methode ber, die wir hier in etwas modifizierter Transskription
folgen lassen, da die Reihe des Dreiecks unseres Wissens sonst
nirgends abgeleitet ist. In den Einheitskreis sei das regulire n-Eck

einbeschrieben, das aus soviel Dreiecken besteht, als der Centri-
f 0

winkel 2m = angibt.
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Die Fléche jenes Teildreiecks ist aber im Einheitskreis sinm+cosm
L 180° . 360°
und diejenige des ganzen n-Ecks: ~—— sinm cos m, da n =—

2m
180 ® A
= . Macht man nun m = 2yp, so findet man fir die Fliche

des 2! n-Ecks mit dem Centriwinkel
2.p, des neuen Polygons, den Aus-

80°
druck !

sin p X cos p, aber /
5 /
cos m = cos’p —— sin®p und sinm

= 2sin p cos p, also % sinm = |\

sin p cos p und die Fliche des

1]
2 n-FEeks = 180 . 1

— sinm =
2

180° 2 Fig. 7.
222 sinm und nach Erweiterung

m .
) . . 180 _ sinm cos m ,
mit cos m wird die Fliche X == , wenn P die
m cos m coS Im
Flache des Polygons der Seitenzahl n bezeichnet. Macht man

nm p=2gq, so findet man fir die Fliche des Polygons der

_ 180° . 180° sinm
Seitenzahl 2*n den Ausdruck cos q sin q= . —_—
m  4cosp
4 4
(d sin m . also 1 sin sin m) P
——— == §iN p cOS — = =
Ty pEOs P, g SMP= dcosp/’ cosm cos m
P .
——————— allgemein geht also der Ausdruck iiber in: 2
COS M €cos M
— .
0
p 20 180
\ indem man far das 2¢n-Eck hat —
cosmceosm. ... cos m | m
9 gk—1 9
2 gk—1 m 2
m 1 ¥ ge—i
v . — Q v 11 S o y —— e .
X sm - COS 2k, hier ersetzt man wieder sin ok durch Y und
m COSg—k
sin gk —? :
. .m . . .
dann wieder sin SE=T durch 9 —El—“ﬂ, bis im Zihler sinm er-
05 ok —1

. . m
scheint und im Nenner cos 5

-

also nach k-Substitutionen. Der
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Verfasser ersetzt diese allgemeinere Betrachtung durch die Worte:
,en continuant de la méme maniére on trouve la surface d'un poly-

gon d'un nombre 25n de c¢otés égale A P )( -
COSM COSM .. .COS m

2 9k —1
Wenn k hinlanglich groB ist, so unterscheidet sich die Fliche des
Polygons um keine angebhare GroBe mehr von der Fliche des Ein-
heitskreises. Um den Umfang zu bekommen, haben wir diese GroBe
noch mit dem Faktor 2 zu muitiplizieren. Bezeichnen wir mit
FExsnem die Peripherie durch <o, so hat man

2 Durchmesser 1

9w Peripherie  180°sinm
) m  m m
]]ICO':'j‘ os"i cndc) — e ot

Das e. c. t. erweitert hier das Nennerprodukt zu einem un-
endlichen!

»En procedant de méme par rapport au Polygone circonserit
on trouve: 180%« sin m

Gl () et
m cos |5 ) cos | cos | o e.c t.
Und wirklich, wenn man das umgeschriebene Polygon berechnet

1—8— tang m, so findet man:

m 180° . m

far das 2! n-Eck

m
r 0ot
180%sin — ok ,
-— —— fir das 2¥ n-Eck; da nun sin

m
__QT COS

gk—-1

— 9 m m | m _1 “ m m
sin oK coS S also sin ok =3 sin E— TR

nach dieser Formel k Substitutionen vorzunehmen, his im Zihler

{ ' COS so hat man
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. . m ‘ .
sin m und im Nenner cos — als erster Faktor erscheint, und man

2
gewinnt so fir das umgeschriebene 2% n-Eck den obenstehenden
. 360°sin m ’ i
Ausdruck. Setzen wir = C, so folgt die Ungleichung
C ' C
R G ) R s
AU YAV AR oS \5x cosgcosgucosgk_]
1
1 mY 2
Aber cos — (1 + cos —q)? m__ s 2
- 55 5 peos =\ —py— ] =
i1 1
1+ cos m) 2\ 2 m) 2
1 4 (* 9 | m 1 -4 cos i
Ty T , COS & = ] =
1 _; | 11 1
? ‘ T\ 2\
1-|~cosl~;1 1—}—(*—_1-'_;059)
) ) 5
2 ’“ 2
., 3600 ‘ |
Geht man vom Sechseck aus, so ist N 60° = 2 m, also m = 30°
860" 1 | _
und G = “zgo SN 30°=12. 5 =0, und unsere Formel gibt
6 -
w2 T I
< 200\ 2 e N0 2\ 2
(1—|—cos 30) 1+ (1—}—0052@) . ot
- 2
ey b —e . Jetzt wird mit den kom-
2+vV3)E (@24 @2+vV3)?)e plementiren Faktoren in
2 9 € ¢ 1 7shler und Nenner multi-
pliziert, so dag aus:
64
‘\/Q-ﬂ/?\/%\/%ﬂ/ﬁ\/2+\/2+Vﬁ‘\/2+‘\/9+\/ ﬂvm?}q
- ' wird :
9 9 9 9
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6. 2

— — ' — = =
\/2 ; 1/‘3\/9 . v:a\/z MAHERVER ERE | Ve vy /e Va+varyy

: , Va3 Vovaiys

X

1
\/2+ é+‘\/9+ ;ﬁ; \/-2-‘\:’“24’ \‘/‘-2.7.&1/9 v 1

‘\/2:_,. s Vauys \/Q—\/Q-k Voivarys

Anstelle von k—1 setzt unser Autor ¢ ..en designant par q le
nombre d’exiractions des racines quarrées hinomes® so dab im
Nenner nur ein Fakior stehen bleiht, der mit ¢ Extraktionen in
den Zabler tritt; im Ausdruck des umschriebenen Polygons steigt -
die Zahl der Extraktionen auf q-4-1, wovon aber die letzte im

2
m - . . .
Quadrat von (cos 512) zerstort wird, so daB auch hier die Zahl .

-

der Extraktionen in Zahler und Nenner endgiiltig ( wird. Aus-
gehend vom reguldren Dreieck kann man so die Reihe aufstellen:
Regulires Dreieck = 2°3-Eck
i 6-Eck = 2!'3-Eck
" 12-Eck 22 3-Eck beim reguliren 96-Eck ist also
, 24 -Eck 2°3-Eck k=25, q (vier Extraktionen)= 4 '
. 48 -Eck 21 3-Fck und -+1=25.
. 96-FEck = 2°3-Eck

I

I

Man kann also die VergroBerung der Seitenzahl der Polygone
und damit der Extraktionen soweit treiben bis der Zihler .devienne
une quantité inassignable et que le dénominateur approche en méme
temps de plus en plus du nombre 2 sans Vatteindre jamais tout

1\ 1
a fait;* denn V2413 < 2 also auch (?+(2+ 1/3)‘2) 2 <22 [Der
Radikand wird immer vergroBert, jedoch so, daﬁ; (da der Radikand
ein unechter Bruch) das Radikal wachsend sich der 2 nithert.
Ensaem figt hinzu: ,,Il est étonnant que nos mathematiciens ne
traittent guerre de cette espéce d'infini radical qui peut si bien
occuper leur sagacité.” Er wubte also nicht, dak EuLer fir das
2° 3-Eck = 96-Eck in dem Aufsatz: ,,De variis modis circuli quadra-
turam numeris proxime exprimendi (Comment. Acad. Petrop. IX 1737,
ersch. 1744, pag. 222, s. pag. 234) die Ungleichung aufgestellt hatte
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06 \/2/_\/2—\/2—vm > ™ >

192\/2—\/2—V2——vm.
\/2+\/2+v2+vm

In den Opuscula analytica, Petropoli 1783, pag. 345 geht EuvLpr
auf die geometrische Bedeutung dieser Formeln nicht ein, ,alio
Joco demonstravimus®. (Vergl, Canrtor, Vorlesungen IV, pag. 445
und Rumo, Geschichte der Kreisquadratur, pag. 51.) In der ersten

Abhandlung hat Evier die Faktorenfolge aufgestellt: 52—%)6 =

1 :(cos @ cos (g cos% . 005982. : .), die das Reziprok unserer oben auf-
gefilhrten ist, wenn man 2¢ = m setzt, und welche fiir ¢ = T

4
jene schon Vigra (Opera mathematica ed. Scnooten. Lugd. Batav. 1646,

pag. 398—400) Rupio, 1. c., pag. 33, sowie Cantor II%. S. 595 be-
kannte Beziehung liefert:

n 1
2_\/1_‘\/1 1v-2~,\/1+1\/1+_—,..ininf.’
2 Vao'g gtg Vatve - 0Y

welche als das erste unendliche Produkt gilt. —

Zu den Problemen der Integralrechnung kehrt unser
Autor zuriick mit der Aufgabe: ,Resoudre I'équation: ayd®y
+bdydx+p({dx=0,p étant une fonction de x sans y.* Er
selzt x=Ly und dx=Ly=y—1, also d*Ly=0, dann hat
man d?y ==y (y — 1)* und damit geht die Differentialgleichung tiber
inay*(y —12+bdx-y{F—1)+p(d X =0 und als Gleichung

II. Grades mit der Unbekannten dy: (dy)? +§ dx dy= — E (dx)?,

5 JPE@sE pldnf  dx 1
v graxa Y2 S B = [t san)t

1
also 2ady=dx{(b2—/fl‘ap) 2 —h}und 2ay=—Dbx+
1
s.dx(b2—4ap)?+c. |
Das nichste Thema der Betrachtung ist Eulers Satz von
den homogenen Funktionen. Bekanntlich wird eine solche
durch die Gleichung definiert:

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, math.-phys. K1. 1013, A. 7. 3
'
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fiex, ty, tz..)=t"f(x. v.z...),
wo t jede beliebige von Null verschiedene, endliche Zahl bedeuten
kann und der Satz selbst lautet: . Multipliziert man die partiellen
Differentialquotienten einer homogenen Funklion nach den einzelnen
Variabeln mit diesen Variabeln selbst, so ist die Summe der so
gebildeten Produkte die mit demn Homogenititsgrade vervielfachie
Funktion selbst.

X Ty T

. »EUuLER halte den Satz schon 1736 fiir den Fall einer Funktion
von zwel Verinderlichen in Besitz und deutete ihn damals in seiner
Mechanik (T. II, Prop. 14, § 106) soweit an, dafs, als derselbe von
Fonrae nachentdeckt wurde, Ervers Friherecht Anerkennung fand®,
(vergl. die Fufinote, pag. 322 von Cramavrs Abhandlungen: Sur
I'intégration ou la construction des équations différentielles du
premier ordre, Histoire de 1'Académie des sciences de Paris,
Année 1740, pag. 293—323) sagt Caxtor im IIL. Bande der , vor-
Jesungen®, pag. 734. Exsnem aber bemerkt hier: ,,Le profond FoNTAINE,
dans son caleul intégral, premiere methode?), suppose que dans

2 M df

Z-+- ... =mn.f

) Alexis Foxrtamxg, Traité de calcul différentiel et intégrale, Paris 1770
in 4% Pour servir de suite aux meémoires de I'Académie Rovale des sciences
4 maj. 388 S. ,Dies ist, nach Fr. Win. Aus. Muruarn, Litteratur der mathema-
tischen Wissenschaften, Leipzig, Zwevster Band, enthaltend die Litteratur der Geo-
metrie und der Analysis (Breitkopf und Hartel) 1748, S. 382, +eizentlich nur ein
neuer Titel zu folgender Sammlung: Mémoires donnés i I'Académie Royale des
sciences non imprimés dans leur temps par M. Foxtaise de celte Académie, i
Paris de limprimerie Royale 1764, gr. 4°, 388 S. mit KRupfert. .Die darin ent-
haltenen Abhandlungen gehéren nicht insgesamt zur Infinitesimal - Rechnung,
daher der letzte Titel richtiger ist. Sie sind: 1. Nouvelle méthode de maximis
et minimis. 2. Détermination de la courbe de la moindre action. 3. Déter-
mination de la eourbe qui doit embrasser un angle donné pour que I'embrassant
loujours par son sommet puisse tracer une autre courbe donnée, 4. Détermination
des courbes, qui développent ellesmémes. #. Solulion du probléme des tauto-
chrones. 6. Le calcul intégral. Premiére méthode. 7. — Seconde méthode. S. Table
pour intégrer les éléments qu'on nomme rationels c'est 4 dire dans 'expression
desquels il n’entre aucun radical. 9. Principes de I'art de résoudre les Problémes
sur le mouvement des corps. 10. Nouvelle méthode d’approximation pour la
solution des problémes qui se reduisent aux quadratures. 11. Sur les logarithmes.
12. Doutes sur la méthode d'approximation, dont M. CLAIRAUT S'est servi pour
déterminer le mouvement de la lune autour de la terre et autre route pour Ia
solution de ce probléme. 13. Sur le mouvement de la lune autour de la terre
d’aprés le systéme de la pesanteur. 14. Analyse du probléme out il s'ugit par le
moyen de trois observations de déterminer dans le systéme de M. Newron la
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toute fonction différentielle homogéne, on peut admettre 1’analogie
dx:x=dy:y. Ce principe, outre qu’il n'est pas évident, paroit
étre sujet & de grandes difficultés. En effet, si celte supposition
étoit permise, on aurait généralement l'équation ydx = xdy,
2ydx=ydx -+ xdy et S.(hdy;ydk) }X'Y =S.ydx. Oron
sait, que cette derniére expression n’est qas mtegmble, a moins
que x ne soit égale & y. Comme Desprit ne peut pas étre satis-
fait, s'll ne trouve pas I'évidence, on a cru qu’il ne sera pas inutile
de donner aux théorémes fondamentaux de cet auteur une nouvelle
démonstration, et la suivante paroit trés-féconde. Voici de quoi
iI s’agit.”  Vergl. dafir auch den von Laemanee selbst gegebenen
Beweis in dem Briefe an Conporcer vom 1. Dezember 1772, ,,Oeuvres
tom. XIV, pag. 6. Es sei F die homogene Funktion von p, x,
y, e. ¢. t., die Dimension sei e, ,,et qu'en faisant varier toutes ]les
lignes qui entrent dans la composition**

dF=Adp+Bdx+4+Cdy-+e.ct.
Is ist zu beweisen,-dak eF =Ap-4|+Bx-+Cy+te. et

Es sei F explizite =p*x” y®e.c. 1., alsoe=a+b+c—+e. c. t
die Summe der Exponenten aller Variabeln.  Mittelst der fruhel

gelehrten logarithmischen Differentiation erhilt man dann: dF =
Adp+Bdx+Cdy=Fd(LF)=Fd@Lp+bLx+ecLy+te.c.t)

—F. (adp+b d X~|— C(;y%— e. c. t.). Wenn man nun jeden Sum-
p X ‘

manden durch die bezigliche Differenz seines Logarithmus dividiert,
so kommt als Resultat: F-(a+b+c-+e c.t)=¢eF und folglich,
wenn Adp+Bdx+Cdy-te ct. ein vollstindiges Differential
Ap -I—B:—I—Cy ool

ist, so wird sein Integral =

[Einerseits istja F =fAdp—i—B dx+Cdy-e.t. c. und anderer-

Ap+Bx+Cy+&&t}
e "

seits F =

AuBkerdem ist:

trajecloire d'une cométe en suppossant quelle se meut dans une ellipse infiniment
allongée ou dans une parabole, 15, Solution d'un probléme sur les jeux de
hasard. 16. L’art de résoudre les équations. Vergl. zu diesem selten gewordenen
Sammelband Cantor, Vorlesungen 111, pag. 856 und C. R. WaLLNER im XXVIL Ab-
schnitte von Cantor IV, pag. 899.

g%
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I.LA=aFp ', B=bFx", C=cFy™ " also A, B, C homogene
Funktionen vom Grade e — 1 oder aFp!'dp=Adp: bFxtdx
=Bdx; (dy=cFyldv.

2. Wenn man A dp nach x differenziert, d. h. x als einzig
variabel annimmt, go kommt d¥ (Adp)=aptdpdX(F)=Fap™!
dpbx~'dx. Ebenso d*(Bdx)=Fbx!'dxap 'dp, d*(Adp)
=Faptdpeyldy, d°(Cdy)=Feytdyap?*dp usw. Man
hat also allgemein d*(Adp)=dr (Bdx); d¥(Adp)=d* ((‘dy),
die sogenannten Bedingungsgleichungen, oder anders aus-
d(A)  d(B)
dx ~ dp!

gesprochen, in jedemi vollstindigen Differential isi

dA) 4 d@ _d©
dy  dx’ dy  dx’

3. Bringt den Satz von der Umkehrung der Ovrdnung der
Differentiationen,denn d¥ (d{* Adp)=abp™'x'dpdxFey 'dy,
d* (@ Adp)=acp 'y 'dpdyFbx7'dx also d (4) = a4).

- dxdy dxdy’
wenn man nochmals nach z differenziert:
d@) _ dE@)  d(A)

dxdydz dydxdz dzdydx

4. Die bestimmten Koeffizienten A, B, (., sind nach der ersten
Differentiation vom Grade e — 1, nach der zweiten vom Grade e — 2,
nach der n-ten, vom Grade e —n.

5. Ist n =-¢e, so sind diese Faktoren vom Grade Null und die
Differenzen von der Dimenszion e. Wenn man also eine Funktion
so oft differenziert als ihr Grad Einheiten hat, dann ist der Koeffi-
zient nach der letzten Differentiation konstant, und das Differential
selbst ist das Produkt so vieler partieller Differentiale als Variable
in der FFunktion enthalten sind, =0 dak also ihre Dimension = dem
Grade e ist.

6. Nach der ersten Differentiation betrigt die Summe der

konstanten Koeffizienten a+b<+c+4... =e, nach der zweilen
ab+ac+tbet...=c¢el, nach der dritten konnte man daraus
bilden abe+abd+bed--...=c¢el' und so fort, so daB die erste

Differentiation die Summe der Koeffizienten, die zweile die Summe
ihrer Kombinationen zu zweien, die n-te die Summe ibrer n-er
Gruppen liefert. Treibt man also die Differentiationen so weit, bis
die Moglichkeit, daf die konstanlen Koeffizienten noch andere Werte
annehmen, ausgeschlossen ist, so wird man fir die Exponenlen der
primitiven Funktion eine Gleichung vom Grade n = der Anzahl
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der Differeniiationen erhalten, z. B. Es sei dF =2Adx
43 B dy, der konstante Koeffizient nach der zweiten Differentiation
9
—-—E]—yA—) 6... dann hat man far die Summe der Koeffizienten
m—+n=2+3 und mn=06, Bedingungen, welche die Gleichung
IL. Grades: m*+5m+ 6 =0 ergeben, woraus der Exponent e von
5+1

n . . . .
= n=" 9 = 92 oder 3; nach der ersten Differentiation muf

aber das Differential d x mit dem Exponenien von x (in der ur-
sprimglichen Funktion) multipliziert sein, also m =2, n =3 und
F=x?y3

7. Differentiation unter dem Integralzeichen:
d¥ S.(m d x) d m
———"=3.—dx. Ist S.m =F=nzx*v* so ha

dy iy st S.mdx=F=nx*y? so hat man
d¥S.mdx

dy

. C e b ol dm

ersten Differentiation i1st m=nay? x*—1, ferner iy =

naby’~1x%! und: S. nabyb— ix&—idx—S g~ndl

dy
d¥ (S. mdx)
dy °
Zum Schlusse miissen wir die Anwendung der Me-
thode in der algebraischen Analysis (I’analyse des quan-
tités finies) zeigen.
Es sei zundchst der blnomlsche Satz zu beweisen:
mm-—1
(y_'_a)m__ym+ 3 ym—l _]_ (12 ) m 2 z_l_
m(m—1)...m41—p)y*Pa Lom
1.2 ... “4oa

Es sei y-Fa=yy, dann hat man y(y — 1)=dy=a. Es
ist evident, daB: (y +af’ =y*+ 2ay + y% also d (y%) = y?* (3* —=l)
=y +0dy=yQ2+{F—1)dy=2ydy+ [dyf=2ay+a
Ebenso fiir die dritte Potenz d (y*) =y*(y* 4+ y + 1)dy. Aber man
sieht sogleich, daB y>==1-}2(y — 1) + (¥ — 1? also d(y%) =y?
BA3F -1+ F—13dy=3y*dy+3y(dyP+ (dy*=37%a
+ 3 ya®+ a% Wenn nun dieses Gesetz Giltigkeit hat fiir ein Binom
zur n — ten-Potenz, so gilt es auch fir die nichste, die (n - 1) te
In der Tat: d(y*+Y = y* (3* + °— thy-24 . v+ 1)dy=
y'ytdy-+yd(y), denn d(y) =yt R 4Ly 4 1)dy.

=nbx"y>—!, aber der Koeffizient m von dx nach der
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Aber durch die Annahme der weiteren Giltigkeit unserer oben ge-
fundenen Formel:

dy") = y““ {T ]——](1“)‘1) - 1) -{»— (l -—1 13 {;] _f,) (v — 1)
+... (1_1“19) ?; :_ ll)i (F— 1)+ e e t.:l dy und ebenso y"¥"dy
=yrdy L+ =)=y d:r{l =0+ 1‘%}; D~y

nn—1)...n—p+1) o
4o 2.7 g}—l).,.J..
Multipliziert man die erstere Gleichung mit y und schreibt zur

Addition untereinander:

W0 nin—1},. —1 9
yd(y")=y -{‘i'+—(r§')(}'—1)+ (“1 C_),(; )(\—l)
nin—1)...{[n—p)F— 1)
N 2. . p+1 }“3
: — | o
Fayihe—p=y i+ e —n+200 Ve — e
=1 - DO )
+ 1-2..p [d3
nity__ i1, n— . nin — 1) n— 2
A" ) =y"— In[ .3 +1] D+—717 —g 1]
. 94 _]. '_:2 P Y e +l -—
(- 17) 4 20 12;(';)1) e )[];_L_F—H](ﬁ'—l)"...}dy
__(n+1) m+Dn . +Dnw—1)  _, .
= q 7 a+ 1.9 ¥ Ta?+ 19.3 T8

n--Dn...n — P+ 1)
L 1-2...])—.——1
Da der Satz far die zweite und dritte Potenz evident ist, so
gilt vermoge vollstandiger Induktion Newtoxs Theorem also all-
gemein. ,
Kettenbruchentwicklung der Quadratwurzel. Es sei
verlangt, die Quadratwurzel von 1-+v, vy <71, zu bestimmen., Es

1 11 ]
war d (%) =x% (52 — )= 5D ~1X Betrachtet
X2 (&% 4+1)  x2(x24+1)
man nun die Variable y als Differenz und setzt dann x =1, so
1

oder x =14y, d(l+y)% =

yoP el

kommt, da y =x & — 1)=(x—1)__,
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Vity—Vi= 1 ! = 1- J VT Schreibt man den Nenner
ryanier VIEYE
—— g (V1 1p 1 1 1
Vitys vie (VIEy+ VIP  tdy+aVidy+i
O Vi4y4+vr Vify+ V1
2(v1
v _ﬂ+ v ]1)_—1— Y — o — — (,,en continuantlaméme
Vi+y+V1 Vi+y+ V1
operation au dénominateur, cette difference devient J ;
op Y
y+D2>+1

par conséquent, en répétant le méme procédé, que Von peut
pousser aussi loin que l'on voudra on aura la fraction continue
9y+y “) und \/l—l—y-—1+9+y
94y 2+y
e.c.t 2+4ye.c.t. .
liutert dann das Gesetz der Naherungsbriiche: sei ein solcher i—l, SO

ENsHEM er-

. , m 2m ] Y
ist der folgende — =35 e und berechnet als Musterbeispiel
9
1 16 1436 + 144
(1_951_1+27+ st o 8L
T3l Tltmia e 864 + 288 1 18 1170
379 27

1,154700 (,fraction, qui ne differe pas d’un millioniéme de la véri-
1.
table racine*). Er setzt also den Wert von y = g in den sechsten

16y+12y°+y?
32+4+32y+46y°
rechnet hatte. (Vergl. hierzu die allgemeine Methode, die LAcRANGE
in der Theorie des fonctions analytiques einschlug. Erldutert von
Vivaxtt in Canxtor IV pag. 665.)

Anwendung der Methode auf Gleichungen (pag. 23—27)
der Schrift.

Die Gleichung II. Grades sei in der Form gegeben x*<+px
+q ==o0. Die eine Wurzel sei mit x, die andere mit x * bezeichnet.
Durch Rifferenzenbildung kommt x*>(x® — 1)+ px (X — 1)=0 und
nach Division mit x(x— 1), x&+1)+p=o0 und Xx = —p—x.
Daraus folgt:

Niherungsbruch ein, den er sich zu 1--

richtig be-

T
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1. Die Summe der Wurzeln in derG:leichung 11, Grades ist dem
Koeffizienten der ersten Polenz der Unbekannten gleich genommen
mit entgegengesetztem Zeichen.

2. Die Wurzeln sind entweder beide reell oder beide imaginiir,
sonst konnte ihre Summe nicht reell sein.

3. Wenn die Summe der beiden Wurzeln — p ist, so sind

. ) )
diese x+%—{—m und :\'+;
toren miteinander und vergleicht mit der gegebenen Gleichungsform,

i

S) —m® oder n = (\2‘_(]) ‘ig*,‘

— m, multipliziert man die beiden Fak-

so ist (x—l—g-i—m) (x~}-—p — m) = (x+

o 1
. . 1. ) I 3+ o
also sind die beiden gesuchten Faktoren x -+ !)-%— (l- —q) 2 und

4 ,
) )? 5

Eine Gleichung Il Grades habe die Form x*--px-4q==0.
Durch Differenzenbildung kommt: x*(3* — 1)4-px(x — 1) =0 und

nach Division mit x(X — 1) hat man: X¥*(*+x+1) = —p; lost
man letziere Gleichung zweiten Grades, so kommt: x %= ~ 5 +
e
X*—4x°—4 C A , . .
\/v» Ty ——“WB, also sind die beiden andern Wurzeln xx =
—x+V—4p—3%x° . -
5 I — und die drei Werte der Unbekannten x,
- T 1
—X4+(—4p—3xH)? —x—(—4p—3x?H?2 .
( 9] )—, SN I - - Daraus folgt:

I. Die Summe der drei Wurzeln ist Null = dem Koeffizienten
des fehlenden guadratischen Gliedes.

2. Die Summe der Kombinationen der Wurzeln zu Jje zZweien
ist p, Koeffizient des dritten Terms der gegebenen Gleichungsform.

3. Das Produkt der drei Wurzeln ist — «, der Koeffizient des
vierten Terms mit enlgegengeselztem Zeichen in dieser Gleichungs-
form.

4. Die Gleichung IIl. Grades hat immer eine reelle Wurzel,
die beiden andern werden reell sein, wenn — 4 p— 3 X* positiv ist
(wenn x die reelle Wurzel bezeichnet); dazu ist erforderlich, daf p
3 x* . ‘ e . .
1 Wenn also p positiv ist, so wird die

Gleichung zwel imaginire Wurzeln aufweisen.

negativ ist und >
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5. Lost man die Gleichung, indem man x == 2a:(a-+-\/b_)

+(a — \/E annimmt und (a -+ ‘\/H)3 +(a— ‘\/5)3 = — ( voraus-
setzt und a2 — b = — %, so hat man x*=42a% also 3x2=123°
1
, —X+{(—4dp—3xH)?
=12bh*—4p, somit die beiden andern Wurzeln — X 24p ga
1 1

= —a+b2V— 3. Damit diese reell seien, muB b? imaginir
oder Null sein. Aber aus dem Produkt der drei Wurzeln (a®+-3b) 2a
=—q, also 4a°+24a'h+36ab®=® oder a®+Ga*bh+9a?h?

2 3
= %— und aus a? — b= — %, a®—3a*h+8 a2 bgn—b3=—g§ oder
3
mit Zeichenwechsel — a’+3a*bh — 3a2h2+h3 = —2}%, also 9atb+

_— — 2 8 1
62 b+b =@ VE+b VP =T+ L) oder (3 a2+b)b? = 2
2 3 b - .
(%+%) 2. Ist also letzterer Ausdruck weder Null noch negativ,
<0 ist es b auch nicht, und die Gleichung hat zwei imaginire Wurzeln.
"2

3 1
Ist aber SL—{-%O—,F negativ, so ist b? imaginir, und die drei Wurzeln

4

1 1
der Gleichung 2 a, a+b?V—3 und —a —b? \/__"‘37 sind alle
drei reell. (Cardanische Formel!)

Die allgemeine Gleichung IV. Grades ist x*-+px®+q %
+yx-+s=0. Durch Differenzenbildung und Division mit d (%)
kommt wieder x* X+ x2+x+ D) +pxPEE+x+D+gxE+H1)+r
= 0(A). Durch Differenzenbildung in (A), indem man einzig % als
variabel betrachtet, und Division der neuen Differenz mit xd (%)
erhilt man x2(1 + 3+ %+ XX+ X+ +px(L+x+3%) +q
=0 (B). Bildet man in (B) wieder die Differenz, indem man nur
% variieren 1iBt, und teilt alsdann durch xxd (%), so hat man
X(I+x+xx+xx%)+p=0(C). Geht man zur Gleichung (B) zu-
rick, so findet sich, indem man den Wert von p substituiert und
moglichst reduziert: x*(X4+ %84+ xX &+ PR3+ E528) = q.
Substituiert man die Werte von p und q in der Gleichung (A) und
reduziert, so hat man x*%% (1 +%+3&4+ %% %) =—1; endlich,
fahrt man die Werte p, d. Y in die gegebene Gleichung ein, so
entnimmt man ihr x*x3%2% =g, Es ist aber x A4+xtx+xx%)
die Summe der Wurzeln, der Ausdruck: x® &+ x%+x%% + #2%
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+ %2 &4 282 %) die Suinme der Kombinationen der Wurzeln zu
je zweien, der Ausdruck x*%* % (1 +X+¥X+xXY) die Summe ihrer
Dreiergruppen: endlich x*i*x%*% das Produkt der vier Wurzeln
unter sich; somit ist die Summe der Wurzeln einer Gleichung

IV. Grades = — p, die Summe ihrer Produkte zu zweien = q, die
Summe ihrer Dreiergruppen = — und das Produkt aller vier
Wurzeln = s. — Exsaemn fihrt fort ,,C'est Descantes qui apergut

le premier les propriétéz des coéfficiens des équations (folgt die
Regel!); wir wissen aber heute, dab Descantes zuverlissig die In-
vention nouvelle en Algébre von Avsert Girarp von 1629 kannte,
wo der Satz schion ausgesprochen ist. (Vergl. Caxrtor, Vorlesungen
Bd. II, pag. 795.) Und weiter hei Exsupni: ,Comme les livres
élémentaires ne démontrent pas ces verités dans toute la rigeur
mathematique, il n’est pas inutile d’en faire voir I'évidence par la

méthode que nous exposons ici. Bezeichnen wir die Summe irgend-

welcher Groken durch 'R, die ihrer Kombinationen zu zweien durch
*R..., die jhrer n—er Gruppen durch "R und gescllen wir unter
diese GroBen die Einheit (.,si a eces grandeurs on ajoute l'unité, et
(que Ton la fasse entrer dans toutes leurs combinaisons comme
partie coopérante™), so wissen wir aus der Kombinationslehre, dak
14+a+b+c+e c.t. =R, die Summe ihrer Produkte zun zweien =
'R+°R, die ihrer Dreiergruppen = *R--*R usw. Nun betrachten wir
die Gleichung x"+Ax""!'+Bx" 2+ Kx" 4., . 0x4S=0
und nehmen an, daf der Satz @iber die Zusammensetzung der Koéffi-
zienten far die Gleichung vom niichst niederen Grade n—1 gilt.
Dann gilt er auch fiir die Gleichung n — ten Grades. In der Tat,
nehmen wir die Differenzenbildung in der gegebenen Gleichung vor
und dividieren durch x*~'d(x), so kommt die Gleichung:

X1 +X“"2(1+é)+i’“‘3(1 +A- -+ B::)—.’-i“"" (l -%-f\f + B, -+ C) 4.

X . : x x x¥ .

X X
o A K
x—2p—1 (1 +—X——}— .. ;{—ﬁ) +e. c.t.=0. Nach unserer Annahme ist

A o
aber: — 1 — <= IREY, wo IR E"Y die Summe der Wurzeln

der Gleichung n — 1 ten-Grades ist und die analogen Bezeichnungen
gelten. Und seine weiteren Schliisse sind: da 'R (") = | +R E" ™Y

—— %, so folgt '/R(x")=— A; *RE" H=1 —}—AJ.- Egz — IR@E"Y
B 1P (en—1 2R (en—1 2 0 I B 2 1 ;
+.}?; also 'RE"H4H-RETH="R {") = e und "R (x")=B; so-

-
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dam R 3 = (1 —I—A + B =+ G) = — 2R (x"~Y — %, also
PREH+RE H= ~—§ =R & und R (% =—C. Gana‘
allgemein *R (x2* 1) = (1 +- A—]— B —l— ¢ 5+ . K) = — ¥R (x*Y)
-+ }];P’ also PTIR (X H 2R (3° 1) =R (V) ———{— und ?R (") =K.

Da nun der Satz tiber die Zusammensetzung del Koéffizienten fiir
die Gleichung 1V. Grades erwiesen ist, so ist er durch dieses
Verfahren der Methode vollstindiger Induktion ganz allgemein er-
wiesen.

Endlich wird die Methode zur Auffindung einer
Doppelwurzel und des Kriteriums dafir gebraucht. Die
vorgelegte Gleichung sei x™+px™~1+ .. gx-+v=0. Bildet man
die Differenz und teilt durch d(x), so findet sich x™—1(z2—14gxn—2

AD+pxPTPEP T2 L x4+ 1)+ ... q=0. Aber fir eine
Doppelwurzel ist notwendig x=1, also wird die Différenzen-
gleichung m x® '+(m — 1) px™%+4..4+q =0 und man hat zwei
Gleichungen, aus welchen man x eliminieren kann und unter den
Kodéffizienten damit die Bedingungsgleichung fiir eine Doppelwurzel
auffinden. Multipliziert man die gegebene Gleichung mit dem hochsten
Kodéffizienten m und subtrahiert davon die Differenzengleichung,
nachdem man sie mit x multipliziert, so kommt man zur Gleichung
px" T4 2p" ¥ 243 p " x™ ¥ -,  (m — 1) gx+m 7 =0, in welcher
die Zahlenkodffizienten in derselben arithmetischen Progression ab-
nehmen, in welcher die Exponenten wachsen. Die vorgelegte
Gleichung sei x3+p x*+q x+y ==0; bildet man die Differenz, teilt
durch d(x), so erhilt man fir x =1, 3x*+2px+q=0(B). Die
Elimination von x vollzieht sich in folgenden Schritten: Multipliziert
man diese mit X und subirahiert sie von der mit 3 multiplizierten
urspringlichen Gleichung, so kommt p x*+2 q x+3 v =0 (C). Nun
gibt 3(C)—pXB=06q—2p)x+ 97— qp=0(D) und
64q—2p)[B]—3x[(D)]=015pq—4p*—27TV)x+q6q—2p?)
=0(E). Endlich — (6 q—2p* [(E)]+ (15p ¢ — 4 p* — 27 v [(D)]
=0=q6g—2p)2—(9y— qp)(‘l5pq—4ﬂp‘—27~r)—0 die
Bedingungsgleichung, welche sich auf 27 2+ 4piy—18 pqT—p*q?
+ 4 q* = 0 reduziert, und welche Xs—%f{)—‘—%‘—g involviert [zur
Gewinnung der Bedingungsgleichung hitte man ja auch den Wert
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von x aus (D) berechnen und in (E) einsetzen konnen|.  Als Beispiel
P -9
Gog—2p?

dient x3+ 8x%1-21x-+-18 =0, man findet dann x = -

;—_}‘gi: 12: = _62 = — 3, und die urspringliche Gleichung \wf'ird
(x+38)%(x+2) = 0 mit der Doppelwwmrzel x = — 3 und der einfachen

Ensheimi beschlieit seine Schrift mit den Worten:
,Ces exemples suffisent pour faire voir la facilité que
nous donne cette méthode dans la solution des prob-
lcmes; ¢’est maintenant aux mathématiciens d'en juger.”

Uberblick tber die Publikation von Lagranges
Briefen.

Wir haben zu unterscheiden a) dic in die . Uecuvres” ver-
arbeiteten und bh) die nach 1892 ans Licht gelretenen Briefe.
Unter a) wieder die groBen Briefwechsel und die vereinzelten
Sticke und kleineren Gruppen.

Den ganzen XIII. Band fiillt die Korrespondenz mit p’ALEM-
BERT. Im XI1V. hat die Korrespondenz mit Coxvorcer (Geschenk
von Mme ’ConnNoR, Tochter ConporceTs, an das Institut, worunter
sich aunch die an DALEMBERT gerichtelen Originale beflanden,
welcher sie CONDORCET geliehen hatte), mit LarvLace und EULER
Platz gefunden. Von dem Briefwechsel mit CoxporcrT sind aber
nur noch Lacraxces Briefe einseitig vorhanden, die CoNDORCETS,
des Girondisten, muBte Lacraxce in den Stiirmen der Revolution
vernichten. Die Korrespondenz mit Larrace wurde von Mwe DE
COLBERT-LAPLACE, Laprraces LEnkelin, dem Institut geschenkt,
Die zielbewuBte Publikation setztenach 1870 ein, Sowurde
der Brief an Fagxaxo vom 24, Dezember 17535 publiziert von
M. A. GenoccHl in tom. IX der Ath dde U'Académie des sciences
de Turin (zuerst war er von MaMIaNt in dessen . Elogi*, p. 133
bis 135, gedruckt worden). Der in der Ausgabe der ..Ocuvres™
folgende Brief an Zaxorrtl wurde von Prof. Teza an BELTRAMI
mitgeteilt und in den Comptes rendus der Akademie von Bologna
gedruck! 1873/74, pag. 97, und in den Atti der Turiner Akademie
reproduziert (mai-juin 1874, pag. 758). Von (iexoccHl wurde in
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jenem IX. Bande der Turiner Atti auch der erste Brief an LorgNa
vom 25. Juni 1770 und der an LoreNa vom 25. Mai 1781, ebenso
der eingangs genannte an O. GBERLI vom 5. Juli 1776 heraus-
gegeben, pag. 760 u. 761. Band XIV dieser Afti enthilt auch
einen. interessanten Kommentar von M. A. GENoccuI iiber den
Brief an LAGARDE vom 25. nivose an IX. Die Briefe an LorGNa
wurden mit den andern an diesen Korrespondenten wieder-
gegeben vom Fiirsten BoNcomMPAGNI') in tom. VI, mars 1873,
seines ,Bulletino delle scienze mathematiche et fisiche”, Roma
1873, pag. 181: Dieci lettere inedite di Lagrange. Fiirst
B. BoncompaGN1 gab auBerdem noch drei selbstindig erschienene
Publikationen von LLAGRANGE-Briefen :

1. Lettres inédites de Joseph-Louis Lagrange &
Léonard Euler lirées des Archives de la salle des Conférences
de I’Académie impériale des Sciences de Petersbourg, Saint Peters-
bourg 1877, 52 pages in —4° (expédition pour la confection des
papiers de I'Etat, atelier héliographique dirigé par G. Scamoni).
(Die ibrigen Briefe der Korrespondenz mit EULER entstammen
dem 4. Manuskriptbande in — 49, oder wurden von Fuss 1862
verdffentlicht in Opera posthuma mathematica et physica Euleri,
2 vol. in 4° par P. H. Fuss und N. Fuss.)

2. Deux lettres inédites de Joseph-Louis Lagrange
tirées de la Bibliotheque royale de Berlin (Collection Meusebach
portefenille 21 et Collection Radowitz Nr. 4952), Berlin 1878,
8 pages in 49 (Im Catalogo della Bibliotheca BONCOMPAGNI
Nr. 680 und 681 [letzte Seite], je 108 bzw. 114 Exemplare der
Separatausgabe.)

Der eine in Photolithographie wiedergegebene ist der von
FFrau voN LAPLACE im Jahre 1843 an ALEXANDER VON HUMBOLDT
geschenkte LAGRANGE-Brief an LarLack, s. d., der andere der
~an LAGARDE vom 25. nivose an 1X.

3. Lettera inedita di Gius. L. Lagrange pub. (in facs.) da
B. Boncomraani, Firenze 1879 in —4¢ (im Calalogo della Biblio-
theca Boncomraani, Roma 1898, Ableil. Autographie, Nr. 681,
betanden sich noch 131 Kopien des Separatabzugs); auf ibid.
Nr. 683: Lettera di L. bE LA GrRANGE Tournier Torinese al Sign..
Conte Grurio CarLo pa Faenano March, de ToscHi, Torino 1754
in 4° (noch 400 Kopien des Separatabzugs) bezieht sich die An-

%) Der Bearbeiter war GiamBaTTisTA BiaDEGO.
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gabe von Loria im IIL. Bande der neuen FacNaxo-Ausgabe,
S. 181, Note (3): ,,Questa lettera ebbe parrechie ristampe, che
B. BoxcoMPAGNI ha enumerate con la consueta sua scrupulosa
diligenza nell’articolo: Intorno a dieci lettere in lingua italiana
di G. L. Lagrange (Bullet. di bibl. e. stor, tomo VI, 1874,
pag. 142152 e 559—344). Pia tardi fu riprodotta in Oecuvres
de LAGRANGE, tome VII, pag. 1583, Paris 1877)." (Lrsterer zu
Florenz publizierte Brief ist an Caxterzaxi, Sekretir der Aka-
demie von Bologna, gerichtet und vom 6. April 1773 datiert.)n)

Cu. HeExrY publizierte 1886 im tom. INX des Bulletino Bon-
cOMPAGNI sechs LAGRANGE-Briefe, die thm von JosepH MovLil-
~NAaRrI, JosErH CaMpoRrI von Modena, M. BorBOXNESE, Sekretiir
am Stadtmuseum i Turin, mitgeteilt wurden. Den 4. an Gri-
MALDI eninahm er der Storia dell’Accademia Luchese, Lucca
1881, fom. I, pag. 278, der 5. und 6. stammen wieder von
M. BorBoxEisSE und Vixc. Prowuis, letztere beiden sind an Paro-
LETTL gerichtel.

Zwel Briefe, darunter der an SopHie GERMAIN, wurden
von HENRY in der Revue philosophique publiziert.

Die beiden Briefe von LaGrRaANGE an Gauss vom 51, Mai
1804 und 17. April 1808 wurden von E. ScHErING an Lubovic
Lavaxng, den Herausgeber des XIV. Bandes der Oeuvres, mit-
geteilt.

Wir haben nun die wichtigsten Vorarbeiten zu letzigenanntem
Bande kennen gelernt.

b} Nach 1892 sind ans Licht gekommen:

1. Die in der Einleitung unserer Abhandlung genannten Briefe
an Paori, herausgegeben 1897 von PIETRO Riccanrpi.

2. Die im Catalogo della Bibliotheca BoxcompacNi, Roma
1898 (Autografi), S. 15, aufgefithrten Autographen: Nr. 3536 an
Lagrances Vater, vom 3. Dez. 1771, 3 pag, den Tod zweier
Briidder und der Mutter betreflend. Nr. 357: Berlin, 24. Mai 1768,
3 pag., ein Thema fiir die Berliner Akademie betreffend. Nr. 358:
Paris, 18. Mai 1792, Dank fiir Ernennung zum Milglied der
Minzkommission. Nr. 329: ein Blatt mit algebraischen Rech-
nungen. Nr. 360: sign. Quittung. Nr. 361: Brief an Proxi, 3 pag.
Nr. 862: Brief an DExox vom 24. August 1803, Privaltbrief.

1} Vergl. zu L. CasTors ausfbrliches Referal in der Zeitschrift fiir Mathem.
u. Physik, Histor.-Literar. Abteilung, Bd. XXIII, S. 1—24. Zu 2. u. 3. sein Relerat
ebenda, Bd. XX1V, S. 182—18t.
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Nr. 363: Dankbrief vom 20. Dezember 1806 an Mr. VALANT
far die Emennung zum Miiglied des Atheneums der franz.
Sprache, 2 pag. Nr. 364: an ForMeEY vom 9. Nov. 1775, Dank
fir einen iibersandten Band. Nr. 365: Brief vom 5. Oktober
1806 1 dritter Person an Prof. ALDINI. Nr. 366: Brief, sign. L.G.,
an den Buchhindler LA¢ARDE in Berlin, Paris 6. brumaire an X,
3 pag. Nr. 367: ist ediert Oeuvres X1V, pag. 289, 7. ventose an VI.
Nr. 368 : dhnl. Aktenstiick mit LAGRANGES und Jos. CHENIERS Unter-
schrift, Paris, 4. ventose an VII, Vorschlag von Prof. BouILLON-
LAGRANGE zum Professor der Physik an der Polytechn. Schule und
VINCENT zum Professor der Pddagogik. Nr. 369: Paris, 20. plu-
vidse an VII, an die provisorische Regierung von Piémont, Dank
fur ein Dekret zugunsten seines Vaters, 1 pag. Nr. 370: Brief,
Berlin, 27. Jan. 17?4, 2 pag., aus der Samml. Bovet. Nr. 371:
Brief vom ‘9. Mai, Paris, 1 pag. in 120, Nr. 372: ist ediert
Oeuvres XIV, pag. 285, 25. prairial an I. Nr. 372: ehenfalls
Ocuvres XIV, pag. 301, vom 15. Jan. 1809. Nr. 374: an seinen
Vater vom 24. Midrz 1787 aus Berlin. Nr. 375: ebenfalls an
seinen Vater, Berlin, 16. Jan. 1767. Nr. 376: al , Ministre de
interieur”, Paris, 15. nivose an II, 1 pag.

3. Die in der Einleitung von uns erwihnten Briefe in der
neuen FAGNANO-Ausgabe.

4. Unser Brief an EnsuEiM.

5. Ein Brief im Auszug an GuyTon bE MoRVEAU, den bekannten
Chemiker und Mitarbeiter von LavoisiEr und BERTHOLET, den
CRELLE im Auszug so iibersetzt. GuyTon hatte LAGRANGE anf
einige Stunden das CHLADNISCHE Werk geliehen. Beim Zuriick-
senden schrieb ihm LAGRANGE: ,Ich will versuchen, es mir zu
verschaffen, um es mit Mulle zu studieren und zu sehen, ob sich
diese Versuche auf eine Art von Theorie bringen lassen. Die
auf den kreisformigen Scheiben sich bildenden Linien, welche
durch die Gestalt bestimmt werden, welche der Sand, womit man
die Scheiben bedeckt, ehe man sie mit Bogen streicht, annimmt,
sind ebenso wie Ruheorte in den harmonischen Ténen der Violine
und der Trompete; aber der Zusammenhang dieser Linien mit
den' zugehdrigen Ténen ist eine ebenso sonderbare als theoretisch
schwer zu erklirende Erscheinung. In einem Briefe vom
12. ventose an V beschiftigt er sich mit Hurrons Lehrbuch der
Artillerie und #uBert sich (wieder nach CRELLE) iiber dasselbe
so: ,,Dieses Buch reizt meine Neugierde, weil die Versuche sehr
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genau zu sein scheinen und wenigstens der Verfasser zu all-
gemeinen Resullaten gelangt ist.  Besonders wiinsche ich zu
sehen, was er {iber die Linge der Geschiitze gelunden hat, Das
ist der Punkt, welchen Darcy untersuchen wollte, woriiber er
aber nichis Entschiedenes finden konnte. In ecinem andern
Briefe sagl er: .Ich beschiftige mich, diese Versuche zu priifen
nnd zu sehen, inwiefern sie mit einer genaueren Theorie als die
des Verfassers vereinbar sind®.

Auch diese Driefe scheinen Luvovie LaLaxNEe enlgangen
zu sein!

Von Biographien Lagranges sind uns bekannt geworden:
Aus dem Jahre seines Todes 1813:

1. Lesmercier, L. J. N, Chant dithvrambique aux jeunes
gens qui onl rendu les derniers honneurs it Delifle. Considerations
sur la mort de Lagrange et sur celle de Delille, Paris 1813.

2. Virey, J. J, et Poren, I. A, Précas historique sur la
vie el In mort de I. L. Lagrange, Paris, \» Courcier, 1813, 22 pag.
in — 40,

3. CossaLt, Elogio di Luigi Lagrange, Padova 1813, in 8°.

4. DeLaMBRE, Eloge, gelesen am 3. Januar 1814 in der
Pariser Akademie, deutzch von A, L. Crenne, Nachricht von
Lagranges Leben und Schriften im [ Bande seiner deutschen
Ubersetzung von Lagranges Mathematischen Werken, Berlin 1823;
ebenda auch Notizen von Guytox Morveau (8. obenl!), ein ver-
deutschter Auszug aus der Schrift von Virey und PoteLn, und
»Einige Zusitze zu vorstehenden Nachrichten von Lagranges
Leben* von A. L. CRELLE.

D. GREGORY, DE, Necrologia dei tre Piemontese illustri Bo-
doni, Denina e Lagrange morti nel 1813 (letia dal praesidente
De Gregory all’Academia in Roma, marzo 1814, ¢ lo stesso anno
stampata in Vercelli, in 8°.

6. MagisTrINI, Discorso in lode di Luigi Lagrange, Bo-
logna 1819.

7. Marrixi, Lorexzo, Cemn biographici, Torino 1840, in 8°.

8. Ucont, CaMiLLo, Della letteratura [taliana nella seconda
meta del seculo XVII, opera posthuma Milano col tipi di Giuseppe
di Gio 1856, Vol. 11, pag. 243—364: Giuseppe-Luigl Lagrange,
Sua Vita, Sue Opere, Sua Indole. Ucoxi, pag. 261, erwiihnl ein
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Flogium anf den jugendlichen LAGRANGE in Briefform von Boc-
carnt. Ucont sagh: ,Questa ed allre date della presente Vita
tralle dalle nole aggiunte ad un epistola diretta all’A., rectificano
le date erronee di parecchi biografie di Lagrange. Quest’Epistola
in versi sciolti, rara oggidi fu praesenlala manoscritta all’A. la
viglia della sua partenza da Torino ed elegantemente stampata
Panno appreso in Bologna col titolo: Al Chiarissimo signor Luigi
de la Grange, Torinese, direltore della classe mathemalica nella
reale Academia delle scienze e belle letiere di Berlino. Epistola
di un suo concittadino ed amico, Bologna, per Lelio della Volpe
1767, in 89 (Vgl. dafiir auch den Catalogo della Bibliotheca
BoncomraGgNi Nr. 733, pag. 110, Facsimile del vol presso”la
Bibl. Naz. di Brera segnato X. R. IV, 2, in 89 cart.,, und unter
Nr. 696 ein Druckexemplar dieser seltenen Schrift.)

9. Briano, G., Contemporanei Italiani, Nr. 24, 1861, in 16°
~10. Forti, A, Vita ed opere di Luigi Lagrange (discorso),
Pisa 1868, 2. ed. 1869.

Sitzuongsherichte der Heidelb, Akndemie, math.-phys. K1 1913, A. 7. 4




