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Einleitung.

Der Differentialgeometrie eignet eine Mittelstellung zwischen
der Geometrie im engeren Sinne des Wortes und der Analysis.
Jener entnimmt sie einen grofien und bedeutsamen Teil ihrer Fragen,
diese liefert ihr wirksame Mittel zu deren Beantwortung, und zwar
erweist es sich m vielen Fallen als notwendig oder doch niitzlich,
iiber die Analysis der reellen GroBen hinausgehend komplexe
Groflen mit zwel oder mehr Einheiten heranzuziehen. Die Ver-
wendung des Komplexen bedingt zum Teil eine Erweiterung des
Gebietes, auf dem man sich bewegt, insofern die urspriinglich fiir
den reellen Bereich erklarten Begriffe auf den komplexen Bereich
ausgedehnt werden, zum Teil aber eine Verengerung, insofern
analytische Funktionen von einer oder mehreren Verinderlichen
vorausgesetzt werden. Bei dieser verwickelten Sachlage ist es
erklarlich, daB man es hiufig unterlassen hat, bei der Fissung
der Ergebnisse, zu denen man gelangte, die Bedingungen,
unter denen sie hergeleitet wurden, und die Beschréinkungen,
unter denen sie giiltig sind, genau auszusprechen, und daB solche
Ergebnisse nicht selten in Féllen beniitzt worden sind, in denen
sie gar nicht oder doch nur mit Vorsicht verwendet werden durften;
auch ergeben sich bei der Einfithrung der komplexen GroBen ge-
wisse Schwierigkeiten, die man anfangs iibersehen oder doch, unter-
schitzt hat, weil man geneigt war, die reelle Geometrie als einen
besonderen Fall, sozusagen als eine Projektion der komplexen
Geometrie aufzufassen. '

Es ist ein bleibendes Verdienst Stunvys, auf die hieraus her-
vorgegangenen Milstdnde nachdriicklich hingewiesen und eine
strenge Kritik nicht nur gefordert, sondern auch fiir wichtige
Teile der Differentialgeometrie mit Erfolg durchgefiihrt zu haben.
Auch die vorliegende Abhandlung soll einen Beitrag zur Kritik der
Differentialgeometrie liefern, und zwar wird es sich dabei um eine
Reihe von Begriffen handeln, die an der Spitze dieser Lehre stehen
und von denen man anzunehmen pflegt, daB bei ihnen langst
alles in Ordnung gebracht sei, wenigstens solange man sich auf ana-
lytische Gebilde beschriankt; Begriffe, wie etwa die zu einer ana-
lytischen Kurve gehirige Bogenlinge und die zugehorigen Flichen-
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5 (A. 2) Paul Stackel:

riume. In Wirklichkeit verhidlt es sich jedoch anders, und es
sind bei den Grundlagen der Differentialgeometrie Unklarheiten
vorhanden, die beseitigt werden miissen, wenn man darauf mit
Sicherheit weiterbauen will; zum Beispiel gelten die zahlreichen
Beweise, bei denen man die Bogenlinge zur unabhingigen Verin-
derlichen wiihlt, nur unter gewissen Einschrdnkungen, die, wie sich
herausstellen wird, keineswegs unwesentlich sind. Wenn man
iibrigens die Lileratur der Differentialgeometrie durchgeht, so
stellt es sich heraus, daB seit der HuyGEnsschen Evolutentheorie
die Falle gar nicht selten sind, in denen man bei der Verwendung
jener Begriffe auf Schwierigkeiten gestoBen ist. Man ist jedoch
dariber mit einem ,,il est clair‘* hinweggegangen oder hat sich
mit Auskunftsmitteln begniigt, die den Kern der Sache nicht
treffen. Jedenfalls fehlt es durchaus an einer grundsitzlichen
Prifung des Gegenstandes.

Damit man von vornherein die Bedeutung der hier auf-
geworfenen Fragestellung fir die Dilferentialgeometrie erkennt,
schien es zweckméfig, die folgenden Betrachtungen an bestimmte,
geschichtlich gegebene Aufgaben anzukniipfen, und zwar bildet den
Ausgangspunkt (§ 1) ein merkwiirdiges Beweisverfahren, mittels
dessen NEWTON zu zeigen versucht hat, daB es unmoglhch sei,ein Oval
algebraisch zu rektifizieren, das heiflt, die Bogenldnge emer ge-
schlossenen Kurve, gezihlt von einem bestimmten Anfangspunkt
bis zu einem beliebigen Kurvenpunkt, durch eine algebraische
Gleichung zu bestimmen. Dafl Newroxs Unmoglichkeitsbeweis
in dieser Allgemeinheit nicht stichhaltig ist, hat man schon im
18. Jahrhundert bemerkt (§ 2), denn es stellte sich heraus, dal es
algebraisch rektifizierbare geschlossene algebraische Kurven gibt;
jedoch gelang es nicht, eine befriedigende Erklarung fiir das Auf-
treten solcher Ausnahmefille zu finden, vielmehr wurde man zu
Erscheinungen gefiihrt, die sich als Paradoxien der Analysis dar-
stellten. Es kommen hier besonders Untersuchungen von d’ALEM-
BERT und MascHERONI in Betracht. MascHERONIs seltene Adno-
tationes ad calculum integralem Euleri sind durch den Wiederab-
druck im 12. Bande der ersten Reihe der Opera omnia Leonhardi
Euleri in dankenswerter Weise bequem zugiinglich gemacht wor-
den; durch die Adnotationes ist der Verfasser erst auf die Stellen
bei NEwron und d’ALEMBERT gefithrt worden, die ihm bei fritheren
Untersuchungen iiber Rektifikationsprobleme entgangen waren.
Auf ahnliche Schwierigkeiten wie bel NEwToNs Unméglichkeits-
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beweis stit man auch bei einem Versuch EvuLERs, zu zeigen, daB
bel einer geschlossenen algebraischen Kurve der Logarithmus der
Bogenlinge sich nicht algebraischbestimmenlasse, einemVersuch, der
in seinem Grundgedanken mit Newrons Verfahren ibereinstimmt.

Man wird sich nicht damit begniigen diirfen, die Beweisver-
suche der grofen Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts
fur falsch zu erkliren; Aufgabe einer positiven Kritik wird es
vielmehr sein miissen, die Grinde aufzudecken, warum das Verfah-
ren unter Umstinden versagt, Bedingungen anzugeben, unter
denen die Unmoglichkeit wirklich stattfindet, und Kénn-
zeichen fir die Ausnahmefille zu ermitteln. Hierbei erweist es
sich als zweckmiBig, die Fragestellung zu verallgemeinern. Die
Widerspriiche, die bei den genannten Rektifikationsproblemen
auftreten, beruhen namlich darauf, daB man, ohne es zu sagen,
gleichzeitig zwei Erklirungen der Bogenlinge benutzt, eine geo-
metrische und eine analytische, die zwar im kleinen Bereich
iibereinstimmen, jedoch bei dem Heraustreten aus dem kleinen
Bereich, bei der Fortsetzung, wie man sagen kann, von einander
abweichen kénnen. Dieselbe Erscheinung zeigt sich aber auch
bei einer ganzen Gattung von GroBen, die analytischen Kurven
als Funktionen des Ortes zugeordnet sind, und die darauf beziig-
lichen Untersuchungen der Differentialgeometrie kénnen nur dann
Anspruch auf Strenge machen, wenn die Begriffe der geometri-
schen und der analytischen Fortsetzung grundsatzlich klargestellt
werden (§ 3). So wichtig diese Betrachtungen sind, so reichen sie
doch nicht dazu aus, jene Paradoxien vollstindig aufzuldsen, hierzu
bedarf es vielmehr noch einer genaueren Zergliederung des Be-
griffs emner geschlossenen analytischen Kurve (§ 4); die hierbei
eingefihrten Begriffe der amnalytischen Schleife und der analyti-
schen Runde diirfen eine iiber die Zwecke der vorliegenden Unter-
suchung hinausgehende, selbstéindige Bedeutung beanspruchen.

§ 1.

Ein Unmoglichkeitsheweis Newrons iiber die algebraische Quadratur
und Rektifikation geschlossener Kurven.

In den Principia philosophiae naturalis mathematica, Liber I,
Sectio VI, Lemma XXVIII (London 1687) hat NEwrox folgenden
Lehrsatz aufgestellt:
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Nulla extat figura ovalis, cuius area, rectis pro
lubitu abscissa, possit per aequationes numero termi-
norum ac dimensionum finitas generaliter inveniri

Das heift, wird im Inneren eines Ovals (Fig. 1) ein Punkt P
als Pol angenommen und beschreibt der Leitstrahl der Grenz-
kurve, PQ, den Sektor APQ, so soll, bei allgemeiner Lage von
Q, der Inbalt des Sektors APQ nicht durch eine algebraische
Gleichung bestimmt werden kdnnen,

Der Sitte der Zeit folgend, gibt NEwTon den Beweis in geo-
metrisch-mechanischer Einkleidung. Um den Pol P mgge von der
Lage PA aus eine Halbgerade gleichformig gedreht und gleich-
zeitig auf ihr ein Punkt R mit einer Geschwindigkeit bewegt
werden, die dem Quadrate des zugehorigen Leitstrahles PQ pro-
portional ist. Dann wird der
Leitstrahl PR proportional
dem Sektor APQ sein. Nun
wichst dieser Sektor bestin-
dig, wenn die Halbgerade
um P gedreht wird. Mithin
beschreibt der Punkt R eine
Bahn, die, in unzihligen
Windungen den Pol um-
kreisend, sich immer weiter

Fig. 1 : von diesem enifernt, also
eine Spirallinie. Jedem Punkte
Q der Grenzkurve werden auf diese Art unziihlig viele Punkte
R der Spirale zygeordnet, nédmlich die Schnittpunkte der Spirale
mit der notigenfalls verlingerten Geraden PQ, und die Leit-
strahlen PR sind den unzihlig vielen Werten des dem Punkte Q
entsprechenden Sektorinhalts proportional. Wenn aber dieser
Inhalt allgemein durch eine algebraische Gleichung gefunden
werden kénnte, so wiirde sich fiir den Punkt @ nur eine endliche
Anzahl solcher Werte ergeben. Mithin fiihrt die Annahme, dafi es
eine algebraische Gleichung fir den Sektor APQ gibt, auf einen
Widerspruch.

Gegen diese SchluBweise wird man sofort den Einwand
erheben, daB es unter den unzihlig vielen Werten des Inhalts
eine endliche Anzahl geben konnte, die gleichzeitig derselben
algebraischen Gleichung gentigen. Dasselbe konnte sich bei den
iibrigen Werten wiederholen, und so fort, sodal} es zwar keine alge-
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braische Gleichung gibt, die simtliche Werte des Inhalts liefert,
wohl aber jeder einzelne Wert Wurzel einer algebraischen Gleichung
ist. Die Aufgabe, den Inhalt des Sektors APQ zu bestimmen,
wiirde dann in eine Reihe von Teilaufgaben entfallen, die jede fur
sich algebraisch losbar sind.

NewroN hat diesen Einwand vorausgesehen und ihn durch
den ausdriicklichen Nachweis zu widerlegen versucht, dall jene
Spirale eine einfache Kurve sei, die nicht in mehrere Kurven zer-
falle (curva simplex et in curvas plures irreducibilis).
Er hat also versucht, den Begriff der Unzerlegbarkeit, der den
Mathematikern seiner Zeit fir algebraische Kurven geliufig war,
auf nichtalgebraische Kurven auszudehnen, und hat damit ohne
Zweifel einen ersten Schritt zu dem allgemeinen Begriff einer
monogenen Funktion getan. Vielleicht noch bemerkenswerter ist
es jedoch, daB NewToN zum Nachweis der Unzerlegbarkeit eine
Uberlegung benutzt, die spiter in der Lehre von den algebraischen
Funktionen einer komplexen Verdnderlichen grundlegende Bedeu-
tung gewonnen hat. Nach Puiseux (Journ. de math., sér. 1, t. 16,
1851) gilt namlich der Satz, daB man von jeder Wurzel y, einer
unzerlegbaren algebraischen Gleichung f(z, ¥ ) = 0 durch passende
Wahl des Weges zu jeder anderen, demselben Werte von z zuge-
horigen Wurzel y, gelangen kann, und dall umgekehrt jede alge-
braische Gleichung f(z,y) == 0, bei der dies eintritt, unzerleghar
ist und y als monogene Funktion von z erkldrt. Man vergleiche
hiermit NeEwtoNs Ausfithrungen. ,,Wenn vom Pole auf eine
[die Spirale] schneidende Gerade das Lot gefallt und jenes Lot
zugleich mit der schneidenden Geraden um den Pol herumgedreht
wird, so werden die Schnitte der Spirale ineinander iibergehen,
und der Schnitt, der der erste und néchste war, wird nach einer
Umdrehung der zweite sein, nach zwelien der dritte, und so fort.
Inzwischen aber wird die Gleichung [fir die Schnittpunkte] sich
nicht dndern, auBernach MaBgabe der geinderten Werte derGrobBen,
durch die die Lage der Schneidenden bestimmt wird. Mithin wird,
weil jene GroBen nach den einzelnen [vollen] Drehungen zu ihren
ersten Werten zuriickkehren, die Gleichung zu ihrer ersten Form
zuriickkehren, und deshalb wird ein und dieselbe [Gleichung]
alle Schnitte liefern und daher unzihlig viele Wurzeln haben,
durch die alle [Schnitte] geliefert werden konnen.“

Dafi Newrons SchluBweise nicht zum Ziele fiihrt, selbst wenn

man sich auf algebraische Kurven beschrinkt, wird bald ausfiihrlich
dargelegt werden.
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NEwToN hat dem Lemma zwei wichtige Bemerkungen hinzu-
gefiigt. ,,Eodem argumento’, sagt er zunichst, ,.si intervallum
poli et puncti, quo spiralis describitur, capiatur ovalis perimetro
abscissae proportionale, probari potest, quod longitudo perimetri
nequit per finitam aequationem generaliter exhiberi.'* Hiernach
soll die Grenzkurve des Ovals deshalb nicht algebraisch rekti-
fizierbar sein, weil einem Punkte der Kurve, deren Leitstrahl dem
abgeschnittenen Stiicke des Umfangs des Ovals proportional
ist, wegen der unzéhlig vielen moglichen Umliufe unzihlig viele
Werte der Bogenlinge entsprechen, wihrend bei einer algebraisch
rektifizierbaren Kurve die An-
zahl dieser Werte endlich ist,
Man erkennt sofort, dal New-
ToNs Verfahren, soweit es sich
rechtfertigen lifBt, immer dann
anwendbar sein wird, wenn den
Punkten einer geschlossenen Kur-
ve eme verdnderliche GroBle §
zugeordnet wird, die beim Durch-
- laufen der Kurve bestindig zu-
nimmt, sodal jedem Kurven-
punkte unzéhlig viele Werte von
§ entsprechen.

Ferner heilt es: ,,De ovalibus
autem kic loguor, quae non tan-
guntur a figuris conjugatis in
infinitum pergentibus.' Was NEw-

Fig. 2 ToN hiermit gemeint hat, zeigt
die Figur 2, bei der die Kurve
in B einen Doppelpunkt mit vereinigten Tangenten besitzt. Das
Kurvenstick BCDEB ist dann ein Oval, man erhalt indessen,
wenn die Punkte der Kurve in der Folge ABCDEBF durchlaufen
werden, keine Spirale. Hieraus geht hervor, dafl der Begriff des
Ovals und allgemeiner der Begriff der geschlossenen Kurve einer
genaueren Untersuchung bedarf, wenn man die Bedingungen an-
geben will, unter denen das Verfahren von NEwWTON zuléssig ist.
Die Veraligemeinerung vom Oval auf die geschlossene Kurve
hat darin ihren Grund, daf jenes Verfahren eine Spirale liefert,
sobald die Kurve in sich zuriickkehrt; diese Eigenschaft allein
ist hierfiir wesentlich.
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§ 2.

D’ALemserts und Mascueronts Paradoxien bei Rektifikations-
problemen; ein Unmiglichkeitsbeweis EuLers.

D’ArLEmMBERT hat darauf hingewiesen, daB das Lemma NEw-
ToNs seine Grltigkeit verliert, wenn man es auf die Rektifikation
der regulidren Astroide! anwendet, und zwar findet sich diese
Bémerkung in einer Abhandlung, die fiir die Geschichte des Funk-
tionshegriffs von Wichtigkeit ist,. némlich in den bekannten Recher-
ches sur la courbe
que forme une
corde tendue, mise
en etbration, die |
1749 in den Ab- A
handlungen der
Berliner Akade-

mie  erschienen D M
1st2.

Ber der Be- T R
handlung der A

Aufgabe, eine
Kurve y = p(z)
zu finden, deren
Bogenliange s ()
der Ordinate
einer gegebenen
Kurve u = f(z)
proportional 1st, Fig. 3
stoft d’ALEM-
BERT auf Schwierigkeiten. Wenn der Proportionalititsfaktor mit m
bezeichnet wird, ergibt sich allerdings sofort die Gleichung:

(1) y= [Vmf*(z)— dz,

2 2

! Die reguliare Astroide z 3 4y 9 = 1 wird bereits in einem Briefe
von HErMAN® an Leieniz vom 22, November 1715 erwihnt. Siche G. W.
Leieniz, Mathematische Werke, herausgegeben von C. I. GermarpT, Bd. 4,
Halle 1858, S. 408; vgl. auch den Brief von Lrisniz an HERMANN vom 6. Jan.
1716, chenda 8. 410,

¢ Histoire de I'Académie Royale des sciences et belles lettres, Année

1747, Berlin 1749, Mémoires, S. 141—143.
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diese Formel liefert jedoch, wenn f’fa) == 0 ist, einen Imaginiiren
Wert von y. Im besonderen betrachtet d’ALEMBERT das Beispiel:

2) s(x)=3—3(1—2) ",
bei dem sich fir m = 1 die Astrorde (Fig 3):
(3) (1—x)3 4y =1

ergibt. Ist s, die unmittelbar gemessene Linge des Kurvenbogens
AM, so gehoren zum Kurvenpunkte M unzihlig viele Werte der
Bogenlinge s, die sich in der Fnrm-
5, =5, n. AROT

darstellen lassen. Hieraus aber miisse man schlieBen, memnt &’ AvLkm-
BERT, dall im Widerspruch mit der Gleichung (2) das Integral
fiir den Bogen sich nicht algebraisch integrieren lasse. Auch scheine
der Beweis Newroxs, dall die Bogenlinge einer geschlossenen
Kurve nicht allgemein durch eme algebraische Gleichung gefun-
den werden konne, hier nicht anwendbar zu sein.

Um das Paradoxon aufzukldren, sagt d’AremmerTt, misse
man beachten, dafl die Ordinaten der Kurve fiir 2 > A0 imaginiir
werden, wihrend der Ausdruck (2) emnen reellen Werl behilt.
,,Gela vient de ce que cette quantité n’exprime pas veritablement
et strictement I’arc de la courbe, elle exprime seulement I'intégrale
Vda?+dy?.  Or quoyque dy soit imaginaire, cetle quantité
peut étre réelle, tant que dy® ne sera pas plus petit que dz?. Ainsi

Pintégrale de da:]/ (1—z) —% ne doit pas élre une quantité en série
indéfinie, parce qu’elle ne devient pas imaginaire ni quand & > AO
ni quand z est négative.*

Wenn diese Ausfithrungen auch der Erginzung bediirfen,
so hat A’ALEMBERT doch mit der Erkenntnis, daf} zwischen der geo-
metrisch erklirten Bogenlinge einer Kurve und dem analytischen
Ausdruck f Vdz*+dy* ein grundsitzlicher Unterschied besteht,
einen wesentlichen Beitrag zur Erledigung der hier vorliegenden
Schwierigkeiten geliefert.

Zwanzig Jahre spiter ist d’AvemBerT auf den Gegenstand
zuriickgekommen, in den FEuxtraits de plusicurs letires de Uautenr
sur différents sujets, écrites dans le courant de U'année 1767, Opus-
cules math., T. IV, Paris 1768, S. 65—68, ohne dafl man sagen
konnte, daB er tiefer in die Frage eingedrungen wiire. Er begniigt
sich vielmehr damit, den alten Paradoxien neue hinzuzufiigen,
die, wie er mit einer Lieblingswendung seiner spéteren Jahre sagt,
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dartun, daB die Analysis in manchen Fallen versagt: ,,Voild donc
encore icl le calcul en défaut.*

Aus der Gleichung (2) folgt die Differentialgleichung:
(4) dy—da | (1—z) L.

Integriert man von z = 1 bis z = 0 mit dem Anfangswert y =1
und negativem Vorzeichen der Quadratwurzel, so wiichst y wihrend
der Integration, und man erhilt den Kurvenzweig BC’ (Fig. 4),
der zu dem Zwei-

ge BC in bezug -

auf die durch B | .
parallel zu AC
gezogene Gerade
symmetrisch ist.
Das steht jedoch
in  Widerspruch
mit der endlichen
Gleichung (3) fir
die Kurve.

Man nehme
ferner auf den
Zweigen A Bund
BC die Punkte
M und M’, die
zu BD symme-
trisch liegen;

ihre Abszissen
seien OP = OPF’
== z. Dann {olgt
aus der Glel-
chung (2), daB Fig. &

arc AM = arc ABM' = 3 (1—23) < L
ist, wihrend arc 4B = & war. Hleraus folgt, dall dle Bogenlange
der Kurve AMBM'C vom Punkte B aus bestiindig abnimmt, und
das ist widersinnig.
MAscHERONI hat in den Adnotationes ad calculum integralem
Euleri, Pars I, Pavia 1790 die Analysis gegen d’ALEMBERTS

3 Die Stellen, auf die es hier ankommt, finden sich in dem Abschnitt:
Solutio cuiusdam paradoxi propositi ab Alembertio per signum - rite adhi-
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Angriffe in Schutz genommen: ,,Injuria tamen accusatur caleulus.‘
Er bemiiht sich zu beweisen, da die der Differentialgleichung
(4) geniigende Kurve aus den vier Zweigen AR, BC, BA’, BC
bestehe und dall man, wenn der Bogen A B als positiv angeschen
wird, den Bogen BC notwendig negativ zu nehmen habe. Wie
ScHLESINGER? mit Recht bemerkt hat, scheitern Maiscnkrownis
Beweisversuche an dem Umstand, ,,daB fir Funktionen einer re-
alen Verdnderlichen, selbst wenn sie analytisch, das heiBt, nach
dem Tavrorschen Satz in konvergente Potenzreihen entwickel-
bar sind, kemn in der Natur dieser Funktionen wurzelndes Prinzip
angegeben werden kann, nach dem sich entscheiden 14Bt, ob man
verschiedene eindeutige Funktionen zu einer mehrdeutigen Funk-
tion zusammenfassen oder zwel in benachbarten Intervallen
definierte Funktionen als Fortsetzungen von einander betrach-
ten soll. Man wird ja im letzteren Falle wohl fir die Werte der
Funktion, vielleicht auch fiir die der ersten und hoheren Derivier-
ten, wenn solche vorhanden sind, stetigen AnschluB fordern
konnen, es bleibt aber immer durchaus willkiirlich, wie man ver-
fahren will”. Auf die Frage der Fortsetzung im rcellen Gebicte
wird im folgenden Paragraphen ausfiihrlich eingegangen werden.

In dem Kreise der italienischen Mathematiker, dessen Mittel-
punkt MascueroNT bildete, haben d’AremBERTS Paradoxien
Anlal} zu weiteren Erorterungen gegeben; man vergleiche hieriiber
den Bericht von VIvaxTr im vierten Bande von M. CaANTORS
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, Leipzig 1908, S. 485,
VivanTi schlieBt mit den Worten: ,.DaB alle diese Deutungen
ungeniigend sind, ist klar. Die hervorgehobenen Schwierigkeiten
konnten nicht iiberwunden werden, solange man den Begriff
des Veréinderlichkeitsbereiches einer algebraischen Funktion nicht
vollstindig beherrschte. .... Die Bogenlinge [der Astroide]
bildet eine auf der die Funktion y von z darstellenden Riemanx-
schen Flache regulire Funktion; z = 1 ist ein Verzweigungspunkt
dieser Fliche, und an diesem Punkt kann der Ubergang von einem
zu einem andern Funktionszweige sowohl von y als von s statt-
finden. Dadurch kann man sich von allen UnregelmiBigkeiten
Rechenschaft geben.” So wertvoll indessen die Dienste sind,

bendum in integratione, wieder abgedruckt Opera omnia Leonhard: Euleri,
Ser. I, vol. 12, Leipzig 1914, S. 444—451.

* SCHLESINGER, Vorrede zum zweiten Teile der Institutiones caleul
ntegralis, Opera omnia Leonhardi Euleri, Ser. 1, vol. 12, Leipzig 1914, S. X,
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die hier, wie in andern Fallen, die Riemaxnsche Fliche leistet,
so sind funktionentheoretische Betrachtungen allein zur vollstén-
digen Beseitigung der Schwierigkeiten nicht ausreichend, denn es
handelt sich nicht nur um analytische, sondern auch um geometri-
sche Fragen, wie d’ALEMBERT bereits richtig erkannt hatte,

EvLER hat in der Abhandlung: Theoremata quaedam analytica,
quorum demonstratio adhuc destderatur, die er am 1. Mai 1775 der
Petersburger Akademie vorlegte, die aber erst im Jahre 1785,
also nach seinem Tode, im zweiten Bande der Opuscula analytica,
S. 76—90 abgedruckt ist5, die Frage untersucht, ob es
geschlossene algebraische Kurven gibt, deren Bogenlinge s durch
einen Ausdruck der Form

(5) s = a. ln v(z)

dargestellt wird, wo a eine Konstante und ¢(z) eine algebraische
Funktion der Abszisse z bedeutet. Die SchluBlweise, die er an-
wendet, um darzutun, daB es keine Kurven der verlangten Be-
schaffenheit gibt, hat, soweit sie stichhaltig ist, eine allgemeinere
Bedeutung; auf dieselbe Art 1aBt sich namlich zeigen, daB es keine
geschlossene algebraische Kurve gibt, bei der eine algebraische
Funktion der Abszisse gleich einer im reellen Gebiete eindeutigen,
monotonen Funktion ¢(s) der Bogenlinge s ist, und ebenso wie
bei dem Verfahren von NewTton darf an die Stelle der Bogenlinge
s irgend eine Funktion des Ortes auf der Kurve, S, gesetzt werden,
die beim Durchlaufen der Kurve bestindig wichst, sodaB also
zu jedem Punkte der geschlossenen Kurve unzihlig viele Werte
von S gehoren.

Der Beweis EuLErs erscheint #hnlich wie bei NrwTtoN
in geometrischem Gewande, er soll aber der Einfachheit wegen
in analytischer Form, und zwar sogleich fiir den allgemeinen Fall
vorgetragen werden, daBl nach den geschlossenen algebraischen
Kurven gefragt wird, bei denen eine Gleichung

(6) o(z) = @(S)
besteht, wo ¢(z) eine algebraische Funktion der Abszisse z und
@(S) eine eindeutige, monotone Funktion der GriBe S bedeutet.
Wenn némlich dem Kurvenpunkte P mit der Abszisse = die un-

5 Wiederabgedruckt Opera omnia Leonhardi Euleri, Ser. I, vol. 21,
Leipzig 1913, 8. 78—90; vgl. auch EurLErs Abhandlung: De lineis curvis,
quarum rectificatio per datam gquadraturem mensuratur, Opera postuma, T. I,
1862, S. 439, wiederabgedruckt Opera, vol. 21, S. 274, sowie den Brief
EuLers an LAGRANGE vom 23. Marz 1775, Opera postuma, T. 1, 5. 588.

L]
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zihlig vielen Werte S, der GriBe S entsprechen, so gehiren dazu
auch unzihlig viele Werte @(S,) der Funktion ¢($), weil diese
Werte nach der Voraussetzung der Monotonie alle voncinander
verschieden sind, und es sind daher dem Kurvenpunkte P auch
unzéhlig viele Werte von ¢ zugeordnet. Das ist aber ein Wider-
spruch, weil ¢(z) algebraisch von z abhangen, mithin fiir jeden
Wert von z nur eine endliche Anzahl von Werten besitzen sollie.
Demnach gibt es keine Kurve der verlangten Beschaffenheit.
Dafl die soeben dargelegte SchluBweise unzulénglich ist, zeigt
das Beispiel ¢(S)=1s, denn es gibt geschlossene algebraische
Kurven, die sich algebraisch rektifizieren lassen. Wie im niich-
sten Paragraphen genauer auseinandergesetzt werden wird, be-
steht die Liicke darin, daB bei dem Beweise das Wort Bogen-
linge in doppelter Bedeutung gebraucht wird. Wenn man aus-
sagt, daB zu einem Kurvenpunkte P unzihlig viele Werle der Bogen-
lange gehoren, so versteht man darunter die Linge des W eges, den
man beim Durchlaufen der Kurve zuriicklegt, eine Grille, die man
als geometrische Bogenlinge sfz) bezeichnen kénnte. Wenn man
dagegen verlangt, dall die Kurve algebraisch rektifizierbar sein
soll, so versteht man unter der Bogenlinge den Wert des Integrals
(7) o(z)= [ |dz* -} dy?
und fordert, daB dieses ABELsche Integral algebraisch inlegrier-
bar sein soll; man konnte o(z) als analytische Bogenlinge be-
zeichnen. Man erkennt, daB jene SchluBweise nur dann zuliissig
ist, wenn die geometrische und die analytische Bogenlinge be-
stdndig miteinander ubereinstimmen, daB sie aber versagl, sobald
beim Wandern auf der Kurve ein Punkt angetroffen wird, von dem
ab die Ubereinstimmung aufhért, in dem also dic analytische
Bogenldnge vom Zunehmen zum Abnehmen tibergeht. - Umge-
kehrt wird man aus der Tatsache, dal es geschlossene algebraische
Kurven gibt, die sich algebraisch rektifizieren lassen, erschlicfen
‘dirfen, daB die eben genannte Maglichkeit wirklich eintreten
kann. Entsprechende Betrachtungen lassen sich fir den Fall
einer Grifle S(z) anstellen.

§ 3.
Geometrische und analytische Fortsetzung.

Wenn es auch bei den Funktionen einer reellen Veriinder-
lichen z, wie SCHLESINGER sich ausdriickt, ,,kein in der Natup

1
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dieser Funktionen wurzelndes Prinzip*“ gibt, nach dem man
eine solche Funktion, die fir das Intervall z = (a...d)
gegeben ist, tber den Wert x = b hinaus fortsetzen soll, so
sind doch die Falle gar nicht selten, in demen man sich zu
einer solchen Extrapolation gendtigt sieht, und diese kann
durch eine von auBen hinzutretende, in der Natur der behandelten
Aufgabe wurzelnde Forderung eindeutig bestimmt sein. Die Fort-
setzung erfolgt oft gemédB einer Funktionalgleichung, die es er-
méglicht, aus den Werten der Funktion fir das Intervall z =
(a...b) die Werte fir ein anschlieBendes Intervall z=(b...c)
zu berechnen; man hat etwa_ f(b—u) = f(b-+u), Symmetrie-
prinzip, oder f(b—a-+u)={f(u), Periodizitiatsprinzip. Wenn man
weill, dall die Funktion fir das ganze Intervall durch eine
nach Potenzen von z—c¢ fortschreitende Tayromrsche Reihe dar-
gestellt wird, so 1aB% sich auch das Prinzip der analytischen Fort-
setzung anwenden®. Es gewihrt den Vorteil, dal man bei der
Untersuchung die g_ewaltigen Hilfsmittel der Lehre von den ana-
lytischen Funktionen anwenden darf. Man wird jedoch bei einer
Aufgabe aus der Geometrie oder der Mechanik darauf zu achten
haben, ob nicht etwa bei der urspriinglichen Erklirung der ver-
wendeten reellen Funktionen ausdricklich oder stillschweigend
eine andere Art der Fortsetzung zugrunde gelegt worden ist;
sonst kann es sich leicht ereignen, dal man zu scheinbaren Wider-
spriichen und Paradoxien kommt.

Im folgenden soll eine besondere Art von reellen Funktionen -
betrachtet werden, die in der Differentialgeometrie eine wichtige
Rolle spielen, ndmlich gewisse Funktionen des Ortes auf einer
Kurve’ oder genauer auf einer analytischen Kurve f(z,y)==0.

¢ Bei der analytischen Fortsetzung wird man auch Funktionselemente
der Form z—c== Py(t), y—f(c)==P,(t) zur Anwendung bringen diirfen, die
dem analytischen Gebilde im Gebiete der komplezen Veranderlichen z, y
angehoren, das durch die nach Potenzen von z—c¢ fortschreitende TAYLOR-
sche Reihe bestimmt ist; wvgl. die Bemerkungen am Anfang von § 4.
Im ibrigen bedarf der Begriff der analytischen Fortsetzung reeller Funk- .
tionen einer reellen Ver#nderlichen noch einer genaueren Untersuchung,
.auf die an dieser Stelle nicht eingegangen werden kann.

7 Unter einer Kurve soll in dieser Abhandlung stets ein reelles Gebilde
verstanden werden, und es sollen iiberhaupt die in der Geometrie iblichen
Benennungen immer in ihrer urspriinglichen, auf das reelle Gebiet beschrank-
ten Bedeutung gelten; bei der Ausdehnung auf das komplexe Gebiet wird
dann entweder ein entsprechender Zusatz nétig, oder es miissen neue Namen
cingefiihrt werden. Dieses Verfahren scheint der Natur der Sache besser
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Der Begriff der analytischen Kurve wird im niichsten Paragraphen
genauer erdrtert werden; an dieser Stelle geniigt es vorauszuselzen,
dafi die Ordinate y in der Nihe des Kurvenpunktes A4 mit
den Koordinaten z=a, y=4 durch eine nach ganzen, positiven
Potenzen von z—a fortschreitende Reihe mit reellen Koelfizienten
dargestellt wird. Die Funktion des Ortes S(z,y) soll nun erstens
die Eigenschaft haben, daf3

(8) S(ab) = 0
ist, und sie soll zweitens einer algebraischen Differentialgleichung
(9) O 2.y) =0

geniigen; hierbei bedeutet © ein Polynom in bezug auf die Ab-
leitung von § und eine solche analytische Funktion von z und Y,
dall die Gleichung ® =0 durch eine gewohnliche Polenzreihe
(10)  S(zy) = exfw—a)jte,(x—a)i ...

mit reellen Koeffizienten befriedigt wird. Die genannte For-
derung ist zum Beispiel erfillt, wenn S{z,y) einen der bekannten,
der Kurve zugeordneten Flicheninhalte oder die Bogenlinge
der Kurve bedeutet; der Punkt A ist dabei der Anfangspunkt der
Zihlung. ‘ ‘

Die Funktion S(z,y) ist zunachst nur fiir eine hinreichend
kleine Umgebung des Punktes A erklirt. Fiir ihre Fortsetzung
bieten sich zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten dar. lint-
weder kann man die geometrische Erklirung von S¢ x,y) zugrunde
legen und gewissermaBen die geometrische Fortsetzung dieser
Funktion bhilden, oder man kann die Potenzreihe (10) benutzen
und das Verfahren der analytischen Fortsetzung zu Hilfe nchmen.
Es wird einer besonderen Untersuchung bediirfen, in welcher
Beziehung die durch die analytische Fortsetzung gewonnene
Funktion X (z,5) zu der durch die geometrische Fortsetzung
gewonnenen Funktion S(z,y) steht; es kann sich ercignen und
es ereignet sich auch wirklich, dafl die in der Umgebung des Punk-
tes A giiltige Gleichung

(11) L(xy) = S(x,y)
beim Wandern auf der Kurve ihre Giiltigkeit verliert.

Es wird niitzlich sein, die vorhergehenden allgemeinen Aus-
einandersetzungen an dem Beispiel der Bogenlinge einer analyti-
schen Kurve zu erliutern.
zu enisprechen als das umgekehrie, die alten Bezeichnungen fiir die neuen,

komplexen Gebilde zu verwenden und die alten, reellen Gebilde mit neuen
Namen zu versehen,
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Die geometrische Bogenlidnge sfzy) ist eine reelle
Funktion der reellen Verinderlichen z, die beim Durchlaufen
der Kurve bestédndig zunimmt; sie gibt die Liinge des Weges an,
den man auf der Kurve wandernd zuriickgelegt hat. Es kinnte
scheinen, als ob diese Erklarung eine Tautologie wiire, weil Bogen-
linge und Weg auf der Kurve dasselbe bedeuten. DaB dies nicht
zutrifft, zeigt die folgende Uberlegung.

Wenn man von einem Punkte 4 der Kurve f(z,y) =0 aus-
gehend auf ihr wandert, so soll die Gesamtheit der Kurvenpunkte,
die man erreichen kann, ein zum Punkte 4 gehoriger Zweig der
Kurve heiflen; dabei soll es erlaubt sein, einen Kurvenpunkt be-
liebig oft zu tberschreiten. Sobald man an einen Punkt gelangt,
von dem aus man auf mehr als einem Wege fortschreiten kann,
hat man sich fiir einen der moglichen Wege zu entscheiden: die
einmal getroffene Entscheidung ist beizubehalten. Ist B ein
Punkt des betreffenden Zweiges von A, so kann man, auf der
Kurve wanderd, von B nach 4 gelangen, mithin auch zu allen
Punkten, die sich von 4 aus erreichen lieBen. In Verbindung mit
der fur die Wahl der Wege getroffenen Festsetzung folgt hieraus,
daf zu jedem Punkte B des betreffenden Zweiges von A als Zweig
genau dieser Zweig von A gehért; ein solcher Zweig ist also ein
in sich geschlossenes Ganzes. '

Man beschrinke sich jetzt auf einen Zweig der Kurve f(zy)
= 0 und wandere von diesem von A nach B. Dabei mogen auf der
Kurve der Reihe nach Zwischenpunkte A,, 4, 4,, ..., A, ange-
nommen werden, und zwar so, da8 die geradlinigen Entfernungen
AA;, A A, AA, L A, A, A,B samtlich kleiner sind als
eine beliebig kleine Strecke e. Durch den bekannten, an der Summe
der Entfernungen auszufihrenden GrenzprozeB, der bei einer
analytischen Kurve stets konvergiert, gelangt man dann zu dem
Werte der geometrischen Bogenlinge s(z,y), der dem Punkte B
bei dem Anfangspunkte A der Zahlung zugeordnet 1st, oder ge-
nauer zu einem der Werte von s(x,y); denn es kann vorkommen,
daB man beim Durchlaufen des Zweiges den Punkt B mehrmals
uberschreitet, und jedem Uberschreiten wird dann ein neuer
Wert von s(z,y) entsprechen. ' ‘

Bei der vorhergehenden Uberlegung ist ein bestimmter Fort-
schrertungssinn auf der Kurve als positiver Sinn festgesetzt worden;
es ist zweckmiBig, beim Durchlaufen der Kurve im entgegen-
gesetzten Sinne die geometrische Bogenldnge negativ zu zdhlen.

Bitzungsber. der Heidelb, Akademie, mathem.-naturw. KI., 1814. A. 2. 2
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Jedem Punkte eines in sich zuriickkehrenden oder geschlos-
senen Kurvenzweiges werden auf die angegebene Art unziihlig
viele Werte der geometrischen Bogenlange s(x,y) zugeordnet,
die alle aus einem kleinsten positiven Werte s, durch wiederholtes
Hinzufiigen oder Wegnehmen einer gewissen positiven Grofie p
hervorgehen; die Grolle p soll der geometrische Umfang der
geschlossenen Kurve genannt werden.

Die analytische Bogenliange os(z,7%) wird durch die
Differentialgleichung

R a1

erkliart, die auf dem analytischen Gehxldc f(x.y) = 0 mit der
Anfangsbedingung

(13) s(a,b)=0

zu Integrieren ist. Um dies genauer auszufithren, mige auf der
rechten Seite fiir y die in der Ndhe des Anfangspunktes A giiltige
Potenzreihe eingesetzt werden. Dann wird o(2, y), abgeschen
vom Vorzeichen, in der Ndhe von A selbst durch eine nach Poten-
zen von z—a fortschreitende, fiir £ = a verschwindende Potenz-
reihe mit reellen Koeffizienten dargestellt werden. Das Vorzeichen
wird dadurch bestimmt werden konnen, daB man etwa festsctzt,
s(z, y) solle fir kleine positive Werte von z— a positiv sein; bei
richtiger Wahl des Fortschreitungssinnes auf der Kurve wird
dann in der Niahe von A die analytische Bogenlinge mit der geo-
metrischen Bogenlinge ubereinstimmen.

Die fir ¢(z, y) gewonnene Potenzreihe kann als Element
einer monogenen analytischen Funktion der komplexen Veriinder-
Lichen z aufgefalit werden, die aus der Potenzreihe durch das Ver-
fahren der analytischen Fortsetzung hervorgeht, und es wird auf
diese Art die analytische Bogenlange iiber die Umgebung des Punktes
A im reellen Gebiet fortgesetzt werden konnen. Dieso erkliirtereelle
Funktion ¢(z, ) braucht mit der reellen Funktion s(z, y) nicht
tbereinzustimmen. Im besonderen kann es vorkommen, dal
s(z,y) gar nicht einer monogenen analytischen Funktion der
komplexen Verdnderlichen z als Wert fiir reelles & angehort; zum
Beispiel ist bei der frither betrachteten reguldren Astroide die
geometrische Bogenlinge eine stiickweise analytische Funktion
von z, das heifit aus Sticken von unzihlig vielen analytischen
Funktionen zusammengesetzt.
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Man erkennt jetzt, warum die Unmioglichkeitsbeweise. von
NewroN und EvLER in gewissen Fillen versagen. Beide beruhen
auf der Voraussetzung, dal unter der Bogenlinge der Kurve die
geometrische Bogenldnge verstanden wird. Wenn man aber zum
Beispiel nach Kurven fragt, die sich algebraisch rektifizieren
lassen, bei denen also zwischen der Bogenlinge und der Abszisse
eine algebraische Gleichung besteht, so wird damit stillschweigend
gefordert, dall die Bogenlidnge eine monogene analytische Funktion
1st, das heillt, daf die analytische Bogenlinge zugrunde gelegt
wird. Der Widerspruch, zu dem Newron und EvLER gelangen,
braucht daher nicht in der Forderung der algebraischen Rektifi-
zierbarkeit zu liegen, er kann vielmehr auch darauf beruhen,
daB die geometrische und die analytische Bogenlinge der Kurve
voneinander verschieden sind. Wie sich dieser Unterschied geltend

macht, soll fiir den EvLErschen Unmaéglichkeitsbeweis ausfithrlich
dargelegt werden.

Bei Untersuchungen iiber geschlossene Kurven wird hiufig
von dem Umstand Gebrauch gemacht, daB die Koordinaten
z, y eines Kurvenpunktes P als periodische Funktionen der Bogen-
linge s aufgefat werden diirfen. Dabei wird augenscheinlich die
geometrische Erklirung der Bogenlinge vorausgesetzt, und die
Periode p der Funktionen z und y von s ist gleich dem geometri-
schen Umfang der geschlossenen Kurve.

Wird nunmehr gefordert, dafl fir eine geschlossene Kurve

die Gleichung :
(14) v(z) = @(s)

besteht, in der ¢ eine algebraische Funktion von z und g eine ein-
deutige, monotone Funktion von s bedeutet, so 1aBt sich daraus
der Widerspruch folgern, daB z keine periodische Funktion von
s sein kann. Eine periodische Funktion hat namlich die Eigen-
schaft, jeden Wert, den sie iiberhaupt annimmt, fiir unzihlig
viele Werte des Argumentes anzunehmen. Nach der Gleichung
(14) besteht aber zwischen  und ¢ (s) eine algebraische Gleichung,
mithin gehort zu jedem (zulédssigen) Werte von « nur eine endliche
Anzahl von Werten der Funktion ¢ (s), und weil ¢ (s) eine mono-
tone Funktion ist, also jedem Werte von @ (s) nur ein einziger
Wert von s entspricht, so gehort zu jedem Werte von z auch nur
eine endliche Anzahl von Werten des Argumentes s. Folglich gibt
es keine geschlossene Kurve der verlangten Eigenschaft.

2%
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Dieser SchluB ist richtig, solange mit der Bogenliinge die geo-
metrische Bogenldnge gemeint ist, er ist jedoch unzuliissig, wenn
fir die Bogenlidnge eine Forderung gestellt wird, in der die Voraus-
setzung liegt, daB diese eine monogene analytische Funktion von
z sein soll, also zum Beispiel eine algebraische Funktion. Als-
dann muB man mit der analytischen Bogenlinge s(z, y) arbeiten
und die Koordinaten z, y als Funktionen von ¢ auffassen. Ergeben
sich z und y als periodische Funktionen von g, so ist die Un-
moglichkeit der geforderten Rektifikation bewiesen. Es kann
jedoch eintreten, daB die Koordinaten keine periodischen Funk-
tionen von ¢ sind, und zwar gilt dies, falls der im niichsten Para-
graphen zu erklarende analytische Umfang der geschlossenen
Kurve gleich Null ist.

Es moge noch eine Schwierigkeit berithrt werden, die sich
ergibt, wenn man die Funktionen z und ¥ von s und s miteinander
vergleicht, die fiir hinreichend kleine Werte von s und s identisch
gleich sind, im weiteren Verlaufe aber verschieden ausfallen kén-
nen. Handelt es sich zum Beispiel um eine algebraisch rektifi-
zierbare geschlossene Kurve, so ist z eine periodische Funktion
von s, aber eine algebraische Funktion von 5. Wie ist es moglich,
daB zweil Funktionen dieser Art in einem endlichen Stiicke ihres
Verlaufes zusammenfallen ? Wenn man wei3, daB die periodische
Funktion eine monogene analytische Funktion ist, so liegt hierin
freilich ein Widerspruch. Wenn aber die periodische Funktion nur
fur reelle Werte des Argumentes erklirt ist, so verliert der Begriff der
analytischen Fortsetzung seine unbedingte Geltung, und man erhiilt
aus der algebraischen Funktion 2 = A () eine periodische Funk-
tion I(s) mit der Periode p, wenn man festsetzt, daB fiir das
Intervall s = (0...p) die Gleichung I(s) = X(s) gelten und
dariber hinaus die Funktion I{s) gemil der Funktionalgleichung
I(s—+ p) = l(s) fortgesetzt werden soll.

Man findet gelegentlich die Behauptung, zwischen den Seiten
und Winkeln eines Dreiecks konnten deshalb keine algebraischen
Beziehungen bestehen, weil die Winkelfunktionen sin z, cos x,
tg x periodische Funktionen sind. Wie die vorhergehenden Be-
trachtungen zeigen, ist dieser SchluB nicht gestattet, vielmehr
wird er erst dann bindend, wenn auBerdem nachgewiesen ist,
daBl die Winkelfunktionen analytisch und monogen sind.
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§ 4.
Zur Lehre von den geschlossenen analytischen Kurven.

Ein monogenes analytisches Gebilde im Gebiet von zweil
komplexen Verénderlichen z und y 148t sich bekanntlich als eine
Gesamtheit von Funktionselementen der Form

(15) @—a=P (1), y-b=P, (1)

auffassen, unter P, (i) und P, (1) gewohnliche Potenzreihen
von den ¢ verstanden, bei der je zwei Elemente durch eine analy-
tisch zusammenhingende Reihe von lauter zum Gebilde gehorigen
Funktionselementen miteinander verbunden sind, eine Gesamtheit,
die sich auf keine Weise durch Hinzufiigung von Funktions-
elementen so erweitern lat, daB der erweiterten Gesamtheit die-
selbe Eigenschaft zukommts,

Die Gesamtheit der reellen Wertsysteme z, y, die dem Ge-
bilde angehéren, soll als die darin enthaltene analytische Kurve
bezeichnet werden. Ob man der Kurve dje Grenzpunkte hinzu-
rechnen will, die aus wesentlich singuldren Punkten des Gebildes
entspringen, oder nicht, ist eine Frage der ZweckmiBigkeit; wenn
man es tut, wirde zum Beispiel die Kurve

(16) xf+[1+ﬁ] —1

als geschlossen anzusehen sein, sonst als offen. PlanméBige Unter-
suchungen tber das Verhalten analytischer Kurven in der Um-
gebung solcher Grenzstellen scheinen bis jetzt noch nicht ange-
stellt worden zu sein; die in der Lehre von den algebraischen
Kurven entwickelten Hilfsmittel sind hierfir jedenfalls unzu-
reichend. Im folgenden soll angenommen werden, daB der betrach-
tete Zweig der analytischen Kurve keine solche Grenzstellen be-
sitzt; er wird dann durch eine abzihlbar unendliche - Reihe von
Funktionselementen der Form (15) vollstéindig dargestellt werden
kénnen. Die Voraussetzung, da8 keine Grenzstellen auftreten,
wird sicher erfiillt sein, wenn es eine von Null verschiedene Kon-
stante ¢ gibt, derart, dal in dem die reelle Achse der z-Ebene
einschlieBenden Streifen zwischen den Geraden r=-} ic und x=—ic
keine wesentlich singulire Stelle des Gebildes liegt.

8 WEIERSTRASS, Vorlesungen iiber die Theorie der Abelschen Transzen-
denten, Werke, Bd. IV, S.16—19; vgl. BTunY, Vorlesungen iiber ausgewdihlte
Gegenstinde der Geometrie, 1. Heft: Ebene analytische Kurven und szu ihnen

gehdrende Abbildungen, Leipzig 1911, 8. 38—43, und WEeyL, Die Idee der
Riemannschen Fliche, Leipzig 1913, Kap. I, §§ 1—3.-
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Wenn man die Erklarung des Zweiges zugrunde legt, dic in
§ 3 gegeben wurde, so brauchen die Funktionselemente, die ihn
darstellen, nicht analytisch zusammenhingend zu sein. Zum
Beispiel sind bei der Kurve vierter Ordnung:

(17) z=2c¢0s2a- cosx, y=2sin2a—-tsina,

dem sogenannten Kleeblatt®, die geschlossenen Kurven (Fig. 5)
AGCBA, CHEDC, EIAFE, ABCDEFA Zweige in dem oben
erklarten Sinne, ohne dafl die zugehorigen Funktionselemente
analytisch zusammenhéngen. Wohl aber gilt das fir die Zweige
AGCDEFA, ABCHEFA, ABCDEIA, AGCDEIABCHEFA. Da-
bei besteht zwischen den Zweigen AGCDEFA, ABCHEFA,
e ABCDEIA cinerseits und dem
Zweige AGCDEIABCHEFA
andererseits ein wesentlicher
Unterschied. Bei jenem kehrt
man nach dem Anfangspunkte
A mit einem Funktionselement,
H zurick, das von dem Anfangs-
element in 4 verschieden 1st,
bei diesem fallen Anfangs- und
Endelement zusammen.

Die bei dem Kleeblatl zu
beobachtenden  Unterschied-
e lichkeiten geben Veranlas-
sung, bei den in sich zu-
riickkehrenden Zweigen ana-
lytischer Kurven folgende Benennungen einzufihren.  Jeder
Zweig dieser Art soll als eine geschlossene analytische
Kurve bezeichnet werden. Geschlossene analytische Kurven,
bei denen die darstellenden Funktionselemente eine analytisch
zusammenhangende Reihe bilden, mégen analytische Schleifen
heiflen. Ein besonderer Fall der analytischen Schleifen sind die
analytischen Runden, bei denen man, die Kurve durchlaufend,
nach dem Anfangspunkte A mit demselben Funktionsclement
zuriickkehrt, mit dem man von A ausgegangen war.

Es moge noch ausdriicklich hervorgehoben werden, daf}
geschlossene analytische Kurven, wie das Beispiel des Kleeblatts
zeigt, sehr wohl mehrfache Punkte aufweisen konnen; jedoch

Fig. 5

® Vgl. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven,
deutsche Ausgabe von ScriiTTE, Leipzig 1902, S. 155 und Tafel 1V, Figur 30.
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wird vermoge der Darstellung durch Funktionselemente der Fort-
gang aul der Kurve stets eindeutig festgelegt.

Die Funktionselemente sind entweder regulér oder irregu-
lir. Fir geschlossene analytische Kurven kommen nur solche
rregulére Elemente in Betracht, die das Gebilde in der Umgebung
von Verzweigungspunkten darstellen. In einer analytisch
zusammenhéngenden Reihe von Funktionselementen gibt es
nur eine endliche Anzahl verzweigter Elemente. Mithin liegen auf
einer analytischen Schleife nur endlich viele Verzweigungspunkte,
und dasselbe gilt von einer analytischen Runde. Wenn gar keine
Verzweigungspunkte vorhanden sind, so sollen diese Gebilde als
reguldr bezeichnet werden. Im Allgemeinen sind die Verzweigungs-
punkte keine mehrfachen Punkte der Kurve; aber auch wenn
sie mehrfache Punkte der Kurve sind, wird beim Wandern auf
der Kurve der Fortgang vermoge der Funktionselemente stets
eindeutig festgelegt.

Fir die analytische Bogenlinge einer analytischen Schleife
gilt der Lehrsatz, daB die analytische Fortsetzung stets
eindeutig bestimmt ist, also auch in den Verzweigungs-
punkten der Kurve. Alle beim Durchlaufen der Schleife aui-
tretenden Funktionselemente haben niamlich die Form, dal z—a
und y—& durch gewéhnliche Potenzreihen von ¢ gegeben werden,
die fir ¢t — 0 verschwinden, mag das Element reguldr oder irre-

gulir sein. Folglich ergibt sich auch fir ¢’ = %, zunéchst abge-

sehen vom Vorzeichen, eine gewihnliche Potenzreihe von . Die
Bestimmung des Vorzeichens aber erfolgt, nachdem dieses fiir den
Anfangspunkt willktirlich gewdhlt ist, nach der Stetigkeit, die
durch das Ubereinandergreifen der aufeinanderfolgenden, ana-
lytisch zusammenhéngenden Funktionselemente gesichert ist.

Die Potenzreihe fiir ¢’ beginnt im allgemeinen mit einem von
Null verschiedenen, konstanten Gliede, sodaB die analytische
Bogenlange in einer hinreichend kleinen Umgebung des Kurven-
punktes 4 mit den Koordinaten a, b entweder bestindig zunimmt
oder besténdig abnimmt. Nur in den Verzweigungspunkten, bei
denen die Potenzreihen fir x—a und —5 mit einer hoheren
Potenz von ¢ als der ersten beginnen, verschwindet ¢ fiir ¢ — 0,
und wenn dies mit Vorzeichenwechsel geschieht, wenn also die
Entwicklung von o' nach Potenzen von ¢ mit einer ungeraden
Potenz beginnt, kann die analytische Bogenlinge in dem betref-
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fenden Punkte vom Zunehmen zum Abnehmen iibergchen oder
umgekehrt.
Als Beispiel moge wieder die regulire Astroide

2 2

(18) z7 4y’ =1

dienen. Anfangspunkt der Zahlung fiir die analytische Bogenlinge
sei der Punkt A (Fig. 4, S.11) mit den Koordinaten z—0, y=-1.
Wenn z von 0 bis 1 wichst und gleichzeitig y von 1 bis 0 ab-
mmmt, so dal man zu dem Kurvenpunkt B mit den
Koordinaten z =1, y =0 gelangt, so ist die analytische Bogen-
lainge ¢ von 0 auf Z gegangen. Im Punkte B hat man die Dar-
stellung:

(19) y=1v -1 =31
Hieraus ergibt sich
(20) ¢ = —3t ...,

Das Vorzeichen ist richtig gewihlt, denn man weil}, daf die analy-
tische Bogenlange zunimmt, wenn man sich auf dem Zweige AB dem
Punkte B mit abnehmendem, positiven ¢t nihert. Beim Uber-
schreiten des Punktes B verschwindet o' mit Zeichenwechsel,
folghich geht ¢ vom Zunehmen zum Abnehmen iber; in der Tat
ist =4 —21°. Wenn man auf der Kurve vom Punkte B mit
abnehmendem z und abnehmendem y zum Punkte € mit den
Koordinaten z =0, y = —1 wandert, so geht ¢ ebenfalls bestindig
abnehmend von 7 bis 0. In C erleidet 6’ abermals einen Vorzeichen-
wechsel, und bet dem Fortgang auf der Kurve von € zum Punkie
D mit den Koordinaten o= —1, =10 wichst ¢ von 0 auf 1.
Geht man endlich von D nach 4, so ist 5 zu dem alten Werte 0
zuriickgekehrt.

Fir die analytische Bogenlange analytischer Schleifen crhilt
man nunmehr folgende Séatze. Ist die Schleife regulir, so herrseht
bestindig Ubereinstimmung zwischen der geometrischen und der
analytischen Bogenlidnge. Gehiren aber zur Schleife Verzweigungs-
punkte, so kann die Ubereinstimmung' aufhoren, und zwar tritt
das ein, sobald man, vom Anfangspunkte A ausgehend, einen
Verzweigungspunkt B iberschreitet, bei dem die Entwicklung
von ¢ nach Potenzen der zugehérigen Hilfsgréfe ¢ mit einer

ungeraden Potenz beginnt. Entsprechende Siitze gelten fiir ana-
lytische Runden.

Bei einer analytischen Runde gelangt man auch dann zu einer
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analytisch zusammenhingenden Reihe von Funktionselementen,
wenn man die Kurve mehr als einmal durchlduft, und es hat daher
einen Sinn, von den Werten der analytischen Bogenlidnge zu spre-
chen, die sich bei mehrfachen Umldufen um die Runde ergeben.
Dieser Umstand ermoglicht es, fiir die analytischen Runden die
Prifung der Unméglichkeitsbeweise von Newrox und EuLer
genauer durchzufiihren. '

Bei dem Eurerschen Problem ist zu ermitteln, fir welche

algebraischen Runden die analytische Bogenlinge einer Gleichung
der Form

(21) V() =q(s)

genligh, wo ¢ eine algebraische Funktion der Abszisse z und ¢ (o)
eine eindeutige, monotone Funktion der analytischen Bogenlinge
¢ bedeutet. Wie frither fir die geometrische, so folgt jetzt fir die
analytische Bogenlinge, daB zu jedem Kurvenpunkte P mit den
Koordinaten z, y nur eine endliche Anzahl von Werten der ana-
lytischen Bogenlinge ¢ gehirt, also auch jm besonderen zum An-
fangspunkte A. Jetzt durchlaufe man, von 4 ausgehend, in wieder-
holten Umlaufen die Runde. Bei der Riickkehr nach A mogen :
sich der Reihe nach fiir ¢ die Werte o, G,y G5 - .. ergeben. Da jedoch
zum Punkte 4 nur eine endliche Anzahl von Werten der GriBe ;
¢ gehort, so muBl der Anfangswert 0 nach einer endlichen Anzahl 3
von Umldufen wiederkehren, oder die algebraische Runde muf,
kurz ausgedriickt, den analytischen Umfang 0 habenl®. Hieraus |
folgt im besonderen, daB die Gleichung (21) fiir reguliire algebraische
Runden niemals erfillt ist, und daB algebraische Runden, fir die
sie erfullt ist, notwendig Verzweigungspunkte besitzen miissen.

Ahnliche Schliisse gelten fir das Newtonsche Problem,
falls als Funktion des Ortes die analytische Bogenliinge gewihlt,
wird. Dariiber hinaus lassen sich hier iiber die Anzahl der Um-
laufe, nach denen die analytische Bogenlinge zum Anfangswerte
zuriickkehrt, genauere Angaben machen, wenn man die Unter-
suchungen von HuMBERT und KOENIGSBERGER iiber algebraisch

b B et s e

10 Fiir den besonderen Fall, daB @ (6) = o ist, daB es sich also um alge-
braisch rektifizierbare algebraische Kurven handelt, habe ich diesen Satz
schon friher bewiesen, vgl. meine Abhandlungen: Ein Satz Leonhard Eulers
tber die Rektifikation algebraischer Kurven, Annaes da Academia polytechnica
do Porto, t. VII, 1912, und Uber die Rektifikation algebraischer Kurven,
Annali di mat., ser. 3, t. 20, 1913, S. 193.
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rektifizierbare algebraische und analytische Kurven zu Hilfe
nimmt1?,

Bei einer unzerlegbaren algebraischen Kurve f(z,y) =0,
wo f(z, y) ein Polynom bezeichne, folgt aus einem grundlegenden
Satze von ABEL, dall das ABELsche Integral

(22) o(z,y) =14y dz
dann und nur dann eine algebraische Funktion von z ist, wenn es

sich als rationale Funktion von z und 1 - »’* darstellen lit.
Mithin wird:

(23) oz, y)=Ri(z,y)+ R, (=, y) V144",

wo das Zeichen R ein fur allemal rationale Funktionen von z und
y bezeichnet. Die Vergleichung der Ausdriicke fiir die Ableitun-
gen von ¢ nach z, die aus (22) und (23) folgen, lift erkennen,
daB ¢ einer Gleichung zweiten Grades geniigt:
(24)  (o—¢)' = R*(z,y)- (1 4-y7),

in der ¢ eine von der Wahl des Anfangspunktes A abhingige Kon-
stante bedeutet; vermdge der Gleichung f(z,y) =0 1st 1 -]~ y**
.und damit die rechte Seite der Gleichung (24) eine rationale
Funktion von 2 und y; mithin ist jedem Kurvenpunkte P nur ¢in
einziger Wert von (c—¢)? und daher nur ein Paar von Werten
der analytischen Bogenlinge o zugeordnet.

Nunmehr sei die algebraische Kurve eine Runde. Macht man,
von A ausgehend, einen Umlauf, so wird entweder o zum Anfangs-
werte O zurlickkehren oder einen von 0 verschiedenen Wert g
annehmen. Im ersten Fall hat die Runde, einmal durch-
laufen, den analytischen Umfang 0. Im zweiten Iall mache
man noch emen Umlauf. Dann ergibt sich be1 der Riickkehr nach
A fiir ¢ entweder der Wert 0 oder der Wert 6,. Ergiibe sich aber
der Wert o, so bliebe 6 —¢, bei einem einzigen Umlauf ungeindert,
die Runde hétte also, einmal durchlaufen, den analytischen Um-
fang 0. Folglich mull im zweiten Fall der Wert 0 gelten, und die
Runde hat, zweimaldurchlaufen, den analytischen Umfang 0.

Ahnliche Betrachtungen gelten fiir algebraisch rektifizierbare
analytische Kurven. Nach KoExicsBERGER besteht auch hier

11 HuMmBERT, Sur les courbes algébriques planes rectificables, Journ. de
math., sér. 4, t. 4, 1888, S. 133; KoENIGSBERGER, Rektifizierbare Kurven,
Math. Annalen, Bd. 32, 1888, S. 589.
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fiir die analytische Bogenlinge oz, ) eine Gleichung zweiten
Grades, und zwar hat diese die Form:

(25)  (o—¢)* = R(x,y): (14 y"”).
Dabei ist %’ notwendig eine algebraische Funktion von z und y,
das heiBt, die Kurve geniigt einer algebraischen Differentialglei-
chung erster Ordnung, die etwa vom Grade r sein moge. Mithin
bleiben bei den analytischen Kurven, bei denen r = {, also ¥’
eine rationale Funktion von 2 und y ist, die vorher bewiesenen
Sitze ohne jede Anderung giiltig. Ist aber der Grad r grofBer als
1, so erkennt man leicht, daf die analytische Bogenlinge der
betreffenden algebraisch rektifizierbaren analytischen Runde
spitestens nach 2r Umldufen zum Werte 0 zuriickkehrt, sodaB

ihr analytischer Umfang, bezogen auf héchstens 2r Um-
ldufe, gleich O ist.




