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Der bekannte Apersche Fundamentalsatz der Integralrech-
nung, nach welchem, wenn das Integral einer algebraischen Funk-
tion einer Variabeln in dieser algebraisch ausdriickbar 1st, dies
auch in rationaler Form durch den Integranden méglich ist, ge-
stattet eine Ausdechnung auf lineare Differentialgleichungen, welche
die Bedeutung und Anwendbarkeit dieses Satzes klarer hervor-
treten laBt.
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in denen f,..,f rationale Funktionen der eingeschlossenen Gri-
Ben bedeuten, und sei eine lineare Differentialgleichung gegeben
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in welcher r,,..,r , R wieder rationale Verbindungen darstellen,
werde ferner angenommen, daB diese Differentialgleichung ein
in x,;,..,¢, algebraisches Integral U, besitze, so wird dieses
Integral in jenen GroBen rational ausdriickbar sein, wenn die
reduzierte homogene Differentialgleichung
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n in X,Cl,..,Cm rationale Fundlamemta]integra]e besitzt.

Sei némlich v, die Losung der mit Adjungierung von
x,&,.., §, irreduktibeln algebraischen Gleichung
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in welcher g;,..,?, rationale Funktionen bedeuten, so werden zu-
folge des Differentialgleichungssystems (1)

2 n
du, di‘L d u,

dx ' d® 7 dx"

rational in x,%.., &, und u, ausdritckbar sein und es wird sich
durch Substitution dieser Werte in die Differentialgleichnng (2) ecine
algebraische Gleichung in u, ergeben, welcher wegen der Irre-
duktibilitit der Gleichung (4) simtliche Losungen der letzieren
genugen werden. Da nun, wie hieraus unmittelbar ersichtlich,
jede andere Losung u, der Gleichung (4) ein Integral der Diffe-
rentialgleichung (2), also u,—u, ein Integral der reduzierten
Differentialgleichung (3) sein wird, so folgt aus der fur die Fun-
damentalintegrale der letzteren gemachten Vorausselzung

ug=u1+ R(x, .- ) s

worin R, eine rationale Funktion der eingeschlossenen Grofen
darstellt. Dies widerspricht aber der Annahme der Irreduktibilitat
der Gleichung (4), und es mufl daher v==1, also wird u, rational
in X, Gn ausdriickbar sein.

Fir den Fall, daB das Integralsystem der Differentialglei-
chungen (1) ein algebraisches ist, daf n=1 und

rn(xaflv'-vfm):o
du

ist, ergibt sich, da die reduzierte Differentialgleichung in —d;=0
iibergeht, der Aseische Satz.

Will man den oben aufgestellten Satz nur in der Aserschen
Auffassung aussprechen, also nicht nachweisen, daf u, selbst
rational in x,g;,.., ¢, ausdriickbar ist, sondern nur zeigen, dafl
es dann jedenfalls ein in diesen GroBen rational ausdrickbares
Integral gibt, so braucht man die reduzierte Differentialgleichung
gar keiner Bedingung zu unterwerfen; denn wenn alle Losungen
der Gleichung (4), wie gezeigl worden, der Differentialgleichung (2)
Geniige leisten, so wird auch

u,--u, .. -0y 1
I Z—KPI(szlz' ) Cm)

ein Integral der nicht homogenen Differentialgleichung sein.




Der Abelsche Fundamentalsatz der Integralrechnung.  (A. 9) 5

Sei nun y, die Losung einer mit Adjungierung von x irre-
duktibeln algebraischen Gleichung

(5) y e, ()Y T L e () =0

worin p,...p, rationale Funktionen von x bedeuten, und habe
die Differentialgleichung
d"u i
dx" —f-l“l(X,yl)—d;;__—l—l—m+I‘n‘(X,y1)U=Yl
ein in x algebraisches Integral, so wird sich dieses Integral, wenn
die reduzierte Differentialgleichung
d"u 4" u
‘d—;n‘l'la(x,}’i)‘a;;_—l*l‘---“{‘rn(X,S’I)U:O
n in x und y, rationale Fundamentalintegrale hat, in x und Vi
rational ausdriickbar sein, oder es wird, wenn die reduzierte
Differentialgleichung keiner Bedingung unterworfen wird, ein
rational in x und y, ausdrickbares Integral der Differential-
gleichung (6) existieren.
Ist nun y, in den Koeffizienten der Differentialgleichung
nicht enthalten, hat dieselbe also die Form

(6)

n—1

1
1,0 (O u=y,

d"u d
dx"

(©) i
und 1st die Gleichung (5) algebraisch durch Wurzelzeichen auf-
losbar, so kinnen wir weitere Eigenschaften fiir die Teile, aus
denen y, besteht, herleiten.

Sel y, in der Aperschen Definition eine algebraische Funk-
tion A'r Ordnung und p'en Grades, enthalte somit p Primzahl-

wurzeln
0g e )

(@ Vor Vo on

in denen Ps Py« -5 Py, algebraische Funktionen a—1tr QOrdnung
bedeuten, und von denen keine durch die nachfolgenden und
algebraische Funktionen )—1t¢r Ordnung rational ausdriickbar
ist, so wird

1 2 o, —1

%y

P
(7) V1= qo+ q; Py _*" 9o Py + .. + qul——l Py
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sein, worin ¢, ;,... algebraische Funktionen A'" Ordnung und
u—1ten Grades sind; und es wird die in x und y, rationale Funk-
tion u,, oder ohne Voraussetzung fir die reduzicrte Differential-
gleichung eine andere Integralfunktion nebst ihren Ableitungen
dieselbe Form haben

1 ay—1

dkul | _“:_l_ A &
P = o7 L Py -+ Ggmak Py

worin die g wiederum denselben Charakter besitzen.

(8)

Nun ist aber dic Gleichung
(9) Zalzpl

Uy

mit Adjungierung der in der Reihe (a) auf VE folgenden Ele-
mente und algebraischer Funktionen a—1t" Ordnung irreduk-
tibel; denn, wenn sie eine Losung epf/"‘l, in welcher € cine o, *® Ein-
heitswurzel ist, mit einer irreduktibeln Gleichung von niedrige-
rem Grade als dem «'®" und mit gleichartigen, aus jenen Ele-
menten und algebraischen Funktionen niederer Ordnung rational
zusammengesetzten Koeffizienten gemein hitte, so wirde die
letztere Gleichung noch eine andere in der Form

sp p}'/al

gegebene Ljsung besitzen und es wiirde sich gegen die Annahme der
Irreduktibilitit der Grad derselben erniedrigen lassen, was nur

daun nicht moglich wire, wenn der Grad der irreduktibeln Glei-
oy

Gy ol
chung der erste, also |/p, rational durch Vﬁ;”lfp_p- und alge-
braische Funktionen A—A1tr Ordnung ausdriickbar wére, und dies
war durch die obige Voraussetzung ausgeschlossen. Es ist somit
die Gleichung (9) mit Adjungierung der angegebenen Grofien
irreduktibel.

Setzt man nun die Ausdriicke (7) und (8) in die Differen-
tialgleichung (6) ein, so erhdlt man eine algebraische Gleichung
in p}/"‘l, welcher wegen der Irreduktibilitdt der Gleichung (9) auch
geniigt wird, wenn statt p%/"‘l die Werte

Ep%/d]l" 52})%/11, . aml—i p}/dl

substituiert werden, worin ¢ eine primitive o't Einheitswurzel
bedeutet.
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Multipliziert man die so entstehenden Gleichungen mit

—5 —20 —(—1)6
1, %2, ¢t ,

und addiert alle diese Gleichungen, so ergibt sich, da nach (8)
1 o, —1

%y

o)
Wy =05+ dyoP;F -+ T 9u_10Ps
ist, die Beziehung

- ( % 1[ o o, o
40P 950 P *1 *1
(10) —25 017 Ly (x ) dx;’fﬁ +...4rx)a,p, =7,

oder es hat die Differentialgleichung
9

d"u " tu + _ .
—_d—XT.—f— r, (x ) = +oFr(x)u=q, P1

fir einen oder mehrere ganzzahlige Werte von ¢ das Integral

g

oy

U={gDy

Laft man nun in der durch Ausfithrung der Differential-
quotienten entwickelten Gleichung (10) den gemeinsamen Faktor
“/“1 fort, so erhiélt man eine Gleichung fir die zweite der alge-
bralschen Funktionen At** Ordnung der Reihe (a) p1/"lz welche wie-
der wegen der Irreduktibilitit der Gleichung

i - S
Z _pg‘

unter Adjungierung der folgenden Irrationalititen At Ordnung
und algebraischer Funktionen niederer Ordnung fiir alle Losungen

npi/a

der letzteren Gleichung, worin % eine «}® Einheitswurzel ist, er-
fullt sein wird, und es ist somit durch Schliisse, welche den vor-
her gemachten vollig analog sind, ersichtlich, daB, wenn die alge-
braische Funktion q; von der At Ordnung und vom p—1te2 Grade
in die Form gesetzt wird
A oy—1
(@) (o) oy (o) oy
qc=q0+q1 pg—l—"'—"q@,_ipg 3
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die Differentialgleichung

6y G
d““‘ ’ (a) oy oy
—f+ (8 e e TR U=, P Py
ein Integral von der Form
6, 6
© o @

U=0;oPs P
besitzen wird.

SchlieBt man genau so weiter auch fiir die algebraischen
Funktionen a—1ter, a—2ter . Ordnung, so erhilt man das nach-
folgende Theorem:

Sei die lineare Differentialgleichung gegeben

n n—l
) =y
in welcher r,(x)...r (x) rationale Funktionen von x bedeuten
und y die Lisung einer durch Wurzelzeichen auflosbaren alge-
braischen Gleichung in x ist, deren algebraische Elemente
aer a—Ater, .. 1tr Ordnung mit

Aja Ajg - Ay
Art1 Apaz - Aoty
A Mg Ay

bezeichnet werden mogen, von denen keines eine rationale Funk-
tion der nachfolgenden sein soll, dann wird die lineare Differen-
tialgleichung

I] n—1
o +1udn4lnwrnwmﬂmw,
X

in welcher R(x) eine bestimmte rationale Funktion von x und
a
7\—11 1u
A—1
M= A 1 . A7u- N "'A’W;\_ﬂ

ist, ferner die GréBen a bestimmte positive ganze Zahlen dar-
stellen welche auch den Wert Null annehmen konnen, ein In-
tegral von der Form

u=R, (x) M

BN Ao e ]




Der Abelsche Fundamentalsatz der Integralrechnung. (A.9) 9

besitzen, worin R, (x) wieder eine rationale Funktion von x ist.

In dem speziellen Falle des AserLschen Satzes iiber die Dar-
stellung eines algebraisch ausfitlhrbaren Asprrschen Integrals
wiirde der Satz der Integralrechnung folgen, daB dann auch
stels mindestens ein Integral von der Form

fR(x)Mdx
existiert, dessen Wert sich durch
R, (x)M

darstellen Jiit, wenn M das Produkt positiver ganzzahliger Po-
tenzen der im y enthaltenen algebraischen Elemente bedeutet.

Es bedarf keiner weiteren Ausfithrung, daB sich mit Hilfe
des AmrLschen Satzes auch der oben fiir lineare Differential-
gleichungen bewiesene Satz ergibt, wenn die Darstellung der In-
tegrale derselben mit Hilfe der Variation der Konstanten durch
die Fundamentalintegrale der reduzierten Differentialgleichung
benutzt wird. Ebenso unmittelbar ist ersichtlich, in welcher
Form sich die Sdtze von Aser beziiglich der Reduktion von Inte-
gralen algebraischer Funktioenn auf Logarithmen, elliptische Inte-
grale usw. fir lineare Differentialgleichungen erweitern lassen;
wenn nur die Bemerkung benutzt wird, dass, falls eine Losung
emer irreduktibeln Gleichung algebraisch durch Wurzelzeichen
ausdriickbar ist, diese Eigenschaft auch allen Lésungen derselben
zukommt.




