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§ 1
Grenziibergiinge, die mit den Maschen eines Kurvennetzes auf einer
krummen Fliche verkniiptt sind

Bei den Untersuchungen iiber die Kriimmung der Flichen
hat man zuerst die Eigenschaften der rdumlichen Gebilde auf
Eigenschaften ebener Gebilde zuriickzufiihren versucht und zu
diesem Zwecke die Kriimmung ebener, schiefer und normaler,
Schnitte der Fliche betrachtet. Auf dieser Grundlage weiter-
bauend gelangte man schlieflich zu dem Strahlenbiindel, das die
Normalen der Fliache in der Umgebung eines Punktes bilden,
und so ist es gekommen, daB in der klassischen Krimmungslehre
die gerade Linie die Rolle des Grundelementes im Raume spielt.

Dafl man mit gleichem Recht auch den Punkt oder, in dua-
listischer Auffassung, die Ebene zugrunde legen kann, scheint
bisher nirgends mit voller Deutlichkeit ausgesprochen und in
voller Allgemeinheit durchgefihrt worden zu sein, vielleicht,
weil dieser Weg umsténdliche Rechnungen erfordert. Wenn man
jedoch die analytischen Schwierigkeiten tiberwindet, so ergeben
sich tberraschend einfache Sitze; man gelangt zu bemerkens-
werten neuen Erklarungen der Krimmungslinien und der Haupt-
kriimmungshalbmesser und findet Gattungen krummer Flichen,
die an Schonheit ihrer Eigenschaften wohl mit den aus der
klassischen Krimmungslehre entsprungenen Flichenklassen wett-
eifern konnen.

Um die Fragestellung genau festzulegen, mogen einige Be-
merkungen allgemeinerer Art vorausgeschickt werden.

Wenn man sich bei der Darstellung einer krummen Fliche
mittels Gavssscher Koordinaten u, v auf die Umgebung eines
Punktes beschriankt, der in Bezug auf die Fliche und die gewéahl-
ten Koordinaten regulir ist, so hat die Doppelschar der Koordi-
natenlinien die Eigenschaft, das betrachtete Flichenstiick Zwel-
fach zu bedecken; durch jeden seiner Punkte geht je eine Kurve
der ersten und eine der zweiten Schar.
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Wird ein Punkt P (i, o) im Innern des Flachenstiickes zum
Ausgangspunkt genommen, so bilden die Kurven, aul denen die
Gavssschen Koordinaten einerseits die konstanten Werte

w, uth, ux=2h ux3h, -, utmh,
andererseits die konstanten Werte
vtk o2k vx3k o vEnk

hesitzen, ein die Umgebung des Punktes P bedeckendes Kurcven-
netz, vorausgesetzt, daB die von Null verschiedenen Gréflen &, k
und die positiven ganzen Zahlen m, n hinreichend klein gewéhlt
sind, das heiBt so klein, da man in der Umgebung des Punktes
P Dbleibt.

Man kann den Begriff des Kurvennetzes verallgemeinern,
indem man monotone Folgen von Werten uy, Uy, s,... und
vy, Uy, Vs, ... benutzt, jedoch ist dies fiir die folgende Unter-
suchung nicht nétig. Von wesentlicher Bedeutung ist dagegen,
daB scharf unterschieden wird zwischen dem Begnif der Doppel-
schar (u, ), welche die Gesamtheit der Kurven u=const. und
v—const. umfaBt, und den zu einer solchen Doppelschar gehidren-
den Kurvennctzen, bei denen aus dem Wertevorrat der Verédnder-
lichen u, » monotone Folgen u,, uy, s, ... und vy, g, v, ... heraus-
gegriffen werden; denn zahlreiche Satze aus der Lehre von den
krummen Flichen lassen sich ohne diese Unterscheidung nicht
auf eine befriedigende Form bringen.

Durch ein Kurvennetz wird das Flachenstiick in viereckige
Maschen geteilt, zu deren Grenzkurven Werte von u und o
gehoren, die sich je um den Betrag k und & unterscheiden. Von
den vier im Punkte P zusammenstoBenden Maschen soll die
Masche PP,P,P, bevorzugt werden, deren Eckpunkte P, P,
P, P, der Reihe nach die Koordinaten

u,v; u+hov, u,v+k; uthotk
aufweisen.

Je nach der Wahl der GroBfen % und k erhilt man verschie-
dene aus der Doppelschar (u, v) entspringende Kurvennetze. In
vielen Fillen ist es nitzlich, & und k geradezu als verdnderliche
Grofen anzusehen. Zu diesem Zwecke setze man etwa

(1) h="H1, k=Kt

¥ und k¥ bedeuten von Null verschiedene Konstanten, ¢ ist eine
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verdnderliche GroBe, die hinreichend klein bleiben muB. Die auf
diese Art entstehenden Kurvennetze werden jeweils durch den
Wert des Verhéltnisses

(2) Ak =2

gekennzeichnet.

LaBt man im besonderen die Verdnderliche ¢ gegen Null
gehen, so ergibt sich eine Folge von Netzen, bei denen die Maschen
PP, P,P; immer kleiner werden und den Punkt P zur Grenze
haben. Bei dem Grenziibergang zum Werte Null von ¢ wird aus
der Ebene PP;P, die berithrende Ebene der Fliche im Punkte P
und aus der Geraden P P; eine beriithrende Gerade, deren Richtung
durch den Wert von 2 bestimmt wird. Wenn 2 alle endlichen,
von Null verschiedenen Werte durchliuft, so ergeben sich alle Tan-
genten der Fliache im Punkte P, abgesehen von den Tangenten
an die Koordinatenlinien. Um diese Ausnahme zu beseitigen, emp-
fiehlt es sich nicht selten, auch die Werte Null und Unendlich
von A rzuzulassen; man darf jedoch nicht vergessen, daB ihnen
keine Maschen eines Kurvennetzes entsprechen.

Der Grenziibergang zu dem Werte Null von' ¢ ist nur der
erste  Schritt, der von der Geometrie der Maschen zur so-
genannten Differentialgeometric der krummen Flichen fiihrt.
Der zweite, wichtigere Schritt besteht darin, daB man von
dem vorgelegten krummen Gebilde absieht, also an Stelle
der Masche das System der vier Punkte P, Py, P,, P, be-
trachtet. Indem man dic geometrischen Gebilde und GroBen,
die durch ein solches System von vier Punkten bestimmit werden,
dem Grenziibergang unterwirft, der von der Masche zum Punkte
fihrt, gewinnt man Grenzgebilde und Grenzwerte, die geeignet
sind, das Verhalten der krummen Fldache im Punkte P zu be-
schreiben.

In der Verkennung des soeben dargelegten Sachverhalts liegt
eine Quelle fir zahlreiche Mingel, mit denen die Differential-
geomeirie der krummen Flichen behaftet ist; solange man noch
mit ,,unendlichkleinen Kurven- und Flichenelementen arbeitet,
wird niemals man aus den Unklarheiten herauskommen.

Bei der Auswahl der zu einem System von vier Punkten ge-
horigen geometrischen Gebilde und GroBen 148t sich eine gewisse
Willkiir nicht vermeiden. Jedenfalls wird man gut tun, zunichst
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solche Gebilde und GroBen zu untersuchen, die in moglichst ein-
facher Weise erkldrt sind.

Eine solche Grofe ist der Rauminhalt des zu einem System
von vier Punkten gehirigen Vierflachs. Mit diesem Rauminhalt
hat sich bereits A. Voss! beschiftigt und ist zu wichtigen Ergeb-
nissen gelangt.

Wird der Rauminhalt des Vierflachs PP, P,P; durch die
zweite Potenz der Fliche des Parallelogramms geteill, das durch
die Punkte P, P,. P, bestimmt ist, so hat, wie Voss zeigt, der
Quotient 1m allgemeinen einen bestimmten, von A unabhingigen
Grenzwert, der wesentlich von der Beschaffenheit der gewéhlten
Doppelschar (u, v) abhéngt und ither das Verhalten der Fliche
fiir dep Punkt P keinen unmittelbaren Aufschlufl gewihrt. Sind
jedoch die beiden Scharen der Koordinatenlinien zu cinander
konjugiert, so ist der Grenzwerl jenes Quotienten besténdig
gleich Null. Wenn man aber den Quotienten durch das Quadrat,
der Liange der Strecke PP, teilt, so ergibt sich ein neuer Grenz-
wert, der nun im allgemeinen von 2 abhingt. Je nach der Wahl
der konjugierten Doppelschar wird der Werl der so erklirten
Parameterkriimmung der Fliche fir cine Tangente im Punkte p
verschieden ausfallen. Es gibt aber ausgezeichnete konjugierte
Doppelscharen, bei denen die zu einer Flichentangente gehorige
Parameterkriimmung, bis auf einen von den Koordinaten u, o
abhingigen Faktor, mit der entsprechenden Normalkrimmung
iibereinstimmt. Eine besondere TUntersuchung erfordern die
Flachen des KrimmungsmaBes Null und die Flichen, bei denen
cine von zwei gewissen Invarianten verschwindet oder beide gleich
Null sind. Von besonderer Bedeutung ist der letzte Fall. Er tritt
dann und nur dann ein, wenn bei einer P-Fliche als Doppelschar
das System der beiden Scharen der erzeugenden konjugierten
konischen Kurven gewihlt wird; Kurven aufl einer Fliache heilen
nach K. Perrrsox, dem man die Einfihrung der P-Flichen
verdankt, konisch, wenn die zugehorigen Tangentialebenen der
Fliche einen Kegelmantel umhiillen®. Bei den P-Flachen ist der
Rauminhalt der Vierflache, die zu den Maschen irgend eines Netzes
der erzeugenden Doppelschar gehbren, stets gleich Null, und die
vier Eckpunkte jeder solchen Masche liegen in einer Ebene.

1 A. Voss, Zur Theorie der Kriimmung der Fléchen, Mathematische
Annalen, Bd. 39, 1891, S. 179—256.
2 K. PeTERSON, Uber Kurven und Flichen, Moskau u. Leipzig 1868, 8. 17,




Die begleitenden Grenzkugeln krummer Flichen. (A.3) 7

Die inhaltsreichen und anregenden Untersuchungen von Voss
ermutigen dazu, auch noch andere geometrische GréBen zu be-
trachten, die mit einem System von vier Punkten im Raume
verkniipft sind. Um eine Wahl zu treffen, sollen zwei Forderun-
gen gestellt werden, deren Berechtigung wohl nicht erdrtert zu
werden braucht:

1. Der geometrischen Grofle soll eine einfache, anschauliche
Bedeutung zukommen,.

2. Ste soll sogleich in der Form eines Quotienten erscheinen,
sodall es der mehr oder weniger willkiirlichen Hinzufiigung von
Nennern nicht bedarf.

Beiden Forderungen geniigt, wie sich zeigen wird, der Halb-
messer der Kugel, die sich durch vier Punkte im Raume legen
laft; dabel darf und soll die Ebene als Grenzfall der Kugel an-
gesehen und 1hr der Halbmesser Unendlich beigelegt werden.

Zu jeder Masche PP,P,P;, des Kurvennetzes gehort bei
dieser Fragestellung eine begleitende Kugel, die durch deren vier
Eckpunkte P, Py, P,, P; hindurchgeht. Vermége des Grenziiber-
ganges, der von der Masche zum Eckpunkt P fiihrt, entspringt
aus diesen begleitenden Kugeln im Allgemeinen eine einzige beglei-
tende Grenzkugel, die dem Punkte P in Bezug auf die be-
trachtete Doppelschar (u,v) zugeordnet ist. Einer besonderen
Untersuchung bedar{ dagegen der Fall, daB dic Doppelschar von
den Krimmungslinien der Flache gebildet wird.

Zum Schlufl dieser einleitenden Bemerkungen moge noch
hervorgehoben werden, daB die folgenden Betrachtungen sich durch-
aus im Gebiet der recllen Gebilde und der reellen Grofen bewegen;
inwieweit sie giltig bleiben oder einer Abinderung bediirfen, falls
komplexe Gebilde und komplexe GriéBen zugelassen werden, soll
hier nicht untersucht werden.

§ 2

Die begleitenden Kugeln der Maschen eines Kurvennetzes

Einfache geometrische Uberlegungen zeigen, dafl die Auf-
gabe, durch vier getrennie Punkte des Raumes eine Kugel zu
legen, im allgemeinen eine, aber auch nur eine Losung hat. Eine
Ausnahme kann nur eintreten, wenn die vier Punkte in einer Ebene
liegen. Dann ist zu unterscheiden, ob durch sie ein Kreis oder
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eine Gerade geht oder ob keines von beiden gilt. Im letzten Fall
tritt an die Stelle der Kugel die betreffende Ebene, und die Auf-
gabe hat wiederum eine, aber auch nur eine Losung, sobald das
Kontinuum der Kugeln durch Hinzunahme der Ebenen abge-
schlossen wird. Liegen die vier Punkte in einem Kreise oder sind
sie, kurz gesagt, kreisig, so gehen durch sie unzihlig viele Kugeln,
namlich alle Kugeln, deren Mittelpunkte aufl der Senkrechten lie-
gen, die im Mittelpunkt des Kreises auf dessen Ebene errichtet,
ist, diese Ebene eingeschlossen. Gehoren endlich die vier ge-
trennten Punkte ciner Geraden an, so erhdlt man als Ldsungen
die Ebenen des Biischels, das die Gerade zur Achse hat.

Wenn es sich um die vier Eckpunkte einer Masche PP; P, Py
eines Kurvennetzes handelt, so ist es ausgeschlossen, dall diese
in einer Geraden liegen. Man hat daher nur zwei Moglichkeiten,
Entweder éeht durch die Punkte P, P,, P,, P, eine einzige Kugel
(oder Ebene) oder die Punkte sind kreisig, und dann gibt es un-
z&hlig viele Kugeln der verlangten Art.

Um zum analytischen Ansatz zu gelangen, seien z, y, z die
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten des Punktes P, ebenso
x, i, 7; die Koordinaten der Punkte P; (i=1,2,3). Man setze:

(3) Ti=37+éi= Y=Y+, =3+,

sodaB die Punkte P;, bezogen auf das durch Parallelverschiebung
hervorgehende System der £ 4, mit dem Anfangspunkt P,
die Koordinaten %, v, %; haben.

Soll die Kugel (oder Ebene)
(4) D(E+?+ ) —DE— Dy — DT =0,

die durch den Punkt P hindurchgeht, auch durch die Punkte
P,, P,, P, gehen, so miissen die Koeffizienten D, D,, D,, D; den
Gleichungen gentigen:

(5)‘ D (E?+’ﬁ+§)—Dlif—Dgnngi,- = 0.
Hieraus folgt, wenn noch zur Abkirzung

(6) 51 + fh Cz P;

gesetzt wird:

i
(7) D= 'i & M2 G

P
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Ed

und , | , 3 .
PT N1 G1 | or & & P & M
(8)‘ Di=| o1 G f, Da=| 0} & & |, Dy=| ¢} &2 M2
03 N 05 & g 05 &5 s

Wenn die Determinante D von Null verschieden ist, so hat
die Aufgabe, durch die Punkte P, P, P,, P, eine Kugel zu legen,
eine und nur eine Losung. Der Mittelpunkt der Kugel hat in dem
System der Z, v, { die Koordinaten

D D, D
(9) E0=%_L'r WOZ%—_D‘%W CO=%_D§"’
und ihr Halbmesser R wird durch die Gleichﬁng gegeben :
@ oy B

Die Gleichung D = O besagt, daB die vier Punkte P, P,, P, P,
in einer Ebene liegen!; in der Tat bedcutet die Determinante D
den mit einem Vorzeichen versehenen sechsfachen Rauminhalt
des aus ihnen gebildeten Vierflachs. Durch die Gleichung (5)
wird, wenn D verschwindet, eine Ebene dargestellt, die durch die
vier Punkte geht und an die Stelle der Kugel tritt, ausgenommen
den Fall, daBl nicht nur D verschwindet, sondern zugleich auch
die dret Determinanten D,, D,, D, gleich Null sind. Mithin be-
deutet das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen

(11) D=0, D=0, D,=0, D;=0,

daB die betrachtete Masche kreisig ist.
DaB man als Bedingung fir eine kreisige Masche neben der
Gleichung D=0 die drei Gleichungen D,=0 gefunden hat, muf

! Die Aussage, daB vier Punkte in einer Ebene liegen, ist in dieser Ab-
handlung stets im strengen Sinne des Wortes zu verstehen. Es ist ein MiB-
brauch des Wortes eben, wenn z. B. Peterson in dem erwahnten Buche
(8. 18) sagtl, bei einem konjugierten Netze seien ,,die kleinen Vierecke, welche
von je zwei benachbarten Kurven des einen und zwei benachbarten Kurven
des anderen Systems gebildet werden, eben*‘. In Wirklichkeit ist gemeint,
daB der Abstand eines der vier Eckpunkte der betreffenden Masche von der
durch die drei anderen bestimmten Ebene als eine GroBe zweiter Ordnung
anzusehen ist, wenn die Abstinde der Eckpunkte von einander als GriBen
erster Ordnung angesehen werden.
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iberraschen; denn wenn vier Punkte in einer Ebene liegen, was
D=0 aussagt, so kann die weitere Forderung, daB sie in einem
Kreise liegen sollen, nur eine Bedingungsgleichung nach sich ziehen.
In der Tat zeigt die genauere Untersuchung, dafl jene drei Glei-
chungen immer durch eine einzige ersetzt werden kénnen. Da in-
dessen bei einer solchen Zuriickfithrung die Unterscheidung ver-
schiedener Falle nicht zu umgehen ist,so tut man bei den folgenden
Betrachtungen besser, die drei Gleichungen D;=0 beizubehalten.

§ 3

Entwicklung der Determinante D

Die Determinante

TR R

. v
1 o=

&
i
e

SER

C
3 73 G

'
[E-]

IR

bedeutet, wie schon bemerkt wurde, den mit einem Vorzeichen
behaftete sechsfache Rauminhalt des Vierflachs P P, P, P;. Die '
Durchfithrung des Grenziberganges, der von dem System der
Masche PP, P.P, zum Punkte P fihrt, erfordert, dal D nach
positiven, steigenden Potenzen der GroBen A und k entwickelt
wird. Die hierfiir notigen Formeln Jassen sich zwar der in § 1
angefiihrten Abhandlung von Voss entnchmen, es schien aber
angebracht, eine der vorliegenden Untersuchung angepalite, ein-
fache und unmittelbare Herleitung zu geben.

Wie es vielfach geschieht, mogen die partiellen Differentia-
tionen nach ©# und @ durch die Zeiger u und v bezeichnet werden,
Dann 1st zunéchst:

By = 2t 5 0 B+ 3 P L
N Y e N T LTPR
(12) 23 - x“h - ‘l‘”k ":_é: ‘r”"} : h}' + ""'1[2 + " urmh + mwh2k
5 Lo K+ é :rm..k3 = i a'm,,,,,h“ o T PR 4 T KR

und entsprechende Gleichungen gelten fir die #; und ;.
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Um die Determinante D) zu vereinfachen, werde von der
dritten Zeile die erste und die zweite Zeile abgezogen; ferner ziehe
man aus der ersten Zeile den Faktor & heraus, aus der zweiten
den Faktor k, aus der umgeformten dritten Zeile den Faktor hk.
Dann wird D gleich dem Produkt von k*k* mit einer Determinante
D', deren erste Spalte aus den drei Elementen besteht:

3
Ty +3 xuuh uuuh + xuuuuh +eey,

R N N z,,mk3+

woy )

2 2 .
xm} + xuuvh+ Iﬂvvk _] ulfﬂuh + x‘lﬂt‘”l)’hk-‘i- xuvvvk bl
die beiden anderen Spalten ergeben sich aus der ersten durch Ver-
tauschung von z mit y und mit z.

Um die Glieder niedrigster Ordnung von D zu erhalten, braucht
man nur in der Determinante I =0 und k= 0 zu setzen. Wenn,
wie es Ublich ist, die Fundamentalgrofen erster Ordnung mit
E F,G, die FundamentalgréBen zweiter Ordnung mit L, M, N
bezeichnet werden, {indet man

|
2, Y, 5 | = M|JEG-F.
J xuﬂ ?I‘H‘U ’:NU

Mithin beginnt die Entwicklung der Determinante D nach Po-
tenzen von A und k mit dem Gliede

(13) MYEG-F - 2,

ausgenommen den Fall, dal 3/ =0 ist.

Das Verschwinden von A kann als Bedingung fir u und v
aufgefaft werden; man erhilt dann singuldre Punkte der Fliche
in Bezug auf die betrachtete Doppelschar (u, v). Die Gleichung
M=0 kann aber auch als eine Forderung fiir die Doppelschar
(u,v) aulgefaBt werden; dann mubB sie identisch in » und » be-
stehen und sagt aus, dall die Kurven der beiden Scharen zu ein-
ander korjugiert sind.

Fur die konjugierten Doppelscharen mull die Entwicklung
von D weiter getrieben werden. Die Rechnungen werden er-
leichtert, wenn man beachtet, dal in diesem Falle die Koordinaten
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z, Yy, z als Funktionen von u und v der partiellen Differential-
gleichung

(14) 0,=40,+ B0,

geniigen; die Koeffizienten 4 und B lassen sich in einfacher
Weise durch die FundamentalgroBen erster Ordnung und deren
partielle Ableitungen ausdriicken, jedoch 1st es vorldufig noch
nicht notig, diese Audriicke zu benutzen.

Die Gleichung (14) gibt dazu AnlaB, in der Determinante .D’
von der dritten Zeile die mit A multiplizierte erste und die mit B
multiplizierte zweite Zeile abzuziehen. Man findet als Elemente
der neuen ersten Spalte:

1 1 2,
Z,, -+ k3 xuuh REY 1!¢Illlh 2
. 1 . ) 2
Ty + 5 T b+ g Ty I 5 ,
1 1 L1 32, 13 1_;2
RIS LTS LR ¥ YR U L
dabei ist
— n _
o Ly 4 Lo o = Ly —Ba’vv 3
(15) .
Y = Lygun — A Ty 0= Lyyror €= 'I'uvvu_vavu
Nun lassen sich aber die Ableitungen
Tuwos Turvr LTuuwws Tuwrvy Luvww

vermoge der Gleichung (14) und der durch partielle Differentiation
daraus folgenden Gleichungen durch die Ableitungen erster und
zweiter Ordnung

Ty Ty Tyys Ty

ausdriicken, und zwar als lineare homogene Funkiionen dieser
‘GrioBen. Die Koeffizienten sind in den folgenden Formeln nur
insoweit ausgerechnet worden, als sie fiir die spateren Rechnungen
notig sind; ein Teil von ihnen hebt sich ndmlich weg. Man erhélt:

«=(A,+AB)z,+(B,+5)x

B=(A4,+ 4%z, +(B,+BA)z,,

(16) Y=Y1%,+ Y27, + (24, + AB) z,,,

S =382, + Sz, + (4, + A% .:vw+(B“+Bz)x
€ =%, + &7, + (2B, + BA)z,
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Die Formeln fiir « und § zeigen, daB es vorteilhaft ist, von
der dritten Zeile der Determinante D" die mit

g (Au+ AB) R+ (A, + AN K
multiplizierte erste Zeile und die mit
+ BB h+ 5 (B,+BAYk

multiplizierte zweite Zeile abzuziehen, denn auf diese Art kommen
in der dritten Zeile die linearen Glieder %—mh%—%@k in Wegfall,
und es bleiben nur noch Glieder zweiter und héherer Ordnung
{ibrig. Hieraus folgt, dal unter der Annahme M =0 die Entwick-
lung von D erst mit Gliedern sechster Ordnung beginnt.

In der umgeformten Determinante I’ hat das dritte Element
‘der ersten Spalte die Gestalt:

TN TS Y S N

und zwar ist:

J Y’ =Y “;‘ (Aﬂ + ‘4B) Low = Y17, + Yo &y + %— (A u AB) T +
§=8—5(4,+4%z,,~L(B,+ B?) z,,= 3,2, + 3,7,,
l € =e—y (Bv + BA) Ly = €4 T, + By T, + (BE, — BA)x,, .

(17)

Die Glieder sechster Ordnung von D entstehen, wenn man
B2 k* mit der Determinante multipliziert, deren erste Spalte von
den Elementen

Ty Tyy YR+ TERE+ LR

gebildet wird, wihrend die beiden anderen Spalten-daraus durch
Vertauschung von # mit y und mit z hervorgehen. Demnach
sind die Koeffizienten von k*4%, R*K®, R*k', die allein in Betracht
kommen, gleich den Determinanten, deren erste Spalte der Reihe
nach von den Elementen

Loy Ty, %Y’; Ly Tyy %8'5 &€,
gebildet wird. Indem man in ihnen von der dritten-Zeile geeig-
nete Vielfache der ersten und zweiten abzieht, gelingt es, die mit
z, und x, behalteten Glieder zu entfernen und zu bewirken, daB
~ die dritten Elemente ihrer ersten Spalte der Reihe nach gleich

% (Au - AB) xt‘“‘ ! O } % (Bv —BA) Lo
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werden. Nunmehr ergibt sich far die Glieder sechster Ordnung
von D der einfache Ausdruck:

(18) L(4,— AB)LVEG — F*-1'i*+ 5(B,— BA)N | EG — F* Bk,
Die darin auftretenden Verbindungen

(19) A,~AB=¢, B,—BA=x

sind die aus der Lehre von den partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung ©,, = 40, + BO, wohlbekannten Invarianten.

§ 4
Die hegleitenden Kugeln bei erzeugenden Netzen der P-Flichen

Bei einem konjugilerten Netze beginnt die Entwicklung der
Determinante D im allgemeinen mit dem Gliede sechsier Ordnung

ili ]/m (GL}[I B2+ <Np? k4) )

in besonderen Fallen kann aber auch dieses Glied verschwinden,
Man wird hierbei verschiedene Arten der Fragestellung zu unter-
scheiden haben.

Betrachtet man erstens einen bestimmten Punkt P dep
Flache, so kommen die zu ihm gehdrigen Tangenten der Fliche
in Frage. Setzt man also

h=HKt, k="Nt,
so beginnt, wenn das Verhéltnis » = /" : &' aus der Gleichung
(20) cL)? + =N =0

bestimmt wird, die Entwicklung von D nach Potenzen von ¢
erst mit einem Ghede siebenter oder hoherer Ordnung; es gibt,
sobald das Produkt otLN negativ ist, zwel ausgezeichnete
Richtungen dieser Art. Fir ein Flichenstiick, bei dem ovLV
iiberall negativ ist, ergibt sich vermoge der ausgezeichneten Rich-
tungen eine Doppelschar; ist im Besonderen s=+, so besteht es
aus den asympiotischen Linien der Flichel.

! Wie Voss (a. a. O. 8. 207) gezeigt hat, gibt es auf jeder Fliache kon-

jugierte Doppelscharen, bei denen ¢ =< ist; fiir einige Flichengattungen hat
Voss deren Bestimmung durchgefiihrt.

|
.

|

|

!

|

)
3
|
|

-
o
.
¥
.
|

J,
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Die Gleichung (20) versagt, wenn gleichzeitig
(21) cL=0, <N=0

ist. Man kann daher zweitens nach den singuldren Punkten einer
Fldache fragen, bel denen das Glied sechster Ordnung fir jeden
Wert von 2 wegfillt, und hieran schlieft sich drittens die Frage
nach den besonderen Fliachen, bei denen fiir jeden Punkt die Ent-
wicklung von D frithestens mit einem Gliede siebenter Ordnung
beginnt. Wenn aber die Gleichungen (21) identisch in u und v
bestehen sollen, so muB entweder eine der Fundamentalgrifen
zweiter Ordnung L und N verschwinden oder, wenn das nicht der
Fall ist, gleichzeitig

(22) 6=0, v=0

sein. Die erste Moglichkeit fiilhrt wegen der Gleichung M=0
zu den Fldchen vom KrimmungsmaB Null, auf die hier
nicht eingegangen werden soll, die zweite leitet, wie Voss gezeigt
hatl, zu den PrTERsoNschen P-Flichen mit der Darstellung:

oo ¥ @ +4E)  w)+ b () 2 (1) + 45 (v)
B W e T @ el T e )

Die Kurven u=const. und v=const. bilden eine konjugierte
Doppelschar, die aus konischen Kurven besteht, und umge-
kehrt lassen sich, nach PrTrrsox, die P-Flichen durch die
Eigenschaft kennzeichnen, dall sie eine aus konischen Kurven
bestehende konjugierte Doppelschar besitzen.

Der Beweis fiir den Satz von Voss 1aft sich so fithren. Aus
den Gleichungen

(22) A,~AB=0, B,—BA=0

— -~
<

folgt zunichst, daB A,= B, ist, mithin gibt es eine Funktion

C(u,v), sodal A=C, B=C_C, wird. Zur Bestimmung von C hat

man die partielle Differentialgleichung
th = Cu Cﬂ’
deren allgemeine Lésung
C=—In(p() + ()

1 A, Voss, a. a, 0. 8. 204.
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ist. Demnach wird

P 1 R
o () + ) o0 + 4 (0
und die partielle Differentialgleichung (14), der z, 7, geniigen,
nimmt die Gestalt an:

(0 (1) + 4 (2)) Ou+ ¥ (2) 0% (1) O, = 0.
Folglich gibt es eine Funktion T'(u,o), sodal
o(u)0,=T,.
4()0,- T,
wird. Durch Integration erhilt man:
)0 =+ Tty ),
(@) 0 ==T+1 (),

woraus durch Addition

hervorgeht.

Wie Voss bemerkt hatl, besitzen die P-Flichen die merk-
wiirdige Eigenschaft, daB in der Entwicklung der Determinante
nach Potenzen von 2 und % nicht nur die Glieder sechster Ordnung
sondern iberhaupt alle Glieder wegfallen, das heiBt, daB die Glej-
chung D=0 identisch in u, v, 2, k erfillt ist. Betrachtet man alse
bei emer Fliache mit der Darstellung (23) irgend eine Masche
irgend eines Netzes, das von Kurven u=const. und v=const.
gebildet wird, so liegen die vier Eckpunkte der Masche stets in
emer Ebene® Hieraus folgt, daBl eine solche Masche im allgemeinen

diese Ebene zur begleitenden Kugel hat. Ausgenommen ist nup .

der Fall, daBl die Masche kreisig ist; dann ist jede Kugel, die die
Flache im Punkte P berithrt, begleitende Kugel.

1 A. Voss, a. a. 0. 8. 206, ’

2 Es gibt Flachen, die mehr als eine Darslellung der Form (23) gestatten,
die sich also in mehrfacher Weise als P-Flachen auffassen lassen. Ihre Be-
stimmung ist eine Verallgemeinerung der Aufgabe von SopHUs Lik, die

Flachen zu ermitteln, die auf mehr als zwei Arten durch Schiebungen erzeugt
werden.,
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Zum Beweise hat man zu zeigen, dall die Determinate iden-
tisch verschwindet, deren erste Spalte aus den Elementen besteht:

o1 (1) + ¢ (2) 91 (1) + ¢y ()

)
<p(u+h)+¢(v) cp(u)+¢(v) ’
-

o (@) + o (@+h) o (w) + (o)
o(u)+(v+k) o)+ ¢ (o) ’
o (ut+h) + & (w+k) o () + (7)) '

(1)
zp.(u-%—h) + (z'+k) ¢ (u) + (v) ’

- wiahrend die zweite und dritte Spalte aus der ersten hervorgeht, in-
dem der Zeiger 1 durch den Zeiger 2 und den Zeiger 3 ersetzt wird. Die
Richtigkeit der Behauptung ergibt sich, wenn jede der drei Zeilen
mit dem Produkt der darin auftretenden beiden Nenner multi-
pliziert und in der umgeformten Determinante die erste und die |
zweite Zeile von der dritten abgezogen wird; die neue dritte Zeile
enthilt dann die Elemente 0, 0, 0.

§ 5
" Entwicklung der Grofen 2, 2, (2

1

Um die Determinanten D,, D,, D, nach Potenzen von % und k
zu entwickeln, hat man zunichst die entsprechenden Entwick-
lungen der GréBen gf, g3, e herzustellen, die durch die Gleichun-
gen (6) erklart sind.

Bei den Rechnungen erhdlt man Summen von drei Gliedern
der Art, daf das zweile und das dritte Glied aus dem ersten durch
Vertauschung von x mit y und mit z hervorgeht. Summen dieser

Art sollen abkiirzend bezeichnet werden, indem hinter das
* Zeichen S das erste Glied gesetzt wird.

Beispiele solcher Summen sind die Fundamentalgrofen erster
Ordnung:
(24) E=S2, F=Suz,x,, G=S22.
Aus den Gleichungen (24) entspringen ferner durch partielle Dif-

ferentiation nach u und v sechs Gleichungen, mit deren Hilfe man
die Werte der folgenden sechs Summen berechnen kann:

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-nat. X1. A. 1915. 3. Abh. ' 2
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[ S xuxun:%E S X "Euu=Fu_%Ev7 ‘

‘ _ 1 I |

(25) S 2,4, =1 E,, S 2,2,, =16, 3
| 1 RV
l S Ly Ly :Fv—qur S Ty Ly _'E‘G

Nach diesen Vorbereitungen findet mah aus den Gleichun-
gen (12):
=ER*+LER +. -,
3 2GR+ LG g
o2 = ER® +2Fhk+Gk
+LE R+ (LE+F )P E+(56,+ FYWE + LGE +

.
I

Wihrend es geniigt, die GroBen o und ¢2 bis zu den Gliedern drit-
ter Ordnung zu kennen, wird bei der Grofe of auch die Kenntnis
der Glieder vierter Ordnung oder wenigstens der Koeffizienten von
13k, h?kE, hE® notwendig.

Wie die Gleichungen (12) zeigen, sind die Glieder vierter
Ordnung von g3

S{ (w02 +z,kk+ 1z, k)
+(z, o+, k)( TP+ T Wl + 3,0, WP+ L ) 3

uvy vy

1.2 3
= S (_4— xﬂu + — a:u x‘uu[l) ) + S (xlﬂl IUU + a;ﬂ :'E“NU + :EU ‘Tlmlt) h k

S (22,4 5 T Ty + L Lo + 2, T ) - BK
+ S (Tua Ty + Byl 5 L) - REP+ S (T 2h, + S 2,2 ) k-

vy + ) VoY

Die Koeffizienten von A%k, A%k®, B*k mogen der Reihe nach mit
1 1 1
7 zb, 5c

bezeichnet werden. Mittels der Gleichungen

S (x uuv - 2 zuxuv ' xuxuuu) bl

(27) Fu (1:12 ml Loy + Z, ‘,Euvv ! xvmutw)
Fvv = S (xux L quv‘rvv ™ xv$ltvv)

lassen sich aus a, b, ¢ die Summen
S Ly Ly 3 S Loy Ly S Ly Ty

herausschaffen, und es ergeben sich die Formeln
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FY“! + S (x!lu xl”) + 2 x xuuv)
(28) . Fro S (T + By + 2T

pi) wuUY

c= Fvv + S (xztuxv + 2“'1‘ xu.w) .

Damit der Gang der spéteren Rechnungen nicht unterbrochen
wird, sollen noch die Ausdriicke fiir a, b, ¢ ermittelt werden, die
sich ergeben, wenn die Doppelschar konmgmrt. 1st, wenn also
z, Y, z der partiellen Differentialgleichung:

(29) G)uv = “4®u + B®u
genigen. Dann wird nach einer fritheren Bemerkung:

O = (4, + 4B)O, + (B, +B%0,+40,,,
wf G
wov (Au + A° ) G)u -+ (B,, + BA) ®v - B@W .

| Vermoge der Gleichung (29) wird:

quuxzw = 487"ull:uu + BS‘-TJQ/",, = - AE + B( E)
(31) S Ty = .423331" + 2.433,’191“(1,‘” —}—_B2Sx — AZE + ZABF + BZG
Sty = AS2,x,+ BSx,2,,= A (F,— G .) + 2 BG,.

Ferner wird vermoge der Gleichungen (30):

Ty Loy = (A +/LB)S.1)2 + (814+B )S','Eux + Aswuxuu
A, + 4B)E+ (B,+B*) F + L AE

% 3

= (

= (A, + A?)Sa? +(B,+BA)Sz,z,+ BSx,z,,
(A +A )E+(B +BAYF+B(F,— —5G.),
= (4
= (

(32)T HJﬁAB)S:L”x,,+(B +B2)Sa: + ASzx x

[ 313

A+ 4]3) F (Bu+B°)G+A (Fu—?Ev) ,

Zuw = (A, +4%) Sz, + (B,+ BA)S22 + BSz,z,,
= (A,+4%) F+(B,+BA)G + 1 BG, .

mw

Bei Benutzung der Gleichungen (31) und (32) wird endlich:

(a=Fu+2(A,+AB)E + 2(BA B F +% AE, +B(F,—+ E,)

b=Fm,+(A,,+2A) +(4,+B, +4AB)F+(Bu+2B“)G
+A(F,— 7 E)+B(F,—L1G,),

c=Fm,+2(AU+A2)F+2(BU+BA)G+A(FU—§G“)+;BG,,.

?

(33)

2!
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Mittels der Gleichungen (33) werden die Koeffizienten @, b, ¢
durch die GroBen A, B; E, F,G und deren particlle Ableitungen :
dargestellt. Um Ausdriicke zu erhalten, in denen nur die Funda- j
mentalgrofen erster Ordnung und deren partielle Ableitungen vor- |
kommen, miilte man die Formeln herarziehen:
GE. —FG, , EG,—FE,

-1 A 1 P
(34) AT ppop ® EG-F* | 1
1

fiir die vorliegenden Zwecke ist es jedoch nicht notig, die Einsetzung
vorzunehmen.

§ 6
Entwicklung der Determinanten D, D,, D, |

Es geniigt, die Determinante D; nach Potenzen von & und %
zu entwickeln, weil die Ausdriicke fiir D, und Dy daraus durch
zyklische Vertauschung von x, y, 2 hervorgehen.

Der Gang der Rechnung bei der Determinante D (§ 3) zeigt,
daB es sich empfiehlt, auch in der Determinante

-
1

|

1
|
|
§
|
.
=

1 G

O

WH o =N

D, =

-y
L&

4
4

0

T3 Sz
die erste und die zweite Zeile von der dritten abzuziehen. Mig
Hilfe der Gleichungen (12) und (26) erhilt man aul diese Art

fir D, das Produkt von A%k* mit der Determinante D:

1

Eh+ [ E B+ Y+ s Yo Sut oy B s |
Gk +é,,Gvk2+... ?fv“:“%’?/-.-vk+"' :v‘*"g'z'wk‘*""' |

2F+ (“;_Ev_*_Fu) h+ '(% G‘M+F'd) Foseee Yoot ’; 'ymluh + é‘yuwk e Byt ';'z’uuvh-{_ "_}j’ Zuwk‘F .

Die Glieder niedrigster Ordnung von Dj ergeben sich, wenn
man darin A=0, k=0 setzt. Mithin wird in der Entwicklung
von D, der Koeffizient von A%k* gleich

2F (yuzv—yu:’u)
oder, wenn man die Richtungscosinusse X, Y, Z der Normale der
Flache im Punkte P einfiibrt, gleich

—————

(35) 2FYEG-F- X .
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Die Glieder niedrigster Ordnung von D, und D, sind dem ent-
sprechend:
(35") 2FVEG—F-Y-BK und 2F|EG-F.Z.RR.

Die Gleichungen (35) und (35’) versagen, wenn F=0 ist.
Die Berechnung der Glieder fiinfter und sechster Ordnung, die sich
in diesem Fall ergeben, ist jedoch nur dann notwendig, wenn gleich-
zeitig M =0 wird, und es sollen daher die folgenden Entwicklungen
sogleich unter der Annahme durchgefithrt werden, daf F=0,
M==0 ist. Fiir die Koordinaten z,y,z gilt dann die partielle
Differentialgleichung

0,, = A0, + BO, .
Man wird daher, wie bei der Determinante D', bei .D; von der drit-
ten Zeile die mit A multiplizierte erste und die mit B multipli-
zierte zweite Zeile abziehen. Auf diese Art ergibt sich eine Deter-
minante, bel der die drei Spalten der Reihe nach von den folgen-
den Elementen gebildet werden:
Eh+--§—EuhZ+ e
(1) Gk + G B +. ..
(%EU—AE)h+ (%GH—BG)R-{‘ e
yu+";'y!¢1th+ e
(II) yv'{_%ywk'{““
_:1):_ (yuuv_ Ay uu)h'+“é‘ (yuw_Byw)k + -

Byt g Bl

(111) Ty Bk e
% (Zuuv_ Azuu) h+ “;‘ (z‘uvv_BZvv) k+ -

Nach den Gleichungen (34) wird aber fir F=0:

E, G,

(34) A=sg . Boeg

mithin verschwinden die Koeffizienten von % und %k im ersten
Element der dritten Zeile. Da gleichzeitig die Ausdriicke in den
beiden anderen Elemente der dritten Zeile sogleich mit linearen
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Gliedern beginnen, so kénnen, wie die Entwicklung von D; nach
den Elementen der ersten Spalte erkennen lifit, in der Potenz-
reihe fir D] keine linecaren Glieder vorkommen, das heiBt, die
Glieder fiinfter Ordnung von D, fallen weg, wenn F=0 und
M=0 ist.

Um die Glieder sechster Ordnung zu gewinnen, miissen bei
dem dritten Element der ersten Spalte die Glieder zweiter Ord-
nung hinzugenommen werden. Diese sind in dem vorhergehenden
Paragraphen hergestellt worden. Wenn also ¢, b, ¢ die durch die
Gleichungen (33) erkldrten Ausdriicke bedeuten, so wird das erste
Element der dritten Zeile von D:

(L o — -; AE )h2 - -.} bhk + (—gc— -';-BG,J) k? -

man darf ndmlich nicht vergessen, dal vorher von der dritten
Zeile die mit 4 multiplizierte erste und die mit B multiplizierte
zweite Zeile abgezogen wurde. Ferner ergeben sich vermioge
der Gleichungen (30) fiir die beiden anderen Elemente der dritten
Zeile die Ausdriicke

(A + A%y, + (BABA)y, ke + -t

3 [(Au+AB)y, + (B.+B)y,Jh+3 |
ho+ o [ (A4 A%z, + (B, +BA)z, k + ..

(At AB)z, + (B, BY:

Wenn man daher die erste Zeile von D; mit
LT(A,+AB)h + (4,+ AYK]
und die zweite Zeile mit
L1(B,+BY)h + (B, +BA)K]

multipliziert und von der dritten Zeile abzicht, so enthilt das zweite
und das dritte Element der dritten Zeile nur noch Glieder zweitep
und hoherer Ordnung, und infolgedessen liefern bei Entwicklung
der Determinante D) nach den Elementen der ersten Spalte die
beiden ersten Elemente dieser Spalte nur Glieder dritter und hohe-
rer Ordnung, aus denen in der Determinante D, Glieder siebenter
und hoéherer Ordnung hervorgehen. Man erhilt daher die Glieder
zweiter Ordnung von D; und damit die Glieder sechster Ordnung
von Dy, wenn man das dritte Element der ersten Spalte von Dj
mit der zugehoérigen Unterdeterminante multipliziert und sich

jeweils auf die Glieder niedrigster Ordnung beschrankt. Die Unter-

]

|
-|
1
-
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determinante liefert den Faktor VEG-X, das dritte Element
der ersten Spalte den Faktor

%a'hz-l—%b'hk-i—%c'kg, | M
und zwar ist:
a=a—35AE—3(A+AB)E,
¥ = b—(A+ AY)E— (B,+B)G,
¢ =c—3BG,—3(B,+BA)G.
Aus den Gleichungen (33) folgt aber fir F=0:

a=2(A,+AB)E + } AE,~ 1 BE,,
b =(4,+24%E + (B,+2B%)G —~ L AE,— L BG,,
= 2(Bv+BA)G_ %AG« + %BGTJ7

oder da nach den Gleichungen (34')

sE—-AE, 16, ,-BG
ist:
b=(A4,+A°)E + (B,+B"G
¢ = (2B,+BA)G + 3BG,.

a=(24,+AB)E +  AE

?

Mithin wird

und man erhdlt schlieflich die Glieder zweiter Ordnung von D)
in der einfachen Form:

(36) VEG (sER* +<GR) - X.

In dhnlicher Bildung lauten die Glieder zweiter Ordnung von
D, und Dy:

(36)  tVEG (cER+<GK)-Y, +VEG (cER+Gi).Z,
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und das Anfangsglied der Entwicklung der Quadratsumme
D}~ D+ DB,

die in dem Ausdruck fir R? (Gleichung 10) auftritt, wird:

(37) LEG (cER + =GR} 'k

§ 7

Die begleitenden Grenzkugeln krummer Flichen

Die vorhergehenden Entwicklungen geben die Mittel, von
den begleitenden Kugeln der zu einer Doppelschar gehérenden
Kurvennetze zu den begleitenden Grenzkugeln éiner krummen Fliche
in Bezug auf die Doppelschar iiberzugehen.

Nach den Formeln (13) und (35) gelten die Gleichungen:

D =M)/EG-F KK,
(39) D, = 2}?]‘/ EGC-F . X Bk +...,

Dy=2FEG—F.Y 1R+,

D3:2FVEG—F"'-Z-lﬁk2+..._

Aus ihnen folgen fir die Koordinaten des Mittelpunktes der be-
gleitenden Grenzkugel die Werte
F F F

(39) E,OZWX, "]ozﬁ,l,—ya =—~2;

der Halbmesser R 1st aus der Gleichung

1;2

(40) RQ - —./],F

zu entnehmen. Die Gleichungen (39) und (40) verlieren ihre Giil-
tigkeit nur, wenn gleichzeitig F'=0 und M =0 ist, das heilt, wenn
die betrachtete Doppelschar von den Krimmungslinien der
Fléche “gebildet wird. Man hat daher den folgenden

Lehrsatz I. Wird ein regulires Fldichenstiick von einer regu-
liren Doppelschar iiberdeckt, die nicht aus den Kriimmungslinien
der Fliche besteht, so gibt es im Bezug auf die Doppelschar fiir jeden
Punkt des Fldchenstiickes eine bestimmte begleitende Grenzkugel,
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Jhr Muttelpunkt liegt auf der betreffenden Flichennormale, lhl Halb-
messer R wird durch die Glezchnng

R
A

2

gegeben. Ist die J)oppelschal orthogonal, aber nicht konjugieri, so
schrumpfen. die Kugeln in Punkte zusammen. Ist die Doppelschar
konjugiert, aber nichi orthogonal, so arten die ‘Gr‘en.zkugeln in die
beriihrenden Ebenen aus.

Der Lehrsatz 1 enthilt zugleich eine neue Erklirung
der Krimmungslinien einer Fliche als derjenigen
Doppelschar, bei der die Bestimmung der begleitenden Grenz-
kugeln die Heranziehung von Gliedern hoherer Ordnung erfordert.

Es verdient auch Beachtung, dafl in der Lehre von den be-
gleitenden Grenzkugeln die FundamentalgréBen erster und zweiter
Ordnung E, F,Gund L, M, N gleichmiBig beriicksichtigt werden;
es ist das ein Umstand, der bei den folgenden Betrachtungen noch
deutlicher hervortreten wird.

Wenn die Doppelschar von den Krimmungslinien gebildet

 wird, also F und M verschwinden, so erhédlt man fiir die zugehori-
gen Netze nach den Formeln (18) und (36) die Gleichungen:

D =;§"/ [(A,—~AB)LF + (B, —BA)NKJRR 5 -

D, =L)/EG[(A,~AB)ER + (B,— BA)G 1 X-RPK
L)/EG [(A,~AB)ER + (B,—BA)GK*] Y - R -

D, = L)/EG[(A,~AB)ER + (B,~BA)GK|Z - Bk +

1

(41)-

Um den Grenziibergang auszufithren hat man A=7%"t, k=K't zu set-
zen und ¢ gegen Null gehen zu lassen. Dann wird nach der Glei-
chung (10) der mit einem Vorzeichen behaftete Halbmesser R
der Grenzkugel, die der Flichentangente im Punkte P mit dem
Richtungskoeffizienten A=7": k' zugeordnet ist:

(A,—AB)EK® + (B,~BA)GK*
(A~ AB)LK*® + (B,—~BA)NK?® ’

(42) R=

als Koordinaten des Mittelpunktes findet man

(43) f,=RX, m,=RY, Y=RZ,
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Die Gleichungen (42) und (43) versagen nur, wenn gleich-
zeitig ‘
i | (4,—AB)E =0, (B,—BA)G =0,

(44) [ (4,—4B)L =0, (B, ~BA)N=0

ist. Sieht man die Gleichungen (44) als Bestimmungsgleichungen
fiir u und v an, so ergeben sich daraus singuldre Punkte der Fliche,
Verlangt man aber, daB sie identisch in u ynd » bestehen, also fur
jeden Punkt des betrachteten Flachenstiickes erfiillt sind, so er-
halt man eine besondere Flachengattung, bel der die Frage der
Grenzkugeln eine eigene Untersuchung erfordert. Nun konnen im
reellen Gebiete E und & nicht identisch verschwinden, mithin
konnen die Gleichungen (44) nur dann identisch bestehen, wenn
gleichzeitig die beiden Invarianten

(19) 6=A,~AB, ~<=B,—BA

identisch verschwinden. Das ist aber die charakteristische Eigen-
schaft der P-Fldachen, und zwar kommen hier nur die besonderen
P-Flichen in Betracht, bei denen die erzeugenden konischen Kuroen
zugleich Kriimmungslinien sind'.

Hiermit ist folgender Lehrsatz bewiesen:

Lehrsatz II. Wenn diejenigen P-Fldchen ausgeschlossen werden,
deren erzeugende konische Kurven zugleich Kriimmungslinien sind,
so gehoren zur Doppelschar der Kriimmungslinien als begleitende
Grenzkugeln die Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Flichennormale
des betreffenden Punktes liegen und deren Halbmesser R durch die
Gleichung

9L 12
R thm - sG‘IIf,
sLh®+ <NK'®

gegeben werden.

Der Ausdruck fir den Halbmesser R soll jetzt einer ge-
nauveren Untersuchung unterzogen werden. Dabei wird voraus-
gesetzt, dall die beiden Invarianten ¢ und 7 nicht gleichzeitig
verschwinden; der Fall der P-Flichen wird spiiter betrachtet
werden.

! Nach K. PETeRSON, a. a. O. 8. 17, ist eine konische Kriimmungslinie
zugleich eine sphéarische Kurve, deren Kugel die Fliche unter rechiem Winke]
schneidet. Man vergleiche auch die Bemerkungen 8. 57 und 8. 97—102,

]
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Im allgemeinen ist der Halbmesser R eine Funktion des
Verhiltnisses A=/~":%. Soll er von X unabhingig sein, so ist
notwendig und hinreichend, daB} die Determinante

(45) st(EN—GL) =0

ist. Hierbei sind zwel Fille zu unterscheiden, je nachdem eine der
Invarianten ¢ und < oder der Faktor N — GL verschwindet.

Ist erstens etwa =0 und ¢ von Null verschieden, so darf
man durch ¢ kiirzen und erhilt aus der Gleichung (42):

R:f:Rl’

wenn R; und R, die Hauptkraimmungshalbmesser der Fliche be-
zeichnen. Es gilt demnach der

Lehrsatz III. Wenn in einem Punkte einer krummen Fliche
die eine der auf die Doppelschar der Krimmungslinien beziiglichen
Invartanten. o und = verschwindet, wdihrend die andere von Null
gerschieden ust, so gefdrt zu diesem Punkte in Bezug auf die Doppel-
schar der Krimmungslinien eine einzige Grenzkugel, deren Mittel-
punkt auf der Flichennormale liegt und deren Halbmesser gleich
einem der beiden Hauptkriimmungshalbmesser ist.

Es kann auch eintreten, daB die Bedingungen ¢ = 0, 62 0
fiir jeden Punkt eines ganzen Fliachenstiickes erfiillt sind. Nach
der Gleichung (34") 1st dann identisch

?®InG E,G,

_1

oudv T EG

Diese partielle Differentialgleichung soll hier nicht genauer unter-
sucht werden. Es geniige die Bemerkung, daB sie erfiillt ist, wenn
allein’ von v abhingt. Dann kann man statt » eine Funktion
von v als Gausssche Koordinate einfiihren, wobei die Koordinaten-
linien unverdndert bleiben, und erreichen, daB G=1 wird. Man
gelangt so zu Flichen, bei denen die eine-Schar der Kriimmungs-
linien aus geoddtischen Linien besteht.

Zweitens konnte EN — GL =0 sein. Ist dann L =10, so
verschwindet auch N (und umgekebhrt) und, weil nach Voraus- .
setzung M =0 ist, mufl die Flache eine Ebene sein. Sind aber
L und N von Null verschieden, so wird
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E G

L AN i‘
also ist R,= R, und die Flache eine Kugel. :
Jede orthogonale Doppelschar in der Ebene und auf der Kugel |
hat bekannthch die Eigenschaft, dall nicht nur /=0, sondern auch :‘
M=0 1st, sie 1aBt sich also als eine Doppelschar von Krimmungs-
linien ansehen. Hat man eine solche Doppelschar, so kommt es ]
darauf an, ob die zugehorigen Invarianten ¢ und 7 von Null ver-
schieden sind, oder nicht. Ist gleichzeitig 6 =0und =0, so hat |
man die Ebene oder die Kugel als P-Fliche zu werten. Ver- §
schwindet etwa =, widhrend s von Null verschieden ist, so wird |
R=R,, also gleich dem Halbmesser der Kugel; bei der Ebene
wird R unendlich groB. Sind ¢ und < von Null verschieden, so  §
wird gleichfalls R= R,= R,. Demnach gilt schlieBlich der folgende i
einfache Lehrsatz:

Lehrsatz IV. Bei jeder orthogonalen Doppelschar der Ebene und
der Kugel, fiir die nicht die beiden Invarianten  und = verschwinden,
sind die begleitenden Grenzkugeln die Ebene und die Kugel selbst.

Was eintritt, wenn o und =< gleichzeitig verschwinden, wird
spiter bel der Untersuchung der P-Flachen erdrtert werden; eg
moge aber schon an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dafB
der Lehrsatz IV in diesem Falle seine Giltigkeit verlieren kann.

Nachdem die Ausnahmefille erledigt sind, 14Bt sich fir den
allgemeinen Fall folgender Lehrsatz aussprechen:

Lehrsatz V. Betrachtet man auf einer krummen Fliche, die
keine Ebene und keine Kugel ist, die Doppelschar der Kriimmungs-
linien und stellt sich heraus, daf die beiden zugehérigen Invarianten
c und t nicht wdentisch verschwinden, so gibi es in Bezug auf die
Krimmungslinien fiir jeden Punkt, in dem nicht etwa o oder
verschwindet, etne Schar begleitender Grenzkugeln. Die M itelpunkie
aller dieser Kugeln liegen auf der betreffenden Flichennormale. Der
Flichentangente mit dem Richtungskoeffizienten X =W 1 k' ist die
Grenzkugel mit dem Halbmesser

cEN + 76

. zugeordnet.

Nach der Erklérung der Maschen darf ) jeden endlichen,
von Null verschiedenen Wert annehmen. Man wird aber ir Er-
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weiterung der urspriinglichen Erklarung auch den Tangenten an
die Krimmungslinien, fiir die 1 gleich Null und oder Unendlich ist,
je eine Grenzkugel zuordnen diirfen. Die Formel fiir R behilt
auch fiir diese Werte von X einen Sinn; es ergibt sich ndmlich der
zu der betreffenden Tangente gehorige Hauptkriimmungshalb-
messer.

Der Ausdruck fir die Halbmesser der Grenzkugeln gibt
zu #hnlichen Untersuchungen Anlaf}, wie sie fiir den Halbmesser
der Normalschnitte

ER? + GK*® E)N+G

(46) CTTIHE I NE® T LA N

angestellt werden. Man erkennt, dal ebenso wie p auch R fir
7=0 und A=o0 extreme Werte hat, und zwar sind diese Ex-
trema in beiden Fallen die Hauptkrimmungshalbmesser R,
und R, Hicraus ergibt sich zugleich eine neue Erkldrung
der Hauptkrimmungshalbmesser, die unabhingig ist
von der Betrachtung der Normalschnitie oder der Normalen der
Flache in der Umgebung des betreffenden Fldchenpunktes. Die
Hauptkrimmungshalbmesser sind namlich die extremen Werte
der Halbmesser der begleitenden Grenzkugeln, die zur Doppel-
schar der Kriimmungslinien gehéren; dabel sind die Kriimmungs-
linien 1m AnschluB an den Lehrsatz I ebenfalls Vermoge der
begleitenden Grenzkugeln zu erklaren.

_Fir das Verhalten von R als Funktion von 2 sind die Vor-
zeichen der Produkte o.+ und L.JXN maBgebend, und man hat
daher vier Fille zu unterscheiden.

1. Die Produkte . und L.N sind beide positiv. In
diesem Falle geht R, wenn die Flachentangente sich um den
Punkt P dreht, zwischen den extremen Werten R, und R,,
die gleiches Vorzeichen haben, jedesmal entweder bestindig wach-
send oder bestindig abnehmend, hin und her; die Werte Null
und Unendlich sind ausgeschlossen.

2. Das Produkt o. < ist negativ, das Produkt L.N positiy.
Wiederum haben R; und R, die extremen Werte von R,
gleiches Vorzeichen. Der Ubergang von dem einen dieser Werte
zu dem andern erfolgt aber durch das Unendliche, und es gibt .
daher ein Paar von Flachentangenten, fir die R unendlich, und ein
zweites Paar, fur die R Null wird. Diese ausgezeichneten Flichen-
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tangenten sind die Tangenten der Kurven der beiden Doppel-
scharen, die durch die Differentialgleichungen

oLdi® + =Gde® = 0 und  oEdi® + ~Gde® = 0 i

erklirt werden.

3. Das Produkt s .= ist positie, das Produkt L. N negatio. |
Die extremen Werte R, und R, haben entgegengesetztes Vor-
zeichen. Der Ubergang von dem einen Wert zu dem andern i
erfolgt durch das Unendliche, und zwar gibt es ein Tangentenpaar,
fiir das B unendlich wird; der Wert Null ist ausgeschlossen. Die
ausgezeichneten Flichentangenten sind die Tangenten an die
Kurven der Doppelschar, die durch die Differentialgleichung

sLdu® +~Nde* =0 |
definiert wird.
4. Die Produkte o.~ und L ..\ sind beide negatie. Die
extremen Werte R, und fi, haben wiederum entgegengesetztes
Vorzeichen, aber der Ubergang von dem einen Werte zu dem
andern erfolgt durch Null, und zwar gibt es cin Tangentenpaar’
fur das R = 0 wird; der Wert Unendlich ist ausgeschlossen. Die
ausgezeichneten Tangenten sind die Tangenten an die Kurven
der Doppelschar, die der Differentialgleichung

cEdi® + <Gdv® =0
geniigt.
Die Ausdriicke fir £ (Gleichung 42) und fir ¢ (Gleichung 46)
stimmen dann und nur dann iiberein, wenn s ==, also A, =B,
1st. Nun war aber fir F=0 nach (34"):

mithin muf
*InE o*InG

0udv Quov

sein. Hieraus folgt sofort:

E. ;L(u) = (- v(v).

Dadurch, daB man an Stelle von u eine geeignete Funktion von
u, an Stelle von v eine geeignete Funktion von » einfiihrt,wodurch
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die Koordinatenlinien nicht geéindert werden, JiBt sich er-
reichen, dal3
E=G

wird, und da umgekehrt die Gleichungen E=G, F=0 die Be-
ziehung =7 zur Folge haben, so ergibt sich hieraus der

Lehrsatz VI. Ist bet einer krummen Fliche, die weder eine
Ebene noch etne Kugel noch eine P-Fliche mit orthogonalen erzeu-
genden Kurven ist, die Doppelschar der Kriimmungslinien isotherm,
so sind die Halbmesser der begleitenden Grenzkugeln, die in Beaug auf
diese Doppelschar den Tangenten eines Punktes der Fliche zuge-
ordnet sind, genaun gleich den Kriimmungshalbmessern der zu diesen
Tangenten gehorigen Normalschnitte.

Unter den Flachen, die den Bedingungen des Lehrsatzes VI
geniigen, befinden sich auch die Minimalflachen, und es gilt daher
als Korollar des Lehrsatzes VI der

Lehrsatz VII. Bei einer Minimalfliche, die weder eine Ebene
noch eine P-Fliche mit orthogonalen erzeugenden Kurven 1st, sind
die Halbmesser der begleitenden Grenzkugeln, die in Bemug auj die
Doppelschar der Kriimmungslinien den T angenten eines Punktes
der Fliche zugeordnet sind, gleich den Kriimmungshalbmessern der
su densclben Tangenten gehérigen Normalschnitte.

§ 8

Die begleitenden Grenzkugeln der P-Fﬂ:’ichm, die von orthogonalen
konisechen Kurven erzeugt werden

Die P-Flachen, bei denen die beiden Scharen der erzeugenden
konischen Kurven zu einander orthogonal sind, bediirfen einer
besonderen Untersuchung. Da alle Maschen, die zu der Doppel-
schar der erzeugenden Kurven gehdren, die Eigenschaft besitzen,
daf ihre vier Eckpunkte in einer Ebene liegen, so ist fiir jeden Punkt
einer solchen Flache die berithrende Ebene Grenzkugel, und es
fragt sich nur noch, ob es beziiglich der Doppelschar der Kriim-
mungslinien noch andere Grenzkugeln gibt. Wenn aber die vier
Eckpunkte einer Masche PP;P,P, so beschaifen sind, daB sich
durch sie erstens eine Ebene und zweitens eine eigentliche Kugel
legen 14Bt, so sind die Punkte P, Py, P,, P, kreisig, und alle
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Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Flachenormale liegen, sind - |
begleitende Grenzkugeln beziiglich der betrachteten Doppelschar. |
Wenn man noch des kiirzeren Ausdrucks halber festsetzt, -
dafl eine Masche, deren vier Eckpunkte kreisig sind, selbst kreisig
genannt werden soll, so gilt nach dem Vorhergehenden der

Lehrsatz VII. 1Wenn die Kriimmungslinien einer Fliche
kontsche Kurven sind, so hat man su unterscheiden, ob die Maschen
der von thnen geoildeten Netze kreisig sind oder nichi. Sind sie nicht
kreisig, so gehort beziiglich der Kriimmungslinien zu jedem Punkte
der Fliche als beglettende Grenzkugel allein die beriihrende Ebene,
Sind die Maschen kreisig, so ist jede Kugel, deren Mittelpunkt auf
der Fldchennormale liegt, als Grenzkugel anzusehen. _

Die P-Flichen mit orthogonalen erzeugenden Kurven, aus
denen Netze von kreisigen Maschen entspringen, besitzen eine
geometrische Eigenschaft, die Erwihnung verdient. Wenn eine
Masche kreisig ist, so verschwinden nach § 2 die Determinanteqn
Dy, Dy, Dy. Die Determinante D, wird im vorliegenden Falle:

2 Qo (u+h) *i“k}.ig ('U) Qo (U) L ._",2 4 L)) Gg (u + h) + LLB (U) ©g (ll) 4 4}3 (7)) i

p(uth)+L(w)  o(u)+4(v) o(u+h)+ () ? (1) +¢(v)
o @@ rba(Eh)  oa() ) ea(u) +ds(0k)  es(n)+du(o)
I SR e Y R e P 1 e T
o2 o)+ ‘1”2(7’”‘5) 92(u) +4a(v)  oa(uth)+ds(o+h) _ s () +ds (v)
°3 (u+h) (‘th_) o (u) +4 ((,-) o (u,+h) + ¢ (v+ k) o ‘(u) +4 (v)

Wenn jede der drei Zeilen mit dem Produkt der darin auftreten-
den beiden Nenner multipliziert und in der umgeformten Deter-
minante die erste und die zweite Zeile von der dritten abgezogen
wird, so erhidlt man dort (nach einer Bemerkung in § 4) in der
zweiten und in der dritten Spalte das Element 0. Hieraus folgt,
dafl die Gleichung D,=0 gleichbedeutend ist mit der Gleichung

{lo(a+h) +d(w)]ei + [o () + 4 (o+h) Joh — [ (k) + b (e+k) 65 } - (mla—mp%y) = 0.

Nun verschwinden auch D, und D,, folglich bleibt die soeben ah-
geleitete Gleichung richtig, wenn darin die GréBen &, v, { zyklisch
vertauscht werden. Hierbei erfidhrt der erste Faktor keine Ande-
rung, wihrend der zweite der Reihe nach in £, —3E und
Eimg— &y tbergeht. Die Gleichungen
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“Olt.z— 7]2K.1 =0, C1E.2 - CQEI. =0, 51772" ‘527)1 =0

bedeuten aber, dal das Dreieck PP, P, den Inhalt Null hat, daB
also die Punkte P, P,, P, in gerader Linie liegen, und das ist bei
einer reguliiren Masche ausgeschlossen. Mithin muB der erste Faktor
verschwinden.

Um aus der Gleichung

(47) [fP (u+}1) +4¢ (U)J o1+ [cp (u,) + (zr-{—k)] Cr— [cp (u+h) + 4 (y+l.g)] 02 =0

Folgerungen zu ziehen, soll die linke Seite nach Potenzen von A
und % entwickelt werden. Unter Beachtung des Umstandes,
daB F=0 1st, erhiilt man zunichst;

0 =[o()+¥() +¢ @h+] (ER+LER+..)
1 o) + @) + ¢ (R) k-] - (GI* + LG, K +-.)
— [cp(u) + 4}(0) +q (u)h—i— Y (@)k+--]
. (Eh2+Gk"2+71;'Euh3+%Evhzk+%G,‘hk2+-;~6vk3+...)_

Die Glieder zweiter Ordnung heben sich weg. Von den Gliedern
dritter Ordnung bleibt brig:

— [4;’ (V)E -+ (tp (u)+ (u.)) Ei,}‘ Rk — [tp’ ()G + % (go () + 4 (2) )Gu]hif.

Soll also di¢ Gleichung (47) identisch in u, v; A, k bestehen, so
miissen die Koeffizienten von A%k und Ak% verschwinden. Man
gelangt auf diese Art zu den Gleichungen:

u® (1) v (v)
VRN E G = )
(cp () + ¢ (v)) (cp () + (v))
ist. Indem man jetzt an Stelle von u eine geeignete Funktion

von %, an Stelle von v eine geeignete Funktion von v einfiihrt,
wobei die Koordinatenlinien erhalten bleiben, liBt sich erreichen,

daB

E=G

wird. Hiermit st folgender Lehrsatz bewiesen:

. Sitzungsherichte d. Heidelh, Akad., math.-nat, K. A. 1915, 3. Ahh, 3




34 (A.3) Slickel: Die begleitenden Grenzkugeln krummer Flachen.

Lehrsatz IX. Damit bei einer Fliche, deren Krimmungslinien
konische Kurven sind, jede Masche irgend eines von diesen Kuroen
erzeugten Nelzes kreisig ist, muf} die Doppelschar der Kriimmungs-
linten isotherm sein.

Bei der Kugel 1aBt sich die Frage nach den Netzen mit lauter
kreisigen Maschen noch auf cine andere Art behandeln. Bei dieser
Fliiche ist namlich jede Masche, deren vier Eckpunkte in einer
Ebene liegen, von selbst kreisig. Nimmt man hinzu, dal eine
Doppelschar, bei der die Eckpunkte jeder Masche irgend eines
zugehorigen Netzes in einer Ebene liegen, stets aus konischen
Kurven besteht, so darf man den folgenden Lehrsatz aussprechen:

Lehrsatz X. Damit auf einer Kugel simtliche zu einer Doppel-
schar gehérigen Kurvennetze lauter kreisige Maschen haben, st
notwendig und hinreichend, dafp die Doppelschar orthogonal ist und
aus konischen Kurven besteht.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Doppelschar, wie sie der Lehr-
satz X fordert, bilden die Meridiane und Parallelkreise der Kugel.
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