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Abstract:

This thesis is concerned with the question, whether for every point P of a fibred
surface over a ring of p-adic integers O there exists a fundamental system of
Zariski-neighborhoods of type K (m, 1) for a set of primes S. A positive answer
is given in the case of a normal fibred surface with semi-stable reduction X over
a ring of p-adic numbers O containing all Ith roots of unity for all [ € S for a
set of primes S not containing p. In order to prove this, explicit coverings of X
are constructed and the étale cohomology together with the maps between the
cohomology groups of open subsets of these coverings are computed.

Zusammenfassung:

Diese Doktorarbeit beschéftigt sich mit der Frage, ob fiir eine gefaserte Fliche
X iiber einem p-adischen Zahlring O um jeden Punkt P von X eine Zariski-
Umgebungsbasis von K (7, 1)en fiir eine Menge von Primzahlen S existiert. Es
wird eine positive Antwort gegeben, fiir den Fall, dass p ¢ S und X eine normale
gefaserte Fldche mit semi-stabiler Reduktion ist und O die I-ten Einheitswur-
zeln enthilt fiir jedes [ € S. Dazu werden Uberlagerungen der gefaserten Fliche
X konstruiert und die étale Kohomologie sowie die Abbildungen zwischen den
étalen Kohomologiegruppen offener Teilmengen der Uberlagerungen beschrie-
ben.
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0 Einleitung

Aufbauend auf den Arbeiten von A. Grothendieck [SGA1], in denen die étale
Fundamentalgruppe eingefiithrt wurde, entwickelten A. Artin und B. Mazur in
[AM] eine étale Homotopietheorie und daraus abgeleitet eine Definition hoher-
er étaler Homotopiegruppen. Dabei wird jedem punktierten lokal noetherschen
Schema (X, z) eine punktierte pro-simpliziale Menge (Xet, ), die wir im fol-
genden den étalen Homotopietyp von (X, z) nennen werden, zugeordnet. Die
Homotopiegruppen von (X, z) werden definiert als die Homotopiegruppen der
topologischen Realisierung des étalen Homotopietyps (X, ).

Als Beispiel sei hier der Fall X = Spec K fiir einen Kérper K und z =
Spec K fiir einen separablen Abschluss K von K angegeben:

ri(Spec K, Spoc ) = { Gal(K/K), fallsi=1,
0, sonst.

Die Definition einer étalen Homotopietheorie erméglicht die Ubertragung ei-
niger aus der Topologie bekannten Termini in die algebraische Geometrie. Dazu
gehort unter anderem der Begriff des einer Gruppe G und einer natiirlichen Zahl
n > 1 zugeordneten Eilenberg-MacLane-Raumes K (G, n). Diese Rdume existie-
ren fiir jede Gruppe G und n = 1 und fiir jede abelsche Gruppe G und jedes
n € N und haben fiir jeden Punkt z € K(G,n) die folgende Eigenschaft:

K (G.m).2) :{ 0, faﬂs#m

G, falls i =n.
Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so sagen wir, dass X ein K(G,n) ist,
falls X homotopiedquivalent zu K(G,n) ist. Ist X ein Schema, so sagen wir,
dass X ein K(G,n) ist, falls der étale Homotopietyp X¢; homotopieiquivalent
ist zu K (G, n). Aus obigen Beispiel sehen wir, dass Spec K ein K(Gal(K/K),1)
ist.

Betrachtet man eine Mannigfaltigkeit M, so sieht man leicht, dass es um
jeden Punkt m € M beliebig kleine offene Umgebungen gibt, die zusammen-
ziehbar sind, also nur triviale Homotopiegruppen besitzen. Diese Beobachtung
iibertrigt sich allerdings nicht auf die algebraische Geometrie, da sogar ein-
punktige Rdume wie Spec K fiir einen Korper K, eine nicht triviale Funda-
mentalgruppe besitzen kénnen. Statt zu fragen, ob es um jeden Punkt eines
Schemas X eine Umgebungsbasis von einfach zusammenziehbaren Teilmengen
gibt, ist es natiirlicher, zu fragen, ob es um jeden Punkt eine Umgebungsbasis
von K (G, 1)en gibt. Wie oben bemerkt ist dies fiir Spec K gegeben, und auch
fiir glatte Varietéiten iiber Korpern [Fr] und Ringe von ganzen Zahlen [Schl]
und [Sch2] ist dies der Fall.

Eine weitere Problematik, die in der algebraischen Geometrie auftritt, ist
die folgende: Ist C eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht g iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper F der Charakteristik p, so wird die maxi-
male prim-zu-p Faktorgruppe von 71 (C, ) durch 2¢g Erzeuger und eine Relation
beschrieben, aber die maximale p-Faktorgruppe von 71 (C, ) ist im Allgemeinen



keine endlich erzeugte pro-p-Gruppe. Diese Diskrepanz macht es oftmals nétig
den p-Teil der Fundamentalgruppe zu ignorieren und nur den prim-zu-p-Teil,
oder auch nur den [-Teil fiir eine Primzahl [ # p zu betrachten.

Dazu fiithrten A. Artin und B. Mazur in [AM] den Begriff der C-Vervollstindi-
gung eines pro-topologischen Raumes fiir eine vollsténdige Klasse C' von Grup-
pen ein. Hierbei wird jedem pro-topologischen Raum X ein pro-topologischer
Raum X ¢, die C-Vervollstindigung, zugeordnet. Fiir X¢ gilt, dass jede stetige
Abbildung von X in einen pro-topologischen Raum Y mit m;(Y,y) € pro— C
durch X© faktorisiert. Wir sagen, dass ein pro-topologischer Raum X ein
K(G,n) fiir C ist, falls X¢ ein K(G,n) ist.

Da fiir eine Menge S von Primzahlen die Klasse, bestehend aus den endlichen
Gruppen, deren Ordnungen nur Primfaktoren in S haben, eine vollstéindige
Klasse ist, kann man um die Restklassenkorpercharakteristiken eines Schemas
X zu vermeiden die Vervollstindigung von X nach der zu einer Primzahlmenge
S assoziierten Klasse betrachten.

Ziel dieser Arbeit ist es fiir jeden semi-stabilen Punkt eines reguliren zwei-
dimensionalen Schemas X, projektiv iiber dem Ring der ganzen Zahlen eines
p-adischen Zahlkorpers k, eine Umgebungsbasis von K(G,1)en fiir eine Prim-
zahlmenge S mit p € S zu finden.

Um dieses Ziel zu erreichen wird benutzt, dass fiir ein Schema X die folgen-
den Aussagen dquivalent sind ([AM, Theorem 4.3]):

(i) X ist ein K (m1(X*®,),1) fiir eine Primzahlmenge S.

(ii) H¥(m(X®,Z), M) — H(X, M) ist ein Isomorphismus fiir jedes i > 0 und
jeden S-torsion 71 (X%, Z)- Modul M und die zu M assoziierte étale Garbe
M auf X.

(iii) Fiir die universelle pro-étale S:Uberlagerung X% von X und jede kon-
stante S-Torsionsgarbe M auf X gilt: H (XS, M) = 0 falls i > 0.

Da fiir jede konstante S-Torsionsgarbe M auf X* gilt

H'(X®, M) = lim H'(Y, M),
Y

wobei der Limes alle endlichen étalen S-Uberlagerungen von X durchliuft,
koénnen wir (iii) umformen zu:

(iv) Fiir jede endliche étale S-Uberlagerung ¥ von X und jede konstante S-
Torsionsgarbe M auf Y, gibt es eine endliche étale S-Uberlagerung Y’
von Y, so dass H'(Y, M) — H*(Y', M) identisch Null ist fiir jedes i > 0.

Um die notigen Uberlagerungen zu konstruieren wird in dieser Arbeit wie
folgt vorgegangen: Zuerst werden einige Konventionen und Bezeichnungen ein-
gefithrt und allgemeine Sétze der étalen Kohomologie sowie der Theorie der
gefaserten Flichen, insbesondere der gefaserten Flichen mit semi-stabiler Re-
duktion, angegeben. Besonders herauszustellen ist dabei die absolute kohomo-
logische Reinheit ([Fu, Theorem 2.1.1]):



Theorem 0.1 Sei X ein reguldres Schema und D ein requlires abgeschlossenes
Unterschema von reiner Kodimension d. Dann gibt es einen Isomorphismus
zwischen den étalen Kohomologiegruppen

Hp (X, Z/nZ) = Hl; *(D, Z/nZ(~d))
fir jedes auf X invertierbare n € N und alle i € N.

AuBerdem wird kurz auf die étale Homotopietheorie eingegangen und [AM,
Theorem 4.3] genauer dargestellt. Damit sind die theoretischen Grundlagen
gelegt und die Arbeit wendet sich der folgenden Situation zu:

e X ist eine gefaserte Fliche iiber einem p-adischen Zahlring O.
e P ist ein abgeschlossener Punkt von X.
e U ist eine offene Umgebung von P.

Es wird die étale Kohomologie von U mithilfe der absoluten kohomologischen
Reinheit berechnet. Dabei wird sich zeigen, dass diese sich aus der Kohomologie
von X und der Kohomologie der in X — U enthaltenen Divisoren von X zusam-
mensetzt. Damit die von den Divisoren aus X kommende Kohomologie in der
universellen S-Uberlagerung zu Null wird, ist es ausreichend, S-Uberlagerun-
gen zu finden, so dass die Divisoren einen beliebig groflen Verzweigungsindex
in diesen besitzen.

Um dies zu bewerkstelligen werden Wurzeliiberlagerungen konstruiert, die
iiber U étale sind und so, dass jeder Divisor von X, der in X — U enthalten ist
einen beliebig hohen Verzweigungsindex in den Wurzeliiberlagerungen hat.

Mithilfe dieser Wurzeliiberlagerungen wird das folgende Theorem 2.34 ge-
zeigt:

Theorem 0.2 FEs sei S eine Menge von Primzahlen mit p ¢ S und X eine
semi-stabile gefaserte Fléiche iiber einer Erweiterung O von Z, mit endlichem
Verzweigungsindex, die die l-ten Finheitswurzeln enthdlt fir jedes | € S. Dann
gibt es um jeden Punkt P € X eine Umgebungsbasis von K(m,1)en fir S.

Eine weitere Frage, die in dieser Arbeit partiell beantwortet wird, ist:

Welche lokalen Erweiterungen werden in der maximalen S Erweiterung von
U realisiert?
Hierauf wird folgende Antwort in 2.36 gegeben:

Theorem 0.3 Es sei S eine Menge von Primzahlen mit p € S und X eine
semi-stabile gefaserte Fliche iiber einer Erweiterung O von Z, mit endlichem
Verzweigungsindez, die die [-ten Einheitswurzeln enthdlt fir jedes | € S. Dann
gibt es um jeden Punkt P € X eine Umgebungsbasis von K(m,1)en fir S, so
dass fiir jeden abgeschlossenen Punkt ) der gemerischen Faser von X — U und
jedes Q' € XEWU) —US giber Q der Kérper k(Q') die mazimale S-Erweiterung
von k(Q) ist.
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1 Grundlagen

1.1 Konventionen

In diesem Kapitel wird zur Vermeidung von Unklarheiten die in dieser Arbeit
verwendete Terminologie und Notation eingefiihrt, sowie einige Konventionen
getroffen.

Definition 1.1 Fiir eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes X bezeich-
net Y™ den topologischen Abschluss von'Y in X . Besteht keine Verwechselungs-
gefahr, in welchem Raum der topologische Abschluss gebildet wird, so schreiben
wir einfach Y. Dies ist im folgenden vor allem dann relevant, wenn wir einen
Morphismus X — Y integrer Schema haben und einen Punkt P der generischen
Faser X;, von X. Dann bezeichnet {?}X den Abschluss von P in X und @XW
den Abschluss von P in X,,.

Eine abgeschlossene Teilmenge V' eines Schemas X betrachten wir (falls nicht
explizit anders angegeben) immer als abgeschlossenes Unterschema mit redu-
zierter Struktur.

Konvention 1.2 Der Begriff Schema bezeichnet im folgenden immer ein lokal
noethersches Schema.

Konvention 1.3 In den folgenden Kapiteln benutzen wir fir ein Schema X
nur die étale Kohomologie, das heifit H" (X, F) bezeichnet die étale Kohomolo-
gie von X mit Werten in einer étalen Garbe F.

Fiir eine Gruppe G und einen G-Modul M bezeichnen wir, da keine Verwech-
selungsgefahr mit der étalen Kohomologie besteht, die Gruppenkohomologie von
G mit Werten in M mit H" (G, M).

Bezeichnung 1.4 Fiir jedes Schema X bezeichne X' die Menge aller Kodi-
mension 1 Punkte von X.

Bezeichnung 1.5 Fir eine Menge S wvon Primzahlen, bezeichnet N(S) die
Menge aller natirlichen Zahlen in deren Primfaktorzerlegung nur Primzahlen
aus S vorkommen.

Konvention 1.6 Unter einem p-adischen Zahlring verstehen wir in dieser Ar-
beit den Ring der ganzen Zahlen Oy einer nicht notwendigerweise endlichen
Erweiterung k von Qp mit endlichem Verzweigungsindex ey q,- Insbesondere
ist in dieser Arbeit jeder p-adische Zahlring ein Diskreter Bewertungsring.

Definition 1.7 FEine Kurve X diber einem Korper k ist ein eindimensionales
k-Schema von endlichem Typ.

Definition 1.8 FEine Uberlagerung Y — X eines Schemas X ist ein endlicher,
flacher und surjektiver Morphismus.



Bezeichnung/Notation 1.9 Es sei X ein integres Schema, K(X) ein alge-

braischer Abschluss von K(X), a € K(X) und L eine endliche Erweiterung von
K(X). Wir benutzen die folgenden Notationskonventionen:

o X,og :={x € X | Ox, ist requlirer Ring}: reguldrer Ort von X,

KXsing := X — Xpeg: singuldrer Ort von X,
e XL: Normalisierung von X in L,
e X|a|: Normalisierung von X in K(X)(a) und,

falls dim X < 2, so ist X4 die minimale Desingularisierung von X .

Bemerkung 1.10 Fs ist also X% die Normalisierung der minimalen Desin-
gularisierung von X in L, X% die minimale Desingularisierung von X% und
genauso X%[a] die Normalisierung der minimalen Desingularisierung von X
in K(X)(a) und X[a]® die minimale Desingularisierung von X|a).

Wir haben die folgenden kanonischen Abbildungen:

XL,ds de,L XL

L

deHX

Definition 1.11 [Liu, Defintion 9.1.6] Sei X ein regulires noethersches Sche-
ma und D ein effektiver Divisor auf X. Wir sagen dass D normale Uberkreu-

zungen an einem Punkt x € X hat, wenn es ein Parametersystem f1,..., fn bei
x gibt, also eine reguldre Folge fi,..., fn € my mit (f1,..., fn) = My, so dass
Ox(—=D)y von f{* ...« fim fiir ein m < n und ganze Zahlen r1, ...,y erzeugt
wird.

Bemerkung 1.12 Wir folgen hier der Notation aus [Liu/, da wir auch im fol-
genden Sitze aus [Liu] zitieren. Es sei aber angemerkt, dass obige Definition in
der Literatur auch strikte normale Uberkreuzungen genannt wird, und normale
Uberkreuzungen fiir den allgemeineren Fall, dass D étale lokal strikte normale
Uberkreuzungen hat.

1.2 Sitze aus der arithmetischen Geometrie
1.2.1 Reinheit des Verzweigungsortes

Da der Satz iiber die Reinheit des Verzweigungsortes im folgenden mehrmals
benutzt wird, wird er der Vollstédndigkeit halber hier erwéhnt.

Satz 1.13 (Reinheit des Verzweigungsortes) [SGA1, Exposé X, Théoréme
de pureté 3.1] Sei X ein regulires, Y ein normales Schema und f:Y — X ein
quasi-endlicher Morphismus mit dichtem Bild. Sei U die mazimale offene Teil-

menge von 'Y, so dass F|y étale ist. Dann ist Y — U wvon reiner Kodimension 1
mnY.



1.2.2 Gefaserte Flichen

In diesem Kapitel wird die Theorie der gefaserten Flichen, wie sie in [Liu]
behandelt wird und soweit sie fiir diese Arbeit notig ist, vorgestellt.

Definition 1.14 FEin Dedekindschema S ist ein noethersches, integres, nor-
males Schema der Dimension < 1.

Definition 1.15 Fine gefaserte Fliche X — S ist ein integres zweidimensio-
nales Schema X zusammen mit einem flachen projektiven Morphismus X — S
in ein Dedekindschema S. Wir sagen, dass X eine normale (regulire) gefaserte
Fliche ist, wenn X normal (reguldr) ist.

Satz 1.16 [Liu, Proposition 8.3.4] Sei X — S eine gefaserte Fliche

—X
(1) Istx € X, ein abgeschlossener Punkt der generischen Faser, so ist {x} —
S ein endlicher surjektiver Morphismus irreduzibler Schemata.

(ii) Ist D eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge von X der Dimension 1,
so ist D entweder eine irreduzible Komponente einer speziellen Faser,

—X
oder D = {x} fiir einen abgeschlossenen Punkt x € X, der generischen
Faser.

(111) Ist x € X ein abgeschlossener Punkt, so ist dim Ox , = 2.

Theorem 1.17 [Liu, Theorem 8.3.44] Es sei X ein exzellentes, reduziertes,
noethersches Schema der Dimension 2 und U ein offenes Unterschema. Dann
gibt es ein exzellentes noethersches zweidimensionales Schema X' und einen
projektiven Morphismus 7 : X' — X, so dass 71 (U U X,eg) — U U Xyeq ein
Isomorphismus ist und die singuliren Punkte von X' in 7=1(U) enthalten sind.

Definition 1.18 FEinen Morphismus m: X' — X wie in 1.17 nennen wir eine
starke Desingularisierung der Singularititen auferhalb von U.

Theorem 1.19 [Liu, Theorem 9.2.26] Sei X — S eine regulire gefaserte Fliche
tiber einem exzellenten Dedekindschema S und D ein effektiver reduzierter Car-
tierdivisor. Dann gibt es einen projektiven birationalen Morphismus f : X' — X
bestehend aus einer endlichen Folge von Aufblasungen in singuldren Punkten
von D, so dass X' requlir und f*D ein Divisor mit normalen Uberkreuzungen
15t.

1.2.3 Gefaserte Flichen mit semi-stabiler Reduktion

Im Folgenden wird der Begriff einer gefaserte Fléche mit semi-stabiler Reduk-
tion eingefiihrt, sowie beschrieben, welche Singularitéiten in einer Uberlagerung
einer gefaserten Fliache mit semi-stabiler Reduktion auftreten kénnen.



Definition 1.20 FEs sei C' eine reduzierte Kurve tber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper k und w: C' — C die Normalisierung von C. Einen Punkt
x € C nennen wir gewohnlichen Mehrfachpunkt von C, wenn 6, = fn~!(z)—1,
wobei 0, die Linge des Moduls S, = O/C,x/OC,x tiber Oc 4 ist. Wir sagen, dass
x ein gewoOhnlicher Doppelpunkt von C ist, falls x ein gewdhnlicher Mehrfach-
punkt von C ist und 7~ (x) = 2.

Satz 1.21 ([Liu, Proposition 7.5.15]) Es sei C eine reduzierte Kurve tber ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Korper k, x € C ein abgeschlossener Punkt,
7 : C" — C die Normalisierung von C und 7~ (x) = {y,1,...,yn}. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Punkt x ist ein gewéhnlicher Mehrfachpunkt.

(it) Ist U C C eine affine offene Umgebung von x mit U N Cying = {x}, so ist
Oc(U) ={f € Oc:(x (V) | fy1) = ... = f(yn)}

(iii) Es gibt einen Isomorphismus

K[[T1, ..., o)/ (TiT} )iz

I

@C,m
(iv) Es gibt ein m > 0 und einen Isomorphismus
@C,m = k[[Th s >Tm]]/(T’7«tT])l75J

Definition 1.22 (i) Eine Kurve C dber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k nennen wir semi-stabil, falls C reduziert ist, und alle singuldren
Punkte von C' gewdhnliche Doppelpunkte sind.

(ii) Eine Kurve C iiber einem beliebigen Kérper k nennen wir semi-stabil,
falls Cy, semi-stabil ist.

(i7i) Wir nennen ein Schema X J, S eine semi-stabile Kurve iiber S, falls f
von endlichem Typ und flach ist und falls fiir jedes s € S die Faser X,
eine semi-stabile Kurve iber k(s) ist.

Definition 1.23 Wir sagen, dass eine Kurve A dber einem Korper k eine
Kette von ]P’/,l€ ist, wenn fir die irreduziblen Komponenten A1,..., A, von A
qgilt:

[ ] AZ =~ P}{}
e AiNA; =0 falls | — j| > 2,
o A; N A1 besteht aus genau einem rationalen Punkt.

Ist A C C eine abgeschlossene Teilmenge einer Kurve C, so nennen wir A eine
Kette von P} in C, falls A eine Kette von P} ist und fir T := JT;, wobei
T; die irreduziblen Komponenten # A; fir alle j von C durchlduft, gilt, dass
ANT ={x1,x2} mit x1 € Ay und za € A,,.
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Lemma 1.24 [Liu, Lemma 10.3.21] Es sei X eine integere flache Kurve tiber
einem diskreten Bewertungsring Ok mit Restklassenkorper k. Es sei x € X ein
abgeschlossener Punkt derart, dass Ox , = Ok|[u,v]]/(uv — ¢) fir ein ¢ € Ok
mite = v(c) > 0 gilt und X —{x} regulir ist. Dann gibt es eine Folge eigentlicher
birationaler Morphismen

X,— ..o X1 > X=X,

wobei jedes X; mormal ist, genau einen abgeschlossenen singuldren Punkt x; €
X; besitzt und X;41 — X; die Aufblasung von X; entlang x;. Die Folge stoppt
bein = [§] und die Faser von X, — X tiber x ist eine Kette von e—1 projektiven
Geraden tiber k der Multiplizitit 1 in (X,)s, die sich transversal in rationalen

Punkten schneiden.

Lemma 1.25 [Liu, Corrolary 10.53.22] Es sei X ein semi-stabiles Schema tiber
einem Dedekindschema S der Dimension 1. Weiterhin sei s € S und x € X,
ewn singuldrer Punkt. Dann gilt

(i) Es gibt ein Dedekindschema S’, das étale iiber S ist, so dass jeder Punkt
e X' =X xg8', der iiber x liegt, ein gewéhnlicher Doppelpunkt in der
Faser X!, ist, in der er liegt.

(i) Mit der Notation aus (i), gibt es einen Isomorphismus
Ot = O [, o]} (v — )
fiir ein c € my. Ist X, glatt, so ist ¢ # 0.

Theorem 1.26 [Liu-Lorenzini, Theorem 2.3] Es sei R ein diskreter Bewer-
tungsring mit Quotientenkorper K und Restklassenkérper k. Weiterhin sei fi :
X — Yk eine zahme Galoistiberlagerung einer Kurve Yi mit semi-stabler Re-
duktion und wir nehmen an, dass der Verzweigungsort Bx von fx in Yi(K)
enthalten ist. Es sei Y ein semi-stabiles Modell von Yy, so dass der Zariskiab-
schluss B von Bk in dem glatten Ort von Y enthalten ist. Dann gibt es eine
zahm verzweigte Erweiterung R’ von R, so dass die Normalisierung X von Y
in K(Xg) semi stabil ist und X — Y aufSerhalb von B U (Y})sing €tale ist.

Folgerung 1.27 Es sei X eine semi-stabile Kurve iiber einem diskreten Be-
wertungsring O mit Quotientenkorper K und algebraisch abgeschlossenen Rest-
klassenkorper k und Y — X eine zahme Galoistiberlagerung. Fiir jede starke
Desingularisierung © : Y — Y und jeden abgeschlossenen Punkt y € Y gilt
dann, dass 7= (y) entweder endlich oder eine Kette von mehreren Py ist.

Beweis: Nach dem vorherigen Theorem 1.26 gibt es eine Korpererweiterung L
von K, so dass Yp, :=Y X Of, eine semi-stabile gefaserte Fliche ist. Es sei Y’
eine beliebige starke Desingularisierung von Y. Wir betrachten das Diagramm

Yo, —=V

|

Yo, —=Y.
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Da Yp, — Y flach ist, ist ?@L — Yo, eine Folge von Aufblasungen in abge-
schlossenen Punkten. Fiir die semi-stabile gefaserte Fliche Y, und fiir jeden
abgeschlossenen Punkt y € Yo, ist das Urbild von y unter Yo, — Yo, eine Ket-
te von P}, oder endlich. Da nach Basiswechsel mit &k die Abbildungen Yo, — Y
und ?@L =Y Isomorphismen induzieren, gilt also auch fiir jedes y € Y, dass
das Urbild von y unter Y — Y endlich ist oder aus einer Kette von IP’,l§ besteht. O

1.3 Sitze der Etale Kohomologie

Hier werden die verwendeten Ergebnisse der étalen Kohomologie, wie sie in [Mi]
zu finden sind, dargestellt.

Lemma 1.28 [Mi, II1.1.16] Es sei (X;)ier ein projektives System quasi-kompakter
Schemata mit affinen Ubergangsabbildungen (d.h. die Morphismen X; — X;
sind affin). Wir setzen X 1= @ie[ X;. Fir eine Garbe F auf X bezeichnen
wir die inversen Bilder von F auf X; und Xoo mit F; und Foo. Dann ist

limg H'(Xi, Fi) — H'(Xoo, Foo)-
iel
Satz 1.29 Sei X ein zusammenhdngendes Schema, und T ein geometrischer

Punkt von X. Dann gilt fir jeden 71 (X, z)-Modul A und die zu A assoziierte
lokal konstante Garbe A, dass H' (X, A) = Homgtetig(m1(X, 7), A).

Satz 1.30 [Mi, Proposition 111.1.25] Sei X ein Schema, U C X ein offenes
Unterschema mit abgeschlossenen Komplement V := X — U und F eine Garbe
auf X. Dann gibt es eine exakte Folge

.= HY(X,F) - H(X,F) — H(U,Fly) = HI' (X, F)...
Diese nennen wir die Ausschneidungsfolge von F zu U C X.

Satz 1.31 [Mi, Remark II1.1.26] Sei X ein Schema, W C V zwei abgeschlos-
sene Unterschemata und F eine Garbe auf X. Dann ¢ibt es eine exakte Folge

o= Hiy (X, F) = HAX,F) = Hy (X =W, Flx_w) — ...

Satz 1.32 [Mi, Proposition II1.1.27] Seien Z C X und Z' C X' zwei abge-
schlossene Unterschemata und f : X' — X ein étaler Morphismus, so dass die
FEinschrinkung von f auf Z' ein Isomorphismus f|z : Z' — Z und f(X —Z') C
X — Z ist. Dann ist Hy(X,F) = Hy, (X', f*F) ein Isomorphismus fiir jedes i
und jede Garbe F.

Theorem 1.33 [Mi, Theorem VI.1.1 und VI.7.2] Sei X ein Schema von endli-
chem Typ iber einem separabel abgeschlossenen Kérper k. Dann ist H"(X, F) =
0 fiir jede l-Torsionsgarbe F und jedes n > 2-dim X . Ist X dariiber hinaus affin,
so ist H"(X,F) = 0 fiir jedes n > dim X .
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Satz 1.34 [Mi, Corollar VI.2.7] Sei S = Spec A fiir einen henselschen lokalen
Ring A und s € S der abgeschlossene Punkt. Ist X ein eigentliches Schema tiber
S und F eine Torsionsgarbe auf X, so gibt es einen kanonischen Isomorphismus

HY(X,F)~ H (X, Flx,).

Definition 1.35 [Mi, Chapter VI.3] Es sei k ein Kdrper und X X eine
offene Immersion eines k-Schemas von endlichem Typ in ein eigentliches k-

Schema von endlichem Typ. Wir definieren die Kohomologie mit kompakten
Triger von X mit Werten in einer Garbe F als HL(X, F) := H'(X, jiF).

Bemerkung 1.36 [Mi, Proposition VI.3.1] Fiir ein k-Schema von endlichem
Typ und eine Torsionsgarbe F ist Hi(X,F) unabhdingig von der Wahl eines
etgentlichen k-Schemas X und der offenen Immersion j : X — X.

Satz 1.37 [Mi, Remark II1.1.30] Sei X ein Schema von endlichem Typ dber
einem Korper k, V. C X ein abgeschlossenes Unterschema und U das offene
Komplement von V in X. Dann gibt es eine exakte Folge

.= H(U,Fly) = HA(X,F) = H.(V,Fly) = ...
fiir jede Torsionsgarbe F auf X .

Theorem 1.38 (Poincaré Dualitit)[Mi, Theorem VI.11.1] Es sei k ein sepa-
rabel abgeschlossener Korper und X eine glattes, separiertes, d-dimensionales
k-Schema von endlichem Typ. Dann ist fir jedes n € N, das teilerfremd zu
char k ist, und jede konstruierbare Garbe F von Z/nZ-Moduln auf X die Paa-
rung

H{(X,F) x Ext¥~"(F,Z/nZ(d)) — H*(X,Z/nZ(d)) ~ Z/nZ

perfekt.

1.4 Die Chernklasse und Absolute Kohomologische Reinheit

Im Folgenden wollen wir fiir ein integres Schema X, einen irreduziblen Cartier-
divisor D mit Y := supp(D) C X und ein auf X invertierbares n € N die in
[SGA4%, La classe de cohomologie associée & un cycle] gegebene Konstruktion
der Chernklasse cl(Y) € HZ (X, uy) rekapitulieren, sowie einige damit verbun-
dene Sétze, Folgerungen und Eigenschaften angeben. Der Schwerpunkt liegt
dabei auf der absoluten kohomologischen Reinheit ([Fu, Theorem 2.1.1]) und
der auf der relativen Kohomologie induzierten Abbildung.

Es sei K% die zur Prigarbe U — Quot(Ox (U))* assoziierte Garbe. Dann
ist HO(X,K%/O%) die Cartierklassengruppe von X und wir haben die kurze
exakte Folge

0— 0y =Ky - K5/05 =0
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und erhalten die exakte Folge
HY.(X,K5) = HY(X,K3/0)) - HY(X,05) > HH(X,K5).

Da X integer ist, ist H)(X,K%) = ker(K¥(X) — K¥(X —Y) = 0 und
HY(X,K%) = HY(K(X),K(X)*) = 0 (siehe [Mi, Example I11.2.22]) und wir
erhalten einen Isomorphismus

Hy(X,K3/0)) = ker(H*(X,K% /O) = H(X-Y,K%/O)) = Hy (X, 0%).

Fiir jeden Cartierdivisor D mit D|x_y = 0, also D € H{(X,K%/OX), be-
zeichnen wir das Bild von D in Hy-(X,O%) mit cl(D). Aus der Kummerfolge
1= uyp = Gy, = G, = 1 erhalten wir den Verbindungshomomorphismus

é
Hy(X,0%) = H (X, pn).

Definition 1.39 Wir setzen cl,,(D) := 0(cl(D)) fiir jeden Cartierdivisor D mit
D|X,y =0.

Ist X’ — X ein Morphismus, so dass D’ := f*(D) wieder ein effektiver
Cartierdivisor ist, so ist f*(cl, (D)) = cl,(f*(D)) ([SGA4L, La classe de coho-
mologie associée a un cycle]) Die Zykelklasse erlaubt es die Kohomologie von
X mit Tréger in Y zu berechnen, falls sowohl X als auch Y regulér sind.

Theorem 1.40 [Fu, Theorem 2.1.1] Ist i : Y — X die abgeschlossene Im-
mersion eines irreduziblen reguldren abgeschlossenen Unterschemas 'Y der Ko-
dimension 1 in ein requldres Schema X, so induziert die Zykelklasse cl,(Y)
einen Isomorphismus

Z/n7 — i Z/nZ(1)[2]
in DV (Y, Z/nZ) fiir jedes auf X invertierbare n € N.

Als Spezialfall des vorherigen Theorems erhalten wir das

Theorem 1.41 [Fu, Theorem 2.1.1 (Absolute kohomologische Reinheit)] Sei
X ein regquldres Schema und D ein requldres abgeschlossenes Unterschema von
reiner Kodimension d. Dann gibt es einen Isomorphismus

HY(X,Z/nZ) — H™2Y(D, Z/nZ(—d))
fir jedes auf X invertierbare n € N und alle i € N.

Wir wollen nun einige Folgerungen der absoluten kohomologischen Reinheit
auflisten. Die erste befasst sich mit der induzierten Abbildung auf der Koho-
mologie mit Triger. Dafiir seien X, X’ zwei reguliire Schemata und Y C X ein
reguléres irreduzibles abgeschlossenes Unterschema der Kodimension 1 von X.
Weiterhin sei f : X’ — X ein Morphismus, so dass f~(Y") wieder ein regulires
irreduzibles abgeschlossenes Unterschema von X' ist. Dann induziert f eine
Abbildung auf der Kohomologie mit Trager

H72(Y,Z/nZ(-1)) = HA(X,Z/nZ) — Ho (X', Z/nZ) = H (X', Z/nZ(-1),
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die aber nicht mit der von f|y: : Y' — Y induzierten Abbildung
HYY,Z/nZ(-1)) - H(X',Z/nZ(-1)
tibereinstimmen muss, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.42 Wir wollen fiir jedes zu p teilerfremde n € N den von Spec Z,[ {/p] —
Spec Z,, auf der Kohomologie mit Tréger (p) induzierten Morphismus

HE %)(Spec Zp| /D), Z/nZ) — H;(Spec Zp.Z|NT)

und die auf der Kohomologie der abgeschlossenen Unterschemata F, — F,
induzierte Abbildung

H'(F,, Z/nZ(—1)) — H'(Fp, Z/nZ(-1))

bestimmen. Die auf den Unterschemata induzierte Abbildung ist, da die Erwei-
terung rein Verzweigt ist die Identitdt und so ist auch

H'(F,, Z/nZ(—1)) — H'(Fp, Z/nZ(-1))

die Identitét.
Die Kohomologiegruppen mit Tréger sind trivial in den Gerade 0, 1 und
> 4, liegen im Grad 2 in den exakten Folgen

0 ——> H'(Z, Z/0Z) —> H"(Qp, Z/nT) — H} (Zy, Z/0T) — 0

und
0 H'(Zy{4/p). Z/n) — H' Q| /8], Z/n) — H? 1 (B 3/P). Z/nZ) —0,
und sind im Grad 3
H{\\(Zy, Z/nZ) = H*(Qp, Z/nZ)

H} o) ([ /5], Z/nZ) = H(Q,[/P), Z/n).

Von der Gruppenkohomologie lokaler Korper ist bekannt, dass fiir jedes i € N
Hi(va Z/nZ) - HZ(QP[WL Z/nZ)

die Nullabbildung ist. Wir sehen somit, dass

H("p)(Zp,Z/nZ) — H(l %)(ZP[W},Z/nZ)

fiir jedes 7 € N die Nullabbildung ist, und somit die durch absolute kohomolo-
gische Reinheit 1.41 induziere Abbildung

H{,(Zy,Z/n2) — H| vp) Lol /D), Z/Z)
} )
H'=2(IFy, Z/nZ(~1)) H'=2(Fy, Z/nZ(~1))

nicht mit der von Z, — Z[{/p] zwischen den abgeschlossenen Punkten indu-
zierten Abbildung {ibereinstimmt.
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Wir wollen die auf der Kohomologie mit Tréger induzierte Abbildung im Fol-
genden genauer beschreiben.

Folgerung 1.43 Es sei f : X' — X ein Morphismus regulirer Schemata,
n € N eine natirliche Zahl, die teilerfremd zu den Restklassenkdrpercharak-
teristiken von X ist und Y C X ein requldres irreduzibles abgeschlossenes Un-
terschema der Kodimension 1, so dass Y' := f~1(Y) wieder ein irreduzibles
abgeschlossenes Unterschema der Kodimension 1 ist. Dann ist die von f indu-
zierte Abbildung

HY(X,Z/nZ) — HE (X', Z/n7)

gegeben durch
Cln(Y) — eY’/YCZn(Y/)'

Insbesondere sind die Abbildungen
Hi(X,Z/nZ) — Hy(X'Z/nZ)
identisch Null, falls nley,y .

Beweis: Es seien i : Y — X und ¢ : Y/ — X’ die abgeschlossenen Immer-
sionen. Wir betrachten die durch ¢l,,(Y") = cln(f*Y) = eyr/ycln(Y') gegebene
Abbildung f*(i'Z/nZx(1)[2]) — i"Z/nZx:[2] und erhalten das kommutative

Diagramm

1 Z/nZ — f*('Z/nZx (1)[2)), lu(Y),
ey//y s Z/HZ%Z’/!Z/TLZX/ [2], €Y//ycln(Y/)
und daher die Behauptung. O

Folgerung 1.44 Unter den Voraussetzungen von 1.43 erhalten wir ein kom-
mutatives Diagramm

HL(X,Z/nZ) <—"— H"2(Y,Z/nZ(-1))

|-

H=2(Y' Z/nZ(-1))

|s

HL (X', Z/nZ) <—— H2(Y',Z/nZ(-1)),

wobei Hi (X,Z/nZ) — HL,(X',Z/nZ) die durch f induzierte Abbildung ist,
die waagerechten Isomorphismen durch die absolute kohomologische Reinheit
1.41 gegeben sind, « die durch |y : Y' — Y induzierte Abbildung und 8 die
Multiplikation mit ey /y ist.

16



Beweis: Wir bezeichnen die maximale bei Y unverzweigte Teilerweiterung von
X' — X mit X™ und betrachten X’ — X" — X. Da X™ — X étale ist, sind
X™ und Y™ :=Y xx X™ regulidr und Y™ hat Kodimension 1 in X™". Da
X' — X" bei Y rein verzweigt ist, ist Y/ — Y™ ein Isomorphismus und daher
ist Y™ irreduzibel. Aus absoluter kohomologischer Reinheit 1.41 erhalten wir
das kommutative Diagramm

~

H}y (X, 2/n) HI=2(Y, Z/nZ(~1))

i -

Hi . (X", 7)) <"~ H"2(Y',Z/nZ(-1))

l o

HL (X', Z/nZ) <——— H"72(Y',Z/nZ(-1)),

wobei « nach 1.43 die von Y/ = Y™ — Y induzierte Abbildung und § die
Multiplikation mit ey’ ynr = ey /y ist. O

Folgerung 1.45 Es sei X ein regulires Schema, V 5 X ein requldres ab-

. . . . 7 .
geschlossenes Unterschema von reiner Kodimension d in X und W —— V ein
requlires abgeschlossenes Unterschema von reiner Kodimension d' in V. Dann
gibt es fiir jedes i € N einen Isomorphismus

Hiy(X,Z/nZ) — Hi7* (V,Z/nZ(—d))

fiir jedes auf X invertierbare n € N. Dieser induziert einen Isomorphismus
zwischen der exakten Folge aus 1.31 mit Koeffizienten in Z/nZ und der um —2d
verschobenen Ausschneidungsfolge fir W C V' mit Koeffizienten in Z/nZ(—d).
Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm

Hy,(X,Z/nZ) — Hi_ (X -W,Z/nZ) — HiY(X,Z/nZ)
I 1 I
H72UV, Z/nZ(—d))—~H 24V — W, Z/nZ(—d))—Hi 2NV, Z/nZ(—d))

Beweis: Wir haben Isomorphismen
Hiy(X,Z/nZ) = H=242 (W, 2/nZ(~d — d')) <~ HL 2V, Z/nZ(—d)).
die von den Spektralfolgen
HP(W, Ri 0 j)'Z/nZ) = H (X, Z/nZ)

und
HP (W, RY()'Z/nZ(~d)) = HY (V. Z/nZ(~d)

kommen. Fiir R?(i o j)'Z/nZ haben wir die Spektralfolge

RP§'RY'Z/nZ = RPY9(io j)'Z/nZ
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und wegen absoluter kohomologischer Reinheit 1.41 ist RYi'Z/nZ = 7./nZ(—d)
falls ¢ = 2d und = 0 falls ¢ # 2d. Wir erhalten so das obige kommutative Dia-
gramm exakter Folgen. O

Wir wollen nun die Kohomologie einer Kette von P}C (Definition 1.23)untersuchen.
Dies ist fiir diese Arbeit interessant, da die Singularitéiten die bei zahmen Uber-
lagerungen von semi-stabilen gefaserten Flidchen entstehen, in jeder Desingula-
risierung zu einer Kette von P,lf aufgeblasen werden.

Lemma 1.46 Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Kiorper, | eine Primzahl
ungleich char (k) und X eine Kette von P (Definition 1.23). Es sei {p1,...,pr}
eine nicht-leere Menge von abgeschlossenen Punkte von X, die die singuldren
Punkte umfasst. Fs seien FEn, ..., Ey, die Zusammenhangskomponenten wvon
X—{p1,...,pr}. Dann gilt fiir die freien Z/nZ-Moduln @}* | H'(E;, Z/nZ(—1))
und @:_, H(p;, Z/nZ(—2)), dass

m T
vz (@D HY(Ei, Z/nZ(=1)) = rhy g @ H (pi, Z/nZ(-2) =1 =r — 1.
i=1 =1
Beweis: Da in den Punkten pq,...,p, die singuldren Punkte von X enthalten

sind, ist jedes F; # P,lg und somit ist

rkzmzH (B, Z/nZ(-1)) = §(P} — E;) — 1.

Ist » = m — 1, sind pq,...,p, genau die singuldren Punkte von X, so gilt fiir
die beiden &ufleren irreduziblen Komponenten E;, und E;, von X —{p1,...,pr}
jeweils

HY(E;,,Z/nZ(-1)) = 0= H(E;,, Z/nZ(-1))

und fiir alle anderen Komponenten E gilt
rkzmzH' (E,Z/nZ(-1) = 1,

also .
rkzz(@ H (B, Z/nZ(-1)) =m —2 =7 — 1.
i=1
Wir nehmen nun an, wir hétten die Behauptung schon fiir ein r € N gezeigt und
wollen sie nun fiir » + 1 zeigen. Wir bezeichnen die irreduziblen Komponenten

von X —{p1,...,pr} mit T; und die von X —{p1,...,pr+1} mit F; und nehmen
an, dass F; C T; fiir jedes i. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass
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pr+1 € 11 ist, und haben

m

rhz e @ H (Bi Z/nZ(=1)) = > rkgmp H' (Ei, Z/nZ(=1)) =

i=1 i=1

= TkZ/nZHl(EhZ/nZ(_l)) + ZrkZ/nzﬂl(T’HZ/nZ(_l)) =
=2

= gz (T1, Z/nZ(=1)) + 1+ ) rky ' (T, Z/nZ(-1)) =

=2
= vz H (T3, Z/nZ(-1)) + 1
=1
=r+1-1

1.5 Etale Homotopietheorie und die K(r,1)-Eigenschaft

In diesem Kapitel wird die Verbindung dieser Arbeit zur étalen Homotopietheo-
rie dargestellt. Zentrale Aussage ist die Einfithrung der K (7, 1)-Eigenschaft und
die Umformulierung derselben in die Sprache der étalen Kohomologie, wie in
[AM] dargestellt, in [Fr] verfeinert und in [Schl] verwendet. Des weiteren geben
wir eine direkte Folgerung fiir eine glatte gefaserte Fléche iiber der maximal
unverzweigten Erweiterung eines p-adischen Zahlringes der in [Fr] bewiesenen
exakten Homotopiegruppenfolge einer geometrischen Faserung an.

Definition 1.47 [AM, Definition 3.1] Eine volle Unterkategorie C' der Kate-
gorie der Gruppen nennen wir eine vollstindige Klasse, falls

(i) Es gilt 0 € C.
(ii) Ist G € C, so ist auch jede Untergruppe U von G in C.
(i1i) Ist 0 - G' — G — G" — 0, so ist genau dann G € C, falls G',G" € C.
(iv) Sind G,H € C, so ist auch [[,c.; G € C.
Die beiden Beispiele fiir vollstindige Klassen, die wir benutzen werden sind:
e Die Kategorie E aller endlichen Gruppen.

e Fiir eine Menge von Primzahlen S die Kategorie E(S) aller endlichen
Gruppen, deren Ordnung nur von Primzahlen p € S geteilt wird.

e Ist S = {l} fiir eine Primzahl [, so schreiben wir auch E(l) fiir die Kate-
gorie aller endlichen [-Gruppen.

Fiir eine Gruppe G und eine vollstindige Klasse C' bezeichnet G(C) die C-
Vervollstandigung von G. Statt G(E(S)) schreiben wir einfach G(S) und statt
G(E(l)) auch G(I).
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Bezeichnung 1.48 FEs sei C eine vollstindige Klasse endlicher Gruppen. Fiir
eine Gruppe G und einen G-Modul M sagen wir, dass M ein C-torsions G-
Modul ist, falls M aufgefasst als Gruppe in C liegt.

Konvention 1.49 In diesem Kapitel bezeichnet C immer eine vollstindige
Klasse von endlichen Gruppen.

Fiir ein zusammenhéngendes Schema X werden in [AM] der étale Homotopietyp
Xet von X, die C-Vervollstindigung Xe(’; des étalen Homotopietyps von X,
sowie fiir eine Gruppe G und eine natiirliche Zahl n (G abelsch falls n > 1) der
Eilenberg-MacLane Raum K (G, n) eingefithrt. Wir benutzen im folgenden die
Bezeichnungen

° Xéf) = XE9) ynd

et

° Xe(i) = Xftj(l).
Wir sagen, dass X’ — X eine (pro-)C-Uberlagerung ist, wenn X’ — X galoissch
ist, und Autx(X') eine (pro-)C Gruppe ist. Wir bezeichnen die maximale pro-
C-Uberlagerung von X mit X (C), beziehungsweise X (S), falls C = E(S) und
X(1), falls C = E(l). Dabei gilt, dass die Projektion X(C) — X galoissch ist
mit Gruppe 71 (X, Z)(C) fiir jeden geometrischen Punkt z von X ([AM, 3.7]).

Jeder diskrete C-torsions (X, Z)(C)-Modul M definiert eine lokal kon-
stante Garbe M auf X. Aus der Hochschild-Serre-Spektralfolge erhalten wir
Morphismen

dar » Hi(m(X,7)(C), M) — H'(X, M).

Fiir ¢ = 0,1 ist ¢, ein Isomorphismus und fiir ¢ = 2 injektiv.

Satz 1.50 [AM, Theorem 4.3] Die folgenden Bedingungen fiir ein zusammenhdngen-
des Schema X sind dquivalent.

1 1e klassifizierende tldung — K(m (X, Zx , 1) ist eine schwache
Die klassifi de Abbild Xec,; K X C),1 hwach
Aquivalenz.

(ii) mi(X§, %) =0 fiir jedes i > 2.
(iii) H (X (C), M) =0 fiir jedes i > 1 und jedes M € C.

(iv) ¢rri: H(m(X,2)(C), M) — HY(X, M) ist ein Isomorphismus fiir jedes
i > 0 und jeden diskreten C-torsions m(X,z)(C)-Modul M.

(v) Fir jede étale C-Uberlagerung X' von X ist ¢pr,; xr : Hi(m (X'z)(C), M) —
HY(X', M) ein Isomorphismus fiir jedes i > 0 und jedes M € C aufgefasst
als trivialer m (X'z)(C)-Modul.

Ist C = E(l) fir eine Primzahll, so sind die obigen Eigenschaften nach [Schi]
auch dquivalent zu

(vi) ¢zpz,;: H (m (X, 2)(C),Z/IZ) — H' (X, Z/IZ) ist ein Isomorphismus fiir
jedes i > 0, wobei Z /17 als trivialer m (X, x)(l)-Modul aufgefasst wird.
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Definition 1.51 Wir sagen, dass ein zusammenhdingendes Schema X ein K (1)
fir C ist, wenn X die dquivalenten Bedingungen des Satzes 1.50 erfillt. Ist
C = E(l) oder C = E(S) fiir eine Primzahl | oder eine Menge von Primzahlen
S, so sagen wir auch das X ein K(m,1) firl beziehungsweise fiir S ist.

Lemma 1.52 Es sei X ein zusammenhingendes Schema mit H (X, Z/1Z) = 0
firi > 2. Dann ist X ein K(m,1) firl.

Beweis: Da H?(m1(X,z)(1),Z/IZ) injektiv in H*(X,Z/IZ) = 0 liegt, ist
H?*(m(X,%)(1),Z/1Z) =0
und die pro-I-Gruppe 7!(X,z)(l) somit eine freie pro-I-Gruppe. Also ist
Hi(r'(X,7)(1),2/1Z) = 0 = H(X,Z/IZ)

fiir jedes ¢ € N. Dies zeigt, dass X ein K (7, 1) fiir [ ist. O

Ist X — Y ein glatter eigentlicher Morphismus normaler Schemata mit zusam-
menhéngender geometrischer Faser Xy, so ist die Folge

™(Xg,9) = m(X,9) = 7(V,5) = 1

exakt ([SGA1, Corolaire X.1.4]. Vervollstdndigt man X.; und Y., nach der Men-
ge S aller Primzahlen ungleich den Restklassenkorpercharakteristiken von Y
und gilt fiir Ye(ts), dass 7r1(Ye(tS), y) = 0, so setzt sich obige Folge zu einer langen
exakten Homotopiegruppenfolge

i S) _ 7 S) _ 7 S) — i— S) -
(XS 5) = (XD, 5) = PV g) - 7 (XS 9)

fort ([Fr, Theorem 11.5]). Die Forderung, dass X — Y ein glatter eigentlicher
Morphismus ist, ldsst sich noch folgendermafien abschwéchen.

Definition 1.53 [Fr, 11.4] Einen Schemamorphismus f : X — Y nennen wir
eine spezielle geometrische Faserung, falls f die Finschrinkung eines eigentli-
chen glatten Morphismus f : X — Y auf X = X — T ist, wobei T ein abge-
schlossenes Unterschema von X ist, das die Vereinigung abgeschlossener Un-
terschemata T; von reiner Kodimension c; ist, so dass jeder nicht leere Schnitt
T;, N...NT;, glatt dber Y und von reiner Kodimension c;, + ...+ c;, ist.

Wir nennen f : X — Y eine geometrische Faserung, wenn Y eine offe-
ne Uberdeckung {Y;}ic; hat, so dass fly—rvy F~HV;) — V; eine spezielle
geometrische Faserung ist.

In [Fr] wird das folgende Theorem bewiesen fiir den Fall, dass S die Menge
der zu den Restklassenkorpercharakteristiken von Y teilerfremden Primzahlen
ist, formuliert, aber fiir jede Menge von Primzahlen, die keine der Restklas-
senkorpercharakteristiken von Y enthilt, bewiesen.
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Theorem 1.54 [Fr, Theorem 11.5] Es sei f : X — Y eine geometrische
Faserung noetherscher normaler Schemata mit zusammenhdngender geometri-
scher Faser X, und {Y (i)}icr das pro-Objekt, das aus einer Isomorphismus-
Klasse fiir jede étale Galoisiberlagerung Y (i) — Y wvon Y besteht. Wir setzen
X (i) :== X xy Y (i). Dann haben wir eine exakte Folge von Homotopiegruppen
(X, 3,) > ma({X OO}, 3(0) > ma({Y ()}, 5(0) = mu 1 (X5, 7))

wobei S eine Menge von zu den Restklassenkorpercharakteristiken von'Y teiler-
fremden Primzahlen ist.

Auf eine glatte gefaserte Fliche X — O}" angewendet erhalten wir die

Folgerung 1.55 Es sei U ein offenes Unterschema einer glatten gefaserten
Fliche X — OF" iiber der mazimalen unverzweigten Erweiterung OF" des Rings
der ganzen Zahlen Oy, eines p-adischen Zahlkérpers k. Ist U = X vom Geschlecht
g > 2 oder V := X — U eine nicht-leere disjunkte Vereinigung horizontaler
Divisoren, die glatt iber O} sind, so ist U ein K(m,1) fir S = {l Primzahl |
I # p}.

Beweis: In beiden Féllen ist U — Oy eine spezielle geometrische Faserung,
und das pro-Schema {O}" }ics, bestehend aus den Isomorphieklassen der étalen
Uberlagerungen von O, besteht nur aus dem einen Element OF". Wir erhalten
die exakte Folge

o U 7)) 5 U, 2) 5 (0O 8) oo (U 7).

Ist U = X, oder V die nicht-leere disjunkte Vereinigung horizontaler regulérer
Divisoren, so ist Us ein K (7, 1) fiir S. Auch O}" ist ein K (7, 1) fiir S und somit
sind ﬂ'n(ués),{i‘g) und WH(OZT(S), 5) beide gleich Null fiir n > 2. Also ist auch
T (U X0, OF" 9 7) = 0 fitr n > 2 und somit U ein K (m,1) fiir S. O
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2 KEtale Kohomologie und Uberlagerungen gefaser-
ter Flachen

In diesem Kapitel befindet sich der Beweis der Hauptsatz (Theorem 2.34) dieser
Arbeit. Es ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil wird die Kohomologie
einer offenen Teilmenge einer gefaserten Flidche in Termen des abgeschlossenen
Komplements berechnet, im zweiten Teil werden Wurzeliiberlagerungen von
gefaserten Fliachen konstruiert und das Verzweigungsverhalten der Divisoren
beschrieben und im dritten Teil der Hauptsatz bewiesen.

2.1 Etale Kohomologie gefaserter Flichen

Es wird die Kohomologie einer offenen Teilmenge einer gefaserten Fliche in
Termen der im abgeschlossenen Komplement enthaltenen Divisoren beschrieben
und eine erste Folgerung angegeben, nédmlich, dass jeder Punkt einer gefaserten
Fléche iiber einem p-adischen Zahlring, der fiir eine Primzahl [ # p die [-ten
Einheitswurzeln enthélt, eine offene Umgebung besitzt, die ein K (m, 1) fiir  ist.

In diesem Kapitel sei S eine Menge von Primzahlen, p eine Primzahl mit
p € S, X eine gefaserte Fliche iiber dem Bewertungsring O der maximal un-
verzweigten S-Erweiterung k eines p-adischen Zahlkorpers (daher ist der Rest-
klassenkorper F von O die maximale S Erweiterung eines endlichen Koérpers),
U C X ein offenes Unterschema von X, V := X — U das abgeschlossene Komple-
ment von U und P € X ein abgeschlossener Punkt, so dass

e Pecl,
e X — {P} regulér ist und
e V, normale Uberkreuzungen in X hat.

Wir wollen im folgenden die étale Kohomologie von U mit Werten in der kon-
stanten Garbe Z/nZ fiir ein n € N(S) bestimmen und benutzen dazu sukzessive
die Ausschneidungsfolge (1.30) und absolute Kohomologische Reinheit (1.41).

Wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge V; als Vereinigung abgeschlos-
sener Punkte mit abgeschlossenen Punkten der generischen Faser und reguléren
horizontalen Divisoren, also Vs = {q1,...qx} U {Q1,...Qm} U Dy U ... U D,,
wobei

e die Q; abgeschlossene Punkte der generischen Faser X, sind,

e die ¢; abgeschlossene Punkte von X sind und alle singuldren Punkte von
Vs, sowie alle Spezialisierungen der (); umfassen und

e D; irreduzible horizontale Divisoren von X — {q1,...,qr} sind, also irre-
duzible Komponenten von (X — {q1,...,qx})s.

Wir fixieren ein n € N(.S) und benutzen, da wir immer Kohomologie mit Ko-
effizienten in Z/nZ, oder Z/nZ(—i) betrachten, im folgenden fiir jedes Schema
X, jedes abgeschlossene Unterschema D C X und jedes j € Z die folgende
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Notation 2.1

HY(X) := H(X,Z/nZ)
HY(X)(j) := H'(X, Z/nZ(j))
HY(X):= HY(X,Z/nZ)

Wir wollen zuerst H*(X) bestimmen. Wegen der Spezialisierungsabbildung
(1.34) haben wir einen Isomorphismus

H"(X) ~ H"(X,),

und bestimmen daher zuerst die étale Kohomologie der eventuell singuléren
Kurve X, iiber der maximalen S-Erweiterung eines endlichen Korpers.

Lemma 2.2 FEs sei C' eine zusammenhdngende projektive Kurve tiber der ma-
ximalen S-Erweiterung F eines endlichen Kérpers der Charakteristik p, Creg
das offene Unterschema der reguliren Punkte und Cling = C — Chreg. Dann
haben wir die exakte Folge

0 —  H*(Creg,Z/nZ(1)) — H°(C) — ®$€Csing H(z) —
— HYCyey, Z/nZ(1))Y — HY(C) —0
und den Isomorphismus
H(Creq, Z/nZ(1))" = H*(C).

Beweis: Da C eine projektive Kurve ist, ist H"(C') = H}(C). Da Cjjng end-
lich ist, ist Cgng insbesondere projektiv itber F und somit ist H(Csing) =
@zecsmg H"(x). Aus 1.37 haben wir die exakte Folge

H{(Creg) = H"(C) = H(Csing) — HZH(Creg)-

Da C eine Kurve iiber F ist, ist H*(x) = 0 fiir jedes i # 0 und jeden abgeschlos-
senen Punkt x aus C, da jede endliche Erweiterung von F keine nicht-triviale
S-Erweiterung besitzt. Obige Folge ist somit

0 = HUAChy) —HC) - Bec,, Hw) —
— HMCrey) — HYC) —0

und

Hc2<Creg) = H2<C)-
Durch Poincaré Dualitédt 1.38 erhalten wir

HY(Crey) = Ext,, (Z/nZ,Z/nZ(1))" = H?(Creg, Z/nZ(1))",

H;(Creg) = H'(Creg, Z/nZ(1))" und

Hg(creg) = HO(Cregv Z/”Z(l))v-

Daraus folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 2.3 Das Unterschema Cieq besteht aus einer Zusammenhangs-
komponente fiir jede irreduzible Komponente von C und wir erhalten einen
Isomorphismus zwischen H*(C) und @ HY(T,Z/nZ(1))Y, wobei T die irre-
duziblen Komponenten von C' durchlduft.

Um nun die Kohomologie von U zu berechnen, bestimmen wir die Kohomolo-
giegruppen mit Tréger in ¢;, Q; und D;.

Lemma 2.4 Wir haben

0, falls r £ 4

(Z) ng(x) = { Hr‘(qi)(_Q)’ falls r = 4.

0, falls r # 2,3
(it) Hp, (X —{q1,--,a}) = § HYQi) (1), fallsT =2
HY(Q;)(=1), fallsT=3

0, falls r #£2,3,4
H(D))(=1), fallsr =2
HY(D;)(-1), fallsT=3
H?(D;)(—1), fallsr =4,

(iti) Hp, (X —{aq1,...,q}) =

\

wobei H2(D;)(~1) = 0 falls D N {q1, ..., a} # 0.

Beweis: Da P ¢ V, sind die Kohomologiegruppen H7{, (X) mit Triger V' C
V nach 1.32 isomorph zu H{, (X — {P}). Ist V' ein regulires abgeschlossenes
Unterschema von reiner Kodimension des regulédren Schemas X—{P}, so kénnen
wir absolute kohomologische Reinheit (1.41) verwenden und erhalten:

(i) Fiir {gi} C X (eigentlich {¢;} € X — {P}):

HY(X) = 0, falls r # 4
ST HOgi)(=2), falls ¢ = 4,

da k(¢;) eine endliche Erweiterung von F ist und somit H"(¢;)(—2) = 0 fir
1> 0.

0, falls r # 2,3
HG (X —{q1,-- - qr}) = H(Q;)(—1), fallsr=2
HY(Q;)(-1), fallsr =3,

da k(Q;) eine endliche Erweiterung von k ist und somit keine nicht trivialen
unverzweigten Erweiterungen besitzt, also H"(Q;)(—1) = 0 fiir r > 2.

(iii) Fir D; € X — {q1,...,qn, P}:

Da {qi,...,qx} alle singulidren Punkte von Vg enthiilt, ist D; ein reguléres
Schema und wegen absoluter kohomologischer Reinheit fiir D; € X—{q1, ..., qx, P}
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erhalten wir

0, falls r # 2,3,4
HY(D;)(-1), fallsr =2
HY(D;)(—1), fallsr=3
H?(D;)(—1), falls r =4,

Hp (X —{q1,. -, qx}) =

da D; eine Kurve iiber der maximalen S-Erweiterung eines Korpers ist und
somit H"(D;)(—1) = 0 fiir » > 3 gilt. Ist Ex N{q,....qx} # 0 so ist D; eine
reguldre nicht projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper
und somit affin, was H2(D;)(—1) = 0 impliziert. O

Folgerung 2.5 Fiir einen abgeschlossenen Punkt Q € X, und die zugehdrige
Spezialisierung q mit q; # P ist
HOQ)(-1), falls 7 =2,
Hig () = { '

sonst.
Beweis: Wir betrachten die exakte Folge
Hy(X) = H{g 4(X) = HH(X — {q}) — Hy"1(X)

aus 1.31 fiir {¢} C {Q,q} C X und erhalten, da H;(X) = 0 fiir r # 4 und
HE(X — {g}) = 0 fiir  # 2,3, den Isomorphismus

Hfg 3 (%) = HH(X ~ {q})
und die exakte Folge

0= Hig n(X) = HH(X - {g}) — Hy(X) — HfQ’q}(f)C) — 0.

Dabei ist die Abbildung H%(DC —{q}) = H}(X) durch den 2-Twist der Bewer-
tungsabbildung

x—v(z)

k(Q)* /k(Q)*" Z/nZ = H°(q)

gegeben und ist damit surjektiv. Da H%(DC —{q}) und H;L(DC) dieselbe Anzahl

von Elementen haben, ist H%(?C —{q}) — H ;‘(.’)C) also ein Isomorphismus und
Hy, q}(DC) =0 fiir r # 2. O

Lemma 2.6 Wir haben die exakte Folge

0— HYX) - HY (W) — (é HQ)(-1) @ éHO(Di)(—1)> —
=1 =1

— H*(X) —» H*(W) — <€|§ HYQ)(-1) @ é}Hl(Di)(D) -
=1 i=1

- (éH°<qi><—2)> - H*(U) - (éH%D»(—l)) =0
i=1 =1
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und H" (W) =0 fir r > 4.

Beweis: Wir betrachten die Ausschneidungsfolge fiir {qi,...,qx} C X und
erhalten, da H3(X) = 0 und H},(X) = H’~%(¢;)(—2), die Isomorphismen

HI(X), falls j = 0,1,2
H)(X —{aq1,...,ax}) = { Dizy H(q:)(—2), falls j =3
0, sonst.

Nun betrachten wir die Ausschneidungsfolge fiir die disjunkten, reguldren Un-
terschemata @; und D; von reiner Kodimension 1 in X — {qi,...,qx} und er-
halten die Behauptung. O

Wir sehen, dass H3(U) genau dann trivial ist, wenn D; N {q1,...,qx} # 0 fiir
allei=1,...,r, also H?(D;)(—1) = 0 gilt, und

m

D H' @)1 e DH (D)D) ~ P H@:)(-2)

=1

surjektiv ist. Das néchste Lemma gibt ein hinreichendes Kriterium hierfiir.

Lemma 2.7 Ist in jeder Zusammenhangskomponente von Vs mindestens ein
gi enthalten, dass Spezialisierung eines Q) ist, so ist H3(U) = 0.

Beweis: Ist g; eine Spezialisierung von @);, so ist
HY(Q)(—1) — H"(gi)(—2)

der 2-Twist des Morphismus

k(Q) /((Q))" — Z/nZ

und somit surjektiv. Wir setzen I := {i € N | ¢; ist Spezialisierung eines Q;}
und betrachten wir die Ausschneidungsfolgen fiir {¢; | i € I} C X und {Q1,...,Qm} C
X —{qi | i € I}. Wir erhalten

B Q1) " P HO(g:)(=2) — B X — @1, Qu}) =0,
=1

i€l

und sehen H3(X — {Q1,...,Qn}) =0, da (vg,) surjektiv ist .

In Vs —{¢ | i € I} haben alle Zusammenhangskomponenten Dimension 1.
Es sei E = (J;1, E; eine Zusammenhangskomponente der Dimension 1 von Vs
mit den irreduziblen Komponenten E1, ... E, . Nach Voraussetzung finden wir
ein i € I, so dass ¢; € Ej fiir ein 1 < j < r;. Wir nehmen ohne Einschrinkung
an, dass j = 1, und setzen E} := Ey — {q¢; | i € I}. Da E] eine affine Kurve ist,
zeigt absolute kohomologische Reinheit (1.41), dass fir j > 4:

Hp, (X —{qi |i € I}) = H/(E})(~1) = 0.
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Betrachtet man die Ausschneidungsfolge fiir Ef C X —{¢; | i € I}, so sieht man
H3(X — ({g; | i € [} U Ey)) = 0. Fiir jede irreduzible Komponente E;, die Ey
schneidet, gilt ebenfalls, dass E := E; — ({g; | i € I} U Ey) eine affine Kurve ist
und somit H3(X—({g; | i € [JUE1UE;)) = 0. Als néichstes werden dann die Ej
entfernt, die mit den schon entfernten F; einen Schnittpunkt haben. Dies setzt
man fort, bis man ganz F herausgenommen hat. Auf diese Art und Weise sieht
man, dass H3(X — ({¢; | i € I}UE)) = 0 ist. Wendet man dieses Argument auf
die anderen Zusammenhangskomponenten an, so erhélt man die Behauptung. O

Lemma 2.8 Fiir jeden Punkt P einer geometrisch zusammenhdngenden nor-
malen gefaserten Fliche X tber Oy, fir einen p-adischen Zahlkorper k mit X— P
regulir gibt es eine Umgebung U von P, so dass U ein K (m,1) fiir jede Primzahl

1 # p ist.

Beweis: Wir fixieren eine Primzahl [ # p. Es sei k der maximale p-adische
Zahlkorper, so dass X iiber O, definiert ist und &' die maximale unverzweigte I-
Erweiterung von k. Da Spec O, — Spec Oy, eine unverzweigte [-Erweiterung ist,
geniigt es zu zeigen, dass Xo,, ein K (m, 1) fir [ ist. Im folgenden ist XX = Xo,.,-

Es seien T1,...,T, die irreduziblen Komponenten von X und Qq,...,Q,
abgeschlossene Punkte von X, so dass @x N Xspeg = {gi} fiir einen abge-
schlossenen Punkt ¢; in 7;. Insbesondere ist

——X
{Qi} NT; = {ai}
und .
{Qi} NnT; =10
fir j # 4. Wir setzen U := X — {Q1,q1,...,Qk, g} und wollen zeigen, dass

H"(U,Z/IZ) = 0 fiir 7 > 2 ist und berechnen hierzu zuerst Hi,, qi}(f)C,Z/lZ).
Dazu betrachten wir die Folge aus 1.31 fiir {¢;} C {Qi, ¢ }:

0——=HZ, (0Z/1Z) —= H} (X ~ {4}, Z/1Z) 0

0—— H{Sthi}(x, Z)12) — H} (X — {qi}, Z/1Z) — Hy (X, Z/1Z) —0

H&Z(JC {4}, Z2)1Z), fallsr =2,
0, sonst.

Da jede irreduzible Komponente von U, nicht projektiv ist, ist U eine affine
Kurve und H?(Us,Z/IZ) = 0. Vergleichen wir die Ausschneidungsfolge von
{Q1,q1,.-.,Qr,qx} C X mit der von {qi,...,q} C Xs, so erhalten wir das
kommutative Diagramm

und sehen, dass H" =

00— @@L, H{QQM}(DC, 7J)1Z) — H?*(X,Z/17) — H*(U,Z/IZ) —0

| | |

0 —— @}, HZ(Xs, 2/1Z) — H*(X, Z/1Z) ——0.
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H?(X,7/17) —= H?*(Xs, Z/I7)

und

H(X,, Z)1Z) —~~ @, HE, (X, Z/IZ)

Isomorphismen sind, und

rky, 1z (@ H{y, (X, Z/lZ)) = rky, /IZ (@ qui}(xs,Z/zzo ,

=1 1=1

ist auch
Diy H{QQz‘ Qi}(x’ Z/17) —— H*(X, Z/1Z)

ein Isomorphismus und H%(U,Z/IZ) = 0. Dies zeigt H"(U,Z/IZ) = 0 fiir r > 2
und somit, dass U ein K (7, 1) fir [ ist. O

2.2 Konstruktion von Uberlagerungen

Auch fiir dieses Kapitel fixieren wir eine Primzahl p und eine Primzahlmenge S
mit p € S, sowie eine normale gefaserte Flache X einen Punkt P € X und eine
offene Umgebung W von P. Wir wollen uns mit den folgenden beiden Fragen
beschiéftigen:

(i) Finden wir eine offene Umgebung U C W von P, so dass wir fiir jedes
n € N(S) S-Uberlagerungen X,, — X haben, fiir die gilt, dass fiir jeden
Divisor D von X mit DNU = () und jeden Divisor D,, von X,, mit D,, — D
gilt, dass der Verzweigungsindex ep, ,p von n geteilt wird?

(ii) Finden wir eine offene Umgebung U C W von P, so dass wir fiir jedes
n € N(S) Uberlagerungen f,, : X,, — X haben, fiir die gilt, dass fiir jeden
Punkt Q € X—U und jeden Punkt Q,, € f,,1(Q) der Grad der Erweiterung
kE(Q:)/k(Q) von n geteilt wird?

Diese beiden Fragen hingen mit der Eigenschaft ein K (m, 1) fiir eine Primzahl-
menge S, mit p € S, zu sein, folgendermaflen zusammen: Fiir eine Erweiterung
X,, — X, und einen Divisor D, D,, wie oben gilt, dass die induzierte Abbildung
H}(X,Z/nZ) — Hp, (Xn,Z/nZ) die Nullabbildung ist.

Im folgenden bezeichnet X eine normale gefaserte Fléiche iiber dem Ring
der ganzen Zahlen Oy eines p-adischen Zahlringes. Den Quotientenkérper von
O bezeichnen wir mit £ und den Funktionenktrper von X mit K. Auflerdem
fixieren wir einen algebraischen Abschluss K von K, und fassen alle endlichen
Erweiterungen von K immer als Teilerweiterungen von K auf.

Wir wiederholen kurz die Notationskonventionen aus 1.9:

e X': Normalisierung von X in L,

e X(%: Minimale Desingularisierung von X,
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o XL Normalisierung von X% in L und
e X4 minimale Desingularisierung von X*.

Wir haben die folgenden Morphismen:

:x:L,ds xds,L xL

L

xd34>x

Wir wollen uns zunéchst mit der ersten Frage beschiéftigen. Dazu erinnern wir
an den

Satz 2.9 [Liu, Proposition 3.3.36] Fiir ein quasi-projektives Schema X iiber
einem Ring A und eine endliche Menge F von Punkten von X, gibt es immer
ein affines offenes Unterschema W von X mit ¥ C W.

Diesen Satz wollen wir ausnutzen um das gesuchte offene Unterschema U und
die Uberlagerungen X,, im folgenden Lemma zu konstruieren.

Lemma 2.10 Es sei X eine normale gefaserte Fliche, P € X ein Punkt und
W eine offene Umgebung von P. Dann gibt es eine offene Umgebung U C W
von P und fiir jedes n € N(S) eine Uberlagerung f, : X, — X, so dass

o fulu, : Up — U étale ist (U, := f, 1 (U)),

e fiir jeden Divisor D von X mit UND = () und jeden Divisor D,, in X iiber
D der Verzweigungsindex ep, ;p durch n teilbar ist.

Diese Uberlagerungen kénnen so konstruiert werden, dass es fiir n|m kommu-
tative Diagramme fpm : Xy —= X, gibt.

N

X

Beweis: Wir fixieren eine natiirliche Zahl n € N(S). Wir setzen Z := X—W und
sehen, dass in Z nur endlich viele Divisoren von X enthalten sind. Die Punkte
&1,. .., &, seien die generischen Punkte der Divisoren von X, die in Z enthalten
sind.

Nach dem vorigen Lemma (2.9) finden wir eine affine offene Umgebung
Spec A von P, die die Punkte &1,...,&., P enthélt. Im folgenden benutzen wir
fir die &1,...,& und P entsprechenden Primideale von A wieder dieselben
Buchstaben. Da W eine offene Umgebung von P ist, mit & ¢ W, ist das Prim-
ideal P von A nicht in einem der Primideale §; enthalten und wir finden ein
Element z € A C K(X) mit x € & fiir jedes i = 1,...,7 und = ¢ P. Wir setzen
U := (X —supp(x)) NW. Ist D ein Divisor von X, der in V' := X — U enthalten
ist, so ist D C supp(z), da jeder Divisor von W nach der Konstruktion von x
in supp(z) enthalten ist.

Es sei m € N(S) beliebig. Wir setzen L := K[ %/z] und wollen nun die
Verzweigungsindizes von v; :==vg, (1 = 1,...,7) in L bestimmen.
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Gilt m 1 v;(z), so verzweigt v; in L, da fiir eine Fortsetzung w; von v; auf
m

L gilt, dass w;(z) = ev/v_vi( R/x) eine ganze Zahl ist, und somit €, v; #+ 1.
Man sieht auch, dass n ein Teiler von €w, /v; ist, wenn m ein Vielfaches von
n - ggT(m,vi(x)) ist. Wir setzen m,, = n - S(kgV(vi(x),...,v,(x))), wobei
S(k) =Tlies 1) fiir eine natiirliche Zahl k. Offensichtlich ist m,, € N(S) und
wir haben n - ggT'(m,v;(z)) | m und somit nle,,, fiir jedes v € {v1,...,v,} und
jede Fortsetzung w von wv.

Ist Q € X! mit Q # ¢ fiiri = 1,...,7, so ist vg(z) = 0, also = € ODXC,Q
und fiir jedes m € N(S) ist die Erweiterung K[ %/z]/K iiber ) unverzweigt,
insbesondere auch fir m,,.

Somit definieren die Uberlagerungen X% — X fiir L, := K[ ™/z] das ge-
suchte System, wenn man die Wahl der %/x konsistent hilt, das heifit, wenn
man fiir n | m die Elemente {/z und %/z in K so wihlt, dass {/z = ”C/E% in
K gilt. O

Lemma 2.11 Es sei D C X ein vertikaler Divisor und P € X ein abgeschlosse-
ner Punkt mit P ¢ D. Dann gibt es ein f € K, so dass fir jedes n € N(S) der
Diwvisor D in X[/ f]/X verzweigt vom Grad n ist und P in X[/ f] unverzweigt
15t.

Beweis: Nach 2.9 wéhlen wir eine affine Umgebung Spec A von P und dem
generischen Punkt £ von D und ein f € A, so dass f in dem zu £ korrespondie-
renden Primideal p¢ enthalten ist, aber nicht in dem zu P korrespondierenden
pp und nicht in pg. Da f € pe — pg, ist & in X[{/f]/X rein verzweigt vom Grad
n. AuBlerdem ist f & pp und P daher in X[{/f]/X unverzweigt. O
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Lemma 2.12 FEs sei P ein abgeschlossener Punkt von X und D1, ..., D, irre-
duzible Divisoren von X mit P ¢ supp(D;) firi = 1,...,n. Ist X reguldr, so
gibt es ein offenes Unterschema U C X mit

e Pcl,
e D,CX-U
o X — U ist Vereinigung endlich vieler Divisoren D1, ... Dy, und

e fiir jedes D; und jedes n € N gibt es eine Uberlagerung Xim — X étale
iber U, so dass D; in X; , rein verzweigt vom Grad n ist.

Beweis: Wie im vorherigen Lemma wéhlen wir fiir die Divisoren D1,..., D,
Elemente fi,..., fn € K(X), so dass f; € Ox p und vp,(f;) = 1. Wir setzen
E; := div(f) = Y ex1 vo(f). Fiir jedes n € N setzen wir L;,, := K(X)[{/fi]
und X; ,, 1= XLim,

Fir 7 =1,...,n ist D; in X;, rein verzweigt vom Grad n und X;, — X
ist étale tiber X — E;. Ist D ein irreduzibler Divisor mit vp(fi) = wm # 0 mit
(u,n) =1 und m > 0, so ist D in X; n,, rein verzweigt vom Grad n. Somit ist
die Behauptung fiir U := X — (U;—; supp(E;)) gezeigt. O

Wir wenden uns nun der zweiten Fragestellung zu:

Finden wir eine offene Umgebung U C W von P, so dass wir fiir jedes
n € N(S) Uberlagerungen f, : X, — X haben, fiir die gilt, dass fiir jeden
Punkt Q@ € X — U und jeden Punkt Q,, € f;'(Q) der Grad der Erweiterung
kE(Qi)/k(Q) von n geteilt wird?

Definition 2.13 Fiir ein offenes Unterschema Y C X setzen wir
M :={f € L|nlvg(f)VQ €Y} und Vit = M /L*".

Lemma 2.14 Fiir ein offenes Unterschema Y C X und abgeschlossene Kodi-
mension 1 Punkte x1,...,xm €Y mitY =Y — {x1,..., 2} ist die Folge

00— V§' —= Vg —= P Z/n "= CI(Y) /n — CU(Y) fn—=0 (%)
=1

fiir jedes n € N exakt. Hierbei bezeichnet Cl1(X) die Weil-Klassengruppe eines
Schemas X und « bzw. § sind durch f +— (vg, (f), ..., 0z, (f)) bzw. (a1,...,am) —

ot ailz;] gegeben.
Beweis: Es sei n € N beliebig. Mit

O‘:Mg’H@TZ’ a(f):(vm(f)a'-'avzm(f)) und

6®?Z*>Cl(ld)v 5((a17'.-aam))22ﬁ1ai[$i]
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haben wir exakte Folgen

0 My My —= @Z und

éz$01(y) cly) 0.
=1

Da LX" C M}, ist somit auch

0 Vi Vi “ @ Z/n und
i=1

é Z/n L~ Cl(Y) fn —— CU(Y') Jn — 0.

exakt.
Es bleibt zu zeigen, dass

Vg —2 Pz ciy)
1

exakt ist. Ist f € Vif}, so ist B(a(f)) = D270 va, (f)[mi] = X peyr va(f)[2], da fiir
jedes x € Y gilt n|vy(f). Ist umgekehrt (ai,...,an) € ker(B), so gibt es ein

fe X, mit (f) = ey va(f)lz] = D215, vy (f)[2:] mod n Fiir dieses f gilt
somit n|v,(f) fiir jedes x € Y'!. Daher ist f € V. Dies zeigt die Exaktheit der
Folge. O

Gilt k|n, so haben wir ein kommutatives Diagramm

0 Vi Vi éZ/ka(y)/kﬂcm')/kﬁo
z‘—1T ‘

0 vy v B z/n—-=Ci(Y)/n—Cl(Y)/n—>0
=1

und erhalten fiir jede Primzahlmenge S ein projektives System exakter Folgen
und im Limes eine nicht notwendigerweise exakte Folge

0 vy Vi P zs— ci(y)® — cuY)® —0
=1
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wobei

Vi= lm VIOCIOT= lm CU/ wd Zs=]] 7
neN(s) neN(S) les

Wir wollen nun zeigen, dass diese Folge exakt ist fiir jede Primzahlmenge
S mit p ¢ S und jedes Y mit Y, # X,;. Ein hinreichendes Kriterium hierfiir ist,
dass alle Gruppen in der Folge (%) endlich sind. Da Vi, eine Untergruppe der
endlichen Gruppe L*/L*" ist, sind V4" und Vi endlich. Um die Endlichkeit
der Gruppen Cl(Y)/n und CIi(Y')/n zu zeigen betrachten wir fiir ein offenes
Unterschema U von X mit U, # X,, die exakte Folge

P z - ciu) - Cl(U,) -0
mo(Us)

und sehen, dass es geniigt zu zeigen, dass CI(U,)/n endlich ist fiir jedes n €
N(S). Wir werden sogar zeigen, dass §(CIl(U,)/n) beschrinkt wird durch eine
Konstante die unabhéngig von n ist. Dies wird es uns ermoglichen eine obere
Schranke fiir den Zg = [[;cg Zi-Rang von CI(U,) anzugeben.

Lemma 2.15 Fiir ein offenes Unterschemay C X mit'Y,) # X, sind die Grup-
pen Cl(Y,)/n fir jedes n € N(S) endlich, und ihre Gréfe wird beschrdnkt durch
etne Konstante, die unabhdngig von n ist.

Beweis: Da X und Y reguldr sind, sind X, und Y, reguldre Kurven und es
gilt Cl(X,)) = Pic(X,) und CU(Y,) = Pic(Y,). Die Zusammenhangskomponen-
te Pic’(X,) der 1 von Pic(X,) enthilt O9 als offene Untergruppe (also mit
endlichem Index) [Mi2, Lemma 3.3]. Fiir jedes n € N(S) ist daher Pic’(X,)/n
endlich (da p ¢ S, ist O/n = 0) und fiir n > 0 ist Pic(X,;))?/n eine endliche
Gruppe, deren Ordnung unabhéngig von n ist. Wir haben eine exakte Folge

0 — Pic’(X,) — Pic(X,) — NS(X,) — 0,

wobei NS(X,) die Neron-Severi-Gruppe von X,, ist. Diese ist iiber die Gradab-
bildung isomorph zu Z.

Da Y, eine dichte offene Teilmenge von X, ist, ist Pic(X,) — Pic(Y,) sur-
jektiv. Da Y, # X, gibt es einen abgeschlossenen Punkt s € X, — Y, und
fiir diesen gilt, dass das Bild von s in Pic(Y,) Null ist. Wir haben damit eine
Surjektion Pic(Xy)/[s] = Pic(Y,) und eine exakte Folge

Pic’(X,)) — Pic(X,)/[s] = NS(X,)/deg[s] — 0.

Da deg[s] # 0, hat das Bild von Pic’(X,) endlichen Index in Pic(X,)/[s] und
damit auch endlichen Index in Pic(Y,). Also ist Pic(Y,)/n eine endliche Grup-
pe, und fiir n > 0 héngt die Ordnung von Pic(Y,)/n nicht von n ab. O
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Folgerung 2.16 Es sei Y C X ein offenes Unterschema mit Y, # X,. Dann
haben wir fiir n > 0 eine exakte Folge

éZ/n%Cl(%)/n%F%O, (*)
=1

wobei F' eine endliche Gruppe ist, deren Ordnung nicht von n abhdngt.

Beweis: Dies folgt sofort aus der exakten Folge
Bz - cuy) - ciy,) -0,
i=1

wobei die Abbildung @;_;Z — CI(Y) gegeben ist durch die Inklusion der
vertikalen Divisoren, d.h. der irreduziblen Komponenten der speziellen Faser.
O

Wir wissen somit, dass die Folge von Zg-Moduln

o T 8
0 vy vy P zs — Ci(y)® — Cl(Y)® —=0
=1

exakt ist und kénnen sogar aufgrund obiger Folgerung und der Tatsache, dass
@D;_, Z — CI(Y) nicht injektiv ist, da die spezielle Faser ein Hauptdivisor ist,
eine obere Schranke fiir den Zg-Rang von CI(Y)® angeben:

rkZSCl(H)S < r.

Falls m > r, ist daher die Abbildung Vf — VLO,S, nicht mehr surjektiv, und wir
erhalten ein Element (f,,) € Vy‘? - Vlf : )

Nun wollen wir das Verzweigungsverhalten der Uberlagerung X[{/f,] — X
untersuchen, wobei X[ {/f,] die Normalisierung von X in K (X)( ¥/f,) bezeichnet.

Lemma 2.17 Es sei Y C X ein offenes Unterschemata einer normalen ge-
faserten Fliche X iiber O, Y C Y ein offenes Unterschema von Y, so dass
ein (fn)nen(s) € Vgs; - V%S existiert. Wir nehmen an, dass pu, C O fir jedes
n € N(S). Dann definiert dass projektive System X[/ f,] eine Zg-Uberlagerung
von X die iber Y unverzweigt ist.

Beweis: Fiir jedes n € N(.5) sind die n-ten Einheitswurzeln in K (X) enthalten,
und somit ist K (X)(3/f,) unabhingig von der Wahl von {/f, in K(X) und
X[/ fn] ist galoissch iiber X. Da (fn)nen(s) € Vil — Vlf gibt es ein m € N mit
fm € V' = Vi und es ist K(X)(V/fn) # K(X)( %/ fm) fiir jedes n > m. Also
ist X({/f,) eine Zg-Uberlagerung von X.

Da nl|vg(fy) fiir jeden Kodimension 1 Punkt @ von Y’, ist

fn = QZU

. %
fiir ein u € OH’,Q'
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Der lokale Ring an jedem Punkt Q' € Y'[{/f,] iiber @Q ist eine Lokalisierung
des ganzen Abschlusses von Oy ¢ in K(Oy )({/fn) = K(Oy o)({/u). Dies ist
eine unverzweigte Erweiterung. Also ist Y ({/f,) — Y’ unverzweigt iiber jedem
Punkt der Kodimension 1 von Y, und somit nach 1.13 iiberall unverzweigt, da
die Punkte von Kodimension 1 von Y'[{/f,] {iber Punkten von Kodimension 1
von Y’ liegen. O

Lemma 2.18 Es sei X eine normale gefaserte Fliche und Y C X ein echtes
offenes Unterschema, so dass Cl(Y = lim eN(s) Cl(Y)/n endl@ch ist. Wei-

terhin seien x,x1,...,x, € Y, paarweise verschiedene abgeschlossene Punkte
mit {x} N {z1,...,2,} = {2} fiir einen abgeschlossenen Punkt z € Y mit re-
gulirem lokalen Ring Ox .. Wir setzen Y =Y — {x1,...,2,,2}. Dann gibt es
ein (fn)nen(s) € Vlﬁ — V,f, so dass der Punkt x in der Zg-Erweiterung X[/ fn]
nicht voll zerlegt. Insbesondere ist k = lg eN(s (yn) eine Zg-Erweiterung von

k(x) fir jedes projektive System (yn)nen(s) € {x[m]}neN mit yo = x.

Beweis: Wir bezeichnen die x1,...,z;, entsprechenden Primideale von Ox .
mit pq,...,P,, das x entsprechende Primideal mit q und das z entsprechende
Maximalideal von Ox , mit m. Da Oy, ein regulérer lokaler Ring ist, ist Oy ,
faktoriell und die Ideale q,p1,...,p, somit Hauptideale. Wir wéhlen Elemente
T.71,...,T, € Ofx,z mit q = (T) und p; = (Tz)

Fiir jedes Element [f,] € Vi 1 (@102} betrachten wir die Primfaktorzer-

n " (n . . . .
legung eines Vertreters f, =T o™ 1(1 L )unhn, wobei u, eine Einheit
und h, eine n-te Potenz in Oy, und Ox,, (¢ = 1,...7) ist. Dass nur die
T; als Primelemente auftauchen, liegt daran, dass fiir alle anderen Primideale
p’ # m und zugehorige Punkte 2’ € X gilt, dass 2’ € X — W U {z1,...,2,}. Da
[fn] € VWl ey Ind @ € X—WU{zy,...,x, 2} ist, gilt n | o™ und wir

(") (n)

finden in jeder Klasse [f,] einen Vertreter der Form f,, = T . ST Uy,
also einen Vertreter, der nicht im Maximalideal qOy , von ODC,x hegt. Da die
Vertreter f, nur bis auf n-te Potenzen bestimmt sind, sind auch a,aq,...,ay,
nur modulo n bestimmt. Denn fiir f,¢", mit g = Tleb1 <o TPruy fiir ein u € L
welches eine Einheit in Oy, und Oy 4, ist, gilt
n a(™) a@ o™ brb1 b n
fagt =TT T u (TUTY T =
n (n) (n)
— 7 )+”be1 b T by,

Wir wollen nun die Bewertung von f,, in dem Restklassenkorper k(x) an der
Stelle « berechnen. Da k(x) eine algebraische Erweiterung von Q, mit nur
endlicher Verzweigung ist, bezeichnen wir die normierte Bewertung von k(z)

mit v,. Wir definieren eine Abbildung ¢y, : Vi, (o1} Z/nZ durch

on(lfal) = alvp(T1) + ... + alPuy(T5).
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Dann ist ¢, ein wohldefinierter Z/nZ-Modulmorphismus, da aus

) al™ (n) () - ™ (n)
fogn =TT - T8, T T T, =
(n) | (n)
(n) 4 p(n) b (n) | 3(n)
L e S e T

folgt, dass @, (fngn) = ©n(fn) + ‘P(gn)-
Ist f, ein Vertreter von [f,] € V' . (21,02} der nicht im Maximalideal

qOx » von Ox , liegt, so ist o, ([fn]) = vp(fn), wobei f, das Bild von f, in k(z)
ist.

. n+1 n .
Es seien fr41 € VX—WU{m,...,wr,z} und f, € VX—WU{xl,...,azr,z} zwel Elemente
. _ n . n+1 n
mit fro41 = fagy (also wird f,41 unter VDC*WU{M,.--,M,Z} — foWU{ml,...,xT,z}
(n) (n)
auf f,, abgebildet). Wir schreiben g, =17 -... ~T1b " Up, wobei v, eine Einheit
in Oy, und Oy 4, fiir alle ¢ = 1,...,r ist. Wir erhalten dann
(n+1) (n+1)
a
for1 =171 R e V|
(n) (n)
a
=T7" ... T upgy,
(n) (n) pm) (n)
a Q- n nb,. n
=100 - T w0 T )
(n) (n)
a; ' +nb (T”) b&”)
=T R A A TR S
(n+1) _ (n) . _ . . .
was a; =aqa, ' mod n und damit ¢, ([fn + 1]) = @n([fn]) mod n impliziert.

Dies zeigt, dass (¢n)nen(s) einen Zg-Modulmorphismus

. 18
¥ = m Pn - Vx—WU{xl,...,LBT,Z} - ZS
neN(S)

induziert.
Ist ([fn])nen € VBS, so gilt n | a!™ und daher on([fn]) = 0. Also faktori-
siert ¢ durch coker(‘@s — Vf_ . Der Zg-Rang von cok:er(Vf —

S
foWU{xL...,xT,z}

Wu{x1,...,a:,~,z})
) ist 7, da in der exakten Folge

0 — coker (Vi — Vf_wu{%wzhz}) — 2% — Cl(X = W)°

die Gruppe CI(X —W)* endlich ist. Dariiber hinaus ist eine Zg-Modulbasis von
coker(Vlf — VD?—WU (o1, Z}) durch Vielfache der T; gegeben, da auch in der
exakten Folge

0 — coker(Vy' = Vi£_yiay) = Zs — CL(X — W)*

die Gruppe CI(X — W)* endlich ist, und damit coker(VyS = V2w (25}

Zs-Rang von 1 hat. Also liegt ein Vielfaches von T; im coker(Vf — VDESLWU {xi})‘

) einen

Der Zgs-Modulmorphismus ¢ : VI)?—WU{M O S Zs ist gegeben durch
T; + wvp(T;) und somit nicht trivial. Also gibt es ein ([fu])nenis) € ker(v).
Wiéhlen wir nun einen Vertreter (fy)nen von [fn], der nicht im Maximalideal
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qOx , von Oy ,; liegt, so haben wir n { vy (fy) fiir n > 0. Also ist die Erweiterung
k(x)[{/fn]/k(x) eine echte Erweiterung fiir n >> 0, und da {X[{/fx]}nen(s) eine
Zs-Uberlagerung von X ist, ist die Zerlegungsgruppe von  in {X[/ Falbnenes)
endlich und {k(x)[/fu]}nens)/k () eine Zg-Erweiterung. O

Bemerkung 2.19 FEin offenes Unterschema Y C X mit P € Y zu finden, so
dass C1(Y)® endlich ist, ist immer mdéglich, wenn P ein glatter Punkt der gefa-
serten Fldiche X tber O ist. Man wdihle einfach einen beliebigen abgeschlossenen
Punkt Q € X, aus, der nicht auf P spezialisiert und setze

Y =X- {P}DC U U irreduzible Komponenten von Xg, in denen P nicht liegt.

Tatsichlich ist C1(Y)° endlich, da eine Obergrenze fiir den Zg-Rang von C1(Y)®
gegeben war durch

Anzahl der irreduziblen Komponenten von Ys — 1

und da P ein glatter Punkt ist, Ys nur eine irreduzible Komponente besitzt.

Wir haben somit fiir den Fall, dass P ein glatter Punkt von X ist eine positive
Antwort auf die zweite Frage gegeben. Insbesondere haben wir die Uberlagerun-
gen intrinsisch in Termen der gefaserten Fliche X gegeben. Wir wollen nun eine
allgemeine Antwort geben, allerdings werden die Uberlagerungen nicht direkt
iiber X definiert, sondern iiber ]P’}) und dann iiber den Basiswechsel mithilfe
einer rationalen Abbildung X --» P}, auf ein nur auBerhalb von P veréindertes
Modell von X iibertragen.
Hierzu wenden wir den Obigen Satz 2.18 auf den IP)%,) an.

Folgerung 2.20 (X = IP’}Q) FEs seien x1, 9, x3 drei paarweise verschiedene ab-
geschlossene Punkte von (Ph), = Pt mit {z1} N {z2} N {z3} = {2} (in P})
und y1,. ..y, von x1, xo und x3 verschiedene abgeschlossene Punkte von P,

mit {y;} = {y;, 2}. Dann gibt es fiir jedes n € N(S) eine S-Uberlagerung
w, L Pp,
die iber Pl — {x1, 9, x3, 2} unverzweigt ist, d.h.
g PY — {x1, 20, 23, 2}) = Py — {21, 29, 23, 2}

ist étale, so dass k(w)/k(zx) eine Erweiterung vom Grad my, ist mit n | my, fir
jedes x € {x1,72,23,Y1,...,Yn} und jedes w € g~ *(z).

Beweis: Wir fixieren zuerst ein n € N(S). Wie wir gerade gesehen haben,
finden wir fir jedes ¢ # j und jedes € {1, 22, 23,y1,...,Yn} — {i,z;} eine
S-Uberlagerung

Jzizj,x * Wmi,zj,z — P}Q?
die iiber Pl — {z;, x;, 2} unverzweigt ist, so dass fiir jedes w € g;llm]m(x) die
Erweiterung k(w)/k(z) eine S-Erweiterung vom Grad m,, mit n | m,, ist.
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Bezeichnen wir das Faserprodukt aller Wxi@j z uber }P’}Q mit Y, so ist
y L P,

hochstens iiber {z1, 2o, 23, 2} verzweigt und fiir jedes y € g~ (y;) ist k(y)/k(ys)
eine S-Erweiterung vom Grad m, mit n | m,. Die Normalisierung von P}, in
dem Funktionenkorper einer beliebigen Zusammenhangskomponente von Y ist
dann die gesuchte Uberlagerung. O

Bemerkung 2.21 Dieselbe Argumentation funktioniert fiir den Fall, dass Y,
nur eine irreduzibel Komponente besitzt.

Lemma 2.22 Sei X eine normale gefaserte Fldche tiber O, V C X eine abge-
schlossene Teilmenge, die nur aus horizontalen Divisoren besteht, und P € X
ein abgeschlossener Punkt mit P & V. Dann gibt es eine rationale Abbildung
h:X --» IP%, eine normale gefaserte Fliche Y iiber O, einen birationalen
projektiven Morphismus o :'Y — X und einen Morphismus 8 :Y — IP’}Q, so dass

Y
N
X**h>]P)%9

kommutiert und B(a=t(Vy)) N Bla™1(P)) = 0 ist. Dariiber hinaus gilt, dass
fir jeden Punkt der Kodimension 1 x € X der Morphismus c|o—1(spec 0y ,)
a~!(Spec Oy ) — Spec Ox 5 ein Isomorphismus ist.

Beweis: Wir konstruieren zuerst eine rationale Abbildung A : X --» }P’}Q und
betrachten dann die Normalisierung des Graphen von h. Wir wihlen eine affine
Umgebung Spec A von P und V,, = {1,...,2,} ([Liu, Proposition 3.3.36(b)])
und bezeichnen die zu P, xq,...,z, gehorenden Primideale von A wieder mit
Pz, ...,z

Es sei Q C A ein Primideal, dass in der generischen Faser X,, von X liegt und
sich auf P spezialisiert. Wir wahlen Elemente hg, h1,...,h, € A mit hg € Q
und hg € x; fir allei=1,...,nund h; € z; und h; € P fiir jedesi=1,...,n.
Fiir das Element

h:=hohi' ... - h,t € Q(A) = K(X)

n
gilt dann, dass

e i€ Ox,p und

e v, (h) <O.
Durch h definieren wir einen Morphismus (den wir wieder h nennen)

h:xn—ﬂP’,l]
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wie in [Liu, Chapter 7.3. Morphisms to P}] beschrieben. Es gilt dann h(z;) = oo
und h(Q) = 0.

Wir wollen nun zeigen, dass die rationale Abbildung h : X --» IP)}D an dem
Punkt P definiert ist. Dazu miissen wir nach [Liu, Exercise 3.3.13 (b)] zeigen,
dass es ein y € P}, gibt, so dass das Bild von Opy ,, unter K(P}) — K(X) ein
lokaler Ring ist, der von Oy p dominiert wird. Die Abbildung

ist per Definition gerade gegeben durch % — h. Daher ist das Bild von O[%] (Lo py =
T’

Op1 (0.0) (wobei ¢ eine Uniformisierende von O ist, und (0,t) den Punkt 0 von
IP%FP in P}, bezeichnet) unter dieser Abbildung O[R](n,4), also enthalten in Oy p,
da f,t € P.

Wir sehen, dass die rationale Abbildung h : X --» ]P’%9 auf der ganzen gene-
rischen Faser X,, und an dem Punkt P definiert ist, und dass h(P) = (0,¢) (der
Punkt 0 in der speziellen Faser) ist.

Es sei W die grofite offene Teilmenge von X auf der h definiert ist und I’
der Graph von h, d.h.

I'=im({U — X xo Ph) C X xo P,

versehen mit der reduzierten Struktur. Nach [Liu, Exercise 3.3.13 (c)+(d)] gibt
es einen birationalen projektiven Morphismus f : I' — X und einen Morphismus

g: T — PL, so dass
r
flx

kommutiert. Wir bezeichnen die Normalisierung von I' mit Y und erhalten das
kommutative Diagramm

:X:**h>']P%),

wobei o und § als die jeweiligen Kompositionen definiert sind. Da O ein exzel-
lenter Ring ist, ist der Morphismus Y — I' endlich und somit ist « birational
und projektiv.

Da h auf der gesamten generischen Faser X, definiert ist, ist I, — X, ein
Isomorphismus (siehe [Liu, Exercise 3.3.14]) und somit auch Y, — X,,, da X,
eine normale Kurve iiber k ist. Da f(x;) = h(z;) = oo, ist f(z) = (oo, t) fiir
jede Spezialisierung z von einem der z; in Y (wobei (o0, t) den Punkt Unendlich
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von PIle in P}, bezeichnet). Insbesondere ist 3(z) # B(P') = h(P) = (0,t) fiir
jedes P' € a=}(P). Also ist B(a=1(V;)) N B(aH(P)) = 0.

Nach [Liu, Theorem 8.1.24] ist der birationale projektive Morphismus « :
Y — X die Aufblasung von X entlang V' (J) fiir eine Idealgarbe J auf X. Wir
wollen nun zeigen, das « iiber jedem Punkt der Kodimension 1 ein Isomorphis-
mus ist. Dazu betrachten wir fiir jeden Punkt z € X der Kodimension 1 die

Abbildung
oy = Of‘oﬁl(spec Ox.0) : ofl(Spec Oy ) =Y xx Spec Ox , — Spec Oy ;.

Nach [Liu, Corollary 8.1.14] ist o, die Aufblasung von Spec Oy, entlang V' (J).
Da Oy, ein ganzabgeschlossener eindimensionaler lokaler Ring ist, ist jede Ide-
algarbe # 0 auf Spec Oy , invertierbar und «, ist nach [Liu, Proposition 8.1.12]
ein Isomorphismus. O

Lemma 2.23 FEs sei X eine normale gefaserte Fliche, x1,...,x, € X, abge-
schlossene Punkte und P € X ein abgeschlossener Punkt, mit P & m fiir
jedes i = 1,...,n. Dann gibt es eine offene Umgebung U C X von P mit
{x1,...,2,} "W = O und fiir jedes n € N eine Uberlagerung f : X,, — X, so
dass flp-1qy : f7H (W) — W étale ist und k(z')/k(x) eine echte S-Erweiterung
vom Grad mg mit n | my ist fir jedes x € X, — U, und jedes ' € f~1(x).

Beweis: Wie wir gerade gesehen haben gibt es eine rationale Abbildung h --»
IF’%Q, eine normale gefaserte Flidche Y iiber O, einen birationalen projektiven
Morphismus « : Y — X und einen Morphismus 8 :Y — ]P’}g, so dass

Y
al\i
xffh>-IP’%9

kommutiert, S(a~1(V;)) N Bla™1(P)) = 0 ist und so dass a-1(Spec Ox )
a~1(Spec Ox ;) — Spec Oy, ein Isomorphismus ist fiir jeden Kodimension-1-
Punkt 2 von X. Der Morphismus 3 wurde sogar so konstruiert, dass 8(a~ ! (z;)) =
oo fiir i = 1,...,n und B(a™'(P)) = (0,t), wobei co den Punkt oo in P}, be-
zeichnet und (0,¢) den Punkt 0 in P]%p.

Wir hatten gesehen 2.20, dass es eine Uberlagerung W AN ]P’}g gibt, die
nur iiber den Punkten g; und ¢ verzweigt, wobei q; # ¢o zwei beliebige von
oo verschiedene Punkte in der generischen Faser P} sind, die auf (co,s) (den
Punkt oo in ]P’%F ) spezialisieren, so dass fiir jedes w € g~!(00) die Erweiterung

p .
k(w)/k(c0) eine echte Erweiterung ist. Die Uberlagerung w : W Xpr Y = Y
verzweigt somit hochstens iiber den Punkten in S~1({q1,q2}). Es sei W’ die
Normalisierung einer der Zusammenhangskomponenten von W Xp1, Y. Auch

W’ — Y ist eine Uberlagerung die hochstens iiber den Punkten aus 81({q1, ¢2})
verzweigt.
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Wir bezeichnen mit X’ die Normalisierung von X in W’. Wir wollen nun
die Punkte bestimmen, an denen die Uberlagerung X' — X verzweigt. Wie
wir gesehen haben, ist Y — X ein Isomorphismus iiber jedem Kodimensions-1-
Punkt von X, d.h. Oy, — Oy, ist ein Isomorphismus fiir jedes y € a~!(z). Sei
nun z ein Kodimensions-1-Punkt von X und 2’ ein Urbild von z unter X' — X,
w € W ein Urbild von 2/ unter W’ — X’ und y das Bild von w unter W’ — Y.
Wir haben dann das kommutative Diagramm

Owrw < Oyy

T T

Ox’,x’ < O?C,xa

wobei die waagerechten Abbildungen die jeweiligen Normalisierungen in K (W)
sind und Oy, — Oy, ein Isomorphismus ist. Also ist auch Oy — Owr
ein Isomorphismus und X’ — X verzweigt hochstens iiber den Punkten aus

a(f1({aq1, @2})) = h*({a1, ¢2})-
Da h(z;) = oo, aber g1, g2 # 00, ist

h=1({q1,q2}) N {x1, ..., 20, P} = 0.

Wir setzen U := X — h=1({q1,¢2}) und W := U xy X'. Also ist U das Urbild
von U in X’ und W — U damit eine étale Uberlagerung.

Da wir fiir jedes n € N(S) die S-Uberlagerung W AN P}, so wihlen kénnen,
dass fiir die Punkte w € W mit g(w) = oo und [k(w) : k(c0)] = my, gilt, dass

k(i) = k(20)] - 1 | 1y,

konnen wir W so wihlen, dass n | [k(2') : k(x)] fiir jedes z € {x1,...,2,} und
jedes 2’ € f~1(x). 0

2.3 Etale Kohomologie von Uberlagerungen

In diesem Teil wird die Hauptaussage (Theorem 2.34) dieser Arbeit bewiesen.
Wir wollen nun eine Ubersicht iiber die Struktur des Beweises geben und be-
sonders herausstellen, wo die vorhergegangenen Kapitel einflieflen.

Zuerst gilt es fiir eine Uberlagerung f : X' — X von gefaserten Flichen
und eine offene Teilmenge U C X die induzierte Abbildung H*(U,Z/nZ) —
Hi(f~1(U),Z/nZ) zu beschreiben. Dazu wird die Beschreibung der étalen Ko-
homologie von U und f~!(U) in Termen der im jeweiligen Abgeschlossenen
Komplement enthaltenen Divisoren aus 2.6 benutzt.

Hierbei tritt das Problem auf, dass X zwar regulir sein kann, aber X' nicht
regulér sein muss, sondern Singularitdten enthalten kann. Um dieses Problem
zu behandeln, wird benutzt, dass X' nur einfache Singularititen besitzt, insbe-
sondere in jeder Desingularisierung von X; die exzeptionellenen Divisoren eine
Kette von Pi bilden (1.26 und 1.27).

Wir hatten in 2.8 gesehen, dass jeder Punkt P eine K (m,1)-Umgebung fiir
jede Primzahl [ # p besitzt. Dazu hatten wir gezeigt, dass es eine Umgebung
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U von P gibt, so dass H'(U,Z/IZ) = 0 fiir jedes i > 1 ist. Insbesondere war
die Abbildung H?(X,Z/IZ) — H?*(U,Z/IZ) die Nullabbildung. Das zweite Pro-
blem das auftritt ist, dass, selbst wenn H?(X,Z/IZ) — H*(U,Z/IZ) die Nul-
labbildung ist, es sein kann, dass H?(X!,Z/nZ) — H?(f~*(U), Z/nZ) nicht die
Nullabbildung ist. Dies tritt auf, wenn sich in der speziellen Faser von X! eine
neue Singularitéit befindet.

Diesem Problem wird begegnet, indem mithilfe der im letzte Kapitel kon-
struierten Uberlagerungen eine Uberlagerung f2 : X2 — X' gefunden wird, so
dass die Komposition

H2(X', Z/nZ) —> H2(§~"(W), Z/nZ) — H((fy 0 f)"1(0), Z/nZ)

die Nullabbildung ist.
Schliellich werden die im letzten Abschnitt konstruierten Uberlagerungen
dazu benutzt, den Hauptsatz zu zeigen.

Es sei S eine Menge von Primzahlen und p € S eine weitere Primzahl. Es
sei X eine reguldre gefaserte Fliache iiber dem Ganzheitsring O der maximal
unverzweigten S-Erweiterung k eines p-adischen Zahlkérpers. Es sei K := K(X)
und L eine pro-S-Erweiterung von K.

Lemma 2.24 Wir haben Isomorphismen
H' (X0, Z/nZ) — H(X,Z/nZ) und
H'((Xopn)®,Z/0Z) — HY(X", Z/n7),
die in das kommutative Diagramm

HY((Xon )b, Z/0Z) — H(XE, Z/nZ)

| |

H (X oy Z/nZ) — HY(X,Z/nZ)
passen.

Beweis: Die Isomorphismen sind eine direkte Folge der Hochschild-Serre-Spektralfolge
H™(Gal(k"" k), H"™ (X0, Z/0Z)) = H"™™(X, Z/nZ)

und der Tatsache, dass

Gal(k™ /k)  [] z,
q¢s

und somit
M,i=0

0, sonst

H™Gal(k™ /k), M) = {
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fiir jede S-Torsionsgruppe M, welche als trivialer Gal(k™" /k)-Modul aufgefasst
wird. Die Kommutativitéit des Diagramms folgt aus dem obigen Isomorphismus
und den Hochschild-Serre-Spektralfolgen
H"(Gal(L/K),H™(X",Z/nZ)) = H""™(X,Z/nZ) und
H™(Gal(LK"r/KE"r), H™ (XY 7./n7)) = H" (X B 7./nZ)

und dem Isomorphismus Gal(L/K) — Gal(Lk™ | KE™). O

Da die Uberlagerungen, die wir im letzten Kapitel definiert haben, alle iiber

der maximalen unverzweigten S-Erweiterung definiert sind, kénnen wir im fol-
genden annehmen, dass X {iber dem Ganzheitsring der maximal unverzweigten
Erweiterung eines p-adischen Zahlkorpers definiert ist.

Wir kénnen somit die folgende Situation betrachten:

Es sei p eine Primzahl, S eine Primzahlmenge mit p ¢ S und X eine regulire
gefaserte Fliche mit geometrisch zusammenhéingenden Fasern iiber der maxi-
mal unverzweigten Erweiterung Oy eines p-adischen Zahlringes O, wobei wir
annehmen, dass p; C O fiir jedes [ € S. Wir bezeichnen den Quotientenkorper
von O mit k£ und den Restklassenktrper mit Fp. Weiterhin sei U C X ein of-
fenes Unterschema von X, V := X — U das abgeschlossene Komplement von U
und P € X ein abgeschlossener Punkt, so dass

e Pcl,
e X — {P} regulér ist und
e V, normale Uberkreuzungen in X hat.

AuBerdem sei f : UL — U eine endliche étale Uberlagerung mit Funktio-
nenkérper L := K(UY) und X* die Normalisierung von X in L und V! := X% —
UL, sowie X% eine starke Desingularisierung der Singularititen in X% — U”,
so dass die spezielle Faser von V.= xLds — YL normale Uberkreuzungen hat.
Wir haben das folgende kommutative Diagramm

o L.ds AL L
Ny
X

Wie oben betrachten wir die abgeschlossene Teilmenge V als Vereinigung ab-
geschlossener Punkte mit abgeschlossenen Punkten der generischen Faser und
regulédren horizontalen Divisoren, also

vs:{q17-~-Qn}U{Q17~--Qm}UD1U~--UDT7
wobei

e die Q; abgeschlossene Punkte der generischen Faser X, sind,
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e die g; abgeschlossene Punkte von X sind und alle singuldren Punkte von
V,, sowie alle Spezialisierungen der ); umfassen und

e D, ist eine irreduzible Komponente der speziellen Faser von X—{q1, ..., qn}.

Genauso betrachten wir \71/5 als disjunkte Vereinigung abgeschlossener Punkte
aus X% mit abgeschlossenen Punkten der generischen Faser von X% und
vertikalen Divisoren der speziellen Faser. Dabei differenzieren wir bei den ver-
tikalen Divisoren zwischen denjenigen, deren generischer Punkt auf den generi-
schen Punkt von einem der D; abgebildet wird, und solchen, fiir die dies nicht
der Fall ist.
Wir benutzen dabei die folgenden Bezeichnungen:

Vi={da',....d"/yu{Ql,....Q .,y ubpl'u...uD UEU...UEL)

ml’ k1’

wobei
e die Q%, sind abgeschlossene Punkte der generischen Faser I)Cf’ds,
e die qill sind abgeschlossene Punkte von X% die alle singuliren Punkte
von V¥, enthalten,

e die Dil/ sind irreduzible Komponenten von Vlls — {q%/7 .. ’quzlll}’ deren
generische Punkte auf die generischen Punkte der D; abgebildet werden
und

e die Eill sind irreduzible Komponenten V', mit f (Ezll) = z fiir einen ab-
geschlossenen Punkt x von X.

Anders ausgedriickt, sind die Q,}/ die Urbilder der @); unter f, die qill sind
die Urbilder der ¢; unter f sowie alle neuen singuldren Punkten, die Dl-ll sind
vertikale Divisoren von X%%s — {q%/, e quzl'/}’ die endlich {iber einem D; liegen
und die E; sind vertikale Divisoren von X9 die bei der Desingularisierung
entstehen.

Des weiteren besteht V! := X — U ebenso aus abgeschlossenen Punkten
und horizontalen, sowie vertikalen Divisoren. Genauer ist V! = {qi, ... 7quL1} U
{QL....Q1,}UD}U...U DY, wobei

e die Q} sind abgeschlossene Punkte der generischen Faser DC%,

e die qi1 sind alle abgeschlossenen Punkte von X%, die Bild von einem der
qill sind und

e die D} sind irreduzible Komponenten von V! —{qf,..., qil}, deren gene-
rische Punkte auf die generischen Punkte der D; abgebildet werden.

Man beachte dabei, dass Qzl = QY. und Dl-1 = Dill. Schematisch kénnen wir

70
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uns das folgendermaflen vorstellen:

ubdscxbassvV={Ql,...,Q! ,tuUD u{dl’,....¢, yJUU E}

| |

ut c xt o> vt ={Q},....QL.} uUD} U {dql,...,¢"}

U c X DV ={Q1,---,Qm} UUD; U {q1,..-,aqn}

Des weiteren setzen wir

Q = {le--me}a Ql = {Q%a"’vQ,}nl}a Qll = {Qlllv" lel/}a

q:= {q17"'7Qn}7 ql = {q%w"?q;l}? qll = {qlllv"'aqlgﬂ’}a

T 7"1 7"1,
D:=|J D, D':=J D}, p':=|JD} und
=1 =1 =1
EY
BY =B
=1

Im Folgenden wollen wir die Folgen aus 2.6 fir U ¢ X und UF ¢ X198 verglei-
chen. Da wir nur an einer kleinen Umgebung von P interessiert sind, nehmen
wir an, dass U C X die Bedingungen von 2.7 erfiillt, und somit H3(U) = 0 ist.
Das folgende Lemma, zeigt dann, dass auch H?(UY) = 0.

Lemma 2.25 Ist in jeder Zusammenhangskomponente von Vs mindestens ein
qi enthalten, dass Spezialisierung eines Q; 1ist, so ist auch in jeder Zusammen-
hangskomponente von VI; emn qill enthalten, dass Spezialisierung eines Q}/ 15t

Beweis: Eine Zusammenhangskomponente Z 1 von \71; bildet sich immer sur-
jektiv auf eine Zusammenhangskomponente Z von Vg ab. Ohne Einschrankung
sei q1 € Z eine Spezialisierung von ();. Damit ist ()1 in Z enthalten und somit
ist eines der Q}/ in Z" enthalten, da Z'' — Z surjektiv ist. |

Wir setzen

H'(Q, D)(j) = H'(Q)(j) & H'(D)(),
H'(Q', D")(j) := H'(Q")(j) ® H'(D")(j) und
H'(Q", DY, E")(j) :== H'(Q")(j) ® H'(D")(j) & H'(E")(j)
und betrachten das Diagramm exakter Folgen

H?(X) —— H*(U) HY(Q, D)(-1) H%q)(-2) —=0

L i |

H(Xb4) — H2(UF) — HY(QY, DY, E)(—1) — H(¢"")(~2) —0

und die nicht notwendigerweise exakte Folge

H?(X") — H*(U) — HY(Q', D")(~1) —= H"(¢")(-2) —0.
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Wir erhalten so das folgende kommutative Diagramm in dem die erste und
die letzte Zeile exakt sind:

H?(X) —— H*(U) HY(Q,D)(-1)

| il;

H(X") —> H2(U") HY(Q, DY)(~1) ——~ HO(g

| |

1/
H2(X549) — g2UL) HHI(Ql’ DY El’)( )L 1/ ) p—

Das folgende Lemma zeigt, dass

H2(XY) —= H2(UY) —— HY(QY, DY)(~1) —= HO(g!)(~2) — 0

exakt ist.

Lemma 2.26 Die von
HY(Q"', DY)(-1) —» H'(Q", D", E")(-1)

auf ker(8Y) — ker(BY) induzierte Abbildung ist ein Isomorphismus. Insbeson-
dere ist die Folge

H(XE4) o5 H2UP) — HY(QY)(—1) @ HY(D)(—1) = H(¢')(=2) 0
exakt. Auferdem ist die von H?(X") — H?*(X14%) induzierte Abbildung

coker(Hy; (DCL) — H* (X)) —» coker(H%L’ds_u(DCL’ds) — H?(XxEAdsy)
etn Isomorphismus. Insbesondere ist

HA(XP) = H2UE) = H'(Q)(~1) ® H'(D')(~1)  HO(g")(~2) - 0
exakt.
Beweis: Die Abbildung

HY(Q', DY)(-1) = H'(@Q", D", EY)(-1)

ist injektiv, da Q' = Qll und D! = DY, AuBerdem ist jedes der qi1 Bild eines
oy s / . . .
der ¢j und somit ist auch @; H"(q})(—2) — @; H"(¢} )(—2) injektiv.
Um zu zeigen, dass die injektive Abbildung ker(8') — ker(5') ein Isomor-
phismus ist, geniigt es zu zeigen, dass die Z/nZ-Moduln ker(8') und ker(8')
dieselbe Kardinalitéit haben, also

L HEYQY)(-1) & HA(DY(-1))
bher(57) = L) (~2) -
Q) @ H(DV)(—1) & B (BY)(-1)
L (q7)(—2)

= jjk:er(ﬁll).
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Wegen Q' = QY und D' = DY ist dies gleichbedeutend mit

1 _HHY(EY)(-1)
1H(q')(=2)  #HO(¢")(-2)
Die Punkte aus ¢' teilen sich in zwei Arten auf, einmal diejenigen, deren Urbild

unter f% : X545 — XTI wieder ein abgeschlossener Punkt ist und diejenigen,
deren Urbild eine Kette von ]P’% ist (1.27). Fiir Punkte g} der ersten Art ist
p

HO%gH)(-2) = Ho(fds_l(qil))(—2) und es bleibt zu zeigen, dass fiir Punkte ¢}
der zweiten Art und E ;1 1= UE.llcfdsfl(q.l) Ez-ll die Gleichung

HEN)
1D,y epoe g HOa)(=2)  n

)

gilt. Dabei ist fdsfl(qil) =E U {qil/ € fdsil(qil)} eine Kette von ]P’]% , und da
1 P

H' (By)(-)uwd P H)(-2)

—1
qt'efds™ g}

freie Z/nZ-Moduln sind, ist dies Gleichbedeutend mit

tkzz H' (Ep)(=1) —tkzmz @D Hg})(-2) = -1.
ql'€fts"(q})

Dies ist der Fall einer Kette von PIle aus der eine Menge von Punkten geloscht
wurden. Diesen haben wir schon in 1.46 behandelt. Dies zeigt den ersten Teil
der Behauptung.

Betrachten wir nun das kommutative Diagramm, in dem die untere Folge
exakt ist, und die obere hochstens bei H2(UF) — ker(3') nicht exakt ist:

HDQCL_uL(xL) H2(XY) —— H?2(ULY) — ker(BY) —— 0

o

al s
H2, oy (X549) s {2(00095) > B2 (UL) —— ker(8Y) —0,

so erhalten wir aus den hinteren Isomorphismen sofort, dass das Bild von
H?(XY) in ker(H*>(UY) — ker(B')) enthalten ist. Um zu zeigen, dass auch
die obere Folge exakt ist, geniigt es somit zu zeigen, dass das Kompositum

H?*(XY) = ker(H?*(ULY) — ker(81)) := A

surjektiv ist. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm exakter Folgen:

H;)QCL_UL (xL) HQ(DCL) —A

T

H:)%L,ds (xL ds) A H2(xL ds) — s A—0.
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Die Abbildung

1

H2(X5) b Z./nZ —> a Z./nZ = H?(X1d%)

irred. Kompvon Xt irred. K ompvon XL+

ist dabei gegeben durch die Inklusion der irreduziblen Komponenten von (XL1),.,
in die irreduziblen Komponenten von (X5*),., und somit injektiv. Um zu zei-
gen, dass
H*(XY) — A

surjektiv ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jede irreduzible Komponente D von
X5% mit D ¢ VY’ der zu D gehérige direkte Summand von H2(XL4%) unter
H?(XD4) — A auf 0 abgebildet wird, d.h. dass der zu D gehérige direkte
Summand von H?(X™4%) im Bild von

H(QY)(—1) @ HO(DY)(~1) — H>(X")

liegt. Dies zeigt das folgende Lemma. O

Lemma 2.27 Sei C eine requlire gefaserte Fliche tber einem lokalen Dede-
kindring A mit geometrisch integrer generischer Faser und D ein irreduzibler
vertikaler Divisor mit D # Cs. Dann ist die Abbildung H%(C, pin) — H?(C, pin)
nicht die Nullabbildung fiir jedes in A invertierbare n € N.

Beweis: Wir betrachten das kommutative Diagramm, das wir aus der Aus-
schneidungsfolge fiir D C C und der langen exakten Kohomologiefolge fiir

1—>,un—>GmO—>nGm—>1

erhalten:

Oc(C)* —= Oc(C — D)*

on o
0 Oc(C)* ——= O¢(C — D)*
Oc(C)* —— O¢(C — D)* Z Pic(C) —— Pic(C — D)

on ()”i n (n)ec (n)e-p
Oc(C)* ——= O¢(C — D)* 7 Pic(C) —— Pic(C — D)

C

Hl( aﬂn)%HI(C_Dvﬂn)AHJ%(CaNn)eHQ(Can)‘>H2(C—D7ﬂn)
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Dabei gilt es zu beachten, dass
Pic(C) — Pic(C — D)
surjektiv und
Pic(C) B Pic(C) und
Pic(C — D) & Pic(C — D)

injektiv sind, da H}(C, uy) = 0.
Nach [Liu, Excercise 9.3.9] ist O¢(C)* — O¢(C — D)* ein Isomorphismus
und wir erhalten das kommutative Diagramm exakter Folgen:

Oc(C)* Oc(C — D)*
o o
0 Oc(C)* Oc(C — D)*
0 Z Pic(C) Pic(C— D) ——=0
n (m)e (m)e—p
0 Z Pic(C) Pic(C— D) ——=0

H}(C, pin) —= H*(C, ptn) — H*(C — D, pin).
Aus dem Schlangenlemma erhalten wir die exakte Folge
0 —— ker((-n)c) — ker((-n)c—p) — Z/nZ —— coker((-n)c).
Da O¢(C)* = O¢(C — D)*, ist das Kompositum

coker(0c(C)* s 00(C)) — coker(O¢(C — DY* L 0c(C — DY)

ein Isomorphismus und somit auch

ker((-n)c) — ker((-n)c_p),

da

ker((-n)¢) = coker(Oc(C)™ R Oc(C)*) und

ker((-n)ec—p) = coker(O¢(C — D)™ L Oc(C — D))

und wir erhalten eine Injektion Z/nZ — coker(-n)c und daher auch eine In-

jektion Z/nZ < coker(-n)ec < H*(C, ), weswegen H%(C, pn) — H?(C, pin)
nicht die Nullabbildung ist. O
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Folgerung 2.28 Wir erhalten das kommutative Diagramm exakter Folgen

H2(X) — H*(U) —= HY(Q)(-1) & H'(D)(—1) —= H’(q)(-2) —=0

L ! |

H2 (X945 — H2(UE) — HY(QY)(~1) @ H'(D')(~1) — H(g")(~2) —0,

das die von der Uberlagerung X¥ — X auf H*(U) — H?(UY) induzierte Abbil-
dung beschreibt.

Betrachten wir nun nicht nur die Normalisierung von X in einer endlichen
Erweiterung L; von K sondern auch in einer endlichen Erweiterung Lo von L
mit den Notationen

ULz c X2 5V2={Q},...,Q,}uUD?U{dl,..., %}
Ul cxt o vi={Ql,...,Q .} uUD! u{dl,...,¢\\}

UcCXDOV={Q,....Qn}t uUDiU{a,....q}

und
Q:={Q1,...,Qm}, Q" :={Q1,...,Q}.}, Q> ={Q7,...,Q%.},
¢={q, @}, ¢ ={d, 4.} ¢ ={dt - @}
k kL k2
D= U D;, D' .= U D} und D? .= U D2,
=1 =1 =1

so erhalten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

H?(X)

i l |

H2(xL1,ds) *>H2(UL1) o Hl(Ql,D1>(— )*) HO 1 0

| | | l

H(XP20) o B2(U2) —— HY(Q2, D?)(~1) —= HO(g?)(~2) — 0.

H*(U) —= HY(Q, D)(—1) —= H’(q) (-

Wir wollen nun zeigen, dass es zu jeder endlichen Kérpererweiterung L und
jedem D aus {DZ-I,QJI-} eine Korpererweiterung Ly gibt, so dass H(D)(—1)
unter

HY(QY)(-1) @ H'(D")(-1) — H'(Q*)(~1) ® H'(D?)(-1)

auf Null abgebildet wird. Die dafiir ausreichenden Korpererweiterungen haben
wir im letzten Kapitel definiert.
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Lemma 2.29 Es sei Ly eine endliche Korpererweiterung von K mit UM — U
étale und D € {Q%, L D%,...,Dil}, dann gibt es eine endliche galois-

ml
sche S-Erweiterung Lo von Li, so dass D wverzweigt ist vom Grad n in Lo.

Insbesondere gilt H'(D)(—1) wird unter
HYQY)(-1)® H'(D")(-1) — H'(Q*)(~1) & H'(D?)(-1)
auf Null abgebildet.

Beweis: Wir hatten die gesuchte Uberlagerung in 2.10 konstruiert und in 1.43
gesehen, dass unter der auf der Kohomologie mit Tréger induzierten Abbildung

HY(QY)(-1) @ H'(D")(-1) — H'(Q*)(~1) ® H'(D?)(-1)

H'(D)(—1) auf Null abgebildet wird. O

Folgerung 2.30 Zu jeder endlichen Erweiterung L1 von K, mit U — U étale
gibt es eine endliche galoissche S-Erweiterung Lo von Ly, so dass die induzierte

Abbildung
HY(QY)(-1)® HY(D')(-1) = H'(Q*)(-1) ® H'(D?)(-1)
die Nullabbildung ist.

Beweis: Wir setzen Ly als das Kompositum der im vorigen Lemma beschrie-
benen Korpererweiterungen. Es ist dann Ly/L; eine endliche galoissche S-
Erweiterung und

HY(QY)(-1) @ H'(D")(-1) — H'(Q*)(~1) ® H'(D?)(-1)

die Nullabbildung, da jedes D € {Q3,...,Q} D%,...,Dil} verzweigt vom

ml
Grad m mit m | n in X2 ist. O

Wir haben damit geschen, dass die Anteile von H2(U'), die von H},, (X') kom-
men, in einem H?(U?) verschwinden. Aber H?(U') beinhaltet auch Kohomo-
logieklassen, die von Kohomologieklassen aus H?(X!) kommen. Diese tauchen
auch dann auf, wenn H?(X) — H?(U) die Nullabbildung ist. Anders ausge-
driickt, bedeutet dies, dass die Eigenschaft ,, H2(X) — H?(U) ist die Nullabbil-
dung® nicht stabil unter Uberlagerungen ist.

Beispiel 2.31 Es sei X eine glatte projektive Kurve iiber O und @1, Q2, Q3
abgeschlossene Punkte von X;, mit @ﬂm = {q} fiir einen abgeschlossenen
Punkt z € X und i # j. Wir setzen U := X — {Q1, Q2, @3, z}. Wir hatten in
2.20 gesehen, dass

e H?(X) — H?*(U) die Nullabbildung ist und

e wir Uberlagerungen haben, die genau iiber zwei der drei Punkte Q1, Q2, Q3
verzweigen.
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Entsteht bei einer Uberlagerungen f : X! — X, welche étale iiber U ist, ein
singulirer Punkt in der speziellen Faser bei ¢, so ist die Abbildung H?(X') —
H?(U') im Allgemeinen nicht mehr die Nullabbildung. Um dies zu sehen, setzen
wir Q' := f~1(Q1, Q2,Q3) und betrachten die Ausschneidungsfolge fiir V! :=
F7HQ1,Q2,Q3,q) aus X

H(QY)(-1) — H*(X') — H*(U) — HY(Q")(-1)

Hierbei ist,

H(QY = P Z/nz — &y Z/nZ = H*(XY)

QeQ? T irred. Komp. v. X1

gegeben durch (ag)q — (eX_gaq)r mit € € {1,2} (je nachdem, ob X eine
(e = 2) oder zwei (e = 1) irreduzible Komponenten hat). Ist n = 2n’ oder hat
X! zwei irreduzible Komponenten, so ist diese Abbildung nicht mehr surjektiv
und somit H?(X') — H?(U') nicht die Nullabbildung.

Dieses Problem 16st das néchste

Lemma 2.32 FEs sei X eine normale gefaserte Fliche g € X ein abgeschlosse-
ner Punkt, so dass q in Xs ein gewohnlicher Doppelpunkt ist und Q € X, ein
abgeschlossener Punkt der auf q spezialisiert. Wir nehmen an, dass X requlir
ist bei q und dass es eine Uberlagerung f : X' — X gibt, so dass te/Q\n fiir
einen Punkt Q' iber Q. Dann werden unter der Abbildung

H*(X,Z/nZ) — H*(X',Z/nZ)

die zu den durch q gehenden irreduziblen Komponenten von Xs gehorenden Klas-
sen auf Null abgebildet.

Beweis: Wir betrachten Kohomologie mit Z/nZ-Koeffizienten und erhalten aus
den Morphismen X/ —"= X3 ——= X , wobei 7 : X’ — X, die Normalisierung
von X ist, und mit {q,q2} = 7 (q) das folgende kommutative Diagramm
exakter Folgen

Hg 3 (X) H?(X) —— H?*(W)
l z
HZ(Xs) H?(Xs) — H?(Uy)



Hierbei ist die Abbildung
Hig 3 (X) — Hy (X)) @ Hy, (X))
die Diagonaleinbettung. Und
2 2
H,, (X) — H*(XY)

bildet in den zu der irreduziblen Komponente von X%, in der ¢;, liegt gehérenden
Summanden ab.
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

e X 51/ ist die Normalisierung von X},

o V1= f1({Q,q}).

o U' =X — V! und,

e ¢} ist das Urbild von ¢; in X!'.
Aus dem kommutativen Diagramm

xl’ '

|

X, —=X

erhalten wir das kommutative Diagramm

H«?Q7q}(x) HQ(DC)\ H? (U)\
b HZ, (X5) @ H, (X) H(X,) H(U)
. |
H2,(X0) HX) | )

H2(UL).

H2 (X)) @ HA (X))
q1 q2

Wir sehen, dass H, 31(36’5) — H;l(xg) die Nullabbildung ist. Somit werden auch
1

die Kohomologieklassen von H?(X) von den irreduziblen Komponenten von X,
die durch ¢ gehen, unter H?(X) — H?(X') auf Null abgebildet. O

Satz 2.33 FEs sei S eine Menge von Primzahlen mit p € S und X eine semi-
stabile gefaserte Fliche iber einer Erweiterung O von Z, mit endlichem Ver-
zweigungsindez, die die [-ten Einheitswurzeln enthdlt fir jedes | € S. Es sei P
ein Punkt von X und U eine offene Umgebung von P. Dann gibt es eine offene
Umgebung W C W von P, die ein K(m, 1) fiir S ist.

o4



Beweis: Es sei m : X’ — X eine Desingularisierung der auferhalb von P lie-
genden Singularititen. Dann ist X’ — X ein Isomorphismus iiber einer offenen
Teilmenge W C X mit P € W. Wir setzen U’ := W N W und fassen U” als
offene Teilmenge von X’ auf. Durch Ubergang von X zu X’ und W zu U” kénnen
wir annehmen, dass X auflerhalb von P regulér ist.

Es sei V' := X —UW. Wir verkleinern U noch um weitere horizontale Punkte,
so dass in jeder Zusammenhangskomponente von V'’ und in jeder irreduziblen
Komponente von X ein Punkt aus X,, enthalten ist. Nach 2.7 haben wir

H3 W ,Z/nZ) =0

fiir jedes n € N(S) und jede étale Uberlagerung U” von U’ .

Zu jedem Divisor D von X, der in V'’ enthalten ist, wihlen wir ein Element
zp € K = K(X), so dass fiir jedes n € N(S) und L, p := K[{/Zp, in] der
Morphismus X*» — X étale iiber P ist. Dass dies moglich ist, hatten wir in
2.10 gesehen. Wir setzen U := W — U:BD supp(zp). Wir hatten gesehen, dass
ULnD gtale iiber U ist und es zu jedem m € N(S) ein k € N(S) existiert, so
dass D in X'*D verzweigt vom Grad m ist.

Es sei nun F eine lokal konstante S-Torsionsgarbe auf U und U étale iiber U,
so dass F|y1 konstant ist, also Fly = ;" Z/k;Z mit n; € N(S) und py,, C Oy
fiir jedes i = 1,...,m. Es sei U2 eine endliche étale Uberlagerung von U! und
a € H*(U?,F) = H*(U*, P, Z/n;Z). Wir wollen nun eine endliche étale
Uberlagerung U? von U? angeben, so dass o unter H2(U2, F) — H2(U3, F) auf
Null abgebildet wird.

Dazu setzen wir L; := K(U), X! = X% Vi = X' — U’ und schreiben V2

als Vereinigung der singuliren Punkte {¢?,... ,q?m} = ¢% von V? mit den (re-
guldren) horizontalen Divisoren {Q?, .. .,anz} = @Q? von X? — ¢?, die in V?
enthalten sind, und den (reguldren) vertikalen Divisoren {E?,... E2} = F

von X2 — g2, die in V2 enthalten sind. Wir betrachten die exakte Folge aus 2.28:
HO(Q? E?)(~1) — H?(X?) — H*(W?) — H'(Q* E?)(-1) — H(¢*)(-2),

wobei H(_)(—k) = H(_, F(—k)) ist.
Es sei a € H2(U?). Tst

a € ker(H*(U?) — HY(Q? F*)(-1)) = im(H*(X?) — H*(U?)),

so finden wir nach 2.32 eine Uberlagerung X3 von X2, die étale iiber X? ist, so
dass jedes Urbild o € H?(X, F) von a unter der Abbildung

H?*(X?, F) — H?*(X?, F)
auf Null abgebildet wird. Insbesondere wird o unter
H?*(U?, F) — H*(U, F)

auf Null abgebildet.
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Ist o nicht in ker( H?(U?) — H'(Q?, E?)(—1) ), so finden wir nach 2.30

eine Uberlagerung X* von X2, welche étale iiber U? ist, so dass das Bild o/ €
HY(Q? E?, F(-1)) von « unter

Hl(Q2a EQ, F(_l)) - HI(Q47 E47 ‘F(_l))
auf Null abgebildet wird. Dies bedeutet, dass das Bild " von « unter
H?*(UW?, F) — H*(U*, F)

in ker( H>(U*) —— H'(Q*, E*)(—1) ) enthalten ist. Daher gibt es eine Uberla-
gerung X° von X4, welche étale iiber U* ist, so dass o unter H?(U*, F) — H*(U>, F)

auf Null abgebildet wird. Da X° eine Uberlagerung von X? ist, die étale iiber
U2 ist, wird sicherlich o unter

H?(U?, F) —= H*(U, F)

auf Null abgebildet.
Dies zeigt, dass

OM,i

H'(m (W, P)(S), M) — H'(U, M)

ein Isomorphismus fiir jeden diskreten 71 (U, P)(.S)-S-Torsionsmodul M und je-
des ¢ € N ist. O

Folgerung 2.34 (Theorem 0.2)

Es sei S eine Menge von Primzahlen mitp € S und X eine semi-stabile gefaserte
Fléche iiber einer Erweiterung O von Z, mit endlichem Verzweigungsindez, die
die [-ten Einheitswurzeln enthdlt fiir jedes I € S. Dann gibt es um jeden Punkt
P € X eine Umgebungsbasis von K(m,1)en fir S.

Beweis: Es sei P ein beliebiger Punkt in X und U’ eine offene Umgebung von
P. Dann finden wir nach dem vorhergehenden Satz 2.33 eine offene Umgebung
U von P, die in W enthalten ist und die ein K (7, 1) fiir S ist. O

Die letzten beiden Sétze dieser Arbeit beantworten die Frage nach den reali-
sierten lokalen Erweiterungen beim Ubergang zur universellen S-Uberlagerung.

Satz 2.35 Es sei S eine Menge von Primzahlen mit p ¢ S und X eine semi-
stabile gefaserte Fldiche iiber einer Erweiterung O von Z, mit endlichem Ver-
zweigungsindez, die die [-ten Einheitswurzeln enthdlt fir jedes | € S. Es sei P
ein Punkt von X und U eine offene Umgebung von P. Dann gibt es eine offe-
ne Umgebung W C W von P, die ein K(m,1) fiir S ist, und so dass fiir jeden
abgeschlossenen Punkt @Q € (X — W), und jedes Q' € XEWUS) —US giber Q die
kE(Q') die mazimale S-Erweiterung von k(Q) ist.
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Beweis: Wie in 2.33 konnen wir durch die Wahl einer starken Desingularisie-
rung der auflerhalb von P liegenden Singularitéten von X ohne Einschrinkung
davon ausgehen, dass X auflerhalb von P reguléir ist. Nehmen dann eventuell
weitere horizontale Divisoren {Q;,¢;} (i = 1,...,7) heraus um zu erreichen,
dass H3(U,Z/nZ) = 0 fiir jedes n € N(S), verkleinern U noch um alle irredu-
ziblen Komponenten von U in denen P nicht enthalten ist um schliellich U
noch wie in 2.10 und 2.23 zu verkleinern. Danach geht der Beweis genauso wie
in 2.33, nur mit den Uberlagerungen aus 2.10 und 2.23.

Da k(Q) ein Erweiterung von Q, die maximal unverzweigte Erweiterung
einer endlichen Erweiterung von Q, ist, ist die maximale S Erweiterung von
k(Q) eine Zg = [[;cgZy-Erweiterung. In 2.23 wurde gezeigt, dass fiir jeden
Punkt Q' in XX {iber Q die Erweiterung k(Q")/k(Q) eine Zg-Erweiterung
ist, weswegen k(Q’) die maximale S-Erweiterung von k(Q) sein muss. O

Folgerung 2.36 (Theorem 0.3)

Es sei S eine Menge von Primzahlen mitp ¢ S und X eine semi-stabile gefaserte
Fléiche tiber einer Erweiterung O wvon Z, mit endlichem Verzweigungsindex,
die die l-ten Einheitswurzeln enthdlt fiir jedes | € S. Dann gibt es um jeden
Punkt P € X eine Umgebungsbasis von K(mw,1)en fir S, so dass fir jeden
abgeschlossenen Punkt @Q der genmerischen Faser von X — U und jedes Q' €
XKW S giber Q der Korper k(Q') die mazimale S-Erweiterung von k(Q)
15t.

Beweis: Es sei P ein beliebiger Punkt in X und U’ eine offene Umgebung von
P. Dann finden wir nach dem vorhergehenden Satz 2.35 eine offene Umgebung
U von P, die in U enthalten ist und die ein K (7, 1) fiir S ist, so dass fiir jedes
Q € X —U und jedes Q' € XKW _US iiber Q der Korper k(Q') die maximale
S-Erweiterung von k(Q) ist. O
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