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Der Einfachheit der Darstellung wegen werden in der vorliegenden Arbeit zunéchst
nur Systeme von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei abhéngi-
gen und zwei unabhéngigen Variabeln behandelt. Nach Einteilung derselben in solche,
von denen beide Differentialgleichungen oder nur eine derselben eine der abhédngigen
Variabeln enthélt, werden nach Definition der einem System zugehorigen Differential-
gleichungen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Vollstandigkeit
eines Integralsystems mit vier willkiirlichen Konstanten aufgestellt und die Integrale
mit zwei willkiirlichen Funktionen von zwei variabeln Parametern aus diesen herge-
leitet. Die weitere Untersuchung beschéftigt sich mit den Integralfunktionen eines
solchen Systems zum Zwecke der Auffindung der Integrale mit mehreren willkiirli-
chen konstanten Parametern aus Integralsystemen damit verbundener Differential-
gleichungen, welche keine willkiirlichen Parameter besitzen. Diese Untersuchungen
werden sodann zur Ausdehnung der Abelschen Theoreme iiber Quadraturen alge-
braischer Funktionen auf die Integralfunktionen linearer partieller Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung verwertet und die Frage nach dem algebraischen Zu-
sammenhang zwischen Integralfunktionen partieller Differentialgleichung erortert.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1921, S. IIT - IV)
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~Differentialgleichung erster Ordnung zum Gegenstand haben: undj: -

‘eine zugehorlge wenn sich durch Elmmmatmn emer der dlesen

. wenn man irgend zwei deliebige gememsame GroBen zwrlschen (1),

Lot
N N

Es mogen dem nachfolgenden Betrachtungen ul)er DLjferenual-.
glewkungssysteme einige Bemerkungen vorausgeschlckt Werden
welche die. Entwicklung - gewisser Elgenschaften etner ‘partiellen”

zur Erlduterung der spéteren Untersuchungen dienen sollen. |

Zu einer partiellen leferentlalglelchung erster Ordnung

| o dy o dy IR
(1) f.(xl,ﬁg,.,.?n, y,’é’"’a 31‘2 :0 '
nennen wir eine andre ebensolche
o \ oy 9 dy |
(2) P Tysdgy s 'Tmya y Y t y =0

o a;;e N

\

Gleichungen gemeinsamen GroBen y, dy[dxy, ... Sy/Bx eine in"allen
iibrigen GréBen identische Gleichung ergibt, wie dies z. B. der Fall':ﬂ'-»'f
ist, wenn die Gleichung (2) die Form hat:

_ ‘ (a=0) ay a’y
(P_z Q, xl’xh---xm?aa— .
(@) Iy

.fa -

worin £2,, fiir ganze positive a beheblge Funktionen der emgesch]lossee
nen Grofen sind, und =0 bei der Summation ausgeschlossen ist; es"_- :
wird daher naeh Herleitung der gemeinsamen GroBe aus einer der’
beiden Glelchungen und Substitution dlesesWertes in'die andre letz-
tere in einein allen ibrigen GroBen identische Glelchung ubergehen
also unendlich viele Wertekombmatmnen von. y, 3y/3x1, ﬁy/ax _
den Gleichungen (1) und (2) geniigen, woraus ersichtlich, daB, auch -

und (2) eliminiert, sich stets eine in den ubrigén GroBen mdentlsche,t :
Gleichung ergeben wird. Die Zugehongkezt wt also nur fur eLne':{-‘_"'
gemeinsame Grofe festzustellen
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Zugleich folgt aber, daf, wenn eine Differentialgleichung (1)
mit einer sugehirigen (2) ein Integral gemein hat, die Gleichungen
alle Integrale gemeinsam besitzen. Denn ist y, ein den beiden Dif-
ferentialgleichungen (1) und (2) gemeinsames Integral, und 2y,/3x,
eine den Gleichungen (1) und (2) gemeinsame GriBe, so wird,
wenn aus (1)

A 2 oy

Yy Y Sy Yy A
(3) s = O[T Ty T Ypy T - e g

CZy ¢y Cxy g CXgyy cr,

folgt, sich aus der Definition der Zugehorigkeit die in allen in ihr
enthaltenen Grollen identische Gleichung ergeben:

PUT1y Loy oo Ty Yy LA 7(’)11?’*""—,---8—"*
CTy o CXat1 T

c1 A oy 2
(4) Y1 QY ¢y yl) -0,
'y

S

und somit, wenn y, irgendein andres Integral von (1) 1st, auch

i Y € o ¢ Y Ay \
(3) PlT1s Toy oo e Xyn Yoy 5y eee 7 (g T e g =0
¢TIy Cx, v ‘lu+1 C.T"

sein, worin ®, der Wert von o, fir y,=1v, ist, oder, da sich aus

(1) nach (3):

g py
) 2 . Sy 292 2y 3,
( ) d = Wo ) Xgy Toy oot Xy s Yy 2 ’ y van 3
X, 1 CX,_1 [¢; ‘Zu—{—l T,
ergibt,
: CYs 2y °¥x Y Y,
(7) P20 Tay o Tur Yoo s e 3 '3 3 e =0,
cry To I, x’u+1 I,

und daher das Integral y, der Gleichung f=0 auch ein Intcgral
von @ =0 ist.

Hieraus konnen wir schliellen, daf, wenn von zwei Differential-
gleichungen (1) und (2) mit einem gemeinsamen Inlegral y, nur =0
die Grofe y explizite enthdll, die Gleichung (2) der Gleichung (1)
nicht zugehorig sein kann, da das Integral y,+c¢ der Gleichung
@ =0, in welchem ¢ eine willkarliche Konstante ist, der Gleichung
(1) wegen der Unmoglichkeit des Zusammenbestehens der beiden
Gleichungen




nlcht genugen kann.

" Ebensowenig konnen zwei solche .DL]‘ferentLalglezchungen derF orm

J

oy .y dy  dy |

8) - Tyy Ty eon &y, —om =2 L, =0
© e T |
3y 3y 3y \

9 Ty e e e Lyy oy Ty e =0,

() (P(xl,xzv JE,” axa axﬁ a.’EG)' e

in welchen y nicht explizite vorkommi, und ewne der Zahlen a, b,. .r,‘r‘_ : S

zum Beispiel a, von a,B,...0 Oerschzeden ist, einander zugehorig sein,

da die Integrale Y1 +cx,, worin ¢ eine Wlllkurhche Konstante be- - |

- deutet, wieder das Zusammenbesfnehen der beiden- G*lelchunge‘n 7' ’

T a8 ,ﬁa N
f'(xl’xzv-'- Sl",,, ?.h . - _91),=0_,

9‘ axb . ax, AT

3yi . Oy .3yr: o
(213 oy oo &y =+ €, =0
f(xl To 37. ail?a' €, al‘b’ a[l?,

erfordern wiirde, was unméglich ist. - G
Es werden somit die beiden Differentialgleichungen (1) und (2)
unter Voraussetzung eines gemeinsamen Integrals nur dann einander
sugehdren konnen, wenn entweder die abhdingige Variable in beiden
- Gleichungen explizite vorkommi, oder wenn sie. in beiden fehlt, und
die Reihe der Zahlen a, b T mzt a, ﬁ, .0 zusammenfdllt. -~
Ist ' = ' ‘

Worin @y, @y, ... a, willkirliche, voneinander. unabhiingige konstante "

Parameter sind, ein Integral der Differentialgleichung (1) in dem o

Sinne, daB y aus (10) und die’ Ableﬂuungen von y aus
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2y F 23y  3F 2y  3F
a — -

(11) . a‘Tl N Ly

in (1) eingesetzt die Gleichung

Xy, 0yye..2,, F e
f( ? 7 [ 13 ? a‘ ?

far alle Werte von zy,1,,...r, und beliebige konstante Werte von
dq,dg;, ... @, 1dentisch befriedigen, oder, anders ausgedriickt, daB
die Elimination der n GréBen «,,dy,...q, aus den n+1 Gleichun-
gen (10) und (11) auf die Differentialgleichung (1) fihrt, so soll
das Integral (10) von (1) ein vollstandiges genannt werden, wenn
dasselbe keiner andern partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung auBer einer der Gleichung (1) zugehirigen geniigt, oder, falls
dasselbe noch eine andre partielle Differentialgleichung erster Ord-
nung befriedigt, diese eine zu (1) zugehdrige sein wird, und somit
alle Integrale mit (1) gemein hat.

Enthilt nun

L. die Differentialgleichung (1) die abhingige Variable y expli-
zite, so wird eine notwendige Bedingung daliir, daB (10) ein voll-
stdndiges Integral derselben ist, dadurch gegeben sein, daf} die
Determinante \ '

*F 3F RF
dx,%a, 2m,la, dx, da,
*F RF ?*F
(12) D = dx,0a, 9x,9da, -”3‘_1",,3—61; + 0
*F EF EF
| 22,2a, 2x,3a, dx, ca,

ist. Denn wire die Funktionaldeterminante D der Funktionen
OF[dx,, OF[x,, ... dF[3x, in bezug auf die Parameter ay,dy,...q,
- identisch gleich Null, so wiirde eine von den Parametern freie Be-
ziehung zwischen diesen GrioBen von der Form bestehen:

( oF  oF EF)
O Xy, oy .edyy =—— . =0,

MRl B T A g e
day Sy oz,




o
L

Uber partiélle'Differenfialgléiphung’sSy'stérhe ‘: ei-sieif _Drdnﬁng. B 2) 7

oder es wiirde die durch (10) gegebene Funktlon F der leferen-}_t"“

~ tialgleichung

a ]_ o a.’l,'z . am ‘

wl|xy, Zay- .- Ly

_ 'genugen dlese also eine zu (1) zugehomge sein, was, wie oben ge-, o
zeigt: worden, unméglich ist.

Es ist aber auch umgekehrt D=0 die hmrelchende Bedlngung‘

dafiir, daf} (10) ein vollstindiges: Integral von (1) ist.. Denn.wire .
dies nicht der Fall, so wiirde (10) noch einer andern, der Glemhungf
(1) meht zZu gehorlgen partiellen leferentlalglelchung erster Ordnung s

} iy

3y 3y @
0 2y dy . 2y

Lyglgyees Tys Yy a.‘b

St e LU L B

geniigen. Ist nun y hierin nicht enthalten, besteht also dle Vonf{_' -
den Parametem al,ag,...a freme Grlelchung L |

Q xljxﬁﬁ m a =y 3.’5 1"' 3.’.!? =
R ar

80 erglbt sich, wenn wir beheblge r Parameter al,ag, ...a heraus=
greifen und. dle Glemhung nach diesen Parametem d1ﬁerentueren\.
20 @F 20 ¥R g aFﬁfpf;
— — + oot =0
aF axa’ aal ‘\ff
. - dz, 0 %a, L

0 yﬁ‘,"ag* *F a0 WF

o axﬂi- S -axa2 , o ) axﬂr_ s

also: - 32F 82F 32F
SRR ax 3a1 9x 'c)al L Qw@,'-@'ai’:_ B |

azF (A“:. azF aﬂF RN
31: 3a Ex S‘a axa,aa

OF aw!iaa,.' + 8 oF- axzaa,,_l- ‘BF axa,aa,
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und es wiirde daher, da diese Beziehung fir jede Zusammenstel-
lung von r der Parameter a,,a,,...q, gilt, gegen die Voraussetz-
ung die Determinante D verschwinden. Enthéalt jedoch 2 die ab-
hiingige Variable y, so laBt sich diese GroBe zwischen (1) und
2=0 eliminieren, ohne eine identische Eliminationsgleichung zu
ergeben, da letztere der Gleichung (1) nicht zugehérig sein sollte,
und es wirde dann das Zusammenbestehen von (l) mit dieser, y
nicht enthaltenden Eliminationsgleichung gegen die Voraussetzung
D=0 ergeben. Wir finden somit

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf ein Inte-
gral y =F (v, 25,...2,, ay, a5, ... a,) einer Differentialgleichung
flar, 2oy 2 4, yfRxy, Qyfix,, ... 3yfox) = 0, welche y eaplizite
enthdlt, ein vollstindiges Integral derselben ist, D=0.

Zugleich ist ersichtlich, daB, weil man fiir D +0 die Parameter
dy,8,..-2, als Funktionen von 2y, 2y,...17,, y, 3y/3z,, ... dy/ox,
berechnen und in (10) substituieren kann, die so entstehende Dif-
ferentialgleichung sich in der Form (1), welche y enthilt, ergeben
wird. Enthilt , '

I1. die Differentialgleichung (1) die abhidngige Variable y
nicht explizite, so wird zunichst eine notwendige Bedingung da-
far, daB (10) ein vollstéindiges Integral derselben 1st, durch D=0
gegeben sein, da sich aus

> dy 0 Ry ,
(13) f(flfl,xg,,..x,,, 3, 4 g aen ,'/ ):0

T O o,

die Beziehung

¢F
f xl"rz""xHT _i_"'v
v

G|

7
il'l 1‘2. a 1?"

F oF .
)=0

ergibt, welche, wie oben gezeigt, D=0 nach sich zieht. Ist nun
(10) ein vollstéindiges Integral von (13), so mubB

BF FF FF  F  F >F
3z,0a, 21,30, 1,00, day 3z;,,0a,  dx,0d,
(14) D= L0
*F F FF  2F  ¥*F PF
oz da, 2xy2a, 2x;_,3a, 2a, 3x;,,3a, dx,a,




. I'jber partielle Differ'entialgleichlmgstsys'temé ,erété;% Ol‘dnung ( A2)g
sein fiir jeden Wert von i =1,2,...n. Denn wire fir irgendeinen
Wert von ¢ D;=0, so ergabe smh eine. von, den n Parameternw
‘ frele Bezmlhung ‘ : ‘ e

“und somlt fur das vol]standlge lntegral y F eine. leferentlal-_'
‘glelchung der Form : . ‘ : N

Q| x5, ...1,, UL N A A B S
1( 1342, . a.’l:l 9 3561_1’ y:’ axﬂ_‘.. ax” = \ :

welche wieder nach der Deﬁmtmn der Voﬂllstandlgkelt der lmte-}_{v; B
grale eine der Gleichung (13) zugehorige sein miiBte, was, wie oben -
gezeigt worden, nicht moglich ist, da nur die eire leferentlalg]el- o
chung y exphznte enthalt. Ist umgekehrt D,;#0 fiir jeden Wert. von -
i=1,2,...n, so wird (10) ein vollstandiges Integral yon (13) seinj

_denn wiire dies nicht der Fall, geniigte also y noch einer. andern,
der Glelchung (13) nlc]bt zugehorlgen leferentlalglemhung

‘ (15) : 92 (1'171:2, --».’En, y, _éi__: a;;l' S ai’ ) —O, :

so konnte man, wenn r<n 1st aus der entsprechenden Bez1ehung
fur F & o
| F '?J‘F - JF

— =0,
T, ’ax ’ 9:va,, T

| Xy Ty ee Ty F,
wenn in dieser dF/dx; fehlt diese Glelchung naoh jer der Para--;r‘: R
meter differentiieren, und. wirde wie oben finden, da8 dann gegen
~die Voraussetzung dhe Unterdeterminanten r'** Klasse von D, aus r+4 -
Vertikalreihen gebildet, also D; selbst verschwinden miite. Nur dann
wire der SchluB nicht erlaubt, wenn r=n 1st dann kénnte man
aber zwischen (15) und (13) eine Ableitung aus déem amgegebenen )
Grund eliminieren und wirde fiir dasselbe Integral (10) eine Glei- »
chung in g und weniger. als n' Ableitungen erhalten, also w1eder' i
auf den fritheren Fall Zuruckgefuhrt werden. Wir Imden somit, daf

die notwendzge und. hmrewhende Bedmgung dafur duﬂ fiir emg"? v
partwlle Dzﬁerentmlglewhung S o s -




10 (A.2) Leo KOENIGSBERGER:

; dy 2y Oy 0
»’rl 12 vnix — , - , LI o ==
3 ? " al‘l 8’1‘2 axn

ein Integral der Form y=F(x),2y,...3,, a;, ay, ... a,) ein vollstandi-
ges ist, D40 fiir jeden Wert von i=1,2,...n, und zugletch folgt wie
oben, daff dann (‘10) sich als vollstindiges Integral einer Differential-
gleichung von der Form (13) ergeben wird.

Gentigt y=F(x,,2,,...x,, @1, 8y, ...a,) fir willkirliche kon-
- stante Werte der Parameter a,,...a, einer partiellen Differential-
gleichung (1), die sich also durch Elimination der Parameter aus
den Gleichungen (10) und

y 3F 23y 3F dy  3F

¢
oy ¥z’ 2x, Qx, 3z, du,

ergibt, so wird auch stets diese Differentialgleichung (1) ein Inte-
gral der Form (10) fir dieselbe Funktion F besitzen, wenn dy,dg, ... q,
Funktionen von z,,1,,...z, sind, welche den Gleichungen

F 2a;  3F da, oF 2a,
B4y 2y 2ay dmy T Fa, fx
(16)s T
oF 2a;, 2F 2a, L 3.5 da, _ 0
ey %z, 2a, 3r, da, 2z, :

geniigen, da dann die aus (10) entspringenden Gleichungen

%y 8F JF ?2a; O3F 3a, = 3F 0da,
— = + +‘...+

oz dx, E;l_ oz, i da, dx, da, oz,
dy OF 3F 3a . oF 2a, OF Qa,
oz, 0m, 2a, oz, day, Oz, da, oz,

in die entsprechenden fiir konstante Parameter tibergehen, und
somit die Elimination von a,,4q,,...q,, gleichgiiltig, ob dieselben
konstant oder variabel sind, auf dieselbe Differentialgleichung (1)
fuhrt. Um nun die Parameter a,,a,, ...a, 50 als Funktionen von
%y, %y, ... L, ZU bestimmen, daB sie den Gleichungen (16) gentigen,
ist entweder '




Uber partielle Dif‘feréntialgleichungshysféme erster Ordnung\(A 2). 11 >
=0, =0, =0 :
day Qa, da, Ll

\ L o
zu setzen woraus sich Ay, 8y, ... O, a]s Funktmnen von a:l,mz,...a:
ergeben und das singulére Integral y.= F(xl,wz,,..x,,, al,az, e )
mit variabeln Uy, g, - Oy liefern, oder es mufl . Co

'

aa1 da, 59@,,

T 3 |

¢ .
'

I
[

sein, und somit Bemehungem mlt wﬂlkurhchen Funktlonem Wi ¢
schen al,az,...a bestehen welahe xl,xg,...a: mcht enthaﬂlten.

. (18) a,H—qo,(al,az,...a ) ,+2_qoz(a,1,a2,...a ), ia ——(p,,_,(anaz,...a )’ SRR

worin ()91, gvz, cp,,_, von' den Varmaheln x4 ,~w2, a: frel.e wﬂlkur-
liche Funktionen -der emgeschlossenen Groﬁen smd so werden dle
Glelchungen (16) wenn T '

1

OF  3F dg, 23F 3¢, ' aF a%_,
o OF -

Al da, aar“ day Ba,;*z 3'0,1 + aa aali Rt ‘_
(19) ISR A e e e e e e SR o
. aF . aF Ejtplq_ aF 3902 : AR

‘g‘esetZt'w-il‘j'd‘,'_ir'i__'._‘ | S
(20)
RN

H 1A LT

N ﬂ"‘ ‘
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ibergehen, und, wie anch F beschaffern war, die Gletehungen (IG)
befriedigh sein, wenn 4,=0. A,=0_... .1 =0 ic. Aus den s e
wonnenen Gleichungen

(21) ay=gy(ty a5 ). o= Gyttt )ty < ap (0. . )

o

SF I g, R Sl e, g
Suy  Sa,, Cayp o Ca,., 2, da,  Ja,
o N -
> ¢ Ry S 2y, S Qg
e T TR -+ ' = ()
N .
da,  Ja,y Ja,  lu,., lq a, Jua

ergeben sich ap,ay. a0, g, als Funktionen von R

die, in (.l,()) cingesetzl. Integrale von (1) lelern, in welehen die
Parameter variabel sind und 2 —r willkiirliche Funkiionen he-
stimmter Variabelnverbindungen enthalten. I allgemeinen wer-
den sich fiir helicbig anders gewiihlte willkirliche Funktionen
P1s Pasees Py, VOIU Uy ly. .0, auieh andre Varinbelnverbindungen als
Argumente der willkiirlichen Funktionen ergeben, ohne dafld der
Fall ausgeschlossen ist, daB fir verschiedene willkiivliche Funlc-
Gonen die Variabelnverbindungen dicselben sein kinnen. So 15t
z. B. Tar die Differentialgleichung

ein vollstéindiges Integral y= 0,2, -, a2y e die konstanten Para-
meter ¢; und ay, und es gehen zur Herleitung derjenigen Integrale,
worin die Parameter variabel sind, die Gleichungen (21) nnd (22) in
Sq"l

Uy = f/TJ(_”l), Tyt Xy = 1)

Ja,

iher, so dall z. B. [tir ¢, (¢,) =~%af die zweite Gleiching @, - wja, =0
also

-
‘l"‘l i 1 L?:l
(y =, ‘/'1(”1) T
N 2y

wird, und das entsprechende Integral, welches die willkirlieh ae-
wihlte Funktion — 1 «F der Variabelnverbindung 2/, enthill; in
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2
Yy=-—"—& — Ty = gy = ——

Ty Zo Ly
ithergeht. Nimmt man dic willkiirhiche Funktion in der Form an:
@1 (@) = —§ aj, so geht die Bestimmungsgleichung [ir a; in
x,—aix, =0 iiber, so dal}

R
o 2 TN D
= . _ 1 1]
ty = (‘) v P (Gi) R U
2,

also fur die gewdihlle willlkirliche Funktion @, {g;) und die dazu-
gehirige Variahelnverbindung (wy/z,)" sich das Integral ergibt:

—

A14 . 737 1
; NEIRS 1, Ly 2_ 2 Ty \2
!] = -’1/1 T Ty .7./2 """ -3 {BI "‘1“" .
T X Xy

Fiir die Differentialgleichung (23) gehort aber zu allen willktrlichen
Funlktionen dieselbe Variabelnverbindung x/z,, da simtliche Inte-
grale derselben in der Form enthalten sind: yleqo(ml/xz)@

Wir gehen nunmehr zu den entsprechenden Untersuchungen
[tr partielle Differentialgleichungssysteme erster Ordnung iiber.

1.
Uber vollstindige Integrale partieller
Differentialgleichungssysteme erster Ordnung.

Wirlegen der Einfachheit der Darstellung wegen ein partielles
Dilferentialgleichungssystem mit nur zwei mnabhiingigen und zwei
abhéingigen Variabeln

/ : Sy dyy Qg Yy
1 xlv”»*zr?/]a?/g,—;*, T, =22 =0
\ cxy Qday Jx, day
(1)
. S 2y 3y 2y,
fol s @ Yuy Yo 370 7y o, =0
. L CLy Oy O,
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zugrunde, fir welches, wie bekannt, der Satz von der Eindeutig-
keit eines Integralsystems in der Umgebung eines Wertepaares
von z, und z, folgendermafen lautet:
Das System (1) besitzt ein um 2z, =q,, 2, =a, endliches und
eindeutiges Integralsystem y, und y,, welches fiir z; =a, die Werte
1) und @,(z,) annimmt, worin ¢, (#,) und gy(z,) beliebige, um
Z, =a, endliche und eindeutige Funktionen bedeuten, unter den
nachfolgenden Bedingungen: Setzt man

don(zy O y(Ty
‘Pl(az)zﬂu 992(02)=ﬁ2,( qi(*x_))=ﬁlzv ‘?%Kic) = fa

Jx,

und bestimmt aus den Gleichungen

Sy oY,
f1(a1=a2a 16131921 (:{*), Bias (T“) ’ 1822 =0
1 ay, 4, v zl Ty, 0y
2y, Yy
/2 au“z:lglaﬂz:(:,—)a Pz (-,_“) » B =0
NCRO a,u, %1 a,,a,

ein dasselbe befriedigendes Wertepaar

‘35/1‘. ’3."/2‘ ‘
A = ﬁu I R B .321 ’
cxl \LIIZI

N Sy, Uy @y, a,

so sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Existenz des oben bezeichneten Integralsystems die, daB die lin-
ken Seiten der Differentialgleichungen (1) in der Umgebung der

Werte
dyy gy B3 Bas Burs Brzs Pty Pos
endlich und eindeutig, also in der Form darstellbar sind -

¢ 3y,

3 3 d
‘Y c Yo

Bi| #-ay, Ty=da, Y1~P1s Yoo, A ~Bus ~Phz, A P, Ey
dx, o, oz, o,

P

1 <Y, Y2 Y2
By 21-ay, Ty-da, Y4By, Ya—Pa 3 Brs 53— P2 5 ~Pas 2 B
y «.~:El ng C.’El 0.272
worin P, und P, eindeutige Potenzreihen bedeuten, und ferner }
die Determinante
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afl 3]‘1 v
3 9y - 3 oYy

oz, . Omy

O fy 2 fy 7 ,
3 0 o 2 -

oz, dx,

fiir das oben angegebene Wertesystem der 8 GroBen yon Null Ver-
schieden ist,

Das D1fferentlalglemchungssystem (fl) kann zwei Wesentllch
voneinander verschiedene Formen haben, die fiir die Untersuchung
seiner Integrale gesondert zu hetraeht.en sind. PR

Setzt man aus einer der leferentlalglelchungen ( ) den ;W%Qrt ,
von y, a]s Funktlon von B : - Ll T

s, N
Y

| , -3y1f‘;u3y1 | Syz ayz- ST
R R axl ’9 ax1 ax2 e

“ o
‘ !

in” dle zweite: Glelchung em .80 w1rd entweder yg aus dersel]ben ‘
‘nicht herausfallen, die Glemhungem (1) sich also durch Ehmmas_ c
tion von y1 Pesp yz m der Form darstel]em lassen' .

ol Ay d, N B
B e By Ba, )L
Y oYy Yy Yy dy,\ LT
Y2 = Pa| %yy Xy, 27, axé’ 3:171 ’.*a-'ﬂz; o SR g
" oder es - fallt ‘bei- der Substitution y, aus: der zwelten Glelchung
 heraus, d.h. es ist. das Ehmmationsresultat von y; zwischen f,=0
und \]‘2—0 von 'y, unabhanglg, Ul]’]d es geht sormt das leferentlal- ;
glewhungssystem m AT e

g
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iiber, worin eine der Gleichungen keine der beiden abhingigen
Variabeln enthilt. Um die Bedingung dafiir noch in andrer Form
zu ermitteln, ergebe sich aus f,=0:

A 3 3
) y P | Y Cp CUp
Y1 = (L, 82,5 Yo g YRR S

PRI A T Qxy 2xy | Quy

so dal

. Q. pl 2 A
iz, 2, 00,y cYy Yy Yy CUYp
1{~1s 22y L0y Y2 3 s )

cx, Cxy Sm O

.

identisch Null ist und durch Differentiation nach y, ebenfalls
identisch
( M‘)
A

"\f Q A E I d
ofi\ oy oty \ Yy, dawy
Py ( ~1=0  oder ———"f =

@1_ Ys @2 ﬂ£ - Y,
Yy

folgt, wenn die eingeklammerten GriBen die Werte derselben nach
Substitution des Wertes von y, aus (2) bedeuten. Setzt man ferner -
den Wert y, aus (2) in die Gleichung f,=0 ein, so daB sich

@ ' Sy Sy Sy B\
o [Ty Toy Wiy Yoy 77—y X7 "1 5 =
1y ~¥2» 19 ./_7 8.7(?17 812 1 E‘.’El 31?2

ergibt, so folgt fir die linke Seite dieser Gleichung

d(fg) _ 2y 2o, + 2,
dy, - °yy/) ¢

oder vermége (3):

y

d(fz) _ °fi\(°Fs o afz) f‘_]l): ifl

_— |
Y oy, )

2

dy, Sy [\ Y] \ 2y

() [
= C

oy,
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‘worin J die Funktionaldeterminante von f, und f, in bezug a‘uf'y1 :
und ¥, ist. Die notwendtge und hinreichende Bedingung dafiir, dafl
durch Substitution von .y, aus (2) in ,fz, oder durch Elimination
von y, zwischen f;=0 und fa=0 aus dem Eliminationsresultat die
abhingige Variable y, herausfillt, also d(fy)/dy,=0 ist, und also das
. Differentialgleichungssystem diec Form 11. annimmi, ist somit durch

o dyy Yy |
(6)' . (J)J’1=rm ‘ =0

gegeben, oder durch die Bedingung, daf aus dem Eliminationsresul;f
tat von yy zwischen den Gleichungen. f;=0 und J=0 Ys hemusfallz
wéhrend das Verschwinden von J fir beliebige Werte von y. und
yp bekanntlich anzeigt, daB f, eine Funktion von 1, ist, in welcher

%y und y, nicht explizite Vorkommen da, dle partlelle leferentlal-
‘glelchung : :

o o e B 4y
aJI_ayg oyy Yy, afn 39’1 . 3}‘1 ayz
ayr“"' = ayz

in der abhanglgen Varlabeln fo das totale D1fferent1a]gle1chungs—
- system lefert,

'erglbt Worm @ eine wﬂlkurhche Funktion darstellt

Selen z. B. dle belden leferentlalglelchungen gegeben.. ”

y yﬂ”l y, =0, ?/1 ?/2"/’3 ' ‘/’if—“ 07
WOTIN dle Funktlonen 1/) von
g a?h, oy 'ayz OYs
"1’17 wz [P ’ 3 3 T o,
: oz, awgl Az, ' Az,

wSitzungsberichfne‘d; Heidelb. Akad., math.-naturw. K1. A. 1921, 2. Abh. -9




18 (A.2) LEo KOENIGSBERGER:

abhingen, so folgt aus der ersten derselben y1=(1,u1 y2+1p2)%‘ und
daher

= 3{(vi—va) B+20 v+ v3 ]

oy
1

)
e y1= (@ et y)®

und dasselbe Resultat ergibt sich aus @ (f2)/ys; da
(fz) = (’P? ‘“1/’3) '!/g + 3‘#?‘/’2?/5 +3y, v Ya T, + ’Pg

1st. Da nun 2(f,)/9y, von v, unabhiingig sein muf, so bleiben nur
die beiden Fille

v, =0, vy =0, also flzy?"‘/b:(): f2=y‘f—w4=0
p, =0, wa=w‘i’,}‘1=yf*%yz=0, fzzyf'—w?yg—y)4=0,

und somit die Beziehungen
2—v,=0 und f, = fi+3fwa+3 v

Wir wollen eine zu dem Differentialgleichungssystem (1) zu-
gehorige Differentialgleichung erster Ordnung

k4 xl’TZ:ylvyzv L) } ]
31'1 3-’172 al’l

(7) Sy Yy Y, 0
312)=

eine solche nennen, welche die Eigenschaft hat, daB, wenn man

zwei beliebige der Grofien

3 3 ) '
Y, Yy Yy Y.
oz, ' dx,’ 2z, 3m,’

yls '.1121

die wir mit £, und &, bezeichnen, aus den Gleichungen (1) durch die

andern Grofen ausdriickt, die wir allgemein mit & bezeichnen, und
n (’7) substituiert, die so entstehende Gleichung in all den GréBen
£ sowie in z, und x, identisch Null wird. Um die Form aller zu-




E,
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gehorigen leferentlalglemchungen festzustellen mogen swh aus (1)
die Werte §l—<p1(§, .171,-1'2) Eg—% (5, xl,xg) ergehen so daB

fl(xir% 51,52,5) = O f (x11$2:§13527§) =0

in' dle in"allen Groﬁen 3 '=OW1e in und Z, 1dent1schen Glelchun-~
gen ﬂbergehen. s

f1 (1?1,502,'(}01(551,.1:2,5), ‘Pz(xnﬂ?z, f),§)=0
f2 (xl’fxw)qjlv(xlax21§)1:(p2(w13x215)35)} =0 )

und somit auch identisch

a1, 3991+ ofs %.+%—=0, af2 a’(pl .‘+'af.9 39)2+aff2&‘=‘0v o
,3971 08 g, 3¢ af a(pl, 98 - O, 35 34;-' S

sind, und, mit der aus (7) hervorgehenden Glelchung

B .\w(scl,xg%,fa;gz;s) =0 oder. y (fvuxz’%v%w?) o

v

welche in allen g, xl und Ty 1dlent1seh Null sem so]lte zusammen-‘
gestellt, die Bezlehung erglbt '

dp g, 30 o, duw
Y 1 + V’ s + L4 =.0,
dp, 9¢ dp, 3¢ o0&

oder die fiir alle &, z;, ©, notwendige und hinreichende Bedlngung_‘..f:. B
dafur daf ( ) eine zu (1) zugehdrige Dzﬂerentwlglezchung Lst

A

e R ) A ‘af1 a]t1
SN | 3, & OF
vafz_afz \a‘fz T 0_? ST
351352 af ,

Top oy ay|
9 agg‘ ag

‘ §1 anﬂ

daf also das Eltmmauonsresultat von 51 und 52 zwzschen fi—O fz_

- . - R . - Y .

,2* ‘;
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°fi °fy h
; ¢& 9& ¢
sk 2k 2h |
R
ay) 81’[) awp
25 °F 0f
perschwindet.

So werden alle Differentialgleichungen der Form

(a=0,£=0)
z Wyp

(a,h)

)

o ,
< 6 _
1/e=0,

Lys Loy YreYou 7 )
eV gy a, tn, Pm,

( ey Sy dy,
worin ¢ und f positive Zahlen, « =0, =0 ausgeschlossen, @, 5 be-
liebige Funktionen der eingeklammerten GriBen sind, dem System
(1) zugehorige Differentialgleichungen sein.

Zugleich 1ist aber ersichtlich, daf alle Integralsysteme von (l)
auch jede zugehirige Differentialgleichung befriedigen, wenn sie ein
Integralsystem gemein haben; denn seien z.B. & =y, &y = iy [0,
so daB sich aus (1):

. v Sy QY S
= ©1 xi’x2ay27 - T Ty E I
. Czl sz Cxl
®) ,, o
Yy o P, Y Y Y,
- 2 12 %2+ 92> bl ]

ergeben, und diese Werte, in die zugehérige Gleichung (7) einge-
- setzt, dieselbe — der Voraussetzung nach — in allen eingeklammer-
ten Grifen 1dentisch erfillen, so wird, wenn »,, 7, irgendein Inte-
gralsystem von (1) ist, die identische Beziehung bestehen:

S Sy Cny my
Y1 Xgy Loy @\ Tys Loy Moy 5 7 ),
dny Sy . ($ . on, Sy Qg 0
Ha s ! : Pal Ly, Loy Y, ? ’ — VY
cx; Cmy N\ " Cay  dxy

und somit, da nach (8) fir das Integralsystem von (1):
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(o dmy dq dms\ B
m= (Pl(xh Tgs Mg axi faxz 1 3%, 1-.ax2‘ = P2 371,3727‘ 7727 ) 1\

~ist, die Gleichung béfriedigt sein:

. Ly Lo, ¥ ¥ - = O
"P( 1y %29 713 72'7‘ axl ) a.’l’}g ] axl H axz. ]

also 71, 7 €0 Integmlsystem der zugehorigen Dif ferentlalg]emhung_r

(7) sein.,

Zwel beliebige, von vier wﬂlkurhchen Konstanten abhanglge o

]ﬁunktlonen von x; und z,:

(9) i =F, (wu Zgs Cyyy Gag; Oy, a22)“, Yo = Fz ‘(5517 T, an ; ‘112 2 &1 w-azz) .

konnen stets als ein Integralsystem von zwel partlel]len leferen- o

tialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhingigen Variabeln,
welche keine dieser Konstanten enthalten, betrachtet werden, da
‘man aus (9) und den vier * hieraus- entsprmgenden Glelchungen

(10) a%;wla%=N39%=M29%¥N}
axl aml ’ amz axg ’. axl - ‘a:lfl’ a.Tz I awz

die vier Konstanten eliminieren kann und so zu eihem.den Glei-

chungen (9) dquivalenten partiellen Differentialgleichungssystem

(1) gefuhrt wird, das eine im allgemeinen beliehige Form hat, wenn

F, und F, nicht ndher bestimmt sind. Wir konnen aber auch um-

gekehrt schlieflen, daB einem beliebigen partiellen Differential-

gleichungssystem erster Ordnung, das wir der Emfachhelt der Dar- |

- stellung wegen in der Form

11 —_— XL i yi y2 ! y2 yl y2
( ) 3321 'fl( 4’$2fiy.1"y2y’ 31.2 ¥ a.:rz)’ a.’lﬁl fZ .'131, xza./l:yzv a a{E2

zugrunde legen wemgstens formal ein Integralsys‘bem mit Vler:

willkiirlichen Konstanten geniigt. Da man nimlich nach dem oben
ausgesprochenen Existenzsatz fiir einen behebngen Wert' z, =§
unter den angbgebenen Bedmgungen : : .

N 3y Omy '13772
.17 ’axz , axl “.;\'

;;;;;
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(?/1)§l =@ (Iz)‘v (?/2)5, = 902(-T2)

setzen kann, worin ¢, und ¢, im allgemeinen willkiirliche Funk-
‘tionen sind, so folgt aus (11):

A a ’ ’ IaT “ 4 4
(12) 'a"iz":")=fl (51,3?2,991,(]92,(}717(]92)9 (ﬁ? ‘-:fg(él,x-g,@mquv(plv(pz)

=1

3

und hieraus durch Differentiation nach z,:

a2,
¢ Y _ & * ’ wooo
EYEY —'I"]l‘(su%:9017492:901:‘?021‘%,‘792)
a$1C£E2 =
¥ ) =1
Yz = (E Ty, 01, @ q)’ 90’ (pit'qyn)
T F2\c1r2i P 1y P2y ¥ P2y .
9.7319552: ? 1 H ) LA )]
=1

Ferner folgt aber aus (11):

o ’ ]
Py, Sy By, Cyr Py By Ry,
32—‘(1 1?1,.192,?/1,2/-2,,3 b se‘aﬁ LS T SN
xy Cry Iy Ty CXy €Ly CTy cxy ¢y
und somit vermage (12) und (13):

2

d Y1 _ . ’ ’ "o

32 "‘”1(‘511%’90119‘72: 1, (Pz:%ugﬁz)

1/=
&y,

- rs ’ H £
ma_:?_ = (")2(517 Loy @1y Poy P1s P2y ¥y 972) )

und endlich aus (y,). =y, (1), = @

2. 2

© yl _ gp” a y2 I
s | =1y || = @

dx; ez e

<1

s0 dal die ersten und zweiten nach z, und z, genommenen parti- -

_ellen Differentialquotienten von y, und y, fir z,=¢; durch die
Funktionen %(332) und ng(ﬂ?g) und deren erste und zweite Ablei-
tungen gegeben sind, und allgemein folgt, daB sich aus (11) alle
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r

partiellen Ableitungen von yl und Yo ]DlS Zur % o Ordnung fiir 3?1—51“ o

als bekannte Funktionen von &, a,, qpl(wz) %(xz) und- deren Ab-.

leitungen bis zu emer be,heblgen ‘Ordnung hin ergeben. - -

‘ Wahlt man : nun fur &, einen’ belleb1gen Wert &y, 1M dessen'-_k S
- Umgebung. ¢, (5'32) und. @, (2) endlich und emdeutlg sind, so wer-""

“den sich ¥, und ¥, als Funktionen von' z; und =, in der Umgebung,'
des Wertepaares £;,& in der Form ergehen'

A

) (‘”_2‘52)'(’5;?@9; )+( 5 aa_g"l)+
- : . Snkr b §,521-_,
_@%L; > @f)ﬁ gl —

§1§a

worin die Koeﬁlzlenten durch dle Werte von q91($2), @5 (:z:z) und deren _
Ablettungen fir x,=§, gegeben smd und wollr zur Feststellung N

der Konvergenz dieser Reihen noch die in dem bekannten Exi-, G

stenzsatz angegebenen Bedingungen zu erfiilllen sind. Die in die -
Ausdriicke eintretenden Konstanten ¢y(&,), @a(&,), ¢ (52),.%(52)";_
bilden die Reihe der beliebig vielen Konstanten, welche in dem
'Integralsystem enthalten sind, und welches im allgemeinen fir
jeden Wert jener Konstanten den gegebenen leferentlalglelchun- :
gen Geniige leistet. L

'Es soll im i'olgemden ein’ Integralsvstem (9) der leferentlal-

‘g]ewhungen (1) mit vier willkiirlichen Konstanten ein vollstandzges
genannt werden, wenn dasselbe auBer den Gleichungen .(1) und
den oben, defmlerten zuuehorzgen Differentialgleichungen, denen

alle Integralsysteme von (1) geniigen, keine ‘andre partielle Diffe- " .

rentialgleichung erster Ordnung befriedigt, und es sollen' nunmehr
die notwendigen. und hinreichenden Bedlngungen fir F; und F,

aufgesucht werden, unter denen (9) ein aollstandzges Integra]system‘ B

blldet

Ak




& F, SR &*F, *F,
oxycay Cx,lay €x;,8a,, cx,l4a,
EF, EF, &F, 3 F,
0x, Py CXClyy €, OT,Cay,
(15) D = i
*F, &3F, PF, & F,
02,0y Cx,Cy CX,30ay Cx,Cdy,
& F, &EF, 3 F, & F,
Oy Cllyy CTyCllyy CLyCUsy €TyC dyy
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Untersuchen wir zunichst den Fall, in welchem das Differen-
tialgleichungssystem in der Form

Sy Sy 2y Sy
Yi=Ti\%, %y 0 5 A A
(14) I.
Sy Sy Yy Qi
yZ = f? xlami': ~ t Y 1 A LI
cx,  Cfxy, 2 s

gegeben ist, so wird behauptet, daB, wenn (9) ein collstindiges
Integral ist, die Determinante

von Null verschieden sein muf. Denn wire D identisch gleich Null,
50 bestiinde zwischen den vier GroBen

von welchen D die Funktionaldeterminante in bezug auf die vier
Parameter ayq,a,,,a,,, a5 ist, eine von diesen Konstanten freie
Beziehung

cF, oF, 2F,

8‘
w x‘l s Loy : H H
°dz;  dz,  dxy

Fy
x.J

Q3

oder es wiirde das Integralsystem (9) einer Differentialgleichung

(16) : . w (Il,zh i , ;: : w‘o’ ‘ -0

\ C l’:l 1Y l‘z C 'Tl a‘x-)
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geniigen; aber dies ist- unmoglich, wenn man zeigen kann, daB
(16) keine zu den Differentialgleichungen (14) zugehurlge lefe-"f 20
rentla]glemhung ist, da das vollstindige Integralsystem nur noch = -
einer zugehomgen leferentlalglelchung geniigen kann.. DaB aber -

(16) den Gleichungen (14) nicht zigehorig ist, geht aus nach-
stehender Uberlegung hervor: Setzt man den aus der ersten Glel-
chung | (14) hervorgehenden Wert - ‘

| - oy, By, gy Ay
@r LW O
(‘ . ) | axl w (‘T’lli mZ') yl? axz a 17 3 axz

in die zweite Gleichung ein, so daB diesein

3y 3y Ay
Yo = f2(3717 1’2_1 Y ag; ’93: £ a:v:) o
oder z.B. in - o ) , o
ey O [ dy g
(18) | = ‘ A2
( ) - 3-172 .’%(9315. 5523_“/&?/2,'3%., axi". :

tibergeht, und substltulert dlB Werte (17) und ({18) in (16), s
miifte nach der Deﬁnltmn einer zu (M) zugehomgen ]le]ferentlal-

gleéichung . o | S

w($1?$gs¢:a—93;-75x—laW1 o o
~in allen hierin entha]tenen GroBen identisch verschwinden, was
nicht der Fall sein kann, da y, nur in ¥ enthalten ist.

Es wird aber auch umgekehrt wenn D nicht identisch Null-
ist, das Integralsystem (9) ein vollstindiges derDzﬁerentmlglewhungenf- 3
(14) sein. Denn wire dles nicht der Fall, gentigte also das Inte- .

gralsystem (9) nioch einer andern nicht zugehﬁngen leferentlal- |
gleichung = .~ . SR

(19) . 2 (xlaxzv Y1: Y2, ax17 agl ) 3:2”‘ aiz) = O ’
g Ty Oy dxy OXy )

- s0 wiirde letztere entweder y1 und Y, gar mcht enthalten oder es
lieBe sich, weil (19) keine zu (14) zugehorlge G]ewhung sein so]]te‘
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y, und y, zwischen den Gleichungen (14) und (19) eliminieren, in
beiden Fallen also das Integralsystem (9) einer Differentialglei-
chung von der Form

geniigen und somit gegen die Voraussetzung fiir die Funktional-
determinante D der Funktionen

aF, 2aF,

?

ez, | 2z,
in ‘bezug auf die vier Parameter den Wert Null ergeben. Wir fin-
den somit,

daft die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf das
Integralsystem (9) ein vollstindiges der Differentialgleichungen
(14) ist, durch D=0 gegeben ist.

So wird z. B. fiir das Differentialgleichungssystem

NG v Sy Sy 2y,
Y1=% 5 T o &g+ s Y= oy Ty o
oz, cxy, 22, °xy ox, dry 2z,

das Integralsystem
. 2 2 ,
Y1 = A&y T o dy + Qy15 Yo = Qo Ty + Qo Ty + (4

ein vollstdndiges sein, da die- Determinante

© ©O O =
o o
8
b
t
Ry
_ o o O

o
<

ist.
Gehen wir nunmehr zu dem zweiten Fall iber, in welchem
“das Differentialgleichungssystem in der Form




. 3 ts S
by ¥ .
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|

\ - I - ?!2' B\_45
’ ? =0
f2 xumz,?h .7/2 9.’51 3:1:2 3z, axz SRR

ayl Qyy ..'ayz ) 'ayz)

| ‘gegeben ist, so wird offenbar, wie v1ele .der vier partlellen Ablel-:
_tungen auch in der ersten dieser Gleichungen . enthalten sein mo-
gen, D=0 sein; enthélt diese Glelchung aber alle vier Differential-

quotienten, so soll gezeigt werden, daf nwht alle Unterdeterminan-
ten erster Ordnung, welche zu sam,tlzchen Elementen irgendeiner Ver-

tikalrethe von D gehiren, identisch Null sein konnen.. Denn wiren.
z.B. die vier zu den Elementen der ersten Vertlkalrelhe gehwlgen\
Unterdetermmanten erster Ordnung, dle wir, m1t R

/

Dy

1018 Aoy azz' ’ D”?l au Aoy a22-’ A D331 Gy a12 9] D$1 au agz azl Ny

'bezenchnen, glemh N ul] SO wurden sich aus den fruheren Betrach- -

tungen die Bezwhlmgen ergeben T .
e 3R BE 3R, N\
Wi\ ®py Tay 79 v 1 @ =V,
11 ._1” 2 ax21 awxl axg M. 11' o L . \
Wil & ’ s ’ =V o
12} 12 %25 dx, Az,  Oum, % .
’ oF, JF, 23F, '
Wor| Tyy Loy , sl =0
°x,  dxy  Amy :
oF, JdF, 9dF, .\ 0
Wy 3?1“7 xgv‘ oz, 3 oz, ales Agg | = U " .

ER 4

‘faus ‘denen Gy Qg agl, 022 hergeleltet und in (9) substltmert zwel"
leferentmalglewhungen der Form folgen' - ' o

ay ay a o X a a
21} T, s, 1 2 y2 - y" y2 y2 SRR

‘denen das vo]lstandlge Integralsvstem von - (20) genugen muBtefi

‘wonach diese belden leferentlalg]emhungen also ! zugehonge zuj,‘*; e
[

v

‘ - .
y R Vo N
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(20) wiren. Dies ist aber unmoglich, da, wenn sie zugchorige
wiren, zwei der Ableitungen, aus (20) hergeleitet und in (21) sub-
stituiert, letztere in allen Gréfen identisch machen miilten; ist
aber 3, in f, enthalten und substituiert man in die erste der Glei-
chungen (21) die Werte der beiden gewihlten Ableitungen, von
denen die eine durch die tibrigen Ableitungen, die andre durch
ebendiese und y, oder ¥, und ¥, ausgedriickt ist, so kann ¥, nicht
herausfallen; ist jedoch g, in f, epthalten und substituiert man
die beiden Ableitungen in die zweite der Gleichungen (2'1), von
denen die eine wieder nur durch die ibrigen Ableitungen, die
andre durch ebendiese und y, oder y, und y, ausgedriickt ist, so
kann y; nicht herausfallen — die obige Behauptung ist somit er-
wiesen.

Um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir aufzustellen, daB unter ‘der Bedingung, dal} f, alle vier par-
tiellen Differentialquotienten und f, eine oder beide der abhingi-
gen Variabeln enthalt, das Integralsystem (9) ein vollstindiges -
der Differentialgleichungen (20) ist, greife man eine beliebige Ver-
tikalrethe von D heraus, z.B. wieder die erste, von welcher, wie
eben gezeigt worden, nicht alle Elemente verschwindende Untor-
determinanten erster Ordnung besitzen, und ersetze die Elemente
derselben durch

1

(]
€y

F

1
b
.ﬂ_g

()

I

L ]
[P ]

eF, F, QoF,
iy ) ’

[£9)

cay

Lo
L ¢f

-]

dann wird behauptet, daf fiir ein collstindiges Integralsystem (9)
die Determinante

2 9
5F, ®F,  ®F, 2®F,
cay Smyay Sxlay Sx,lay,
2 P 2
°F, ®F, &F, *F
Cayp CxyCay, Ca,0a, C3yap
(22) D, = AF 12 32 A2 77
Sy he O > F, o F,
2 2 2 o
1% (121 \, .’122 : a:)-l C .‘L‘I 3(121 3:1,'2 3 021
2 2
2F, ®F, ®F, ®F,
2 L h
[ 022 L-Jg b‘”gz C‘SEI 3“22 alzeagg
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von Null verschieden sein muf, wenn Vorausgesetzt Wi,rd daﬁ fz die
abhingige Variable y, enthdlt. :

Denn wiire Dy = 0,.s0 wiirde d1ese als Funktmnaldetermmante' )
der GroBen

in bezug auf die vier Parameter an, @z gy, a22 eine Bez:ehung,
von der Form )

Y@, 2y, Fy,

oder fiir das Vollstandlge ]ntegra]lsvstem (9) die'Diffgrentia]lglei.‘-"
chung : . | | :

‘ Ry, D 2 . B . 0 a -
‘ w(xl,wz,'yi, Y Y ; by%):O .O‘déI‘ ‘y1— (5’31’ T, % yz yg) o e

?
Dx2 1_1;1 __E‘-mz ¢‘a:p273x1. 3.1:2 ‘

nach sich ziehen, welche eine zugehomge Zu. (20) sein muBte was
jedoch nicht der Fall sein ‘kann, wenn f2 die abhanglge Varlable
y, enthalt, : '

Ebenso wiirde sich als notwendzge Bedmgung fiir das vollslan- :
dige Integral ergeben, da/f)’ die Determinante

EF, 32}71 oF, . *F,

dmylay Cxyay day Smylay,
PF, *F, JF, FF,

dxy0ay, 0xyCay 0

*F,  *F, 3F, *F,

C 2w dQay 02,00y Oty Jm0a5

2 AR PN
F°F, - *F, 03F, &F,

‘(23). | ':Ds =

von Null verschieden sein muf, wenn f2 dw abhannge Varmble Y
enthdlt, da, wenn Dy =0 wire, sich iTur das vo]lstandmge Irmtegral -
noch die Dil’ferentlalglelehwng o
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‘S Sy Cwa
Yo = Wy | Xy, Xy, - LIS 1y

ergeben wiirde, was wieder nicht mdéglich ist; enthdlt f, die ab-
hingigen Variabeln y, und y,, so muf D,+0 und Dy+0 sein. Aber
es sind diese Bedingungen auch die hinreichenden fiir ein vollstindi-
ges Integralsystem.

Denn enthilt 7, die vier partiellen Differentialquotienten und
- f» die abhéngige Variable y,, sei ferner D, von Null verschieden,
und wére das Integralsystem (9) kein vollstdndiges, so miiBte das-
selbe noch einer den Differentialgleichungen (20) nicht zugehori-
gen Gleichung

(24) O\20 8 Yoo 5 503, 13, )~

geniigen. Ist nin in dieser Gleichung y, nicht enthaltén, so wirde
die Elimination von &y,/dz, zwischen (24) und f,=0 eine Gleichung
von der Form

E'y1 3?12 ay2 - O‘

v 1?1,3721.%., ’ 3 =
cxy dxy 2w,

liefern, aus welcher sich gegen die Voraussetzung D, =0 ergibe;
ist jedoch y, in (24) enthalten, so folgte durch Elimination von Y
zwischen (24) und f,=0 eine Differentialgleichung, die, wenn der
Wert von y,/0x, aus f,=0 substituiert w:ird,'wieder auf eine Dif-
ferentialgleichung von der Form y =0, also gegen die Vorausset-
zung wieder auf D,=0 fihrt, und dasselbe gilt fir D,, so daf,

wenn f, die abhingige Variable y, enthilt, D,+0, und wenn es
die abhingige Variable y, einschlieft, dann D=0 die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB (9) ein vollstindiges Integral-
system von (20) darstellt.

So wird z. B. fir das Differentialgleichungssystem

2 2 3 pl
cYy Yo cl €1l
b, ,‘y + 3.?/ + (2, + z,) 1‘” —-?‘I—’! =0
C'xl s-:b“'l ’ CI.TE C’I2
. D A
Y1+ = Ty &)y (3w Py,
1TY2 =\ T L Sraniuter—
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50 ) Ty
N . . .

das Integralsystem
Yo = Gy Ty + Qi Ty Ty + Gy Ty + Qe 75 - 3
e R L
Yo = — Gy Ty — 3] — 3 A1 Ty Ty — Gy, 15 + Q3

ein vollstandiges sein; denn zunichst ist

0 —1 0
p_l® & T, —3x, -3 _o,

2-’!71 0 —2.’.C1 . 0 ) - .‘.

0 22, 0 22 L

wéhrend von den aus den ersten dre.i_;Vertikalr‘eihem geW:‘:i}jlten,
also den Elementen der letzten Vertikalreihe zugeordneten_ Unter-
determinanten | o : ‘

10 —1 | |1 0 _1 RN
Zs . !L"l a?l -—-3;5-2 - O y .| To x; —x1_3x2 '=. 2x2($l+2m2) :%: 0
2200 -2z, | |0 25,0 e T
ist, und somit zwischehideﬁt drei F‘_unkl_;ion'e‘n aﬁ,/ax,, aF'I/a_a_;z, OF, 3%,
als Funktionen von (g1, @13, Ggy, aber nicht als Funktionen von
U1y, Gry, Oz AUTgefalt, eine von den resp. Parametern freie Bezie-
hung statthat; endlich ergeben sich o o

x (I R | 0 |
D, = x;x2 L& —x—3, | —3:01 '=i=';07’, ,
%7 0 ._—2:1.:1 .0
‘ % 2z, 0 2z, | |
D% -y ~ 3322 -3, io
R 0 = 0 |

und es sind somit, da in djé!‘ zweiten E'Differentia‘lgléichﬁhg A und
Yo enthalten sind, die notwendigen und himi'eichepden Bedingun-

gen fir das vollstandige Integralsystem erfiillt,
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Lassen wir nunmehr die Voraussetzung fallen, daf ;=0 die
vier partiellen Differentialquotienten enthalte, und nchmen an,
daB das Differentialgleichungssvstem die Form habe:

.fl Ly, -’332,

b Y

Sxy Cxy Oy

)

Cyr S 372) 0
| =

(25)

f Sy, Sy Yy Cys 0
i, Zoy Y15Y2, =
2V 2y J1» U2 : ¥ ¥ 1
Yol 3y Sz, Smy Cxy

1

so wird aus der ersten

i SFI &~ 12 EFE O
x X =
1 1 2 H
TR 2y, T 2m ) 2my

folgen, und sich aus dieser durch Differentiation nach drei he-
liebigen der vier Parameter, z. B. a,y, ay,, a5, die Gleichungen er-
geben:

2 2 :
°f Fy N ¢ SFy, 2, O, 0
Y T = - =
3 oF, 2z cay 3 0F, Qx,cay X cF, ?2mylay
Q ¢z S T,
2 2
°f F . fy S F, " fy *F, 0
3 1.2 2 -
C/F C$26(112 A LFz 31}18&12 a PFz a.’szaam
o 7
8372 Efl;]i 32?2
2 2 It
1, *F, . &f, &F, 2y *F, 0
e _*_ —
"
3 OF, 2, Qa, 3 oF, 2z cas L 2Fy  dmyla,, !
; 2
dxy S, ¢ Xy
so dafl die Determinante
& F, 32F, &2 F,
cxylay, Sz ldy xylay
2 2
(26) Y °F, S F, 2 F, 0
_ ZeClyp CXy Uy CZyllyy
EF, *F, &EF,
CZaClyy Ly Cllay CTy 0y
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ist;‘ es werden somit alle zu den Elementen der ersten Vertikal-

reihe von D gehorigen Unterdeterminanten erster Ordnung ver-

schwinden, und so allgemein folgen,

daf, wenn f, nur drei der partiellen Dbfferentmlquonenten ent-

hilt, nicht nur D=0 ist, sondern auch siémiliche Unterdeterminanten
erster Ordnung verschwinden, welche zu den Elementen derjenigen
Vertikalreihe gehoren, welche durch den in f;=0 fehlenden Differen-
sialquotienten ahgezeigt ist. ' ,

So wird z. B. fir das DifferentialgleichungSsystem

2 3 3
Y L ‘Yo Y _ 0
cx, x, dmy
2 ’W
<Y i Y2 2
?/1"?/2+(~771"392) A _(2$1—$2)T_+ Xy Ty — 20
- C.’EQ G.’Ez

das Integralsystem
. _
Y= Q3 &y + Qp Ty + Ogy Ty
a2 : IR IR N 3
Yo = ATy + Aup Ty + Ay Ty + 5 Agp Tj + Qoo Ty Xy + Xy

dier Beziéhung liefern:

<

2z, 0 2z
tr 0 1. 0
D= =0,
0 1 1
Ty X TytITy X

aber es werden micht alle Unterdeterminanten erster 'Or(inung,.
welche zu den Elementen einer der drei ersten Vertikalrethen ge-

hiren, verschwinden, wihrend fiir die durch den in f,=0 fehlen-

den Differentialquotienten dy,/dz, angezeigte vierte Vertikalréihe

die vier zu den Elementen dlecer Reihe gehorigen Unterdetermi-
nanten

10 1 |22, 0 2a, 2z, 0 2z, | |2z 0:2g]
0 1 1 , 104 1, 1 01, 1 01
X, @ T+ [Ty #y meta,| z, 3 om0 11

den Wert Null annehmen.

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-paturw. KI. A, 1921, Abh. 2. 3
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Gehen wir nun fiir den Fall (25) zur Aufstellung der fiir ein
vollstdndiges Integralsystem notwendigen und hinrecichenden Be-
dingungen von der Determinante D’ aus, so ist wieder, ihnlich
wie oben, ersichtlich, da8 in dieser Determinante nicht alle zu den
Elementen einer Vertikalreihe, z. B. der zweiten, gehorigen Unter-
determinanten erster Ordnung verschwinden kionnen. Denn wiiren

. D] 2 L] ]
*PF, 2F, FF, FF, &R R,
0%y Cityy OXy 21y, oz, 0ayy 2x,ay, iz, lay, Cx,lay,
= 0 y = 0 y = O N
2 2 2 2
PF, 2F, | FF, FF, cFy PF,
B 3. 0 N N 1 o
0y Clgy Oy Oty Cxp Cllyy Ty Cllyy Sy 8@y Oy Qg

so ergdben sich die Beziehungen:

ok OF, ‘ ol OF,
V1| Zyy Xoy 5 5 Uy =0, Yol &ps Tay 37— 3 Uy | =0,
CF, °F,
Ya | Xy, Lo,y =y s 73 y Qo 207
cx, S,

und durch Bestimmung von a,;, a;s,¢,, aus dicsen Gleichungen,
in denen JF,[dz,, 2F,/2x, durch 2y,/22,, dy,/ z, ersetzt werden,
und Substitution der Werte der Parameter in (9) fir einen be-
liebig gewihiten Wert von a,, die Differentialgleichungen

2 2 3, A

Y Sy _ Y Sy
Y1 = O\ &y, By 57— 3 v Y2 T W\ Xy Ty Ty 3 '

cxy O, Cxy Xy

was fur ein vollstandiges Integralsystem der Differentialgleichun-
gen (25) wieder aus den oben angegebenen Griinden nicht moglich
ist. Bs konnen somit, wenn (9) ein vollstindiges Integralsystem dar-
stellt, nicht simitliche zu den Elementen einer Vertikalreihe gehdrigen
Unterdeterminanten. erster Ordnung der Determinante D' identisch
verschwinden.

Ersetzt man nun in D’ die erste Vertikalreihe durch die Ele-
~mente
2F, >F, oF,

& ayy
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ferner die dritte Vertikalreihe durch | L oo

3F, 23F, 3F,

tY

. H . ?
day  day,  ddy

so daB sich die Determinanten ergeben:

oF, &*F, &F, *F, 3F, &F,
aan 3%1 adu 3.’]32 e‘am axzaall 3‘&11 axz aan
171 ) 3 = , 1
c al?. axl 3 alg 3372 a 0«12 a xg a a12 aa12 axg a‘alg
9 ) 7 o
3F, &*F, *F, *F, F, &F,
Dy OxiCy dxplay, | . - 2 Xy 0 Ayg aagg ngaagz“

s0 finden wir' genau durch dleaelben Schlusse wie oben

fiir die notwendzgen und hinreichenden Bedmgungen dafur daf )
die Gleichungen (9) ein uollstandzges Integralsystem der Differential-- -
gleichungen (25) sind, Di+0, wenn f, die abhingige Vunable 3 ent-
“hilt, und Dy#0, wenn f, die Variable y1 einschlieft. .
. Die analogen Bedmgungerm ergeben sich fir die den Deter- -
minanten D] und Dj entsprechenden Unterdeterminanten erster
rOrdnung, wenn f; nur zwei partielle Differentialquotienten enthalt.
Gehen wir endlich zu dem Fall iber, in welchem die beiden
Differentialgleichungen weder y; noch y, enthalten, diese also
durch Elimination einer der Ableitungen, z. B. 3y,/2z,, in der Form
dargestellt werden konnen:

] 2 JA
| Y Y Y 0
. . fl xlv 1}2, 356 3 E.’E ) ﬁ'x —
i R L% 3 1%
(27) 1IL 2
- 2 2 ) A
Sy Sy Py Y\ 0
i2 x17x2’ - % ) 2 1 | = 1 ¢
' ozy | 2wy dmy day)

&

und nehmen an, daf jede derselben Jmmdeqtens drel partlelle Ab-f
leitungen enthalt so greife man wieder die Dptermmante D] her-
‘aus; es wird diese fir ein vollstandiges Integralsystem nicht ver- .
schwmdlen, weil sie sonst als Funktionaldeterminante der Funk- ,

: go
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tionen F|, oF,/cx,, OF,/3x, in bezug auf die Parameter a,, 4,5, @1
eine Beziehung der Form lieferte:

3F, 3F,
w $1=$21F1:'?7—3x =0,
. ! Rl

also fir das Integralsystem die Differentialgleichung

Sy CYs (
WOITyy Tay Yyy I I = )?
cx ¢ Xy

1

die wieder keine den Gleichungen (27) zugehorige sein kann und
gegen die Voraussetzung nur zwei partielle Differentialquotienten
enthalten wiirde, und ebensowenig darf D;=0 sein.

Es ist aber auch umgekehrt, wenn Di+0 und D}+0, jenes
Integralsystem ein vollstindiges. Denn wire dies nicht der Fall,
so geniigte das Integralsystem (9) moch einer andern, den Glei-
chungen (27) nicht zugehorigen Differentialgleichung, und enth:ilt
diese eine der abhingigen Variabeln, so folgt wieder unmittelbar
durch Zusammenstellung mit (27) gegen die Voraussetzung D=0
oder D;=0, und enthélt jene Differentialgleichung keine der ab-
héngigen Variabeln, so folgt wieder mit Zuhilfenahme von (27),
daBl gegen die Voraussetzung eine der beiden Differentialgleichun-
gen nur zwel partielle Ableitungen enthalten wirde. Es ergibt
sich somit,

daf die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dafs
(9) ein vollstindiges Integralsystem der Differentialgleichungen (?.7)
ist, von denen jede mindestens drei partielle Ableitungen enthdlt,
durch D40 und Dy~0 gegeben sind.

Enthalt endlich jede der beiden Differentialgleichungen (27)
nur zwei partielle Ableitungen, so gelangen wir zu denselben Be-
dingungen D;=0 und D;=0, oder zu einem zerfallenden Differen-
tialgleichungssystem.

So werden z. B. die Differentialgleichungen

o] )
Y% Y Yy 1y
Z. — Iy = U . Xy —— — Ty o = J
2 3 14 : 1 2 A
< C Ty €T cxy

das Integralsystem besitzen:
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i

- . 2 2 g, o\
S Yy = Oy Oy Ty Gy Ty + Gy (551 + 972)
- .2 8 a2 . 2\2
Yo = — Qg+ Ogy Ty -+ Q1o Wy T lgy (a? + »’”2),_ ’

und fiir dieses zundchst die Determinante D sowie alle Unter-
determinanten erster Ordnung nach den Elementen der ersten
Vertikalreihe verschwinden. Dafl das Integra]system aber ein voll-
standiges ist, geht daraus hervor, da@3

1 o o |
Dy =2} 0 20, | (af+a3) + 0
Crad hx, bz, |
0o -1 0 ;
D;=10 Ty 2z, | (#f+45) +0

by, xi+xy hm |

1st.

2.

Uber die Herleitung willkiirliche Funktwnen best1mmter

Vanabelnverhmdungen enthaltender Integrale partmeller

Differentialgleichungssysteme erster Ordnung aus voll-
stindigen Integralsystemen, '

Wir wollen nun untersuchen, ob man fiir ein System parti-
eller Differentialgleichungen erster Ordnung ‘— zunichst wieder
mit zwei abhéngigen und zwei unabhingigen Variabeln — auf &hn-
liche Weise von einem vollstindigen Integralsystem aus zu -allge-
meineren Systemen mit willkirlichen Funktionen ge]langen kann,
wie dies in der Einleitung zu dieser Arbeit fiir eine partlelle le-'
ferentialgleichung erster Ordmung geschehen

Sei. | |
(1) Yy = Iy (371, Loy Qyy582, gy, dzz) Y= (-% ) %a 1 am: Aoy azz)

ein vollstindiges Integralsystem der Diff_em*enﬁalgleichurigen
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’ P 1 3.
CYr Y Yo
Fiolons oo 9 s 575 50y o5
! \ Sz fxy o Sy

(2)

p ( Sy Py S
2| Lys Tay Yyr Yoy = r T3 -
y Sz, dxm, Jx,

A\

so daf} sich diese wieder durch Elimination
Konstanten aus den zwei Gleichungen (1) und den vier Gleichungen

la))

A
LF]

3F,

e Yi
(3) o .

Ca| €

l
c

i)

1 Ty

S
¢ Ty

1

Co

|2
il.:r

o
(£

I
w2
(3]

(R

0,

der vier willkiirlichen

ALV

A ],“‘)

b

Y a,

P

ergeben oder jedenfalls nach der oben gegebenen Definition den
Differentialgleichungen (2) zugehérige sein werden. Dasselbe wiirde
auch der Fall sein, wenn «,;. a,5, a3, @y solche Funktionen von
z; und z, sind, dafl den Gleichungen '

oF, Qay F, Pa,, OF, lay . JF, 2ay, 0
L L O
day Sm Sap Cxyp Jag Sm Qay
(4) day, @y Cayp Cmy  fay Czy,  Jay O,
+ R S = (
day, °m  Cays Sz Oy Cxy Cls X,
day °my,  Cay 2w  Cay 2z,  Jayw
durch diese geniigt wird.
ZunécHst kann man nicht wie oben im allgemeinen diesen
Gleichungen dadurch geniigen, dafl man
oF; o F, - OF, F,
Tho0, o0, =1 o0, S o
cdyy ey, Clyy Cdyy '
;
oF, F, oF, oF,
— =0, 5—=0, —=0, —=0
[ au o4 a42 falz] [ aszﬂ

setzt, da acht Gleichungen durch die vier Grolen
zu befriedigen wiren, wenn nicht F, eine Funktion von F, ist,

Uypy Uygy gy Ugg
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oder die variabeln Parameter zueinander durch wi‘llkﬁrlic‘he Funk-
tionen in Beziehung gesetzt werden. Ist-aber.z. B. Fy=w (Fy), so .~
geniigt es, die beiden ersten Glemhungen von (4) durch die Be-
mehungen Y ' SRR
3F, . dF,  3F, aF,

1=_0, 1=0, 1=0! 1=0‘

A
day €y a‘1-2_1 Aoy

‘zu befriedigen, aus denen sich die vier Parameter als. Funktionen
von x, und z, ergeben. Um nun allgemein aus dem vollstandlgenj
Integralsystem dhnlich wie oben Integrale mit w1llkurhchen Funk— -
tionen herzule:n.ten setze man | / S

(5) . L ap=¢ (ana a127 ‘121) |

worin cp eine w1llkurhche Funktlon darstellt 80 daB d1e Glelchun- «
gen (4) in.

‘ e 5 + + e
day, g Dy day ) 9z \Qay auaz a12 dxy
| AR ‘raF-< OF, 3¢\ 2ay

3:121 day, Sam dx,

oF, N oF, ¢\ 2ay oF, N 0F, 2@\ %a,
r‘\ ‘ \ .

ibergehen und durch die sechs Gleichﬁng.en oo o z :

3F, oF, d AR, 3F, 3¢
: L ‘ 1 q,qj ~0, < Lt .fP —0
Oy Sy ©ay Gag vaa'zz dayg . L
: CF. AF, ¢ . 3F. 3F, 3
(7) 1,90 999 ~0, 2+ '2"‘,';0“:'0 |
- ‘ Qay - Qay day- - day -.9%2,;3’.@11\ R
8F, oF, 3¢ _ 0F; 3F, 3¢
d 2+’w 2"*;9] =0, —+- 2(]3:0
Clyp  Clyp Cdgp o 33%1‘ ‘ _3922 ' aam E
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befriedigt werden. Wihlt man fiir p eine beliebige, aber bestimmte

4

Funktion von ayq, a;5, ¢y, und setzt diesen Wert in (7) ein, so er-
halt man sechs Gleichungen, denen «, @y, @5, als Funktionen g
von z; und z, geniigen miissen, was im allgemeinen wieder unmag-
lich 1st, und ebensowenig wird sich, wenn man zwischen den sechs o
Gleichungen (7) z, und z, eliminiert, aus den vier partiellen Diffe- .
rentialgleichungen in a, ay,, a,, und ¢ im allgemeinen die will- B
kirliche Funktion ¢ bestimmen lasgen.
Setzt man
(8) IL. oy = ®1 (all1a12)1 tgg = Qo (allva’i?_)a
worin @, und ¢, wieder willkirliche Funktionen darstellen sollen,
so werden die Gleichungen (4) die Form haben:
aFl n aFl S(Pl o E\Fl _E‘(pQ aa“
ddy Sag,  Say Qayy Jay | my
dap  Jay Jap  dayn day )
(9) e,
o F, . oF, Q¢ COFy e\ Qay
N oF, N 0F, 2¢, . cFy, g, \ Qay, _0
day,  lay day  day day ) la ’
s0 dal} wieder den vier Beziehungen zu geniigen ist:
O F, N Fy Q¢ . CFy Oy 0 .
1 =
¢ ay Cdy  day Cayp day ]
oF, oF;, 2¢, oF, 2o, :‘
3 + 3 +t 3 3 =0
vl day day €l <l
(10)
o F, . oF, g . cFy, 2g, 0
a an 1% 021 e tl.n 3 (122 % Cln
o) + 2 2 + 2 =0 !
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aus denen im allgemeinen fiir w1l]kurhche aber bestlmmt an-’
genommene Funktionen ¢, und ¢, der beiden Parameter sich
ay; und g, als Funktionen von z; und z, nicht ergeben werden.
Um nun eine Relation zwischen den willkiirlichen Funktlonen P1
und g, zu finden, fiir welche dies moglich lst eliminiere man aus
den vier Gleichungen (’10) z; und z,, und’ erha]t zwel partlelle
Differentialgleichungen

.

S PP 3991 a% - 3972 .'3(172‘\‘_‘___; 0 ,

( ) A 1’?2’ aall, aam-’ day,  ap | - C

11 SRR
- S Pn ¢ 2w\

Wy Qyg4 Ayo5 P1y Po,y ) ) ) =
day, 2 yy dag,

mit den unabhingigen Variabeln 41,04 UNd den beiden ahhanglgen '
Variabeln ¢, und g¢,, aus denen man nur ein beliebiges Integral-«

system zu ermitteln und in zwei der Gleichungen (10) zu su]bstl- '
tuieren hat, um @;; und «a,, als Funktionen bestimmter Wertever— ’
bindungen von z, und z, und daraus die-Werte von

9y = @y ((111-, am) ) fgg = Qg (“11: aiz)‘
herzuleiten. 3 '

Nehmen wir als Beispiel das oben fir die Behandlung der
vollstindigen Integrale benutzte Differéntialgleichungssystem -

2 2 ' e A\
‘Y Yy Y1 s
4 — + 1 +2 — -] =
&y (\axi axl + (.'L'l + xz) awz | axz ; 0

Ty 371 7 3z x\ Oy o

“l‘ =l|—7—"-—-—--]-— - ——
DR E\G T8 )3, T\ T8 ) 3

von der ein vollsténdiges Integralsystem durch
_ e g
Yo = Gy By + A1 Ty + Ay 7 + a2 %y
Yo =—0 T —ay (3391 Ty T 1"1) am i + aez -'132

gegeben war, so gehen die Gleichungenl (10) in

) aemlaalng
11 11 . -
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¢ @y Fa
(13) P S UL R
Sa Qu
; 11 11
Sg S
14 Xy Lo+ X% 142 2 -0
1% + Xy —3 T Ty —
15 9 1.8 2 3(])1 a2 ¢ s -0
(15) (—3z 2 — $2}) — 2} T TRy =
. 12 ‘12

iber, und man erhélt zum Zweck der Elimination von #, und :r;2‘
durch Addition und Subtraktion von (12) und (13):

o

a
(16) —~P2 _o, (17) 2~ s1 =0,

2
@y C gy

ja9]

ferner durch Subtraktion der Gleichungen (14) und (15) mit Be-
nutzung von (17):

L Qg 1
(18) T = § (1:—4 i :
y ¢y S,
3(111_

und durch Substitution der Werte von z, und 2, aus ('17) und
(18) in (14) die Bezichung

PANA 2
ﬁq927+32C(pl —8=O,
oy, Sy

(19) (1481 +16(3%)

day, Cayqy
welehe mit (16) das gesuchte Differentialgleichungssystem fiir @
und g, als Funktionen von a;, und aj, bildet. Nach (16) kénnen wir

(20) gg = @y (a’lh am) =Y (‘112)

setzen, worin v eine willkiirliche Funktion von 5 ist, und hier-
aus folgt nach (19):

o =y —h+ by 1 1 l’/w'H_ :
L
T ‘ by L2 (4

f

(21)

(RN 9
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oder ~ BN
(22) ' (g = @y (am “12) f P (aw) d“m + % (an)

worin die in ¥ enthaltene Funktion w(am) sowie P (an) Wlllkur- BRI

liche Funktionen darstellen. Setzt man fiir beliebig - gewahlte? o
Funktionen y(a,,) und v, (a,,) die Ausdriicke (20) und (22) in (17)
und (18) ein, so erhilt man . L

(03)  mmm e, 2B R
.1 ‘P;(an) , ST "-.‘P’z(_a12)" .

so daB ay eine Funktion von a:l, @y, eine solche von :zsgfx1 lst
Wihlt man =z B. die willkirlichen ]*unktlonen Wi (au) cLayy,
y(ay) =4 a3,, so ergibt sich nach (20) Qgp =+ c:t12 und y o) =a15
ferner nach (21): | - NI

' . 1—Ya +1
W(a-m):_%?“ ]alz —
- Ap
also ' :
) . ‘a - l a12+1
W(alz) 'daig —\—T—log “12+ T ,d,‘hg )
PP !

und somit nach .(22) und (2’.0) |

‘0.2.2':4(}9‘2 =-V}g %%aﬂ : |
o @ - faoil -1
gy = @4 =%a%i——f~+2]fa12+1 loga12+ log %ﬁwm
' o a12+ .
“Nun ist nach (23): |
Ay = ——, Q= @+ xz)x
‘ bxl \ : o \4-’.32 : .‘,-‘.11
und somit o -
o 4 miha
Ay = 2log2+1 £+ - 2t 7T gy 1T T2
TR T g T h e T &

aza._—- T ’32 2 ._T,l; :

Y
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Nehmen wir endlich an, daf drei Parameter willkiirliche Funk-
tionen eines sind, also

(24) O 4y = @y (ay), sy = @p(an), @ = ¢ (ay)

ist, so werden die Gleichungen (4) in

¢Fy oF,  Jo . CFy Qg oF, Qg
™ 3 T3 3 3 =5, =0
dayy da,, ay Sy Oy Sy Cayy
(25)
| ¢y IFy Qg Fy, e SF, Qs
T3 3 T3 3 t3 3 =0

ibergehen, aus denen sich fir willkiirlich angenommene Funk-
tionen ¢, @,, @, der Parameter ¢, im allgemeinen nicht als Funk-
tion von z; und z, bestimmen laft.

Es bleibt also fiir die Auffindung von Integralen partieller Dijf-
Jerentialgleichungssysteme erster Ordnung mii willkiirlichen Funk-
tionen mittels der Variation der Konstanten im allsemeinen nur der
Fall ibrig, in welchem zwei Parameter willkiirliche Funktionen der
beiden andern sind, und zwar sind diese definiert als Lisungen von
zwel pariiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei wn-
abhingigen und zwei abhingigen Variabeln, also von der Art der
vorgelegten zu integrierenden Differentialgleichungen.

3.
Integralfunktionen
partieller Differentialgleichungssysteme. |,

Ist fur eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit
n unabhingigen Variabeln

2y 2y 3y
(1) f ':El‘,'x29”":vn1y? ~ 1N 7T N =0
cx, O, oz,

ein Integral mit einer willkiirlichen Konstanten

53
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’

(2) v= (P(xl"xm“.x“ a) | Oder 'F('T’.l’ &2, """En'/ y) = a

s0 wird sich durch Substltutlon des Wertes von y/a;v; aus dei‘;_"
Gleichung ' ST

oF

c qF ) ,
+ ‘ Y =0
dx, Jy 2=,
in (1) die Beziehung ergeben: |
aF 2F oF
. axl —é—;; i a.'l'z'n 7
3) 1 T Y » EF '~ 3F 07
dy dy dy

welcher das von der willkiirlichen Konstanten « abhéngige Inte- -
gral y geniigen milBte, so daB, weil die Konstante a in" der Glei-
chung (3) nicht enthalten ist, diese in =z, 1,,...,, y identisch :
sein muB und somit als eine partielle Differentialgleichﬁung'1erst‘er |
Ordnung mit den n+1 unabhdngigen Variabeln :):1, Loy oo 2,y und
der abhangzgen Variabeln z | ' |

oz dz 2z
) . Bxl axz . 32?” 0
(4) f Tyy gy e Lys Yy — Az T az ’!”ﬂ‘az“ =
Y °y oy

aufgefaft werden kann, von welcher
(5) | s =F(.ZE], xg’...‘.x”’y) .‘

ein von etner Konslanten freies partikulires Integral ist. Abér man
kann auch umgekehrt aus jedem von etner wzllkurlwhen Konstanten
freien partikuliren Integral der Differentialgleichung (4) indem man
dasselbe einer beliebigen Konstanlen gleichsetzt, ein pamkulares Inte- -

gral mit einer Konslanten der Dzj]‘erenualglezchung (1) herleLten
Denn sei

z = F_(xl, xz‘,;.‘.;xﬁ, y) |
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ein Integral von (4), so daB die Gleichung

oF F OF

R R cx, | _ 0
f Tyy TgyeeeTyy Yy — O F 1 Y y oo T DF— | =

L [ N

2y 2y Y

fir beliebige Werte von 2,,x,, ... x,,y identisch erfiilllt wird, so
ist dies auch der Fall, wenn fir y die aus der Gleichung

F(x11x21"‘xvnv Z/) =a,

worin « eine willkiirliche Konstante ist, hervorgehende Funktion
y als Funktion von y, z,,...1,,« gesetzt wird. Da aber fiir diese

Ty
el

9!
Sy

€
g

R

Coy

ry

Y

=2
a

Cop

e

ist, so geht die obige Gleichung in

Cod

&2

o

A0
y)=0

-
. 2y

f(-rlaa'?.v"'xmya 3
" dxy

T
o

Q)
o

itber, oder es ist die aus der Gleichung F(xl,xz, x,l,;&)=a sich
ergebende Funktion y mit einer willkiirlichen Konstanten cin parti-
kuldres Integral von (1).

Es soll nun der Kiirze halber ein von einer willkiirlichen Kon-
stanten freies Integral der Differentialgleichung (4) eine Integral-
funktion der Differentialgleichung (1) genannt werden; aus einer
Integralfunktion von (1) ergibt sich die Kenntnis eines von einer
willkiirlichen Konstanten abhdngigen Integrals eben dieser Diffe-
rentialgleichung.

Des Folgenden wegen ist aber eine ergiinzende Bemerkung
hierzu wesentlich. Ist in der Differentialgleichung (1) y nicht expli-
zite enthalten und ist diese in den partiellen Ableitungen homogen
ganz vom Grade N, hat also die Form: '
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il

L.

' ’ly‘ " ay ay my.
(6) z fm,, Moy vee Mgy ("1:17 '7:21 b {l','n) a " . a ==
(1) 4 titg 4 vor iy = N) xl xz o £y,

so wird die paritelle DLfferentLalglewhung (4)

m[ a ”"2 \ a i mn |
(7) Z fm,, My, .. m,, (xla 932 1 wﬂ,) » ’ cee | 2 =. O

LYV ] LA
(91 +mgt-ting = N) 1:)‘1’1 €y : axﬁ e

also in die Form der gegebenen DLfferentmlvlewhung ubergehen; und
die Integrale dieser partzellenDLfferentLalglewhung von'y unab]zangtg,
also die oben auseinandergesetzie Methode . zur Herlettung eimnes von
.etner willkiirlichen Kons:anten. abhangzgen Integrals y- der Differen-
tialgleichung (1) nicht anwendbar sein und umgekehrt. |

Machen wir aber fir die leferentlalglelchung (1) nicht dle‘
eben gemachten Voraussetzungen des Ausnahmefalles, so hat all-
gemein die partielle leferentmlglemhung (4) in z dle Form

dz m 3z ”"”‘” Q2 \"™

axl ax2 - "S{En

Myt itgtoetan o - ; SN L
Z( 1) ! 2\ nfml,m.,, mn(xlaxm.‘”xmy) ‘ ‘ ‘ T 0 v o

Qg \Mitmatetmy,

My Hily e iy
5
ay
[ .
1

oder, wenn mit der hﬁchsten Potenz M von Jz/By in’ den Nennern
multipliziert wird, :

[
‘

,_ - m +“'+’"u " . ’\ ‘ .‘ “: , B
Z ( 1) Myt Wiy n fm,,mq, iy, (-’1’)1, ;372, c Ty, y)
’"‘1 ;’ug'.'.m” : | o |
(8) ] 2 "t . ' s K ‘
2z \"™ [ 3z \Me 3z \Mn a - M_m1 iy
X - ’ I [N i By T
=2 ’axz ' 33; . Qy Ve

N

und da diese Glewhung mit, den urmabhamglgen Varlabe]n ml,xg,; n,y

die abhéngige Varlable z nicht exphmte enthalt undl m den par- ,
‘tiellen leferentlalquot:nenten S ‘

'32 732 ‘~ Dz TR

) . y e
[ T
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nahmefall gemachten Voraussetzungen, und man kann daher nicht
nach der oben befolgten Methode ein Integral von (8) mit einer
willkiirlichen Konstanten aus einer Integralfunktion derselben,
d.h. aus einem von einer Konstanten freien. Integral derjenigen
partiellen Differentialgleichung herleiten, die man so aus der Glei-
chung (4) entstehen 1aBt, wie (4) aus (1) entstanden ist, und da-
her nicht ein Integral von (1) mit zwei willkirlichen Konstanten
nach der angegebenen Methode aus einem von Konstanten {reien
Integral einer von neuem wie oben reduzierten Differentialglei-
chung herleiten.

Soll also fiir eine partielle Differentialgleichung (1) ein Integral

mit einer willkiirlichen Konstanten gefunden werden, so suche man,

ein von einer Konstanten freies Integral z der Differentialgleichung
(4), setze z=a, und berechne aus dieser Gleichung y als Funktion
Yon Ty, Ts,...x, und a; dies ist dann nicht maiglich, wenn die Gler-
chung (1) y nickt explizite enthdlt und in den Differentialguotienten
ganz und homogen ist. Da die partielle Differentialgleickung (4) in
den n+1 unabhingigen Variabeln x,,%,, ...,y gerade die Bedin-
gungen dieses Ausnahmefalles erfiillt, laft sich durch die entsprechende
Substitution in (4) keine purtielle Differentialgleichung in t auf die-
sem Wege aufstellen, von der ein von einer Konstanten freies Integral
cin von einer Konstanten abhdngiges Integral von (&), also ein von
zwel willkiirlichen Konstanten abhingiges Integral von (1), also auch
nicht das vollstindige herleiten.

Um diese Betrachtungen auf Systeme partieller Differential-
gleichungen auszudehnen, wollen wir die Integralsysteme mit zwei
willkiirlichen Konstanten «; und a,:

' ‘(9) Y1 = ¢4 (xiaxzv ay, az) 1 Y2 = P (xuxmanaz) oder

(10) Fl(xlaxzaymyz):ala Fz(xnfzaylayz) = a,

der Dif ferentiélgleiehungen

~
Zyy Loy Y1y Yo . -
f1( 3 ] b M SZE ] 3 LI LAY

(11) .

€Y Y Y ¥}
f2 Tys Ty Y15 Yo 3 © .y LAY T A -
. o ),

\

b
A
o
(]
Lk
s
L
§
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untersuchen, fiir welche sich aus (10), wenn

3F, 3F, dF, AF, 3F, 3F,
dy, 2y dmy Qyy | dy, Om;
1 2 \=d, | ’1 7 | ,-_—_’dl,' | 1 1‘ | =d2
oF, 3F, 2F, ?F, | 9F, 3F, | ,
T om Oy Oy Omy |
12) - ‘ ~
(12) dF, dF, 3F, 3F,
3z, Yy dyy Oy | '
=0, =19,
dF, JF, 0F, 0F, |
axé oy, oy dmy

gesetzt werden, die partiellen Dif‘ferehtialiIuotienteh In der Form =~
ergeben: , | . | - IR

Cod
Cod

yl' 5 d]L

T
T, d

U 9y 3:92‘ d, ayz 62

(13) Pl T

)
)

und durch Substitution dieser Gro@en in (11) die Beziehungen

| d, & dy &)\
A e e e 7
(M)‘ d 6 d | C 8\ | \
f2(xl1x2vylvy27_7dl_-_Ti'v_“?},““%)%l‘o-‘ '. \
v Da nun die GroBlen d, dy, &y, ds, 6, die Konstanten ay faild algA

nicht enthalten, dies also auch fiir die aus (14) hiervdrgehenden
Werte von y, und g, gegen die Voraussetzung (10) der Fall sein
wiirde, so miissen die Gleichungen' (14) in @,, %y, gy, Yy, identisch
sein, also Fy und F, ein von Konstanten freies Integralsystem der
gartiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (14) mit den un-
abhiéngigen Variabeln x, 35, ¥y, ¥» und den beiden abhéngigen
Variabeln F, und F, sein, die selbst exphzrbe in den Differential-.
gleichungen nicht vorkommen; werden nun wie oben Fy=z,, Fo=z,
‘und entsprechend d=e, d;=¢,, 61 =17y, dy=¢,, 0y=7, gesetzt, s0
_ werden die Glewhnngen (14) in S |

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad.,math.majcurw. Kl A.1921. 2. Abb. - S
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e e |
Ao )

e e e
(15
€ m € Yo
4%%%ww~%w—ﬁ—nmﬁzo
e € € e

Gbergehen, in denen z, und z, nicht enthalten und die nur von
den partiellen Differentialquotienten dieser, nach z,, x,, y,, Y2 ge-
nommen, den Gleichungen (12) gemiB, abhéingen.

Ist nun z,=F (2, z,,y,, Ya), % =F, (@1, %2, ¥4, ¥2) ein von
willkiirlichen Konstanten freies Integralsystem von (15), das wieder
als ein System von Integralfunktionen der Differential-
gleichungen (11) bezeichnet - werden soll, so wird man wie oben
schlicfen konnen, daf die aus den Gleichungen

F, (551,332a yn?jz) =y, Fz(x1, Zay Y1y yz) = 4y,

worin a; und a, willkiirliche Konstanten bedeuten, sich ergebenden
Werte y, und y, als Funktionen ¢on Ty, Ty, @y, dy ein Integralsystem
von (M) setn werden.

Wir wollen nun sehen, ob diese Methode der Herleitung eines
Integralsystems von (11) mit zwei willkirlichen Konstanten aus
einem von willkirlichen Konstanten freien Integralsystem der Dif-
ferentialgleichungen (15) mit den vier unabhéngigen Variabeln
Z1s Ty, Y1, Yo Wiederum nicht anwendbar ist, wenn die Differentjal-
gleichungen (11) die abhingigen Variabeln y; und y, nicht expli-
zite enthalten und in den partiellen Differentialquotienten homo-
gen ganz vom Grade XV, resp. N, sind, oder welches die notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen dafiir sind, daB die parti-
ellen Differentialgleichungen (15) nur Integrale besitzen, welche
nicht von y abhéngig sind.

Sei das Differentialgleichungssystem (11) in der Form gegeben:

AN G AREIATERG
my,my my 1y \ L1y T . ' O
Z f 1, My, 1y, z( 1 2) (axl) (SIEQ 91:1 | a.’L‘g

(mtybmydmn 40, = N} \

3 a2 Haf 2y Vif ., \ Ve
' cy Yy ¢ 2
z mﬂ:;.”::"n"": (zl,m2)(1 1) (2 1) (lyz) (ayz) B 0 ’

(st et vty = N,) % LS T2 ©Z Ty

A}

B3
B,
S
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worin 7, und y, fehlen, so gehen dlese Glelchungen durch Sub-
stitution der Werte (13) o S n

'

z f"'i:mﬂyﬂljnl (xl’xz) dm amz dﬂl 6”2 = a)l(xl’xz , dl’al"dz’ 6 ) O _l
(m,+mg+nl+ng=N,) R

(17) SRR

z (p.“lvﬂa:”n"' (‘r‘[:lvx‘u’)dﬂl C%dvl 2 _wz(xnxzadla&ladzvaz) 0.

{3+ ptsk vyt ve = Ng)

iiber, und allgemein werden offenbar die ahgeﬁommeneﬂ Bedin-
gungen von der Unabhanglgkeﬂ; dieser Gleichungen, von den. exX- .
pliziten y, und y, sowie von der. I-l[omogemtat der Glelchungen ('.ll6):'f
in den partiellen Differentialquotienten, also auch der Homogenl-y

tit von (17) in bezug auf die ]leferentlalquotlenten von 7z, und z; - =

in bezug auf zy, Ty, ¥y, ¥, noch nicht geniigen, um wie oben fir”
eine partielle Differentialgleichung einen ‘Ausnahmefall zu bilden;
nur wenn die Dif ferentlalglelchungen (17) die leferentlalquotlenten -.

3F, 3F, dF, 9F,

und ¥y sowie Ys selbst mcht exp11z1t.e enthalten wu'd ein Integral-"’
system F und F, dieses partiellen: Dnfferentla]glemchumgssystems-

nur von # und z, abhingen, und durch Gleichsetzen dieser mit j

einer Konstanten kein Integral der Differentialgleichungen (16)' "
sich ergeben. Es bleibt somit nur zu untersuchen, unter welchen
Bedingungen und bei glemhzeltlger Voraussetzung der Unabhanglg-' ,
keit der Integrale F; und F, voneinander die leferentlaﬂglemhun- e

gen (17) von den leferentlalquotlenten BRI |

3F, 3R, 3F, 3F, . .
By Ay Ay ayz, S
| unabhanglg sein werden. Setzt man nun dle leferentlalqﬂotlenten

der Funktionen e, und w, nach diesen vier Ahleltungen gememmen 3
der Null glemh so ergibt smh vermmge der Bemehungen (12)
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—_— . —_— =0, ——— — - ==

ody Sz 06, Pz, ddy Pz 248, Qu,

dmy oFy, 2w, F, 0 Sty OF,  Qw, 2F, 0
-+ — = + - =

3, dm, | 38, w0 34, dm | de, Pm

(18] o |

dmy, OF, N dw, 2F, _0 oy OF, . Sy OF, ~0
i = . =

ody dm 28, 2w, ddy x4, am, ’

und hieraus entweder w; und w, von den GriBen d,, dy,6;, 0, un-
abhidngig — was ausgeschlossen ist —, oder

OF, 3F,

dx, °m,

I

0 oder Q(F,, Fo,9,,9,) =0,
2F, oF,

dz, x,

was wieder der Annahme der Unabhingigkeit der Funktionen F,
und F, voneinander widerspricht. Es werden somit die Differential-
gleichungen (15) im allgemeinen nicht nur Integralsysieme haben,
welche nur von den unabhingigen Variabeln xy und z, abhingen,
und man wird daher aus einem keine willkiirlichen Konstanten eni-
haltenden Integralsystem von (15) ein von zwei beliebizen Konstanten
abhdngiges Integralsystem von (11) herleiten kinnen, und somii wird
auch die Fortsetzung dieses Verfahrens fiir die Aufsuchung elnes
Integralsystems mit beliebig vielen Konstanten gestattet sein. Es trigt
also hier der Ausnahmefall, der sich fiir eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung mit beliebig vielen unabhingigen Variabeln
ergab, nicht ein. !

Fiir den Fall, da man die Annahme der Homogenitat in den
Ableitungen fir die Differentialgleichungen (M) fallen 14Bt, wer-
den die Differentialgleichungen (16), wenn die héchste Potenz von
"din den Nennern der einzelnen Glieder der Summe M resp. M,
ist, durch Multiplikation der Gleichung mit d* in

wey-f-my4nyn . My My S0 ARy DU 0 — iy —n —m,
Z(_i) ! . 2fm,,m,,n“n, (371,12) d1‘”2 éllé’? a l l - O

My, My, 0y, H,
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“und Zhnlich die zweite Gleichung, also in eine ganze homogene -
Funktion von M resp. Mi™ Grade in d,, d,, 6,, , und -d iber-."

gehen, und die Bedingungsgleichungen. (18) fiir die Unabhiingig-

keit der Differentialgleichungen von den nach y; und y, genomme-. :

nen Ableitungen von F; und F,; dann lauten:

dw, 3F, do, 3, dwy 3F,
9d, 2m, 26, dm, od dy

So, 0F,  dwy 3F, | 3w 3B
3d, 91, | 39, dmy « d dgp

\ Qw, 3F, N dwy K, N cw, an':D»
a dl 3 el a 61 axz o a d a |75

dw, OF, N dw, 9F " dw, OF,

und die dhnlichen Bez1ehungen fir w,. |

Die in den ersten drei Abschnitten der vorhegenden Ar]belt o

durchgefithrten Untersuchungen wurden der Einfachheit der Dar-

“stellung wegen nur an einem partlellen Differentialgleichungs- . R
system mit zwei abhéingigen und zwei unabhanglgen Variabeln -

im einzelnen dargestellt, gestatten aber, wie man unmittelbar

sieht, die Erwemterumg auf beheblge partielle Differentialgleichungs-

systeme.

&

Ausdehnung der ABELschen Theoreme iiber Quadfatmén-
algebraischer Funktionen auf die Integralfunktlonen T

ltnearer partieller D1fferent1a1gle1chungssysteme
erster Ordnung '

Um fir Integralfunktionen geWisser partieller’ Differential-

glelchungssysteme dhnliche Untersuchungen anstellen zu kénnen,
wie ich sie fir totale D1fferentlalglemhungssysteme und fir eine
partielle Dlﬁerentlalglemhung erster Ordnung durchgefuhrt habe :

, »Uher die Bemehungen zwxschen Integralfunkmonen algehraisﬁher'])if-
{ferentialgleichungssysteme« (Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der

(A7) 55
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und welche die Ausdehnung der wichtigen ABELschen Theoreme
iber die Quadratur algebraischer Funktionen auf Differentialglei-
chungen der genannten Art gestatteten, sei das lineare partielle
Differentialgleichungssystem mit den unabhéngigen Variabeln
Zy,%y,--- %, und den v abhingigen Variabeln Y11 Yas--- 1, vorgelegt:

oy 2y dy
f1a+]{2 31:; A n‘é“il:%
Y, Oy, 2Yy
(1) f191+f212 Fhy =
2y, 2y, oy,
f : +f —.L---“Ff"*;:y)u,
13 4 2 &z, Jx,

in denen f,,...f,, ¥;,...w, Funktionen von TiseeZyy Yyy-..3, sind.
Wird ein Integralsystem desselben mit willkiirlichen Kop-
stanten

yl = (pl('xl;ﬁ""rtn a’l) "'av)v y2 = ‘p2(x13"'1"nv ala""alz): e

Y =@, (xl; s Ty Gy, '*'Qu)

Fy(ay,...,, Yis-- ) = 4y, Fy(zy,...x,, Yisee-Uy) =y, ...
F,(z,...x, Yi:---Y) =a,

gesucht, fiir welches also

S‘Fa a};’a J ¥ a‘Fa 0 Yo E‘F" ayw
+ -.;- e N R I —_ e
dx; 2y, 3z 2 Yy Oy dy, Oy
3F, 3F, dy, 2oF, 2 3F, 3
(4) a + y'l + - y? .t a Y, — O
Omy, Jy; dm Ty, 2m, oy,
................................... (2=1,2,..v)
oF, oF, 3y, °F, 3y, oF, dy
— e =
cx 0 B ) z, d Yo ¢ L, d Y. 0 Ty
Wissenschaften, Jahrg. 1919, 13. Abh.;, — »Uber die Integralfunktionen par- ‘

tieller Differentialgleichungen erster Ordnung« (Sitzungsberichte der Heidel:
berger Akademie der Wissenschaften, Jahrg. 1920, 8. Abh.).

v
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ist, so ergibt sich durch Multmphkatmn dmse:r Glemhungen mlt
fisfas---1, und Addition mach (ty:

oF, |, 3F, DF - dF, JF,

a ]l_ + fZ sz , fw a -+ W1 ayl + Y’y ayz + nel
) | T
N e

Bemerkt man nun, daB swh aus dlesen v Glelchungen‘
Yy, Ysy -+ Y, al8 Funktionen von z,,Zy,...%, gegen die Vorausset-
zung ohne willkirliche Konstanten ergeben wiirden, so folgt wie-
der wie oben, dal die Gleichungen (5) fiir die durch dle Glelchun-}-
gen (3) definierten Funktionen Fy,Fy,...F, in Zyy.. Ty Y-
identisch sein miissen, oder daB- . : :

v »

(6) Z =F1, Zs =F2;‘ vz, =F
ein von wlllkurllchen Konstanten freies Integralsystem des pal"-"
tiellen D1fferentlalglewhungssystems o

\ 1

3z, = 3z, :+f'3'+"”az:;' Bz, . L
) Cews L N7

(7)4 h5a dx 3502‘ " Ax v1 ay Ve 3y2 +,_ o
Dt Py E’y =0 o (a-——l,-_z,»..g_v)“

y

mit den n+v unabhangngen Vdrlabeln TiyeeiByy Ypyenr Y und ‘den

v abhanglgen Vanabeln Zyy %95, S€IN Wird. Umgekehrt werdenf_ S
sich auch aus einem beliebigen, von willkiirlichen Konstanten

freien System vonemander unabhanglger Integrale von (7) P

! ) FI,ZZ—*FE,;.-Z =F

aus den Glelchungen 3 B

et

(8) | N o Fi ‘“‘alv F2 = ag, Fv\ :

Yy Yay..-y, als Funktlonen von. ml,xz.,...xm.dl;ag,...a engeben
welche ein ][ntegralsystem der. leferent.la]g]{emhungen ( ) bllden &

\‘n

~
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Denn da 7,,...F, fir alle z,, ... T, Y1, --- Y, den Differentialglei-
chungen (7) geniigen, so wird dies auch der Fall sein, wenn darin
far y;,...y, die aus den Gleichungen (8) hervorgehenden Werte,
also

Y1 = ¢1 (%1, .. 3, al,...av)', Yo =2 (%15 T, 44,00, ...

yv":(Pv(‘{E]l"--x”, ”11*"“.')

gesetzt werden. Da sich nun den Gleichungen (7) zufolge

oF OF oF ¢
: b f by, 2 et = =0 =1,2,...p
fl axl fﬂa azﬂ “)UI ayl 'Pu alv (a 1,2, ‘.1)

ergibt, und nach (4)

aFﬂ aF_u al}l 1 + E’}-F_'u al]v O 1 o
— o= et o= = =1,2,...n
dg dy, Odumy oy, =y (ﬁ. 125 n)

ist, so folgt aus den beiden Gleichungen durch Elimination der
nach z,,x,,...x, genommenen Ableitungen von F:

'

9F, 2y, - OF, 27 IF, 27 OF, 3

9y 3z 3y, dg,, dyy xy oy, 2z,
oF, LI
-+ | + _
" Yy N # 3y,

oder

oF, 2y 3y 2y, -

N~ + S ! AN -

93/1 (1 a:Cl fz all?g -‘_.fn axﬂ (28 &

SF’ ‘ aj aﬂ ag (a:'l,Q,...p),
—F——_a— J—}— _V+,_,+ - v =O

ayv (fl ax] fz 33;2 f 335” Tl’u)

und aus diesen v in 2F, /2y, ,...2F /2y, linearen homogenen Glei-
chungen ist zu schlieBen, da}, weil die Determinante

£ TR TR T g,
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SFI ) aﬁl
agl a?}v
oF, oF,
dyy . 21, '

wegen der Unabhéngigkeit der Integralfumktmnem vonemander

von Null verschieden ist, die eingeklammerten GroBen verschwin- - -

den miissen, also yy,ys,..-y; e€in Integralsystem der leferentml-
gleichungen (1) sein werden. ‘ I

Wollte man nun auf das partielle leferentla]glelchungssystem
(7) mit den n+» unabhéngigen Variabeln y,...%y, Y1,y die-
selbe Methode anwenden, um von diesem, den G]elc]hungen 1) -

analogen linearen, aber homogenen Differentialgleichungssystem ‘=~
ein Integralsystem mit » willkiirlichen Konstanten, also. von @

ein solches mit 2» Konstanten herzulelten so hatte man

Zq : KLa (.:U]L, voo Ty Y1ae A Yo ‘bl )‘ bv) :
oder - , B

%iu = (.’El, na yla yv, Zl,-Zw) ’= ba . '. : ‘((»;l=li;'2.:"'-v) |

zu setzen, woraus sich

DA MW M 2w, o,
9) R P Rk T Das =0 (y_fi‘,i2,..,rbz)l
C 3. . 3% 2z 3. ¥ il
10) - ‘ 08 T =12,.,.«
( ) Y, " dzy  Jy, ! C 9z, aya. (6 7 'u)

und durch Multiplikation von (9) mlt fl,,..f,,,' von (10) mlt -
TPy e Py und Addition ‘

C

L L TR AR
o + fo s 2z +"l).1 _é.y_1 . —=10" | (U.=_1,2,.‘.’.v)

NORS,

ergeben, und durch Integration dieses Differentiaigléibhungs-
systems die Funktionen $;,Fs,,.. %,, nur als Funktionen von
Tyy.eaZyy Yi,..- Y, folgen und gl,zg,}..._z,, mcht enthalten, woraus




T T, T R T I TR L T T T L e

et
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sich also durch Gleichsetzen der Funktionen ¥ mit Konstanten
sich die GroBlen z,...z, nicht als Funktionen von Tyyelyy Ypoon Y,
herleiten lassen.

Fir ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem der
Form (1) werden sich daher nach der angegebenen Meihode im all-
gemeinen aus den von willkiirlichen Konstanten freien I ntegralen der
partiellen Differentialgleichungen (7) fir die Integralfunktionen von
(1) Jiir diese nur Integrale mit zwei willkiirlichen Konstanten her-
leiten lassen, wihrend die Anwendung auf die Di fferentialgleichungen
der letsteren, weil diese dic neuen abhingigen Variabeln nicht expli-
zite enthalten, die Herleitung von Integralen der Differentialgleichun-
gen (1) mit mehr als zwei willkiirlichen Konstanten nichi gestattet,

Gehen wir nunmehr zur Untersuchung der Integralfunktionen
des Differentialgleichungsysstems (1) oder nach (5) zur Unter-

suchung der Integrale der partiellen Differentialgleichung

dw dw dw Jw dw dw
12 T tla— e, — + + ety =
( ) fl axi fﬂ axz f axn lpl ayl W2 ayz + wv a’l . O

iiber, und werde angenommen, daB (1) eine algebraische Integral-
funktion besitze, die also die Losung einer Gleichung der Form ist:

(13) w? 41y (2, 2y, ¥, ) 0P bt (2, g, y,) =0

)

worin ry,7,,...r, rationale Funktionen sind, oder einer mit Ad-

jungierung der Funktionen f,,...f,, ¥1,---, irreduktibeln algebra-
1schen Gleichung '

wq+gl(mla"‘xna yla"'yvﬂflv"'frn WITI"‘WV)OJQ_'I .+“'

14
( ) +Qq(‘r17 coe Ty, yiﬂ <Yy fl’ "‘jrn Y1, "'Wv) = O H

WOrin gy, 0,,...0, rationale Funktionen der eingeschlossenen Gro-
Ben sind, und welche der Gleichung (12) identisch geniigt, so wer-
den, wenn die partiellen Differentialquotienten von Fioefus Wiy,
nach z,...%,, y;,...y, rationale Funktionen der unabhéngigen
Variabeln und eben dieser GroBen sind — was stets der Fall ist,

wenn. diese GroBen algebraische Funktionen von T N VAR T
sind —, die partiellen Differentialquotienten :

J

bt b L




‘\(15) ‘ w = u+aJ “"“2-]2++‘%1Jz» ‘

Uber partielle Diftferentialgleichunlg‘ssyst'e’me er_stei'v()fd‘ﬂuﬁg. (A 2) . !5‘9‘1';

do  do  dw. | da

9 T2

:axl awn 7" ayl P ayv \ '

rationale Funktionen von &,...%,, yuywh, f,,, ?Pu-- 1/),, und'
o sein, und, wenn diese Ausdriicke fir die Ab]eltungen in die
Gleichung (12) substituiert werden, diese Gleichungen wegen der.

Irreduktibilitat der Gleichung (M) durch simtliche Losungen:

dieser Gleichung identisch befriedigt werden. Bezelchnen wir pun
die Losungen der Gleichung (14) mit @y, w,, ... .0 ergeben smh
aus den’' Gleichungen 7 o

awl awl (3% v awl
bt + e
fl .7;1 fn a 3 Yy a ] : +QPV ayv
- Qw, . dw, W, - daw,
+ +‘” + e+ > o= 0

durch Addition dersellben oder der mlt dem resp ® multlpllzlertem
nach (14) die Bemehungen | '

Qg ‘39 | ag
+ il

fi

de,.
oz

und wir fmden daher, daf sich aus einer in den n+v Var mbeln‘_
Tyyer Ty Yrreo Yy ulgebrawchen Integmlfunktwn ‘des Dbﬁerentzal-g
gleichungssystems (1) eine in diesen Variabeln und fy, o fuy 15099
rationale Integralfunktion ergibt, und . ebenso VPI‘halt es sich' mit

der Ausdehnung dieses Satzes fur den Fal] daB dze Integmlfunk- B
tion ® von der Form LSt' :

. j",\ ‘ . :Q ‘,‘,_‘q \"r
worwn e !

.

wenn z, eine algebrawche Funktwn von x, ferner wl,wz, wl und

u algebrazsche Funktionen von zcl,«. Ty Yis ..y,, sind, mdem sich .
die Umformung der GroBen . u, wi, w,l in die rutwnale Form mlt"'

v

-="o, ‘ .(@=“1’2a--'-‘-é):_ o
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Hilfe des Additionstheorems der Astvrschen Integrale vollzieht!, wo-
bei zu bemerken, daB zu jeder beliebig vorgeschriebenen Form
(15) der Integralfunktion @ auch ein Differentialgleichungssystem
der Form (1) gehort, da die partiellen Differentialquotienten von
w nach (15) algebraische Funktionen von z,,...z,, Yi,---y, sind

~und die Substitution derselben in (12) die Bestimmung der alge-

braischen Funktionen f,,...f,, v,,...y, dieser Grofen ermaglicht.
Ebenso konnen die in den oben angefithrten Arbeiten bewiesenen
Sitze aufl den Fall ausgedehnt werden, daB die Konstanten ay,dy...d;

in (15) durch algebraische Integralfunktionen Uy, Uy,... 1, des line-
aren Differentialgleichungssystems (1) ersetzt werden.

Es soll nun die Frage aufgeworfen werden, was wir aus der
Existenz einer Integralfunktion schlieBen kénnen, die aus den

GroBen z,,...x,,¥,...y, und den I Transzendenten Jiydoy oo,
algebraisch zusammengesetzt ist.

‘Seien die Transzendenten JisJs, ..., nicht algebraisch von-
einander abhiingig, und

(16) w = fw(xl,...xu, Yiseoo Yoy J1,J2‘,...J;_),

worin f eine algebraische Funktion ist, die durch die Gleichung

(1 7) o + Rlv(azlv"xmylr'ym](l!”fuzww"w:nJl?" ‘]i.iwl'.' (Zl)z:*n"wb(z’i.)wl) wr—l

e +Br(‘r11"xmylv"wah"fmwla . 'Ww‘jlu" Jb‘wl! (zl)w,"'wi’(zl)w;_) = 0

definiert sei, welche mit Adjungierung der GroBen, von denen
die Koeffizienten R, R,,...R, rationale Funktionen sind, und
(2)w, den Wert von z, ffar w=w, bedeutet, irreduktibel ist,
so werden die in (12) enthaltenen partiellen Differentialquotienten
von o sich ebenfalls rational aus diesen GréBen und zusammen-
setzen, wenn f,...f,,yy, ...y, algebraische Funktionen von Ty, .. %,,
Y1,---¥, sind, und sich somit durch Substitution derselben in (12
eine Gleichung von dem Charakter der Gleichung (17) ergeben,

- ! Siehe meine Arbeit: »Ausdehnung der Arenschen Fundamentalsilze
der Integralrechnung auf kinetische Potentiale beliebiger Ordnung.« (Sit-
zungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Jahrg. 1919,
17. Abh.

b
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so daB wegen der angenommenen Irreduktlblhtat der letzteren

wenn deren Lisungen mit w,,®,, ... w, bezeichnet werden dle Be-
ziehungen folgen:

dw, d e, E)w ‘ awl |
‘ + m+.. 4 =0
fl 3 ) + +.f11. ax” ‘lei ayl .‘ Yy ayv |
(18) ............ e
dw, o o, N dw, s dw, 0
M 3, "z, oy, Py, T

und hieraus wie oben:

IR, 2R, 3R, AR,
/1 _aww—_i_ +fn,a + +"'+WW :O (a:i,'.?.;...r),

Zy C Ty, 9 % Oy,

dafl somit die Existenz einer in den bezeichneten GroPen algebra-

ischen Integralfunktion (17) des Differentialgleichungssystems [V

auch das Vorhandensein von Integralen voraussetzt, welche rational
QUS Byye Ty Yry-- 'wala i " Y1y Puy Jla ]Mwlv (zl)wﬁ" wﬂ’(“)wﬂ.

zusammengeseizt sind, wenn. fi,-... fn,lpl,.'..lp,; algebrazsch von
Tyy.edyy Yyyerey, abhingen. ' :

Sei die rational gebrochene Integralfunktlon

. Gl(xl,,.‘.yl,...)‘l,;..wpl',.g.Jl,'.,..‘wl,(zl);, ,)
19 = o )
(19) Y6 (xn---yn---fn---%7---]1: ...‘wl,(zl)wl,...)-

worin G; und G ganze Funktionen der emgeschlossenen Groﬁen
sind, und die Transzendenten J,...J; nicht mit Hmzuzlehung
VON Zy,..- %, Yy,..-Y, 1N einem algebralschen Zusammenhange
stehen, so wird sich, wenn dieser Wert von o in (12) eingesetzt
wird, eine ganze algebraische Funktion von z,...y;, oy er-
geben, welche, da zwischen J,, ... J, keine algebraische Bemehung
bestehen soll, in ‘dlesen_Transzemdenten identisch Null sein wird,:
also auch verschwindet, wenn J,,...J, durch die GroBen J,+u,,
Jo+ Uy, ... J,+u, ersetzt werden; wenn wl,uz,...m,1 belleblge alge-
braische Funktionen von z,...%,, y,, ...y, sind; daraus' folgt

aber, dafl; wenn die Grofien u, algebralsche Integralfunktmnen ‘

der Differentialgleichungen (1) oder Konstanten smd als@ nach
(12) der Gleichung
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_fau fau“ Ly du,  du, ‘Bua+ N du,
1 dz 2 a.’Eg ' n a:lfn - Y ayl Y ayg ] i ayv -
(@=1,2,...1)

identisch geniigen, durch Substitution in (12} auch

(20) w0, = »‘G1($11 -0 Yy, -.-fh._.1,'11,-..]1+u1,...wl,(zl)wl,“.)
G (xl"“‘ylv 'ﬂfl:-f-‘I’1,---J1+u1s---wla(zl)wla---)

ceine Integralfunktion der Differentialgleichungen (1) sein wird.

Es folgt somit aus der Existenz der oben bezeichneten rationalen
Integralfunktion in abgekiirzter Form

Gy(dys Ty - T,)
G (Jy; g - T)

(21) m =

die gleichartige Integralfunktion

Gi(fy+uy, Jytuy, ... T +u,)
G (Ji+uy, Jy+u,, e di )

wI:

und hieraus wieder die Integralfunktion

2 oo Gy (o, ity Tyt Gy, day e )

G (y+uy, ot itg, ... +u) G (1), ], A

Worin Uy, uy,...u, Konstanten oder algebraische Integralfunktionen
von (1) sind.

Wir kénnen aber aus jeder in den Transzendenten rationalen
Integralfunktion eine andre herleiten, welche eine ganze Funktion
derselben ist. Enthalte namlich G, die Transzendente J; im #x®",
G dieselbe im x'°" Grade, und dividiert man Zahler und Nenner
von o durch den Koeffizienten von Ji im Zahler, so daB o die
Form annimmt:

Ji+ o, (J21 ..o J;')‘ Jl"l_lf_*. o
"O(Jﬂv .o -];.) A (Jz,‘...,.]i) Jelyoo G

L




WOrin g, ,...7,,... rationale Funktmnen der emgeschlossenen Gm- ‘
Ben darst,ellen so wird sich, da aus |

dw 36 36, 0w “-aG acl
aa; ax - dx, ayﬁ ayﬁ‘ ayﬂ

(a =,1, 2, n '

Gw =G11 G

die Beziehung

G fi axl + +fn a 3 +1:U]_ ayl +. -+1PW ayw

G 3G G LA

+'CU flatx-;"-l_ v +fﬂ 3 - ’q)l.a_yl W'Vayy

36 %6 86 3G
o "3z, ' oy %_%

folgt, und dle Integralfunktlon w der Glelchung (12) ldentlsch ge- ‘
nigt, fir o die Form ergeben: ' : :

6, 36 ”"aG;' "
j1_+ R v Frahd 75 + oo %.w”?) .
@ = f a(; R o G 4} G 6
cos, 4 e ) - ‘
' 31‘1- " 3 %_a?hl JMH 2y, :
S0 daB w als ra’monale Funktmn der Transzendenten dargestellt

Uber partielle DifférentiaigleichungssyStéme erster (“)rd‘nu’ng._‘ (A 2) | 63“'

ist, deren Zah]er J; nur im %, — lte“ Grade, deren Nenner dagegena.f o

wwder im x'" Grade enthalt, und. welche, wenn wieder Zihler

und Nenner mit dem Koefhzlenten von J f‘ des Zah]lers dw:dlert'f‘,"‘_.

[

wird, die (22) amaloge Fom_;.anmmmt-, e
o = J1_"+92 (sz-', )Ju_z s 1
o ro(Jz,. .JA)J +r1(J2, )J“‘.‘;

worin die g und 7 w1eder ratnonale Fumktlonen smd Verfahrt man
mm dieser Form der Imtegralfunktmn w1e nnt (22) so erhalt man

<
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T2y (Jyy oo T) T e
) = ——= _

ro(Josor I) 4 (Joy o ) I 4

ol oy

und so fort, wobei sich der Grad von J; im Zihler immer um eine
Einheit verkleinert, wihrend er im Nenner der ' bleibt, und
wir gelangen somit fir o zu einem in Jy,J,,...J; rationalen Aus-
druck, der im Zahler J; gar nicht mehr, im Nenner jedoch noch
im x'*" Grade enthdlt. Machen wir nunmehr durch Anwendung
desselben Verfahrens den Zihler allmihlich von J;,J,,...J; frei,
so gelangen wir schliellich zu einem Ausdrucke der Form

(23) o — R(:cl,...x", YisooYpsFireTus %,_”%)
Ro(%,--?ll,-.fl,-.?,u,,...']'2,_.Jl._) JF+"+R%‘($17 < Yyr T --‘{’1,-..12,...];.),

in welchem die Funktionen R in den eingeschlossenen Groflen
rational sind, oder es ergibt sich, da, wenn w eine Integralfunktion
ist, auch 1/w eine solche sein wird, eine in J; ganze Integralfunktion

(24) !2=Sﬂ(xl,..yj,..f,,..w“..J2,..J;_)Jl'”+--+S,{(x,l,..y“..fl,..wl,...lz,i.f,.'),
worin S,, ... S, rationale Funktionen der eingeschlossenen Grifen
bedeuten. Da aber, wie oben gezeigt, dann auch

®?

Q, = S, (J;+u,) + 8 (.]1-1—1!1)”_1 NP

worin' u; eine Konstante oder eine algebraische Integralfunktion
von (1) ist, und also auch ©Q,—0 eine solche, welche in bezug
. auf J; nur vom x—1'" Grade ist, so wird man entweder bei der
allméhlichen Reduktion des Grades in bezug auf J; zu einer ganzen
Integralfunktion gelangen, die bereits in bezug auf die 1 Transzen-
denten von der linearen Form ist:

Q= To(@, o Yroofry s o) F T (@0 ey oo fry e prs ) Iy
+ Tz(xlw-?/h---fn---’lv'1a---)J2+"'+T.i(»’%-“?ll:---f1~---V’l,-")-]za

(25)
worin T, T, ...T, rationale Funktionen bedeuten, oder man kann
die Reduktion so weit fortsetzen, bis J; ganz herausfillt, und man
somit zu einer Integralfunktion von der Form gelangt:
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(26) ’ 'Ql =P(xli""yl)""f17"-‘.'(I)1>1'-‘--Jg‘,‘-'-‘-‘Ji),

worin P wieder eine ratlonale Funktlon der emgesehlossenen Gro-
Ben ist. Wendet man nunmehr auf diese dieselbe Methode zur
Ermedmgung des Grades in bezug auf J, an, so wird man wieder
im Laufe der Reduktion entweder zu einer in Jy, J;, ... J, linearen .
oder zu- emer von J, und J, unabhanglgen Integralfunktlon ge- -

langen, usw., und wir finden somit,

daf, wenn das lineare partielle DbfferentialgleichungsSystem (1), ’
in welchem fy,...vyy,... algebraische Funktionen von 5 - yl',‘;.‘.
sind, eine Integralfunkiion : S |

W = f(:vl,...yl,..'.fi,...w'i7...;]1,....fl)‘

besitzt, worin [ eine algebraische Funktion der emoeschlossenen Gro-
flen LSI und die Quadmturen ' '

‘]1 : j‘lz1d$, -.J = f z;,d.’ﬂ,

in dernen zl,...z,1L algebmzsche Fu,nictwnen aon X, und wl, W, :
algebraische Funktionen ovon zj,... Yis e . sind, diese szferentlal-i .
gleachungen auch ]ntegralfunktlonen von der Form

Q = uljl‘." uzng'i' "‘I“ u‘zj’q'-“f‘ U

besitzen, worin uy,U,,...u; Konsianten . oder algebrmsche Integral-'

junktwnen der Differentialgleichungen (1) sind; die Funktion o ist. =

dann eine algebraische Zusammensetzung solcher Funktwnen Q. Die
Existenz einer solchen in den Griflen zy,.. .a',,,yl, Yoy Jrs oo s Wi S
ganzen, in den Quadraturen Jy,...J, linearen Integmljunktwn zwhtx

das Bestchen emer ebensolchen von der Form

«

Q= uy (Jy+ I b T ) +--~+_wz(JﬁJi“+~-+J,{'”%““)J.rV;

nach sich, worin V eine rationale Funktwn von xl,...yl,... frs e eWs e
darstellt, ferner p, das Geschlecht des ABELschen Integralt J,, und
die Grenzen der Integrale
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(1 (Pg—1
I JM gy

sowie die Werte der zu diesen Grenzen gehirigen Irrationalititen die
Lisungen von algebraischen Gleichungen sind, deren Koeffizienten
rational aus Ty, ... Yy, ... fy, .. Wy, ... susammengeseizt sind.

Besteht endlich zwischen x Integralfunktionen oy, w,,...w,,
und nicht schon zwischen weniger als » von diesen eine algebra-
ische Beziehung

" m—1
@, +r1 (xl’...yi,...fl’...wl,..‘.(1)17.-.((,1)”_‘){()” dmens

(28);

+rm(a:1,...yl,...fi,...yjl,...wl,. L0, 1) =0,

in welcher r,,...r, rationale Funktionen sind, oder

m ; m=1 (1) iy "y o
(29) E g(;) wl 0)2 ... (J)y 1 T 2 g(u) )1 CU2 . 0)1{51 + .. == ,
(4) (1)

in welcher (i), (), ... zur Abkiirzung statt (i, 2, ..:4,,),
(1 Py oer ts)s--- gesetzt, und g}, gb), ... ganze Funktionen der
GroBen Z,... Yy, ---f1y --- ¥1,... sind, so sondere man aus der
ersten Summe eines der Glieder ab, welche die hichste Dimension
in w,...w,_, besitzen, und dividiere die Gleichung durch den Ko-

effizienten dieses Gliedes, so daB (29) in
(30) Dae [‘”1 .._wle-l_;-E "(I)w;ﬂ--‘-w 1+ HZ E,::))w;f--- @ e =0

iibergeht, worin r{), 7}, ... rationale Funktionen darstellen und

/‘L;|Z,‘L°"+A 1221—{—22-*-—--._*.1

»

x—1

ist. Bezeichnet man nun durch das Symbol 6 F, wenn F eine be-
liebige Funktion von #,,...%,, y;,...¥, 1st; den Ausdruck

spo g SF L BF L RF 3F
o ‘1 axl ' ”n ax’l T11U1 ayl +..'+'EPI' a‘l

der also, wenn F eine Integralfunktion von (1) ist, nach (12)
identisch verschwindet, so erhdlt man durch Anwendung dieses

Symbols auf die Gleichung (30):
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(31) e, Eé(ru)) w1 ,..w + ME 3 (r‘l))wl ””‘1+ i = 0 -
oder, indem man in der ersten Summe wieder em Glled der hoch-
sten Dimension in @y, ... 0, ‘absondert, und unter der Voraus-

setzung, daB fy,... ¥y, .. algebralsche Funktlonen VOM %y, . T R
sind, die Gleichung durch den nunmehr w1eder in Ty e yl, L

f(y.n @y, ... rationalen Koeffizienten d1v1dlert

nr o4 01 ©) o, 1 ' \ ‘ Lo
wn [w1 l. .‘- ,”_‘Ml + E R(Q) \'f .. (x)ul‘; : T e ! N ‘
(32) : el () -6 an_i ‘ 3 R
ol R im0 :
] () : :

worin die Funktmnen R w1eder ratlonal aus “den angegebenen
Gréflen zusammengesetzt und ' 2

el+---+e,¢ 1>91+~~+e,,_1, o+ '"+Qu—-1§'1,ifi'l""+lu,-_‘1

| smd War in der Glewhung (30) der Koefhzneﬁt von @™ nur von o
©y,-..0,_; abhangig oder in (31) 6(r})=0, sind also r{fﬁ algebra- -
“ische Integralfunktionen von- (1), s0wére dle Glelchung (31) schon ~.
vom m—1%" Grade in @,; ist dies nicht der Fall, so konnen wir
dieselbe ‘Reduktion auf (32) nochmals - anwenden; usw., bis wir
endlich, indem wir. die Glieder mit den. glemhen Verbmdungen der -
Wy, Wy, + -+ W,y Zusammenfassen, zu einer Glelchung von der Form
gelangen: ' L '

‘(33)‘ _'- W, = 2 'R(ﬂ) (;5’51-, e Yigeee fn v ‘Pi’v, . ) w‘i; WZ!‘ wff;l s v v

wenn wir. nicht im Laufe der Reduktmn auf eme Glelchung VOII s
der Form stoBen. o e '

" L VoL . ., . . . . e _'\-‘
' - v . : . <
'

) ] wﬁz T(ﬂ) w;_? '.-.UJ +(U 2 U(,q)bﬂ)l -'..-w.:i-i +"‘ ,l: i 4
el @ S

ﬂ‘1‘

+“’ 2 S(i) w1 w;,,_ =0,

. worin p, Gy onl posmtwe ganze Zahlen und Tw), U(ﬂ,, S(;, ratlo- .
‘nale Integralfunktmonen von. (1) sind, also | S
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6T(ﬁ)=0, 5U(,i)_—"0,.--(§8(§)=‘0

ist, so daf} die erneute Anwendung des Symbols § auf die Glei-
chung (34) die Identitit 0=0 liefern wiirde. Gelangt man aber
bis zu einer Gleichung von der Form (33), so ergibt sich o, als
eine ganze rationale Funktion von w,,...®,_, mit in den wieder-
holt angegebenen GroBen rationalen Koeffizienten, welche wieder
rationale Integralfunktionen von (1) sind, weil, wie durch An-
wendung des Symbols 6 auf die Gleichung (33) hervorgeht, wegen
der Voraussetzung, daB nicht schon zwischen w,,w,,...w,_, cine
algebraische Beziehung stattfinden sollte, sich die Bezichung

8 (Rm))‘ =0

ergibt, und all diese Schliisse bleiben bestehen, wenn die Koeffi-
zienten ry, ry, ... 7, der Gleichung (28) nur von den Integralfunk-
tionen w,, w,, ... w,_; abhingen, wenn man also von z—1 heljebi-
gen Integralfunktionen ausgeht und als ' Itegralfunktion eine
beliebige rein algebraische Funktion dieser x—1 Funktionen
wahlt, welche bekanntlich dann auch immer eine Integralfunktion
ist.” Wir finden somit,

daf, wenn die = Integralfunktionen w,, v, ...w, des Differen-
tralgleichungssystems (1) in einer von den Variabeln z,,...x,, Uiy,
abhingigen algebraischen Besichung zueinander stehen und nichy
schon eine solche zwischen weniger als = dieser Integralfunkitionen
existiert, dann eine jede derselben w, eine ganze Funktion von
- Wy, Wy, ..., I8t, deren Koceffizienten rational von z,, S VTTERY A TR
abhéngige Integralfunktionen der Differentialgleichungen (1) ‘sind,
oder w, ist dic Wurzel einer in o, algebraischen Gleichung, deren -
Koeffizienten rational ganz aus oy, w,,...m, | zusammengesetzt sind,
deren Koeffizienten wiederum rationale Integralfunktionen von (1)
sind.




