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Es werden zwei Aufgaben behandelt: einmal soll eine Schar geodétischer Parallelkur-
ven aus Kriitmmungslinien, sodann aus Asymptotenlinien bestehen. Alle Flachen mit
der ersten Eigenschaft sind analytisch und geometrisch leicht zu bestimmen; von der
zweiten Aufgabe werden einige Losungen angegeben.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1921, S. XVIII)
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Bedient man sich cines Systems geodédtischer Linien (v=const)
und ihrer Orthogonaltrajekiorien (zz:mnsi), alzo einer Schar von
geoditischen Parallelkurven als Gaussscher Koordinaten aul der
Flache, so erhiilt man fiir dic erste quadratische Differentialform
oder das Quadrat des Lintenelements

ds* = du®+ G(uv)d o’
oder, wie wir hier statt dessen schreiben wollen,
A5 = du =g (H,v) do* .
Bezeichnet man sodann partielle Differentialquotienten nach

u und v in bekannter Weise dureh Fufimarken 1 und 2, so erhal-
ten die Marxarni-Conazzischen Gleichungen? fiir die Koeffizien-

ten L, M, N der zweiten quadratisehen Differentialform die Gestalt,
Lo— M, = "%,
(5)‘
(‘I> LN =" = —gy8,
) 9o
Ny=Wy="" N="%"0W+geL.

Diese Gleichungen sollen jetzt fiir die beiden folgenden Aul-
gaben verwendet werden:

. Bestimmung von Flichen, aul denen eine Schar von Kriim-
mungshinien ans geoditischen Parallelkurven besteht.

2. Bestimmung von Flichen, auf denen cine Schar von Asym-
ptolenlinien (1anpitangentenkurven) aus geodatischen Parallel-
kurven besteht.

"Nl Scnerrers, Binfahrung in die Theorie der Fliachen (Leipzig 1902),
Tafel XVIT.
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5 (AV9) Herxricn Liegyany:

Eine triviale Losung der ersten Aufgabe stellen die Rotations-
fldchen dar: Die Parallelkreise sind zugleich geodétische Parallelen
und Krimmungslinien. Fiir die zweite Aufgabe gibt es ebenfalls
von vornherein zwei sehr einfache Losungen, ndmlich einmal die
Zylinder, deren Mantellinien ja die Asymptotenlinien der Flache
sind und zugleich Orthogonaltrajektorien der Schnitte senkrecht
zur Achse, also einer Schar von geodétischen Linien. Dazu kom-
men noch die Schraubenflichen

(2) ¥ =ucosv, Yy =uslnv, z=av,

ds® = du®+ (a® + %) do” ;

die Asymptotenlinien dieser Flachen sind die erzengenden Geraden
(v=00nst) und die Schraubenlinien (u =Gomst); letztere aber sind
zugleich geodétische Parallelkurven.

L.

Die erste Aufgabe 148t sich mit Hilfe von (1) vollstindig 1-
sen. Die (zueinander :senkrechten) Parameterkurvenscharen miissen
hier alle beide Kritmmungslinien sein, denn fiir die eine Schar ist
dies vorgeschrieben, woraus es fiir die zweite Schar wegen der
Orthogonalitat von selber folgt.

In diesem Fall ist A7 gleich Null*. Die Formeln (1) geben dann
‘LQ = 0 .
LN =—-gh¢.

- g .-
&

I5s wird also L eine Funktion von n allein

L=1L (u) ,
sodann

! ScHEFFERS, a. a. 0., Tafel XIX.
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!
\ g1811 8 &1 geul (u)
i 1=

T L(u) B L{(u) N L*(u)

und man erhilt, wenn man in die dritte Gleichung einsetzt und
far L(n), L' (u) wieder kurz schreibt L, L'

r

g1 T & L*=0.

[ —_——
8111
L

Diese partielle Differentialgleichung dritter Ordnung fir g
kann vollstindig integriert werden.

Man macht den Ansatz

g=[e"2u+V(v)
und erhilt

+L2=0.

Pas + ‘P% -

Diese Dilferentialgleichung hat die Rrccarische Form, lafit
sich aber durch den weiteren Ansatz

g =[ Lydu+ W()
umformen in die sofort integrable Form

Loy, + L? ('l +1/L‘2) = 0.
Es ist daher

y = tang (T'(w)— [ Ldu) .

Somit ist aueh g bestimmt, daher N. — Die Losung enthélt
schlieBlich eine willkiirliche Funktion L(u) und drei willkiirliche
Funktionen V (v), W(v), T(v) von v,

Wir haben die Losung dieser Aufgabe als erfreuliches Vorbild
fir die zweite, wesentlich schwierigere vorangestellt, wollen aber
hervorheben, daB durch geometrische Betrachtungen die Losung
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auch sofort gefunden werden kann! Die geoditischen Kurven
v=const miissen, wie schon zu Anfang gesagt wurde, ebenfalls
Krimmungslinien sein; geoditische Linien aber, die zugleich
Krimmungslinien smdl, sind notwendig ebene Kurvenl, und die
Kurvenebene ist fir alle ihre Schnittpunkte mit der Flache zu-

gleich Normalebene.
Demnach besteht eine Fliche von der vorgeschriebenen Eigen-

schaft notwendig aus einer Schar von Orthogonaltrajektorien einer
Ebenenschar — diese Orthogonaltrajektorien sind auf der Flache
geoddtische Parallelkurven und zugleich Kriimmungslinien — ; sie
werden von den (untereinander kongruenten) in den Ebenen ge-
legenen geodatischen Krimmungslinien senkrecht geschnitten.

IL.

Es sind jetzt die Marxarpi-Cobazzischen Gleichungen fiir
den Fall zu lésen, daB die Kurven -

w=const, d.1. du =20
zugleich die Differentialgleichung
Ldu?+2Mdudyv+ Ndv* =0

der Asymptotenlinien erfiilllen, also ist zu verlangen

N=20.

Man hat dann die Gleichungen

Ly—M, =2t
g

(3) | M =gz,

g E

* Wegen der geforderten Doppeleigenschaft miissen die Hauptnormalen
der Kurven eine Tangentenschar bilden, und das ist nur bei ebenen Kurven
der Fall,

et s




Vorgeschriebene geodatische Parallelkurven. (A. 9) 9

zu integrieren. Elimination von [, und M wiirde fiir g eine sehr
uniibersichtliche partielle Differentialgleichung vierter Ordnung
geben. Wir bevorzugen daher die folgende Reduktion: Wir machen
den Ansatz : |

(4) M=gLw,

wobei w, nebenbei bemerks, eine einfache geometrische Bedeutung
hat; es ist namlich die halbe Tangente des Winkels (¢) der Asym-
ptotenkurven. Setzt ‘man (4) in die erste und dritte Gleichung
ein, und berechnet dann L, und L,, so kommt

L 0, 1 W,
15—14-—::!:—1+é 24+ —|+— =0,
4 w fw
L, Wy 81
+—+===0.
L w +w

Sodann ist noch

gsz_wz =M? = gmg
oder

log L = 4 (log gy, —logg — 2log w)
zu beriicksichtigen, so daB schlieBlich dje Mainaroi-Cop azzischen

Gleichungen ersetst sind durch die beiden partiellen Differential-
gleichungen '

( | ‘ ,
111 £4 2g o 1 2w,
_ﬂ.l_a‘_l.{_; 2 — |+ — : 2@3
(5) & g g w gw
. L & 24y
81 4 w

Von diesen Gleichungen soll jetzt durch geeigneten Ansatz
~eine partikulire Losung gefunden werden,

Wir wollen verlangen, dag

g=g(t) = g(u+=xv)
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sein soll. Dieser Ansatz findet seinen Riickhalt darin, daB bei der
Schraubenfliche (2) g eine Funktion von # allein ist, bei den Zy-
lindern ¢ eine Funktion von v, die tbrigens ohne Einschrankung
der Allgemeinheit gleich Eins angenommen werden kann. Die
Differentialquotienten von g nach ¢ bezeichnen wir jetzt einfach
durch Akzente und erhalten

rr r ) Fi . K
o g 20 | 2w,
o & o ) < O
72 = - B} i 0 2
o e o=
6 g g g X tt gw
( ) | ;o IR R ’
o a ) a
N s |, =& 0
“ T | = L
(4 o 0
Lo = it

Die zweite Gleichung zeigt, daB dann w eine Funktion von !
oder, was aufl dasselbe hinauskommt, eine Funlktion von g wird,
also

~ 7.
ot amw
g -~ .

v dg
Um dieses Ergebnis zu bentitzen, setzen wir noch

1 Wy dy
=y, als s == =g iz,
w w dg

sodann eliminieren wir aus den Gleichungen (6) den Ausdruck

I 7
(7 22
& -
gy —
[ o
Pag &

und erhalten die Riccatrsche Gleichung

\] A
(7) 2 (l‘)l. g — /("2-1 lj"') = 1)
o )

Auf die Integration dieser Cleichung nnd dey Glelchung

{r LT
(8) 'f( T ‘ }“ 2¢ -y (g) =0

i




Vorgeschriehene geoditische Parallelkurven. (A.9) 9

tst Jelzt die Aufgabe zuriickgefiirt, Fidichen mit dem Bogenelement
ds® = du® + g (u+xv) do?

zu bestimmen, auf denen die geodiitischen Parallelkurven du =0 zu-
gleich Asymptotenlinien sind.

Die Rrccarische Gleichung 1dBt sich hier integrieren, denn
man kann leicht bestétigen, daB

o re) = £ -

cine partikulire Lésung ist, erhélt dann nach bekannten Metho-
den auch die allgemeine Losung

a T
)
(10) RN g e
vl =57 e
% g L -z
c— g e dg
o

Die Bestimmung von g als Funktion von ¢ macht nun weiter
keine Schwierigkeiten, wenn man die partikulire Losung (9) be-
nitst; es ist noch die Gleichung (8) zu integrieren. Einmalige
Integration ergibt

Auch L und M lassen sich dann aus den MAaixAnrpi-Copazzi-
schen Formeln (3) berechnen, und zwar findet man fiir ¢, =1:

: NE 2
M= (eg")? =g%e ¥,
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Zur Probe fur die Richtigkeit der Berechnung dient dann die
erste Formel (3},

:es wird

ot o c

-~ J o~ 22’

3. o & < 13
N S I ) =2

ibereinstimmt.

Die hier gewonnenen Fldchen mit einem Bogenelement von
der Form
ds® = duw?~g*(u—-vx)dv’

sind Schraubenfldchen. Das zeigt die folgende einfache me'legung.
Zuniéichst cinmal gestattet die Flache die (innere) Transformation

Wy =HW~+C. Ty =0—c(lx

in sich. Auflerdem aber werden L und M — und das gilt fiir jede
Losung 1/)(;3) der Riccarischen Gleichung, nicht nur fiir die hier
heransgehobene partikulire (9) — Funktionen von n-xv; es ist
also klar, daB bei der angegebenen Transformation die Kurven

i+ %y = ¢const

ihre Gestalt nicht dndern; Kriimmung und Torsion einer jeden
von diesen Knrven bleibt lings der Kurven konstant; d. h. sie sind
Schraubenlinien, die Flichen also in der Tat Schraubenflichen.

Hier begegnet uns nun noch eine wohl tiefer liegende Frage
rein analytischen Charakters: Setzt man in der Riccatischen Glei-
chung die Konstante » gleich Null, so erhilt man ecine von  freie
Gleichung

p=0.

L
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Wie kann diese Lisung aus dem Integral (10) durch Grenziiber-
gang gefunden werden ?

Das Verschwinden von
y=1/w=2cote,

wobei ¢ der Winkel der Asymptotenkurven ist, tritt, wie schon

oben bemerkt, bei der gemeinen Schraubenfliche oder Minimal-
regelfliche (2) ein.

Zum Schlufl mag noch auf eine imagindre Flache hingewiesen
werden, welche die verlangle Eigenschaft besitzt.

Setzt man
g = l/lL 3

so geben die Gleichungen (3)

1
Mz=—4—, L=0,

u
die Gleichung der Haupttangentenkurven wird einfach
dudv =0
und zeigt, daB die geodatischen Linien
dv =10

hier ebenfalls Haupttangentenkurven sind; sie sind daher gerade
Linien.

Die so erhaltene Fliche ist die bekannte, von Lik ausfihrlich
behandelte imagindre Minimalregelfliche dritter Ordnung

! Vgl. ScHEFFERS, a. a. 0., Seite 248.




