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Nachdem es sich gezeigt hatte, daf§ das die Entwicklung der Kristallformen beherr-
schende Gesetz der Komplikation sich in anderen Gebieten wiederfindet, so bei den
Tonen in der Musik, bei den Farben in der Kunst, ebenso bei der Anordnung der
Planeten im Weltraum und der Linien im Sonnenspektrum, so entstand die Auf-
gabe, das, was als allen diesen Gebieten gemeinsam in dem Komplikationsgesetz
ausgedriickt ist, so zu fassen, dafl es einer mathematisch-mechanischen Weiterbil-
dung fahig ist. Der Versuch wurde in der vorliegenden Arbeit gemacht. Neben der
Komplikationsfunktion zeigte sich ein mathematisches Gebilde, das als Ausdruck der
Gegenoperation unter dem Namen Displikations-Funktion eingefiithrt wurde.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1921, S. XVIII)
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Der Begriff der Complikation in dem im Folgenden darzu-
legenden Sinn wurde von dem Verfasser 1897 in einer Untersuchung
iber Entwicklung der Krystallformen eingefiihrt.! Dopt lesen wir
(Seite 16):

»Die Complikation ist zu einer mathematischen Operation oe-
worden, ebenso wie die Addition, die Polenzierung u. a., die Nor-
malreihe zu einer mathematischen Funktion. Das Ableitungs-
gesetz ist in den Seite 19 gegebenen Formeln enthalten. So ist
einer der Vorgiinge in eine Form gebracht, die einer mathematischen
Behandlung fihig ist,*

Im tibrigen moge aul diese Schriff verwiesen Wél‘d@l’l, sowie
auf die tbrigen Schriften des Verfassers, die sich mit dem Problem
befassen.®

In einer Schrift . Uber Harmonie und Complikation® (1901)
wurde die Wirkung des Complikationsgesetzes in anderen Gebieten
nachgewiesen, so in der Musik, in den Spektrallinien und
Farben. In dieser Schrift wurde zugleich die Frage der Harmonie
und Complikation als Problem dey Erkenntnistheorie und. der
Naturphilosophie allgemeiner gefafBt. Spiter wurde gezeigt, daf
die Planeten im Weltraum sich nach dem gleichen Gesetz um die
Somne ordnen, ebenso die Trabanten um die Planeten, ja daf die
Planetoiden sich nach dem gleichen Gesetz gruppieren. Auf Grund
des Complikationsgesetzes lieB sich eine musikalische Harnionielehre
aufbauen und eine Farbenlehre. Bisher ist nmur letztere publiziert.

' Zeitschr, f. Kryst. 1897. 98, 1 —39; 414—451,
* Index der Krystallformen der Mineralien. Einleitung. Berlin, Springer 1886,
Chemisch-mineralogische Betrachtungen. Zeitschr. f, Kryst. 1889, 17. 95-31.
Uber Harmonie und Complikation. Berlin, Springer 1901.
Uber harmonische Analyse von Musikstiicken. Ann. d. Nat. Philos. 1904.
3. 449—308. ,
Uber Harmonie im Weltraum, Ann. d. Nat. Philos. 1906. 5. 51—110.

Uber Harmonie im Reich der Planetoiden. Ann. d. Nal Philes, 1919, 11.
383-—349.

Uber das Wesen der Krystalle.  Ann. d. Nat. Philos. 1910. 9. 120—139;
368—419. o
Zur Mechanik des organischen Lebens. Ann. d. Nal. Philos. 1913, 19,
138—161. '

Farben in der Kunst. Heidelberg, Winter 1919,
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Es ergab sich somit, daf das Gesetz der Complikation nicht
den Krystallformen allein eigentiimlich ist, daB es’ vielmehr ein “all-
gemeines Naturgesetz ist, das die Entwicklung des Manhigf’altigen
aus dem Einfachen in vielen, vielleicht in allen Gebieten der schaf-
fenden Natur beherrscht und es lag die Vermutung nahe, es lieke

slch das Gesetz m Gestalt einer ‘Funktion fassen, deren mathema-

tischer Ausbau in den mechanischen und erkenntnismiBigen Ausbau

'valler der Gebiete eingreifen konnte, in denen das Gesetz der Com- ,
- plikation angetroffen wird.

. Es.soll nun hier em erster Versuch gemacht Werden, das Gesetz-‘ ‘
und- die Operation delr Complikation zu einer mathematischen Funk-
tion . auszugestalten. Zu diesem Zweck sollen FEigenschaften der
Funktion in ihrer arithmetischen, alge]brahehen geometrischen und

'mechanischen Gestalt aufgesucht und durch deren Zusammenstellung
~ die werdende Funktion geklart und gefestigt werden. Vielleicht

finden es Mathematlker der Mithe wert, sich des Ausbaues derselben

anzunehmen und daduarch der Naturwnssenschaft zu Hilfe zu kommen.
Jede mathematische Operation hat ihre Gegenopemtmm. Es

fuhrt kein Weg' hinauf,- der nicht hinab fiihrte. Manchmal ist der

‘ Aufstieg lelchter, manchmal der Abstleg Ebemo brmgt jede Funk-

tion ihre Gegenfunktion. Addition bringt Subtraktion mit sich, die
Potenz die Wurzel. Danach ist auch fiir die Complikation als Ope-

“ration und als Funktion eine GED'EIlOPETatIOH resp. Gegenfunktion -

aufzustellen. Letatere soll hier unter dém Namen ]DlSpllkatmn; '

- eingefithrt werden. Der Ausbau einer Funktion bringl jedesmal den
“der Gegenfunktion mit sich, indem jede hlgenschaft der Funkhon

ihr Korrelat in der Gegenfunktion hat.
~ Im Folgenden werden einige Eigenschaflen der Comphkatmns- :

Funktion entwickelt, von der Displikation wird einstweilen nur

wenig ausgesagt. Es ist erst der Anfang der Untersuchung
Da die meisten Leser, auch die Mathematiker und Physiker

sich (leider) mit ‘den Krystallformen wenig beschéftigt haben, sei -

es gestattet, hier anzudeuten, um was es sich bei der Entwicklung
der Krystallformen nach dem Gesetz der Complikation handelt: Zu

,chesem Zweck -wollen wir aus der Schrift ,Uber Harmonie und

Comphkatlon“ einige -Stellen abdrucken.  Wir lesen-

Entwmklung der Krystaﬂ]formen

Krystalle 'sind bei ungestérter Ausbildung von ebenen Flachenf
bedecki. Jede Krystallart hat jhr Formen-System, d. h. die an ihr




~einordnen. Seien A B (Fig. 1) 2 Primar-
~ flichen, so hildet sich bei fmtscbreltendler_-

A B parallelkantig unter bestimmtem Winkel
o abstumpft G ist schwicher, im Rang niederer
~ als Aund B. Geht die Differ renzierung weiter,

: ,leferenzlemng bilden sich schwache Kanten-

* abstumpfungen F G H J Wir habwen hler 3 Stadlen der reﬂ'elmaémgen
" - Entwicklung: :

Uber Gomphkamwn und Drsplnkatlon ‘ . DI

beohach‘[eten Flachen stehen in einem gesetzmafélgen Zusammenhang,

~ sowohl unter “sich, als mit den phymkahschen Elgenschaften und
.~ dem Bau des Krystalls aus,. wie wir annehmen parallel anemanderﬁ

gereihten g]emhen Partikeln. - R
~ Unter den Flachen, die eine Kr ysta]]art hervnrbrmgt und deren
Zahl ist bei manchéen Arten sehr grok,’ sind gewisse Flichen be-
sonders wichtig. durch Haufigkeit und Gréfe, andere sind seltener,
andere ganz selten._ Mit der Héufigheit nimmt die Groge und end-
lich die Sicherheit der Beobachtumg ab. Danach haben die Flichen

- einer Krystallart eine bestimmte Rangordnung Die wichtigsten .
' nennen wir Hauptflichen, Primérflichen, auch Primérknoten mit
- Riicksicht auf eine Darstellung durch qu]‘ektmn, in der sich dlb‘

Fléchen. als Punkte (Knoten) abbilden.

- Es zeigt sich nun, daB die schwacheren (ahgelmtetem) ﬂachen .

sich - zwischen den Hauptflichen (Prlma.rﬂaehen) in bestimmter Weise

Differenzierung eine Fliche C, die die Kante

) entstehen Flichen D, E die die Kanten
A G, BC ‘abstumpfen. Die Flichen D und E
sind schwicher als. C.. Bei mnoch Wemterer

| Fig. 1.

Ne=A e .'_-B
N=A . . .C . . . B
Nyg=A - D . C . E © B
Nyg=A F D G CHEJB

“ Melst geht die Entwmcklung nur bxs Nl, oft ]bls N selten bis _:
N; und fuBerst selten dartiber hinaus. Die ZWISchen ‘2 Primér-
flichen entwickelten (abgeleiteten) Flichen bilden mit diesen eine
Zone (Primérzone), charakteuslert dumih parallele Kanten. Die erste

- -abgeleitete Fliche .C, die chhtlgste nennen wir Dommante wenn - A'
" zwischen 2 Priméirflichen: anardlmmmante '

]Dla gleiche -Entwicklung kann sich ‘an' der Kante . zwischen
2 amderen Pmmarﬂachen vmllmehmen z. B. zwmchen AK oder BX
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(Fig. 1).  Wir sagen: es spannen sich Primirzonen A B, AK, BK
zwischen den Primiirfliichen (Primirknoten) A, B, K. Weitere Diffe-
renzierung bringt Zonen zwischen je einer Primérfliche und einer
Primiirdominante, z. B. G K (Sekundirzonen); dann zwischen 2 Pri-
mirdominanten (Tertifirzonen). Die beiden Flichen, zwischen denen
efne Zone sich spannt, nennen wir die Endknoten der Zone. Auch
die Zonen haben ihre Rangordnung. Mit dieser Entwicklung ist
ein groBer Formenreichtum geschaffen, besonders, wenn die Zahl
der Primarflachen grof ist und die Differenzierung in den Zonen
weit geht, his N, oder N,. In jeder Zone folgt die Anordnung der
Fliichen einem heslimmten Zahlengesetz, das fir alle Zonen aller
Krystallarten das gleiche ist. Wir nennen es das Gesetz der Com-
plikation. Es regelt den Ort resp. die Neigung der Einzelfldchen,
ihre Grofe und Rangordnung und gestattet, nicht beobachtete Flichen
als wahrscheinlich vorherzusagen, beobachtete auf ihre Wahrschein-
lichkeit zu prifen.’

Ersetzen der Fliichen durch ihre Normalen. Auffassung
der Normalen als Richtungen der Partikelkrifte. Zwischen den
Flichen und den krystallbauenden parallelgestellten Teilchen (Par-
tikel) besteht eine Beziehung. Die hypothetisch eingefiihrte Beziehung
sei die, daf jede am Krystall mogliche Fliche senkrecht steht zu
einer der Partikelkriifte. Der Partikel schreiben wir Primérkrifte
i von bestimmter Richtung und Intensitiit, und nehmen an, die
Primirkrifte derr Partikel (und zwar aller, da die Partikel parallel
orientiert im Krystall sitzen) stehen senkrecht auf den Priméarflichen.
Wir ersetzen die Flichen durch ihre Normalen (Senkrechten zu den
Flichen) aus einem Punkt innerhalb des Krystalls und haben so
die Richtungen der flichenbauenden Partikelkriifte. An Stelle der
Primiirflichen treten Primitrkrifte, an Stelle der abgeleiteten Flichen,
abgeleitete Kriifte. Die Krystallmessung gibt, indem sie die Lage
der Flichen ermittelt, die Richtung der Partikelkrifte. Wir konnen
aber auch deren relalive Intensitit priifen.

Deduktion der Flichen einer Zone aus den Primiirkriften.
Seien A, B (Fig. 2) die Primiirkrifte, die senkrecht zu sich die
Flichen A, B (Fig. 1) bilden, so ist genetisch das empirisch ge-
fundene Gesetz der Entwicklung folgendes: Die Krifte A, B zer-
fallen in 2 Hilften, von denen die einen a. b sich zur Resultante ¢

! Vgl Zeitschr. £ Krysl. 1897. 28, S 33—35 S. 426, 446. 1900. 33.
441 — 446, ‘
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Uber Complikation und Displikation. T

zusammenlegen. Zu ¢ senkrecht entsteht die Fliache C. Wiederholt
sich der Proze, so {ritt Za mit Zc zusammen zu einer Resultanie d,

ebenso 3h und %c zu e. Bei nochmaliger Wiederholung des Pro-

zesses schieben sich wel-

tere, schwiichere Resul- 7 7 2 %9
: y T ;
tanten zwischen ad, de, 2 z

ce, eb ein usw. So fin-
den wir Richtung und In-
tensitit der abgeleiteten
Kriifte, dadurch Ort und - .
Rangordnung der abgelei- 2 2 &
teten Flichen. DieFlichen

stehen senkrecht zu den Kriften, die Rangordnung entspricht der
relativen Intensitit.

Zahlengesetz der Complikation. Wir ziehen durch A parallel
B eine Gerade AZ (Fig. 2) und verlingern Ma, Md, Mc, Me, Mb
bis zum Durchstich mit AZ, so sind die Richtungen Ma, Md, Me,
Me, Mb charakterisiert durch die Durchstichpunkte A, D, C, E, B.
B liegt im TUnendlichen. Setzen wir nun AC=MB' =1 = der
Priméirkraft in Richtung MB, so ist, wie sich zeigen laft, AD = 1,
AC=1, AE=29 AB=o®. Das Durchstechen der Geraden AZ
nennen wir projizieren, die Durchstichpunkte Projektionspunkte. Die
Projektionspunkte charakterisieren die Lage der Flichen, ihr Ort
ist gegeben durch die Zahlen 0 «%-1:2-w. Diese Zahlen nennen
wir die harmonischen Zahlen, ihre Reihe harmonische Zghlenreihe
und, wenn liickenlos, Normalreihe. In den Normalreihen und har-
monischen Zahlen driickt sich unser Entwicklungsgesetz aus. Wir
haben: ‘

=
ro

ig.

Primirflichen: A B
Ne=0 - - . . . . . o = Normalreihe 0.
1. Complikation: A - - . ( B
N=0 . - -1 @ == Normalreihe 1.
2. Complikation: A D G E B
N=0O0 - I - 1 . 2 w = Normalreihe 2.
3. Complikation: A F D ¢ '¢C H E J B ,
Ny=0 { £ 2 1 2 2 3 o= Normalreihe 3.
usw.

Es ist klar, wie die Reihe bei einer 4., 5. Complikation aus-
sehen wiirde. Aber die Natur geht, mit seltenen Ausnahmen, tber
N, nicht hinaus.
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' Umfoimung einer Reihe auf die Form 0 - 1- co. Die Zahlen-
reihe einer Zone zeigt nur -dann zwischen 0+ o den gesetzmiigen

- Verlanf, wenn die Punkte O- o den Endknoten des Zonenstiicks
zugehoren. Kennen wir die Endknoten, so kénnen wir ihnen die

Zahlen 0 - oo beilegen und aus den Zwischenzahlen beurteilen, ob

die Reihe normal oder gestort ist. Umgekehrt erkennen wir die

Endknoten als solche daran, da die Reihe normal wird, d. h. un-
serem Zahlengesetz folgt, wenn wir die Endknoten 0+ o0 nennen.
Stehen nun an den Endknoten, infolge - vorheriger anderweilter

- Annahme, nicht 0 - o, sondern andere Zahlen z -7, so kénnen
wir - dle Reihe in die Form O - ~o bringen, indem wir statt Jeder,

Zahl z der Re1he setzen:

P= Z,—Z

‘Beispiel. Es sei eine Reihe gefunden:
Flichen: A D C E B
.  z=1 ¢ 3 3 2
und wir vermuten, A. und B seien die Endknoten, so ist in obi_ger
Formel z, =1, z, =2 und wir bilden:

p=_;_-——-—: O‘—g-l ] m_NO

2—1z ‘

Wir elkennen daB nach dieser Umfmmung die Reihe den ge-
setzméBigen Verlauf hat, und aus dem gesetzmifBigen Verlauf
schliefen Wir umgekehrt, daB in der Tat, wie wir vermuteten,
AB die Endknoten der Enthckluno' sind. \

Die Rangordnung der Flichen zelo*t sich in der Elnfac]hhelt
der Zahlen in der Reihe 0+ 1: 0.

Den hochsten Rang haben 0 o
dann 1
~dann 1 2 4
dann %+ % 3 3

Aus der Entwicklung in allen einzelnen Zonen (Primérzonen,
- Sekundérzonen, Tertidrzonen usw.), ausgehend von den Primir-

flichen, setzt sich das Formensystem einer Krystallart zusammen.

Das istin grofen Ziigen ein Bild von der Entwicklung der
Formen wie wir es bei den Krystallen aller Systeme und Jeder
lbeheblgen Zusammensetzung ﬁndlen

:
y




-auch nicht. Wir haben Grofen mit gleicher

Uber Gomplikatioh und Displikation. S 9

-Entstehung der Manm‘gfaltlgkelt in der Natur durch

Comphkatmn

Zwe1 Krifte Ver@lmgen sich im Raum durch Ad_dltmn d. ]h

- durch Zusammen]legen nach Intensitét und Richtung. Das Resultat |

der Addition ist eine Kraft, die Resultante oder Summe.  Wie

~ Krifte werden Geschwmdlgkeﬂan, Beschleumgungem durch Addlltmon

verelmgt ,

Die Addltmn ist eine Velemfachung Aus mehreren Stucl;en
wird eins. a +b =-¢. Dadurch kommt keine Velmehrung der
Einzelheiten, keine leferemlemmg in die N atur Aber ‘neue Rich-
tungen treten auf. R

Anmelkumg Abo‘esehen von dem spezmellen Fall der Addition glemh ge-

' richteter Krifte, bringt jede Addition eine Anderung der Rlchmng hervm Um-

gekehrt kann jede Buchtungg-Andemmg als Addition
aufgefafét ‘werden. : - e

- Es ist in Fig. 3 A=A, 4+ D.

Durch Addition von D “ist die Drehung von A,
um <7 & vollzogen. ~

“Subtraktion vermehrt die Einzelheiten #

und. mit entgegengesetzter Richtung. PDSItlve
und negative. Subtraktion ist Addition ‘einer.
negativen Grofe zu einer positiven. Auch -~ Fig.s.

- hier wird aus zwei Stiicken eines.’

a'_“h‘;(:- .

Multiplikation als Naturproze ist Addition von gleichen

Grofen. Um 2a zu bilden, ist a und a zu einer neuen Einheit zu
vereinigen. - Daher ist auch Mulliplikation eine Vereinfachung. Sie

‘vermehrt die Manmgfaltlgkelt nicht. Mulhpllkatmn mit. einer reellem '

Zahl 4ndert auch die Richtung nicht.

~ Anders die Division. Division ist Zerlegung (Spaltumg, Zerfall) _

einer Einheit in eine ganze Zahl (2 oder mehr) gleicher Teile. Da-

durch vermehrt sich die Zahl der Einheiten, es erhoht sich die 3
Mannigfaltigkeit. Neue Richtung tritt abe:r durch Dmsmn nicht auf.

Division durch ganze Zahlen. - Es fragt smh Teilt die Natur

- durch komplexe GroBen oder nur durch reelle, oder gar nur durch
ganze Zahlén? Kann eine Kraft, einé Geschwindigkeit in m -+ ni




iv Vicror GoLpscHMIDT:

’

gleiche Teile? (Geselz von der Rationalitit der Kraftteilung).!

gleiche Teile zerfallen oder nur in m oder gar nurin 2, 3,...6, ...

Zerfall in eine irrationale, transzendente oder imaginire Zahl
oleicher Teile kénnen wir uns nicht vorstellen. Division durch eine
Bruchzahl ware Spaltung in eine ganze Zahl gleicher Teile und
Zusammenlegen mehrerer derselben. Division und Multiplikation
(Addition) zugleich. Division geschieht auch dabei durch eine
ganze Zahl.

Anmerkung. 195 bleibt zu untersuchen, ob der Zerfall in mehr als zwei
gleiche Teile als ein Vorgang anzusehen sei oder als Wiederholung des Zerfalls
in Hilften. Mit anderen Worten: ob die Natur resp. unser Ausmesser der Dinge,
der Verstand, anders als dichotom arbeite. Daf durch Zerfall in Hilften auch
eine ungerade Zahl von Teilen entstehen kénne, von denen einige unter Umstinden
gleich sind, werden wir unien bei der Gomplikation sehen.

Von unseren 4 elementaren Rechnungsarten sind nur 2 galg
mathematische Grund-Operationen der Natur, wie des Verstandes,
anzusehen:

Addition, das ist Zusammenlegung von 2 (oder mehr) Ein-

heiten (Kriiften u. a.} zu einer neuen Einheit von
im allgemeinen neuer Richtung.

Division, das isl Spaltung einer Einheit (Kraft u. a.) in 2
(oder mehr, jedenfalls eine ganze Zahl) gleiche Kin-
lieiten in der alten Richtung.

Vielleicht sind in dieser Definilion fir die Grundoperativnen die Worte
~oder mehr* wegzulassen.

Complikation. In der Natur sehen wir erhéhte Mannigfaltig.

y, Keit in folgender Weise entstehen: Zwischen

zwel Kriften A und B (Fig. 4) bildet sich eine

neue C, wihrend Reste in den Richtungen

7 o A und B tibrig bleiben. Durch Wiederholung

~ des selben Prozeszes bildet sich eine neue Kraft

D zwischen A und C, ebenso I zwischen B

und C, walrend Reste in den Richtungen

2 ABCDbleiben. Aus 2 Kriiften sind 3, dann 5

Fig. 4. “usw. geworden: jede von bestimmter Richtung

und Intensitit. Die Mannigfaltigkeit hat sich

vermehrt in bezug auf Zahl und Richtung der Krifte. Den beschrie-
benen Vorgang wollen wir als Complikation bezeichnen.

' Vel Verf, Index der Krystallformen. Berlin 1886. 1. S, 14.




Uber Complikation und Displikation. |

In der organischen Natur nennt man die Entwicklung vom Einfachen zum
Complizierlen Differenzierung. Wir konnten diesen Ausdruck auf das’ un-
organische Gebiet Uibertragen. Wir wollen jedoch den Begriff spezieller tassen und
mathematisch formulieren. Da aber Differenzieren in der Mathematik bereits eine
feste Bedeulung hat, so wurde ein anderes Wort: Complikation gewihit.

Complikation ist Spaltung (Division) und Zusammenlegen
der Teile (Addition). Durch Division allein kann die Mannig-
faltigkeit in der Natur nicht entstehen (es fehit die Bildung neuer
Richtungen); durch Addition auch nicht (es fehlt die Vermehrung
der Einzelkrifte); wohl aber durch beide zusammen.

Complikation im engeren Sinn. Die einfachste Teilung ist
die Halbierung; die einfachste Addition die Vereinigung von je
einem Teil. - Wir wollen diesen wichtigsten Fall Complikation im
engeren Sinn nennen und ihn voraussetzen, wenn wir im Folgenden
von Complikalion reden.

Complikation auf verschiedenen Gebieten.

In zwei Abhandlungen! habe ich versucht, aus dieser einfachen
Amnahme die Entwicklung der Krystallformen in ihrer ganzen
Mannigfaltigkeit abzuleiten (vel. S. 4). Eine Transformations-
Formel p = (z —z): (2, — z) gestattete, alle krystallographischen
Zahlenreihen auf eine einfache, vergleichbare Form, die der Normal-
rethen N=0.-.1-. .. o zu bringen. Eine Diskussion der beob-
achteten Zahlenreihen lieB die Anfinge der Entwicklung (Primér-
knoten), die Richtung der Primérkrifte (senkrecht zu den Primér-
flachen) bei den verschiedenen Krystallarten finden, fiir die Einzel-
flichen Rang und Wahrscheinlichkeit feststellen. Das leferte die
Unterlage fiir eine Kritik der Beobachtungen® und gestattete unter
Umstinden das Voraussagen noch nicht beobachteter Formen.* Diese
Konsequenzen hat die Erfahrung bestitigt und dadurch das Gesetz
ftir die Krystallographie gesichert.

Aber auch auf anderen Gebieten zeigte sich das Gesetz der
Complikation herrschend. So bei den Tonen unserer Musik, wie
oben gezeigt wurde. Die Transformations-Gleichung p = (z — z;):
(z, — z), speziell p==(z—1):(2 — z), angewendet auf die Schwing-
ungszahlen der harmonischen Téne, - fithrte zu den harmonischen

! Zeitschy, f, Kryst. 1897. 28, S. 1 u. 414.°
? Ebenda S. 49¢, '
* Ebenda S. 446.
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Zahlen p=01%1123 w», die Einblick gewihren in den Bau der
Musikstiicke und die als Grundlage einer musikalischen Harmonie-
lehre dienen konnen. Sie werfen Licht aul Einrichtung und Ent-
wicklung unseres Ohrs.

Das Analoge zeigte sich bei den Farben. Die selbe Transfor-
mations-Gleichung p = (z —z,): (z, — z), angewendet auf die Schwing-
ungszahlen der Haupt-Spekiral-Linien und, im Anschluf daran, auf
die der Farben fithrte zu den gleichen harmonischen Zahlen
p=04%%£123 0, die Einblick geben in das Wesen der Spektral-
linien und der Farben. Sie werfen Licht auf die Einrichtung und
Entwicklung unseres Auges.

Auch andere Gebiete der Nalur scheinen von dem Entwicklungs-
gesetz der Complikation beherrschi. FEs seien hier einige fliichtige
Aushlicke gestattet.

Harmonie in Geschmacks- und Geruchs-Arten hesteht wahr-
scheinlich im Sinne der IHarmonie von Ténen und Farben. Es
werden Geriiche und Geschmacke in groBer Mannigfaltigkeit unter-
schieden. Das deutet auf eine Differenzierung im Aufnahms-Organ
(Nase, Zunge). Manche Gertche oder (reschmacke sind angenehm,
d. h. dem Sinnes-Organ angepalit, andere unangenehm; aber wir
haben micht, wie fir Téne und Farben, in den Schwingungszahlen
und im Spektrum Mittel, um Geriiche oder Geschmacke nach Mak
und Zahl zu ordnen. So fehlt der Nachweis fir das Gelten des
Gesetzes von Harmonie und Complikation in diesen Gebielen.

Fur eine Analogie spricht der Sprachgebrauch und die
Begriffshildung, die oft das Gleichartige vereinigt und der wis-
senschaftlichen Untersuchung den Weg zeigt. Die Begriffe schon
(dem Auge oder Ohr gefillig) und gut (dem Geschmack und Geruch
zusagend) vertauschen sich. Man sagt, es schmeckt oder riecht
schon, aber auch, ein Musikstiick klingt gut oder ein Bild ist gut
in den Farben. Man spricht von siiBen Tonen und dumpfen Ge-
riichten, ja Geschmack ist das allgemeine Wort fiir den Sinn {iir
das Schone, Harmonische.

Moglicherweise laft sich einmal auch fiir Geschmack und Ge-

‘ruch eine Wissenschaft in Mak und Zahl aufbauen; dann dirfte
sich auch dort das Gesetz der Harmonie bewihren.

Organismen. Eine weitgehende Ahnlichkeit zeigt sich zwischen
der Entwicklung der Krystallformen der freien Zone und der Septen
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der hexameren Korallen, Es ist von Interesse, das schematische
Bild in Zirrels Paldontologie® (Fig. 5) mit unserem Bild der freien
Zone (Fig. 6) zu vergleichen.” Beide
mogen deshalb untereinander hier
abgedruckt werden. Charakierist-
isch ist fiir die vorliegende Entwick-
lung, wie fur andere Entwicklungen
in der Natur, daf sich zwischen je
zwel Alte ein Junges eindriingt, ent-
standen durch das Zusammenwir-
ken der beiden Alten.

Ein Bild der Verteilung, wie
sie der Complikation entspricht,
gibt der 2-, 3-, 5-zehige Fuld und
die menschliche Hand. Die Finger Fig. 5
der Hand zeigen die Normalreihe Bntwickiung der Seplen der

. . hexameren Korallen.
No=0%12» und es liegt die '
Vermulung  nahe, 100 : 100
daB unser Geselz M : !
deren Grund-Anlage
vorgezeichnet  hat.
Ahnlich st es hel
den Bliiltern. Sollte
dic Verteilung der
Blattnerven aul
dem gleichen Geselz p=o 2
beruhen, so dirfte Fig. 6.
man sich tber die Entwicklung defi Krystallformen in der
Alnlichkeit gewisser freien Zone.
Blitter mit dem Hahnenfuf oder der. Hand nicht wundern.

P

3 43545 y
3 I 533237334 w

W
o
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wiea

Einwand, Die Enlwicklungsgeschichte der Tiere zeigt die
5 Finger und Zehen hervorgegangen aus Verminderung einer grokeren
Zahl.® Dieser Einwand ist vielleicht keine Widerlegung. . Denn das
einfache Prinzip avbeitet sich oft erst spiit ans dem Gewirr der
mannigfachen Anliufe durech. Die Welt ist nicht nach einfachem
Plan gebaut. Sie entwickelt sich aus dem Chaos.

1 1680, 1. 215 nach Minxe Enw_a'nns' und Haixe.

® Feitschr. f. Kryst. 1897, 28, B -

¢ Professor 1. Enixcer in I*mnkfurt ein genauer Kenner der Entmcklungs-
veschichte, machte mir diesen Einwand. K P

ek T A
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Beispiele: So hat sich die einfach harmonische Musik
aus unregelmiifiig gemischten Tonen roher Vorfahren herausgebildet.
Ein Kind, dem man eine Geige in die Hand gibt, oder das man
ans Klavier setzt, bringt wirre Toéne, wenig rhythmisch, hervor und
hat seine Freude daran. FErst die eingehendere Beschiftigung mit
dem Instrument, Entwicklung und Erziehung, hringen ihm die Vor-
liebe fir einfache Rhythmen, fiir reine und harmonische Tone, in
denen sich das einfache Prinzip der musikalischen Veranlagung von
Ohr und Sinn klar herausarbeitet. Hier, wie in jeder Eigenschaft,
durchliuft das Kind rasch den historischen Entwicklungsgang seiner
Ahnen. .

Das einfache Prinzip unserer. Buchstabenschrift, jedem cha-
rakteristischen Sprachlaut ein Zeichen zu geben, dringt allmihlich
durch, und hald wird es kein Volk mehr geben, das anders schreibt.
Aber nirgends ist Schrift nach diesem Prinzip entstanden. Uberall
hat sie sich aus einem Gewirr gleichzeitiger und wechselnder An-
liufe, aus einem Gemisch von Begriffs-, Silben- und Laulzeichen
abgeklirt, indem sie unbewuBt der Entfaltung ihres einfachen Prin-
zips zustrebte, das heute hei uns jedes Kind lernt und nach dem
es seine eigenen Schriften erfindet.

Wir finden den altertiimlich komplizierten Zustand der Schrift
in den HHieroglyphen und Keilschriften. Aber auch in der Schrift
der Japaner, dieses hochgehildeten modernen Volkes, finden wipr
ein Gemisch chinesischer Zeichen von feils begrifflicher, teils pho-
netischer Bedeutung mit Silbenzeichen. Ein Zeichen fir viele Laute,
einen Laut ausgedriickt durch vielerlei Zeichen, einen solch kom-
plizierten Bau der Schrift, daf zum Lesen einer japanischen Zeitung
die Kenntnis von mehreren Tausend Zeichen nétig ist; zum Lesen
der alten und neuen Drucke und Handschriften noch viel mehr,
withrend das einfache Prinzip, dessen Entfaltung auch diese Schrift
in ihrer Entwicklung zustrebt, mit etwa 20 Zeichen auskommt.

Wir finden in der Natur nebencinander 2 Arten der Ent-
wicklung:

1. Yermehrung der Mannigfaltigkeit durch Complikation und

2. Yerminderung der Mannigfaltigkeit (Vereinfachung) durch Vor-

driingen weniger Prinzipien und Abfallen der iibrigen.

Nach beiden Arten der Entwicklung, deren jede wir einen
Fortschritt nennen, schreitet unsere Kultur vorwiirts, entstehen
und vergehen Volker und Tiergeschlechter, Wissenschaften, Reli-
gionen und Kinste.
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Complikation im Raum. Der Prozef der Complikation voll-
zieht sich in einer Ebene. Ziischen 2 Kriften A B (Fig. 7) scheidet
sich eine erste Zwischenkraft c o
(Dominante) F und andere ab- ﬂ
geleitete Krifte aus. Derselbe
Vorgang kann aber zugleich in

einer anderen Ebene stattfinden, &
z. B. zwischen A C, und & bil- \ /17

den, zwischen B C, und D bil-
den, dann zwischen DE, E T,
F D usw. Jede abgeleitete Kraft
kann mit jeder urspriinglichen. -2 | I \Zf
wie mit jeder abgeleiteten, zu o
weiterer Complikation zusam- Fie. 7.
menwirken. So entsteht Mannigfaltigkeit im Raum. :
Fir die Krystalle habe ich den Vorgang eingehender studiert.
Dort nennen wir die Ebene eines solchen Zusammenwirkens Zonen-
Ebene. Auf der Wichtigkeit des Vorganges beruht die Wichtigkeit
der Zonen (vgl. S, 5). » ' )
Ursache der Complikation. Auslosung, Verfeinerung. Als
Ursache der Complikation sind #uBere Anregungen, Auslésungen
anzusehen. Durch sie wird eine wesentliche Kraft nicht zugefiigt.
Die Summe ist die gleiche geblieben. In dem MalB, wie die Mannig-
faltigkeit sich vermehrt, schwichen sich die Einzelwirkungen. Die
Gebilde werden komplizierter und zarter. Solche Verfeinerung finden
wir bei den Krystallen, den Organismen, bei unseren Sinnes-Organen,
im Denken und in der gesamten Kultur.

Grenze der Complikation. Bei den Krystallen geht die Com-
plikation iber die Normalreihe N; =0141%21 22 3 o nicht hinaus.
In seltenen Fillen vielleicht his N,. Die Differenzierung der Tone
geht, soweit ich sehen kann, bis N,;', die der Farben ebenso. Auch
- in anderen Fillen, von denen einige unten betrachtet werden sollen,
scheint die Grenze N, selten tiberschritten zu werden. Durch wie-
derholte Anwendung des - gleichen einfachen Prozesses schafft die
Natur eine ungeheuere Mannigfaltigkeit. _

Der algebraische Ausdruck der Complikation ist das arith-
metische Mittel. Riiumliches Mittel. Sind die Primarkrifte A
und B, so ist die durch Complikation entstehende Zwischenkraft

1 Bei besonders fein entwickelten oder aunsgebildeten Ohren vielleicht bis N +
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die Vereinigung ‘.’OD 3A mit 1B, also 1 (A - B), das anthmetlsche ‘ -
Mittel, gleichwie die-Bildung der Resultante aus A und B die Summe '

A -- B ist, mit Beruckswhtmung der Rlchtung Wir kénnen dles

das arlthmetlsche Miftel im Raum oder das rdumllche Mlttel'
nennen. : : : S
Bei den Krystaﬂen finden wir die ]Dntwmklunw vom Emfachen‘

zum Complizierten hervor gebracht durch Einschiebung nach obigem

* Gesetz.  Bestitigt sich dasselbe in den anderen Ge]ozeten so haben
- wir in der Bildung -der Corhplikation, des raumhchen Mltttels, ein
Gesetz der Entwicklung, des Werdens, des Schaffens.

Geist und Empfindung. Es wurde gesch]ossenl da[é unserr

Geist und unsere Empfindung nach dem gleichen Gesetz der Com-

phkatlon arbeite, wie unsere Sinnes-Organe, das Denk- Organ nach

demselbem Geselz emgemchtet und. entwickelt sei, indem unser Sinn

Harmome der Tone Lmd Farben als GenuB empﬁndvt wir aber als
" Genub definierten eine Belebung der Funktionen .unserer Organe

entsprechend deren Einrichtung und Fihigkeit.
- Fin Beweis dafir, dak der Geist nach dlesem. Gesetz drbeltet

| konnte darin bestehen, daf sich zeigen lieBe, dalé. er sich mnach
 {diesem Geselz schaffend betatigt. Dies scheint in der Tat der
Fall. Wir wollen den Nachweis an zwei Beispielen versuchen: an
der-formellen Kunst und an den Zah]ensystemen In beiden
Fillen trigt der Geist seine Eigenarl in die Natur- hinaus, gestaltet .
: und ordnet dllesc,lbe nach seinem Ebenbild.

Complmatmm in dér formellen Kunst:

~ Der Genuk des Schénen, die Freude an der Kunst, wie an der
-Schon]nelt der Natur, hesteht darin, daf wir in den Ersm:hembmwen
- unser Wesen (Denken und Empfinden) wiederfinden. Durch Zu-
fiigung des mit der Téatigkeit unserer Sinne, unseres Denkens und
Empfindens g]exchaltlg Wirkenden wird unsere Lebenstitigkeit er-
heht. . Wir werden sympathisch, d. h. im Sinn unserer elvenen |
Funktionen, angeregt, belebt. Darin besteht der Genub.
In der formellen Kunst wird das als schén empfunden (als
‘ gefal]hg, halmumsch) ‘was der Einrichtung unseres Auges und des
- die Gesmchits—Emdrucke verarbeitenden Geistes angepaft ist. Dieser
’-.Elmmhtung entsprechen- die Gesetze des Schonen in der Form. - Sie
_‘ emwmkem und verfeinern sich m1t ihr.




© sie mit Fig. 5 und 6. Es ist wieder die Einschiebung eines:

“Unterlage amgehﬂrend) sind dabei wesentlich. Der - Gmnd Wark
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Ist es nun Wathr,' dab das Auge sowohl als der " die-» Gesichts-

 Eindriicke ver ar‘lbeltelnde Geist sich beide mach. dem Gesetz der Coni-

phkatmm entwickelt haben, so “diirfen wir erwarten, dab dies Gesetz ,
sich in der absichtlichen Anordnung der Dmge Zu einem D‘efallwen

- (llmmomschen) Ganzen ausspmcht

ver schledener Formn undl Gr olse, die z. B auf einem Wand]brett Dd_m

Kamin in einer Reihe gefiillig geordnet sind. Das Bedirfnis nach
Harmonie gibt ihnen bestimmte Folge: nach Grofe und Abstinden.
Es ist erst befriedigt, wenn diese Ordnung hergestellt ist. In der

Regel wird die von Einem hergestellte Anordmunw auch den ‘An-
_deren gefallen. Ja es werden Viele unabhangng far dleselben Gegen-

stinde die gleiche Anondnunw treffen.

N A

Fig. 8. : Fig. 9. . . TFig. 10.

JFW 8—10 geben Beispiele solcher Anordnung. . Mam ver,

zwischen zwei Grofere. -Die horizontalen freien Stiicke (hier de

das Gesetz sich gerade in diesem Fall so deutlich zeigt, ist die'E -

fachheit der Bedingungen: die Anordnung in einer Ebene (entspre-

chend der freien Zone in der Krystallographie) und die Gleichgiiltig- |
keit der Gegenstinde. Der Versuch liafit sich leicht anstellen. Noch
unbefangener ist dle Prifung an schon durch Andere aufgwestellten '

- Gegenstinden.

Symmmtrle und Harmome Symmetrie ist ein S]peme]lenr Fall'

~der Harmonie. Sie entspricht der Entwicklung aus Zwei g]emwchen
‘Primarkraften-(Fig. 6, 8—10). Es gmbt aber auchm harmmmschle An—

ordnung ohne Symmetrie. 1€
grobe Figur auber der Mitte, so ist damﬂ: éﬂle harmamsmhe Om‘im g

- der dbrigen vorgezeichnet (Fig. 11). Diese unsymmetrische Anord-

nung entspricht in der Krystalﬂograpme der frewn Entwicklung
AWISChEﬂ zwei. ungleichen . Primérkraften. Man vergﬂemhe Fig. 11

mit 12, letztere gibt das Bild krystalﬁlﬂgxaphlsmher Entwmldlung ZWi-

sntzhen zwei ]anarkraften von der umflleuhem Imtems1tat 100 und 25 1

‘ ! Vgl thschr f. Kryst. 1897. 5‘8. S 29,
- Bitzungsberichte der Heidelb. Akademie, Mathemat.-naturw. K1 Abt, A. 1921, 12. Abh, @
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- 'Symmetrische und unsymmetrische Harmonie- der F.ormen.'_ |
Jede der beiden .ist' wesentlich fir grofe Geébiete .der Kunst. Die

symmetrische :Harmovnie - beherrseht die.. Renaissance, die: unsym-
metrische das Rokoko .und die: japanische Kunst.” Die unsymmetrische
Harmonie gestattet dem schaffendent Kiinstler freiere Entfaltung durch

willktrliches -Einsetzen exzentrischer Massen und hairmonischenAus—_

gleich. . Symmelrische Harmonie- triigt in sich  einen hohen Grad

100

- '.!'I ] u j‘

Fig. 11. p=o0

der Beschriinkung. Sie ist daher leichter zu handhaben, wird aber
leicht handwerksmibig. Die unsymmetrische Harmonie bedarf einer
strengeren- Selbstzucht des schaffenden Kimstlers, um von Anderen
als Harmonie empfunden zu werden. Sie ist reizvoller, aber un-
ruhiger.  Eine Ausartung der Kunst besteht in der Verwechslung
der schwerer verstindlichen unsymmetmschen Harmonie . mit der
Regellosigkeit. '

Comphka’cmn in den Zahlensystemen |
Dle Zahlensyteme. zeigen, wie der menschliche Geist Emhelten

zu Gruppen zusammenlegt, umgékehrt, Mengen in untergeordnete .

'Einheit;eni spaltet. Indem er die Untereinheiten zusammenfabt, zu-
‘gleich anschaut, sieht er die hohere Einheit mit ihrer vorgezeich-
_neten Teilung (Gliederung) als Ganzes. Das gibt den Begriff der
Zahl |
Grupplerung ist Zusammenlegen (Verknupfen) mehrerer JEm-
he1ter1 Zu einem Ganzen, einer hoheren Einheit, wobei die urspriing-
lichen (niederen) Einheitén noch ihre Selbstiandigkeit bewaliren.
Gliederung ist eine Teilung, bei der der Zusammenhang der

Teile nicht zerrissen ist, so daB sie zusammen noch ein Ganzes
bilden.
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. Gliederun g ist die absteigende, Gruppierung die aufstei- |
gende Operation. Das Produkt’ beider ist das gleiehe,‘ ein‘ g‘eg‘hi’ef
dertes (anze. - o _

- Beispiel. Wir haben in der Zahl 5 ein Ganzes und zuglemh
die 5 Einheiten, die die Zahl ausmachen Ein Bild der Zahl 5 ist
die Hand. Sie gliedert sich i in ]E‘mger ]Dle Gruppe der 5 Fmger
bildet die Hand. '

~ Dem Bediirfnis der T‘ei]lung'undl ;Zus‘afnfnenlegung (Gliederung,-
Gruppierung) zugleich mit dem Bediirfnis der Anschauung der
~Gruppen entsprechen die Zahlen und - die Zahlensysteme mit ihren
praktlschen Formen, den Maf-, Gewicht~ und Munzsystemen

Z;lhlem%’_ystem ist eine Gliederung der in Abstinden von Je
1 fortschreitenden Zahlenrelhe in Gruppen.

In der Art, wie die Gmpplerung vol]lzogen wird, die Zahlen
und Zahlensysteme gebildet werden, haben wir ein Bild, wie der
Geist seine Grund-Operationen, Teilung (Division) umd Zusammen-
legung (Addition) vollzieht. Diese vereinigie Teilung und Zusam-
i menlegung ist aber nichts anderes als der ProzeB der Compli-

‘kation. Wir dicfen also erwarten auch hier das Gesetz der
Comphkatmn zu finden. . . - Lo

Als Grundoperation der Zahlenbildung erscheint "die ‘Bildumg
-von Gruppen 2 -3+ 5. Wir haben aber fiir 2-3 -5 eine unmittel-

bare Anschauung des geghedlerten Gamen in den Formen (Fig. 13
big 15):

No_ _ N ' ‘ _ N,
Fig. 13. ' Fig. 14. - Fig. 15

Das ist gerade die Anschauungs-Form der Compli- =
- kation und der Normalreihen N, N, N,. 4 ist uns nicht 4;'
~ unmittelbar anschaulich, sondern als Doppeihalbﬂerung ‘
- oder als 242 oder gar 5 —1 (Rémisch IV), ebenso ~ 4
6 durch den Doppelprozefs 5 —i—-l (Romisch VI); 7 durch 2% 2
den Doppelprozefs 5--2 (Romisch VII). Die Zahl & . Fis. 16.

el
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stellt sich dar als 5 + 3 (Romisch VIII) oder 10 — 2, nicht dureh
ein einheitliches Anschauungshild.’

Der niichste Schritt nach 5 in fortschreitender Complikation

wire die Anschanung von 9 = N; als gegliedertes Ganzes (Fig. 17).

Diese Anschauung ist uns noch moglich, wenn auch

nicht so leicht als die von 2+ 3 -5 und ohne weit-

N gehende praklische Bedeutung.? Hier sind wir

X aber an der Grenze der Zahlen-Anschauung. Die-

9 selbe Grenze der Entwicklung (his N, oder N,)

N, fanden wir bei den harmonischen T6nen und den

Fig. 17. Farben. Bei den Krystallformen wurde selten N,
erreicht.

Die Anschaulichkeit der 10 (Fig. 18)

W W liegt in der Vereinigung von 2 Funfern.
Es ist der Prozef N, und N, zugleich.

10 Zum Festsetzen von 10 als Grundlage der

545 = 25 Gliederung unseres Zahlensystems wirkten

Fig. 18, mehrere Umstinde zusammen.

I. Die 2 funffingerigen Hinde.

9. Unsere Auffassungsgabe (i zweiseitige Symmetrie.

3. Die Grenze der Anschaulichkeit. Unter 10 dominiert
die Anschauung der Zahlen, dartiber die Reflexion (Rechnung).
Bis 10 gehen die kleinen Zahlen, his 5 die ganz kleinen, tber 10
die groen. Nach 10 beginnt das grofie Einmaleins.?

Vierer-, Zehner-, Zwolfer-, Sechziger-System, Alle diese
Systeme sind bei uns im Gebrauch fir Mak, Gewicht und Geld,
und waren es noch mehr, bis vor kurzem das Zehner-System durch
gelehrten Beschluf und Verordnung vielen Anwendungen der iibri-
gen ein Ende machte. Sie alle sind gebildet durch die Zahlen
2.3-5,

Das Vierer-System hat sein Feld da, wo das groBere Ganze
die Einheit ist, aus der kleinere Einheiten von untergeordneter Be-
deutung durch Teilung gebildet werden. Als anschauliche Teilung

1 Spezielle Untersuchungen iiber dies Gebiet will ich in einer anderen be-
reits vollendeten Abhandlung ,Uber Entstehung unserer Ziffern* vorlegen.

* Man vergleiche ibrigens Fig. 20, S. 23,

3 Ein Tierchen mit mehr als 10 FiilBen nennen wir ,TausendfiiBler®. Es
Jregt 100 Gelenke zugleich®, d. h. eine Zahl weit tiber die Grenze der Anschanung.

e
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&

finden wir stets Halbierung, wenn notig wiederholt. Zur anschau-
lichen Zusammenfassung mehrerer FEinheiten dagegen, zu einer
hoheren Einheit dienen die anderen Systeme. Wir hatten beim
Getreide: |
1 Malter = 4 Simmer & 4 Kumpf a 4 Gescheit a 4 MaBchen.
Der Malter war das Hauptmaf, die anderen seine Teile. Man teilte:
I Kreuzer in 4 Pfennig.
Aufwiirts (zusammenfassend) bildete man Dreier (Groschen), Sechser,
Gulden nach dem Zwolfer- und Sechziger-System.

Beim Geswicht teilten wir:
I Pfund in 32 Lot & 4 Quentchen.

Das Pfund war das Hauptgewicht. Aufwiirts bildete man nach
dem Dezimal-System den Zentner.

Ist uns beim Einkauf ein Pfund Kaffee oder Zucker zu viel,
so nehmen wir ein Halbes oder ein Viertel oder gar ein halbes
Viertel. nicht ein Drittel. Dagegen kaufen wir ¢ Paar Striumpfe
oder ein Dutzend Taschentiicher, wo das Paar oder das Stiick die
Einheit hildet. '

Zeit-Kinteilung. Das Jahr teilt sich in Semester und
Quartale und baut sich aus 12 Monaten auf. Der Monat zer-
falll in 4 Wochen und baut sich aus 30 Tagen auf. Wegen
Riicksicht auf Sonne und Mond klappt die Sache nicht und wird
kimstlich ausgeglichen. Aus der Teilung des Monats in Viertel
kommt die ungewdhnliche, der Complikation nicht entsprechende
Zahl der 7 Wochentage. Der Tag spaltet sich in 2 Halften, Tag
und Nacht, der helle Tag in Vor- und Nachmittag. Darin
#8blt man 12 Stunden. Die weitere Einteilung in 60 Minuten
2 60 Sekunden ist eine scheinbare Ausnahme. |

Kreisteilung, Zifferblatt, MaGstibe. Zur Erklirung dieser
scheinbaren Ausnahme moge folgendes dienen. Die Teilung der
Stunde in 60 Minuten & 60 Sekunden ist von den Astronomen
(kinstlich) auf die Zeit ibertragen vom Zeitmesser, der Uhr und
den Teilkreisen, die den Gang der Gestirne verfolgen. Die Ein-

teilimg in 2 3 12 Stunden a 60 Minuten a 60 Sekunden verstehen,
heift die Entstehung der Kreisteilung verstehen.

Der Kreis spaltet sich in Halbkreise, Quadranten, Oktanten
durch Halbierung, aber auch in Sextanten. Letstere Teilung (sie
ist in der Tat eine Teilung, nicht ein Aufbauen) verdankt ihre
Wichtigkeit der Eigentiimlichkeit des Radius, der Zirkeloffnung oder
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des gespannten Fadens, mit dem man den Kreis zieht, 7‘ diesen in

6 Teile zu teilen. Das macht, daB man die Kreisteilung in Sextanten .

leichter ausfithrt,. als irgendeine andere. Man teilt nicht in Drittel

und halbiert, wohl aber in Sextanten und halbiert. Das.gibt die

12 (24) Stunden des-Zifferblattes, den Kreis, in dem die Stunden
angeschaut und gezihlt werden. Dem Anschauen und Zahlen aber

entspricht das Zwédlfer-System. So befriedigt das Zlffelblatt dle ‘

Bediirfnisse der Teilung und der Gruppierung zugleich.

Die Teilung des Stundenkreises in 60 Minuten, des
Minutenkreises in 60 Sekunden dirfte entstanden sein durch
Teilung in Sextanten und Halbierung; jedes Zwolftel ausgefiillt durch
die anschauhche Gruppe von 5 Mmuten Das Zifferhlatt‘ unserer
Uhren zeigt auch das.

Im Leben  der einfachsten Anschauunwen rechlnet man nach

halben und viertel Stunden, und nicht jeder, der mit diesen Begriffen
operiert, weik, da man in der Stunde 60 Minuten zihlt.

Die Kreisteilung in 360°=6 )} 60° erklart sich wohl durch .

gelehrte Ubertragung der fir den Vollkreis ‘naturgeméBen 60 Teile
auf den Sextanten und durch das Bedirfnis des anschauhch grup-
pierenden Zéhlens.

Interessant fiir unsere Untersuchunrr ist das Bﬂd eines Maﬁ- s

stabes fir Langenmessung (Zahlung von Centimetern, Milli-

metern . . .) oder fir Win ke}lmessunu (Zah-

lung von Stunden Graden, Minuten . ... am

o  Teilkreis). Die Ahnlichkeit des Bildes (Flg 19)

o | mit dem der Complikation (Fig. 6) ist auf-

' I‘“ : | fallend. Es unterscheidet sich von letzterem

: 'MIH ’ ‘ ‘, ||lll durch die Gléichht_eit @ler Ahstém'de und da-

LLLILE 11l durch, dak dort die Linien die differenzierten

" Fig. 0. Objekte darstellen, hier deren Grenzen. Wir

: sehen im MaBstab, was die Anschauun’w in

die hmgen hmemgetlagen hat, um sie ubersmhthch Verstandhch
- Zu machen, dem- Geist zu assimilieren.

,Sie teilt die fliehend immer gleiche Reihe
Harmomsch ab daf sie sich rhythmisch regt.“

b : 40
® ]

Sie tritt uns entgegen im Bild des Gomphkatlonscesetzes, ver-
indert -durch dlas Bedurfms (Sekundalen Emﬂluh] des spez1ellen
Falles

Kompah, zeigt in’ seiner Einteilung ‘das reine Vierer-System. Die

Kompaf. . Wmdmse Dei" Kreis. der -Seeleute, der 'Schiﬁ‘s- |
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4 Kardihalpuﬂkte der Windrose geben - die .Him'mellsrichfhngeh Osten),

Westen, Norden, Siiden. = Diese sind ;entst'aindém_’dufch‘.'zwéima’lige
Halbierung in Morgen und Abend, Mittag und Mitternacht. Jeder
Quadrant zerfallt durch wiederholte H[ahhlelung in. S’Stmlche Sein
Bild (Fig. 20) ist mehrfach interessant. . Es o
seigt, auer der fortgesetzten Halbierung, = "+ 2.
die Einschiebung der schwiicheren (unwich- e
tigeren) jungeren Richtung im Sinn und -
mit der Rangordnung “der Complikation. - o
Es bildete sich zwischen Nord und Vx’[f"
Ost zundchst die erste, wichtigste Abge-
leitete (Dominante) Nordost, dann, durch
erneute Complikation, NNO und ONO
und endlich die 4 ubrigen untergeord- - -
neten Striche. Merkwiirdigerweise geht die Camphkatmm im Quma-

—r

o e -
' Fitj 20.

dranten- wieder bis zur Normalreihe N,, wie bei .den. Ténen

(S. 11), Farben (S. 12), Zahlbegriffen (S. 20) und Krystallen (S. 5
und ‘11). Complikation bis Ny ist die Grenzeunserm Anschauung.

Das Zwolfer-System tlagt zuglelc]h dem Bedirfnis der Tellumg
in Hilften Rechnung und dem anschaulichen Zusammenfassen bis

- zar Complikation N; == 3, der wichtigsten von allen. Es ist recht

das System far den kleinen Markt. -Es gibt unsere liehsten Zahlen-

~verhiltnisse: das Paar, den Dreier, den Sechser, das Dutzend umd- '
das halbe Dutzend und die 12 Stunden der Uhr.

Das Sechziger-System befriedigt das Eedurfms nach Teﬂmw
in Halften und nach anschaulichem Zusammenfassen bis zur Com-
plikation N,=5. Es ist der konsequente Ausbhau des Zwolfer-

- Systems durch Zutreten der 5. Es ist aber weniger einfach und
_'Wemger p@pu]lal ndem es an die Anschauung Ilnohe]ne Anforde-

rungen stellt.
~ Wir haben den Monat zu 30 ']I[‘agen, die Stunde zu 160 Mmuten

3 60 Sekunden, wir hatten den Gulden zu 60 Kreuzern, den Taler
zu 30 Silbergroschen.. Das System ist aber nicht so einfach, dem
kleinen Markt nicht so angemessen und mnicht so popular als das
-Zwolfer- System Es ist kinstlich- durch Gelehrte und Gesetzgeber

eingefiihrt als Verbesserung des Zwolfer- und Vierer-Systems..
Wir erinnern uns an den Ersatz der 82 Lot im Pfund durch 30,

-der 24 guteh Groschen im preubischen Taler durch _3() ‘S_:i_lbgrgmscbeﬂ
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(in Sachsen Neugroschen). Aber die Silbergroschen waren nie po-
puliir; das Volk hielt zih an dem Rechnen mit guten Groschen fest,
nachdem die Munze lingst aus dem Verkehr verschwunden war.

Das Sechziger-System ist zugleich ein Kompromif8 zwischen dem
Zehner- und Zwolfer-System. Aber es wird, wie so oft die Mittel-
parteien, durch die extremen aufgerieben.

Das Zehner-System enthilt die Complikation bis N, = 5 und
vestattet einmalige Halbierung, Es schreitet so rasch aufwiirts, als
es die Anschauung gestattet. 10 =2 X5 likt sich durch unmiltel-
bare Anschauung erfassen (Fig. 1S, S. 20), 12 nicht mehr leicht,
noch weniger 30. Die neue Einheit (10) ist fiir Anschauung und
Demonstration begtinstigt durch die 2 Hinde. Das Zehner-System
hat fiir die Buchrechnung die anderen Systeme besiegt. Aber ihm
fehlt die 8 und die Moglichkeit der wiederholten Halbierung. Es
wird deshalb immer kunstlich bleiben und aus den Gebieten der
Anschauung und des kleinen Marktes das Vierer- und Zwaolfer-
System nie verdringen, wenn sich auch alle Gesetze und offiziellen
Mafie auf seine Seite stellen.

Miinzen. Solange die Minzen in Geschiftsbiichern auftreten,
herrscht die 10. Anders da, wo sie aus der Tasche auf den Markt
gehen. Hier dulzert sich das Bedirfnis der Anschauung fiir Ware
und Miinze im Verlangen nach der 3.

Beispiel 1. Wir hatten in Stddeutschland als Einheit fir den
Kleinverkehr den Kreuzer, fur den Grofiverkehr den Gulden.
3 Kreuzer bildeten einen Groschen, 2 Groschen einen Sechser
und 10 Sechser einen Gulden. Kreuzer, Groschen, Sechser und
(zulden waren selbstindige Einheiten, far die Miinzen gepriagt wurden.
Die Spaltung des Guldens lieferte das Halbguldenstick. Dagegen
ist der Sechser nicht als 5 Gulden anzusehen, sondern als Gruppe
2 X 3=0 Kreuzer. Das sagt der Name. Die Zahl 4 spielt in
der Gruppierung keine Rolle. Dagegen erscheint sie hei Teilung
des Kreuzers in 4 Pfennige.

Anmerkung. Wir finden hier und sonst oft die Gruppierung 3 zur hoheren
Einheit der 2 vorgezogen. Das mag in folgendem seinen Grund haben. Die
2 Einheiten sind (wenn nicht zu grok) so ibersichtlich, dafy die Bildung einer
neuen Einheit aus ihnen noch nicht Bediirfnis ist. Fir 2 ist die Vereinigung so
leicht, die Spaltung so leicht, daB die Gruppe 2 unter vielen Verhiltnissen keine
Festigkeit gewinnt.

Die Kommission der franzosischen Revolution brachte eine Re-
form vom griinen Tisch, die strenge Durchfihrung des Dezimal-
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Systems. Die Anwendung dieses Systems brachte in Frankreich
den Franc =— 100 Centimes und bei der einheitlichen Neuordnung
des deutschen Mimzwesens die Mark als Einheit. - Die Mark ist
nicht der Anschauung gemif aufgebaut aus kleineren Werten, son-
dern kiinstlich gespalten in 100 Pfennige, die einzeln kein Leben
naben. Eine natinliche Stromung mit dem Bediufnis des Aufbaues
und Anschauens bat das Zehupfennigstiick zur Einheit des Klein-
verkehrs gemacht. Es ist mit anderem Namen der alte Groschen,
der englische Penny. 5 Pfeunig erscheint als ein halber Groschen,
50 Pfennig als eine halbe Mark. Die groBe Zahl im Namen 10-
90., 50-Pfennigstiick deckt sich nicht mit der Anschauung der ein-
fachen, doppelten, halben Verkehrs-Einheit. Auch fehlt ein 3-Groschen-
stiick (three pence). Der gleiche Ubelstand fiihrte im franzosischen
Kleinverkehr zur Erhaltung der Rechnung nach Sous. Von groferen
Miinzen hat das Gesetz 1-2-5 Markstiicke gemacht. Der Zufall
hat- das 3-Marksttick, den Taler, erhalten und der Wunsch des
Verkehrs hiilt zih an ihm fest. Nach einem 4+6-7-8-9 Mark-
stiick ist kein Verlangen. Bei den Gold-Mimzen, dem 10 und 20
Markstiick, dem 50-, 100-Markschein, die dem Grofiverkehr dienen,
liegt ein Bediirfnis der 3 nicht vor.

Beispiel 2. Tn England ist die Minze des Kleinverkehrs der
Penny. Aus 12 Pence baut sich der Shilling auf, und zwar In
Stiicken von 1 -2 -3 .6 Pence. Sixpence ist zugleich ein halber
Shilling. Die Miinze des GroBverkehrs dagegen, das Pfund, hat
90 Shilling. Es zirkulieren Noten zu 5, 10 Pfund, nicht zu 3 Pfund.
Das Bediirfnis der 3 liegt hier nichi vor. Die Einteilung des Shilling
in 12 Pence wird von der Rechnung des Grofikaufmanns als eine
Last empfunden, der Aufbau des Shillings aus Pemny, Threepence,
Sixpence vom Kleinverkehr als eine Wohltat. Das englische Mtnz-
system entspricht, wie die frilheren deutschen, einer Entwicklung,
in der die Bedirfnisse des GroBhandels (Rechnung und Buchftihrung),
die des Kleinhandels (Anschauung) verdringen. Das zihe Fest-
halten der Englinder an der Riicksicht auf das nicht erloschene
alte Bediirfis ist naturgemif, wenn auch vielleicht auf die Dauer
nicht haltbar. _ ‘ ‘

Altersfolge der Ziffern. Es lift sich zeigen (und ich will
das an anderer Stelle darlegen), daB die Ziffern eine bestimmle
Altersfolge der Entstehung haben. Némlich 1-2-3:5;5 4. 6; 10;
9.7.8. Die Folge entspricht der fortschreitenden Complikation,
wie wir sie oben bei den Zahlensystemen kennen gelernt haben.
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Die Bildung der Begriffe und Zeichen fiir die héheren Zahlen
ist eine Wiederholung derer zwischen 1 und 10. Es bildete sjch

10-2030-+ - analog 1-2-3-.. Wir sehen das deutlich in
Worten und Ziffern, z B.

1o m IV v v Vi VIl IN X
X XX XXX XL L LX LXN LXXX X¢ ¢
G GG CCC [CD] D DC DCC Do [CM] M

Anschauung und Rechnung. Die Bildung der Ziffern von
1—10 ist beherrscht von der Ansehauung und entwickelt sich mit
dieser (Complikation). Die der hoheren Ziffern dagegen ist be-
herrscht von der schon héher entwickelten Rechenkunst.! Sje
Ubertrigt das zwischen 1 und 10 Erworbene. Je héher wir steigen,
desto mehr herrscht die Rechnung, verliert sich die Anschauung,

Wir sehen das z. B. bei obigen rémischen Ziffern. IN=V—]
ist anschaulicher als IIII und wird vorgezogen. Bei den analog
gebildeten hoheren Ziffern ist XXXX niindestens ebenso hiufig als
XL; CD aber tritt gegen CCCC entschieden zuriick. Uber M aeht
das romische Ziffernsystem praktisch za Bruch. Es wird verdringt
darch ein anderes, das sogenannte arabische.

Bei -den arabischen Ziffern 1—10 ist die Anschaulichkeit
verloren gegangen. Sie haben dieselbe besessen, wie ich glaube
zeigen zu konnen. Dagegen haben sie ein schénes Verfahren der
periodischen Weiterbildung ausgebildet (mit Stellenwert und Null),
das sich sogar absteigend fiir die Werte von 1 bis 0 weiter ent-
wickeln lief (Dezimalbriiche). In dem Maf, wie die Rechnung
das Ubergewicht erlangte iber die mit Anschauung verkniipfte
Auffassung der Zahlen, haben die arabischen Ziffern dje romischen
verdringt. Sie halten sie aus allen Positionen verdringt, wiire
thnen in den Grenzen 1—10 die urspringliche Anschaulichkeit er.
halten geblieben.

So ist der Kampf noch nicht beendet. Da, wo uumittelbare
Anschauung erwinscht ist, hei den kleinen Zahlen I- 11 - I, dann
Vund X, auch IV und VI finden die rémischen Ziffern noch immer
ihre Verebrer und Anwender.®> I ist anschaulicher als 2, XX an-
schaulicher als 20. Dagegen ist MDCCL nicht anschaulicher gals
1701 und zugleich fir die Rechnung schlecht. Die Anwendung der

L EIf und Zwélf, X1 - XII gehoren noch zu den anschaulichen Zahlen. Da-
her ihre allen, eigenartigen Namen.
® Sie werden z. B. aul den Zifferbliittern unserer Uhren hevorzugt,
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hohen romischen Zahlen, z. B. auf Denkmilern, ist nur noch ein
scholastisches Kuriosum.

Anmerkung. Den gleichen Kampf zwischen Anschauung
und Rechnung in der Reihe der Zahlzeichen finden wir bei den
Japanern. Dort haben wir z. B. bei Numerierung der Binde eines
Werkes:

Wenn es 2 Binde hat:
L —F das ist oben, unten.
Wenn es 3 Bénde hat:

T Fiil 'F das ist oben, mitten, unten.

Wenn es viele Binde hat:
— - = # ---=1-2-3-4:5-"
_%: i E EQ i.'."ZEiHS'Q'B'&'Ei"‘

Statt der Ziffern gebrauchte chinesische Wortzeichen finden sich bel
den Japanern nur fir 1-2-.3 und 10.2

Briiche und Dezimalbriiche. Ein ahnlicher Verdringungs-
Prozef vollzieht sich bei den Briichen. Da, wo die Anschauung
ausreicht, bei %, i, 2, 3, auch 2, 4 behalten die Briiche ihr Recht.
Werden aber die Verhiiltnisse kompliziert, so daf die Anschaulich-
keit verloren geht, iiberwiegt die Buchrechnung und macht die An-
schauung tberflissig, so weichen die Briiche den Dezimalbriichen.
Das Durchdringen des Dezimalsystems fir Mah, Gewichi und Geld
hat die komplizierten Briiche praktisch fast bedeutungslos gemacht.

Wir wollen auf diese Dinge hier nicht néher eingehen. Es
kam nur darauf an, zu zeigen, daB auch in der Zahlen-Auf-
fassung, in den Ziffern, den Mimzen, Maf- und Gewichts-Systemen,
die Eigenart der menschlichen Anschauung sich widerspiegelt, die
beherrscht ist durch die Entwicklung vom, Einfachen zum Mannig-
faltigen nach dem Gesetz der Complikation. Die Anschauung aber
ist eine Funktion des Geistes. . '

oder:

Wir wollen nun daran gehen, die Complikation und dann
die Displikation in mathematischer Form darzulegen und deren
- Aushau zur Funktion zu. versuchen.

! Vgl. Laneg, Einfihrung in die japanische Schrift, Berlin 1896, S. 140 u. 141.
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Complikationsreihen. _
Komplexe Reihe. Wir bilden zwischen den Endgliedern 0 4 1
und 1 4- 0i, wobei i = V—1, neue Reihen (z) durch Einschiebung
der Summe zwischen jé 2 benachbarte Glieder. S0 erhalten wir
die Einschiebungen (E):

E, = 041i e 140
E1: . . . . . . \ . 1+]j . .
By= . . . 1+2i o 241
K, = . - 14310 243 - . - 3420 - . - 311
Ej= « 1441 - 245 - 3=+5 . 3441 - 4431 - A3 - o+ - 441§
USW,
Nach diesen Einschiebungen erhalten wir die Reihen:
. . . . . . . . - 140
] . . 1+1 . . . . . . - 140i
la= Ol ey L oy L 14-0i
=041 - 1430 - 142 2431 L 11t . saa . 241 - 34+ - 1404
Jy=04+1i1+44i 1 +3i 2451142 3-15i 243134411410 4431319 DE3i2-H1i543; 3-+1i4-+1i 14-0i

usw.,

Die Reihen lassen sich ins Unendliche fortsetzen.

Komponenten, Grundmafke (Elemente), Das allgemeine Glied
der Reihen E und J hat die Form a -+ bi. Wit hezeichnen a und bi
als die beiden omponenten. a hat das Einheitsmaf 1, b das Ein-
heitsmaf i. 1 und i wollen wir als Grundmage (Elemente) hezeichnen.
Fihren wir statt 1 und i andere Elemente A und B ein, so be-
kommt jedes Glied die Gestalt:

aA+hbB
Dabei konnen A und B irgendiwelche komplexe GroBen sein.

Die Koeffizienten in der Reihe bleiben die gleichen, welches
auch die Elemente A und B sein mogen. A und B sind Konstante
der Reihe, a und b Variable. Handelt es sich also um gesetz-
mékige Beziehungen zwischen den Koeffizienten (a.b), d. . um Ge-
setze, die unabhingig sind von den Elementen (A .B), so entstehen
Reihen, in denen die Elemente (A.B) fehlen. Auch das Additions-
zeichen < kann zum Zweck der Abkirzung entfallen. Wir be-
kommen dann die folgenden aus Zahlenpaaren (a b) hestehenden
Koeffizientenreihen.

Koeffizientenreihen (ab). ®
Jo= o1 . . . . . . . . . . . . . . - 10
=01 - . ... . 10
S S S [ - DR T
Te= 01 - 13 . 12 . 93 . 11 . 32 . 9 . 31 . 10
Te= 01 14 13 25 12 35 23 34 11 43 32 53 91 32 81 41 19

usw.
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Analogie und Beispiel, Solche Reihen aus Doppelzahlen sind
" in der Krystallographie tblich. Die Doppelzahlen dienen zur Be-
zeichnung der Flichenarten. Man nennt sie Symbole (pqg). Die
beiden Zahlen des Symbols p und g nennt man die Symbolzahlen
oder Indices. Zu den Symbolzahlen (p q) gehoéren MaBeinheiten
(Elemente) p, gy, in bestimmten, fir die Krystallart feststehenden
Richtungen.  Zur Bestimmung der Richtung der Flichennormalen
im Raum ist eine dritte Symbolzahl r und ein zugehoriges Element
r, nolig. Dadurch werden die Elemente p qr zu Vektoren, d. h.
Lingen, die mit Richtung begabt sind. Die Richtungen bezeichnen
wir mit PQR. Es hat sich ferner in der Krystallographie die
Hypothese bewiihrt, daB die Flichennormalen als Partikelkréfte
aunfzufassen sind und dab die Grofien p, q,r, ein MaB fiir die In-
tensititt dieser Krifte geben.

Far jede Krystallart lassen sich die Richiungém P QR durch
ihre gegenseitigen Winkel (A pv) ausdriicken und durch Messung
festlegen. Die Krystallographie hat diese Aufgabe fir samtliche
hekannte Krystallarten besorgt.

Vektoren. Zur Bestimmung der Richtung und Intensitit jeder
Flichennormale miissen wir das Symbol dreizahlig machen (p qr)
und jede Zahl mit ihrer Mafeinheit (Element) p, g, 1, multip]liéﬁeren.
+ 5o erhalten wir fiir jede Flichennormale ein Symbol:

PPo-qqe Tl

Soll dabei die Richtung beriicksichtigt sein, so miissen die
Winkel (. v) eingefithrt werden, oder, was dasselbe ist, wir fassen
pqr als Vektoren auf, als mit Richtung begabte Groken, d. h. als
raum-komplexe GroBen von der Form

p=a-al; g=b +Bk; r=c—+ 7l

Das ist die allgemeine Form. Fir spezielle Aufgaben konnen wir
es uns einfacher machen.

Solange es sich nicht um Krifte handelt, sondern nur um
lichtungen oder wm Kraftverhiltnisse, so gentigt, statt der Werle
pqr und p, gy, deren Verhiltnis p:q:r resp. po:(qp:r,. Das
heift: wir konnen r =1, r, = 1 setzen. Das geniigt fir die ganze
Krystallographie der Formen. Handelt es sich dagegen um phy-
sikalische Aufgaben, z. B. Kohision, Parlikel-Mechanik u. a., so
mufk auch fir r, der Wert bestimmt und eingeftihrt werden. Diese
Aufgaben sind seitens der Krystallographen noch nicht gelost, kaum
in Angriff genommen. Beim Ausbau der Krystallographie in dieser
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Richtung diirfte unsere Complikations- und Displikations-Funktion
berufen sein, helfend einzugreifen. Da aber die Partikelphysik der
testen Korper zu den Fundamentalaufgaben der Krystallographie
gehort, so hat diese Wissenschalt das grofte Interesse an dem
Aushau dieser Funktion, die sich im Gebiet der Krystallographie
zuerst gezeigt hat.

Eine weitere Vereinfachung ergibl sich, wenn es sich nicht um
die Berechnung von Linzelrichtungen und Kriften handelt, sondern
um die Beziehungen solcher Richtungen zueinander innerhalb des
Formensystems derselben Krystallart. Dann sind die Werte p und q
variabel, die Elemente p, ¢, r, 2 v dagegen konstant und sie ent-
fallen bei Berechnung der Proportion. Da geniigen die rweiziffrigen
Symbole pq. Diese sind, wie die krystallographische Erfahrung
lehrt, einfache rationale Zahlen, und zwar sind es die selben Zahlen,
die das Geselz der Complikation angibt.

Harmonische Normalreihen (N). Harmonische Zahlen (p).
Handelt es sich nur um die Vorgiinge in der Ebene zwischen zwei
Richtungen A und B (in der Krvstaliographie nennen wir das eine
Zone, Ebene) und kommt es nur auf das Verhiltnis der Anleile
a und b, der Zwischenvektoren z=a A +bB an, die ja zu einer
Resultante (z) in der Zwischenrichtung zusammentreten, so brauchen
wir a und b nicht einzeln, sondern nur in dem Verhiltnis

a

b= h

. a . . '
Diese Werte (p= 1, ) nennen wir harmonische Zahlen und

die Reihen aus p-Werten harmonische Zahlreihen. Liickenlose
Reihen harmonischer Zahlen gemif dem IEntwicklungsgesetz der
Complikation nennen wir harmonische Normalreihen. Sie ergeben
sich unmittelbar aus den Complikationsreihen J resp. J. Sie finden
sich in der Krystallographie in jedem ungestort entwickelten (freien)
Zonenstiick.

Die harmonischen Normalreihen ergeben sich unmittelbar aus
den Reihen J. Wir wollen sie anschreiben :

No= 0 w
N,= 0 1 . ®
Ny= 0 : I 1 9 : %
Ny= 0 . I .2 -1 3 2 3 *
Ng= 03 3 8228321433233 4o

e e —— T
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Den Zahlen .nach ist- die Reihe identisch mit der in der Ma-
thematik bekannten Brocotschen Reihe,1 Das Blldungsgesetz der
Brocorschen Reihe hutet g

Endglieder: $---3§ Emschmbuncr neuer Ghedem dmch Addmon
von Zihler und‘Nenner der Nachbaren. Nach diesem Bildungs-
gesetz erhilt die Reihe folgende Gestalt:

.« . 0 . iy
Bro: ¢ o
. s o] . 1 1
Br 17 T 0
Bl- . kel €I by 2 1
Q- 1 * 2 1 I [0}
Br,: ¢ 1 1 2 1 3 2z 3 L
3+ ¥ 3 Z 3 1T 2 1 1T ©
usw.

Wir kommen somit auf zwel verschiedenen Blldunvswewen u der vlewhen
Reihe. Es ist zu zeigen, warum dies so isl.

Bewels. Bezeichnen wir in den E-Reihen (8. 28) zwei Nachharglieder mit
a, A + Db, B und a, A 4+ b, B, so haben wir:

und somit das eingeschobene Glied:

P=(+a)A + (b, +b)B

ay Ay
by + by :

Das selbe erhalten wir, wenn wir in p, und p, Zihler und Nenner addieren.

Die Form N (Normalreihe) ist von allen Formen, in denen sich
das Complikationsgesetz zeigt, die wichtigste, weil die einfachste.
Besonders wichtig sind die Reihen N, N, N;.

In der Reilie N, fehlen in der Natur oft die Zahlen % und 3.
Das hat seine naturwissenschaftlichen und mathematischen Grinde
auf die ich hier nicht eingehen mochte. Entfallen 2 und 2 aus N,
so haben wir die Reihe

Danach ist:

P =

011123 w
Die Reihe besteht dann nur aus den Zahlen 0 1 2 3 und
deren Reziproken. Ebenso besteht h

No=02%12 o aus 0 1 2 und seinen Reziproken,
N, 01 w aus 0 1 und seinen Reziproken,
Ny= 0 w aus 0 und seiner Reziproken,

So finden wir die Reihen bei den Farben in der Kunst, bei
den Spektrallinien und bel den Tonen der harmonischen Musik und
es bleibt zu prifen, ob hier ein anderes Gesetz vorliegt, das sich
bei N, von dem Complikationsgesetz abspaltet. Auf diese Frage

1 yyl. E. Canen, Théorie des Nombres, Paris 1900, S. 333.
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wollen wir hier nicht eingehen. Nur einiges mige hervorgehoben
werden. v

Zusammenlaufen zweier Gesetze auf eine bestimmte Strecke
ist nichts Ungewdhnliches. Die Reihen N, und N, zeigen 7. B. ein

Fortschreiten nach Potenzen von 2. Nach diesem Gesetze hiitte

aber N, die Reihe
0L41124 w

bringen miissen. Dies Gesetz schien bei den Planetenorten vorzu-
liegen und fihrte auf die Trmussche Regel, die beim Neptun ver-
sagle'und von dem Complikationsgeselz abgelost wurde.

In der Krystallographie fiihrte das Gesetz des Fortschreitens
nach Potenzen von 2 zu den von Mons aufgestellten Entwicklungs-
reihen und zu seinen Flichensymbolen. Auch hier lief das Gesetz
bis zu der Reihe N, mit demn Complikationsgesetz zusammen, ver-
sagte hei N, und wurde von letzterem Gesetz abgelost.

In beiden Fillen kénnen wir sagen, das Gesetz der Potenzen
von 2 ist in erster Anndherung richtig. '

Combinationsreihen. Nehmen wir die Reile
Ny=042213223 x

vollstindig (d. h. mit Einbeziehung von 2 und 2), so sind in der
Reihe keine anderen Zahlen als 0 1 2 3 und deren Verhiltnisse
in allen méglichen Combinationen. Wir haben die Verhiltnisse:

29929 =1000 . o
C11i—w il = Combinationen
Comb. (0128) =N, == * 7 2 L 5 I ,{ der Verhiltnisse
g..-;.égzugéll 0123
Wir haben ebenso
J 2284 =10 Ol = Combination der Ver-
Comb. (012)=N,=! 113 = o 1 £\haltnisse: 019 (das innere
' ] 242 =w?| [ Quadrat von N;).
Sbwie
§ ¥ = 1 0 ) = Combination der Verhiilt-
Comb. (01) =N, =] & | = . ‘
Comb. (01) ! | ¢ + = o | [ nmsse: 01 (das innere Quadrat

von N,).

Wir wollen das Gebilde noch fiir die Combination der Verhilt-
nisse 01 23 4 anschreiben. Da haben wir:
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(§$252=(0000)
Comb. (01234) =2+ L1 i =wl 111
oder 3423442 =002121%
Comb. (4) 33432313t =>w»34313
Fi1ss4=wt2 41
Das gibt die Reihe
(Comb. 4) = 0131231429314 w
Sie scheidet sich von der Normalreihe
Ni=o03124222142392534

Die Reihen Comb. (n) und N laufen bis N, zusammen. Erst
da stellt sich die Verzweigung ein und nun trennen sich die Wege.
Beide Reihen decken sich also in dem Gebiet, das naturwissen-
schaftlich in Frage kommt. Das ist wieder eine merkwiirdige
Eigenschaft.

Combinations-Funktion. 1n ihrer quadratischen Anordnung
bietet diese Combinationsreihe -ein interessantes Zahlenspiel. Sie
zeigt merkwirdige Eigenschaften in den Diagonalen, in den Hori-
zontalen und Vertikalen. Jede vorhergehende Reihe steckt in der
folgenden als Quadrat. Die neuen Glieder der folgenden Reihe um-
hillen das alte Quadrat wie eine Schale. Durch Anlegen solcher
Schalen kann man weiterhilden. ' '

Wir kémmen diese Reihen und ihr quadratisches Gegenbild als
“eine zahlentheoretische Funktion ansehen und Combinations-Funktion
nennen. Einiges moge iiber diese Gebilde ausgesagt werden:

Durch die Zahl n und das Bildungsgesetz sind alle Glieder der
Funktion festgelegt. Die Zahlengruppe ist eine Funktion von n.
Wir konnen schreiben F (n) oder Comb. (n).

Es durfte eine hitbsche Aufgabe sein, diese Gebilde zahlen-
theoretisch zu verfolgen und zu prifen, welche Bedeutung die
Funktion hat. Vielleicht ist die Gruppe von den Zah]entheorehkern
bereits ausgebaut.

Combinations-Funktion (Comb, n). Ableitung durch Um-
schalung. Wir bemerken Folgendes:

Jede Schale bildet ein Knie mit einem verlikalen wnd einem
horizontalen Schenkel. Beide Schenkel sind symmetrisch (reziprok)
und treffen sich im Symmetriepunkt 1 (Dominante). Die Zah)
der Stufe 0 = § ist unbestimmt. Sie kann = 0 sein (als zur ersten
Horizontalreihe gehorig), = o (als zur ersten Vertikalreihe gehorig}.
Sitzungsberichte d. Heidelb. Akademie, Mathemat -naturw. K. Abt. A. 1821, 12 Abh. 3



34 Vieror Gonpscoant:

=1 (als zur Diagonale gehorig). Das entspricht dem mathematisch
~unbestimmten Wert &
Das Bildungsgesetz jeder Schale ist klar. Wir haben:

Comb. 4 0 »
Sehale; O 1 11 11 1V —fl— o
i e CE

e . bog i Beispiels- L
Stufe 0: (), 00 010 P:]]geme]n: D n weise : l T |
Slufe 1: 1w i ,E— i %; bc]]‘ﬂ']p’ n. . Schale IV: ; f :

i o | 3 !
Stufe 2: 1n 2 1| 3 . L . 1 T -

ERE N
Slufe 3: joo 3 3 1 iz i - o 2

——— = - noy n
Stufe 4: 1w 4 2 & 1, F 2 .

Manche Zahlen treten mehrfach auf 0 1cc :n mal. Diese haben
weitaus die grofite Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit. 1 und 2 er-
scheinen bis Comb. 4 zweimal. Alle anderen Zahlen nur einmal.
Das gibt den Zahlen £ und 2 ein hoheres Gewicht, einen hoheren
Rang. Aber sie stehen hinter den Grundzahlen (0- =) und der
Dominante (1) weit zuriick. Die anderen Zahlen wiederholen sich
auch bei hoheren Combinationen selten. Wiederholungen treten
anf, wenn Zihler und Nenner keinen gemeinsamen Faktor haben.

Wir sehen: die wichtigsten Zahlen hilden die Normalreihe:

N=01w
Mit Zutritt der néchst wichtigen haben wir:
N=0312w

Aufgabe. Es ist zu prifen, ob nicht in der Musik statt der
Normalreihen N, N, Ny N, die Combinationsreihen Comb,1 Comb, 2
Comb. 3 Comb. 4 zu setzen sind. Manches spricht dafir. Nunm
sind aber bei Stufe 3 beide gleich. Bei Stufe 4 ist Comb. 4 in N,
enthalten. Auch sind in der Musik bei Stufe 4 (Chromatik) die
Verhiiltnisse fiir die komplizierten GroBen so unklar, daB eine Ent-
scheidung sich nur durch eingehendes Studium der hochstdifferen-
zierten Melodik erzielen liege. Daftr fehlen derzeit die Unterlagen.
Is wiire die Aufgabe, solche zu beschaffen. Es ist aber auch damn
vweifelhaft, ob eine Entscheidung zu gewinnen ist, denn die hoch-
differenzierten, einander naheliegenden Tone flieken ineinander.

Hoffnung auf Losung dieses wichtigen Problems gibt die ja-
panische Musik. Ein anderer Weg wire der synthetische Aushau
der Melodik auf Grund beider Annahmen. Untersuchungen des
Verfassers tiber Musiklehre fithren an diese Aufgabe heran. Ihre
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Entscheidung ist fir die praktische Musik nicht wichtig, wenigstens
nicht fir unsere européische Musik, bei der in der Chromatik durch
Temperierung und Modulation die feineren Unterschiede der hoch-
differenzierten Téne verwischt sind. Der zarte Blitenstaub der
verfeinerten Melodik ist durch Uberwucherung der Harmonik abge-
streift. Bei einer Riickkehr zur verfeinerten Melodik (zum Heil un-
serer Musik) konnte obige Aufgabe wichtie und léshar werden. —
Diese Andeutungen werden erst verstindlich nach Darlegung der
Studien des Verfassers tiber Musiklehre, speziell tiber Melodik.

Bis zur Entscheidung der Frage bleiben wir bei der Auffassung,
dal in der Musik die Normalreihen N; N, N, N, herrschen. Ob
wohl auch in anderen Gebieten der schaffenden Natur und Kunst
die Combinations-Funktion statt der Complikations-Funktion
eintritt? lis moge hier nur aul die Frage und die Moglichkeit hin-
gewiesen werden. Das nichstliegende Gebiet wire die Farben-
lehre. Dort diirfte eine Entscheidung nicht zu gewinnen sein. Es
dirfte da an der notigen Priizision fehlen. Aussichtsvoll ist da-
gegen das Gebiet der Spektrallinien. Diese zeigen die notige Man-
nigfaltigkeit und Schirfe.

Noch ein paar Worte tber Tone und Farbem. Im Schema
der Combinations-Funktion geben sie folgende Bilder:

Tonkunst Farbenkunst
Schale: 0O I II 1 1v Schale: o- I Al 1l Vv
— @ofojolo] - EIE o] 00
Dominantik io?l‘l L 1 iz 'I Primitive Stufq _Ci*] l 1z i 1 '
Anatonik | E _1‘ @1 L J Vorblate ‘_?0_ 2 1 (-g)i 1 l
Diatonik o 3 (@) 1 J 2| Hochbliite © 3 @ 1 3 |
Chromaltik : » ¢ 2 g1 ' Uberfeinerung | 4 2 § 1 ]

Die Bilder sind erst nach eingehenden Darlegungen iiher Musik
und Farben verstindlich. Hier sollen sie nichts weiter sein, als
ein Hinweis, '

Wir konnen das Zusammenlaufen und die Verzweigung (Gabe-
lung) beider Funktionen so andeuten:

N, N, N, N, \ J N, N; Nn Ne
gleich  gleich  gleich  gleich

ungleich ungleich ungleich ungleich
Comb (0; Comb (1) Comb(2) Comb(3 \Cmnb (4) Comb (5) Comb (n) Comb (ar)
Comb (4) gibt die Zahlenrelhe; 0%

1
N, dagegen: 01 1

[N

-2 -3 4w
2534w

3*

D G
[
o
wfen
[N
Blo3 b
[N
s bl
witn
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Wir sehen, die Combinationsreihe Comb (4) ist in der Normal-
veihe N, enthalten, nur fehlen einige Glieder, und zwar gerade die
nalurwissenschaftlich unwichtigen.

Beispiel. In der Musiklehre wird in der Chromatik der mo-
dernen Musik die Reihe N, = Comb (3) tiberschritten und es ist zu
priffen, ob der neue Schritt zu Comb (4) oder zu N, fuhrt. Nach
meinen Erfahrungen lifit sich das praktisch schwerlich entscheiden.
(Die Temperierung ist das Hindernis, dazu die schwebenden Ak-
korde und die Modulation mit ihren Schiebungen.) Doch ist die
prinzipielle Entscheidung von Interesse. Vieles spricht fir Comb (4).

Teh betrachte den Fall der Complikation theoretisch und gene-
tisch als den bedeutsameren. Doch ist es notig, alle Wege auszu-
hauen. Solange die Scheidung nicht vollzogen ist, wollen wir nur
von Complikation reden.

Rang und Wahrscheinlichkeit. Die Reihen Ny N, N,N; N,- -+ Ny,
(resp. ihre Gegenbilder in der Natur) sind ungleich nach Haufigkeit
und Wichtigkeit. Wir sagen: sie sind ungleich im Rang. Je kleiner
n ist. desto hoher ist der Rang. Die wichtigste Reihe nach N, ist N;.

9

Weit zuritck steht N,, noch viel weiter N,. Die Reihe N, ist be-
- ) l »

reits so schwach, daB sie zu den grobten Seltenheiten gehort. Von
N, und dartiber sind Haufigkeit und Wichtigkeit so gering, dab
Reihen N, praktisch nicht existieren.

Ebenso haben die einzelnen Zahlen jeder Reihe resp. deren
(iegenwerte in der Natur ihre Rangordnung unter sich. Den hoch-
sten Rang haben die Grenzwerte 0+ . Dann folgt 1, dann £2,
dann 13, dann 22, dann Z usw. Der Rang der Zahl ist nm so
hoher, je einfacher die Zahl ist, je niiher dem Bildungsanfang.
Die Wahrscheinlichkeit und damit die Hiufigkeit und Wichtigkeit,
sinkt rapid mit fortschreitender Complikation. Das Mafl der Ab-
nahme lieBe sich vielleicht nach den Methoden der Wahrscheinlich-
keitsrechnung auf eine Formel bringen.

Adam Riese hat ganz recht, wenn er aul das Schild seines

berithmten Rechenbiichleins das Zahlenmotto sefzte: 2 X 2 =4.

Das ist das Fundamentale in der Rechenkunst. 3 X 7=21 ist
ebenso wahr, aber es steht an Haufigkeit und Wichtigkeit weit zu-
riick hinter 2 X 2 =4. Auf ein Buch iiber Harmonie lieke sich
als Zahlenmotto setzen: N, =0%112 », |

Die Normalreihen N sind das Kriterium fiir die Herrschaft
des Complikationsgesetzes in einem Gebiet. Sie zeigen den Weg

AN
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rum Eindringen in das Gebiet. Aber sie liefern zugleich ein Mittel,
das Gebiet wissenschaftlich auszubauen.

Sind die Anfangswerte A und B konstant oder bekannt, so
sind die harmonischen Zahlen der Reihe die Variabeln oder die
Unbekannten. Es bleibt zu untersuchen, bis zu welcher Stufe die
Complikation geht und welche Rolle die einzelnen Glieder der Reihe
spielen, so die verschiedenen Farben in der Kunst, oder verschiedene
Flichen in der Zone der Krystallformen. '

Ist dagegen in dem Gebiet das Complikationsgesetz nachgewiesen
und es geht an den geometrischen oder mechanischen Aushau, so
erscheinen die Grundwerte A und B als die Unbekannten. Die
Zahlenreihe und die Art des Auftretens lassen erkennen, wo die
Anfangswerte sitzen und welcher Art sie sind. Dann setzt die Auf-
gabe ein, die Grundwerte auszuwerten. Sie sind andere in den
Oktaven der Musik, andere bei den Spektrallinien und Farben, wie-
der andere bei den Planeten im Weltraum und bei den Krystall-
flichen der Zonen. .

Nachdem die Grenzwerte A und B bestimmt sind, setzt die
mechanische Behandlung des Problems ein, in jedem Gebiet mit
anderen Bedingungen und anderen Hilfskonstanten. Jetzt ist es
notig, die Complikationsfunktion und ihre Gegenfunktion, die Dis-
plikationsfunktion, mathematisch ausgebaut, als Werkzeug in der
Hand zu haben. Denn nun wird das Problem kompliziert und be-
darf der Zusammenfassung, wie sie die mathematischen Funktionen
und Operationen bieten, um die Massen zu hezwingen.

Der mechanischen Behandlung muB die deskriptive vor-
hergehen, der quantitativen Analyse und Synthese die qualitative,
Iis sind aber die harmonischen Reihen N, N, N, - - der Schliissel
zum ErschlieBen groBer Wissensgebiete.

Analogon. Der Stein filll zur Erde, der Apfel vom Baum. Messung und
Experiment lassen die Wirkung des Gravitationsgeselzes erkennen. Das Gesetz
wurde in mathematische Form gebracht. Der Gang der Planeten zeigte das-
selbe Gesetz, ebenso die Ballistik. Nachdem diese erkannt war, setzte der
Ausbau der Mechanik dieser und verwandter Prozesse ein. Man bediente sich
dazu des- ganzen, herrlichen, mathematischen ‘Apparats der Differenzialrechnung
und der analytischen Geometrie.

Die Partikel der festen Kérper, der Krystalle, beschreiben ihre Bahn als
Wiirmebewegung im Inneren des Krystalls und an seinen Grenzen. FEs ist za-
niichst zu priifen, ob auch hier das Gravitationsgeselz wirksam ist, oder ein ver-
wandtes Gesetz. Nachdem dies erkannt sein wird, brauchen wir wieder den
mathematischen Apparat, um die Aufgabe zu bezwingen, die komplizierter ist,



38 YVieror Gorvzersmn:

als die vom Laufe der Planeten, von der fliegenden Kugel und dem fallen-
den Stein.

Ob und wie weit das Complikationsgesetz und die Complikations-
Funktion in der Partikel-Mechanik der Krystalle eingreift, wird sich zeigen,
wenn wir erst das Instrument hergerichtel und gelernt hahen, mit ihm umzugehen
und wenn wir die mechanische Aufgabe ernsilich angreifen.

Geometrische Deutung der Ein-
schiebung., 11 (Fig. 21) ist die
riaumliche Summe von 1 und i. Die Dia-
gonale Im Parallelogramm 1 -4+ 21 ist
die rdumliche Summe von i und 1 4 i
usw.

Das eingeschobene Glied ist jedes-
mal die rédumliche Summe, d. h. die
Surmmme nach Lange und Richtung der
beiden urspringlichen Glieder.

Mechanische Deutung. Sind 1 und i
das MaB fiir gerichtete Krifte (Vektoren), so haben wir in der
Reihe die Addition von Kriften durch Einschiebung.

Abgeleitete Glieder. Wir nennen die eingeschobenen Glieder
abgeleitete und sagen: Es bildet sich nach diesem Gesetz jedes-
mal ein abgeleiletes Glied durch Einschiebung. Die Emschiebung
erfolgt durch Addition.

Harmonische Reihe = Complikationsreihe. Wir nennen
die Reihen N harmonische Reihen oder Complikationsreihen, weil
sich in ihnen die Gesetze der Harmonie und Complikation aus-
driicken.

Abbildung der Complikationsreihen durch Projektion.

[s]
2
i
IS
‘Ueh

[

(S

B
.

Fig. 22. Fi

[y =3

Ziehen wir mit M A eine Parallele durch B (Fig. 23), so er-
scheinen auf B C die harmonischen Zahlen (p) als Abstinde von B.
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Es ist allgemein (Fig. 23)
BZ=p.

Beispiel. Fiw das harmonische Vektorenbiindel Ny haben wir
in Fig. 23 die Distanzen '

p=0312®.
Der Anfang der Zihlung (0) liegt in B, die Makeinheit ist:
BD=MA=1 B - &
. : : \ &7
Beweis. Fs ist zu zeigen,
das fiir einen Vektor a - bi
a
ist.  Wir haben (Fig. 24): M 4 N
Fig. 24.
BZ=p; MA=1;, MB=i; MZ=a - Dbi
, MN = a; NZZbi;{BZMf:NMz#a.
Danach:
"BZ:BM=ryp:i =ctga](~p__i A
MN:Nz =a:bi==clgaf i i P b
q. e. d.

Die Punktreihe BDEF - - C (Fig. 23) gibt in ihren Abstinden
von B==0 eine geometrische Darstellung (Abbildung, Projektion)
der harmonischen Normalreihe N,. In ihr sind alle niederen Nor-
malreihen: N, N, enthalten, némlich:

Nyip=0+ -+ @
Ny:p=0-+1. >
Ny:p=0112 x _

Diese Art der Abbildung der harmonischen Zahlen ist fiir die
Physik wertvoll. Besonders auch fiir die Krystallographie. Dort
mnennen wir sie Projektion. Es sind da die Vektoren M A und MB
Flichennormalen der Priméarflichen, MD, ME, MF sind Normale
der abgeleiteten Flichen. Die Ebene A M B G nennen wir dort eine
Zonenebene. Die Flichennormalen der Krystalle betrachten wir
zugleich als Richtungen der Partikel-Attraktionsl«;rﬁfté.

Erweiterung. Mit den Reihen E 14aBt sich operieren, wie
sonst mit komplexen Groken. p = % ist das Verhiltnis vom reellen
zum imaginiren Teil. Geometrisch stehen die Richtungen M A und
MB (1 und i) aufeinander senkrecht.
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Fir die raumliche Addition kann der Winkel BM A auch ein
anderer sein als ein rechter.” Es seien die Anflangsrichtungen
MA=1, MB=k = o4 {i (Fig. 25). Dann haben wir fiir die FRin-
schiebung die Reihen: '

J,=0-+k . . . 11L0k
Jy,=0-+k . 14k . 14+ 0k
J,=04%k 14+2k 14k 24k 140k

- USswW.

S0
ne

Die Rethen J und N bleiben die
gleichen, da in ihnen k, ebenso wie i, ent-
fallt. Far die algebraische Behandlung muf
statt 1 der komplexe TFaklor k = o + Bj
emgefithrt werden,

o=
Fig. 25.

Einschiebung im Raum zwizchen drei Richtungen kann ge-
dacht werden. Thr entspricht die Addition: ah 4 hk +cl. dock
wollen wir hiervon vorlaufig abselen. In der Krystallographie sind
Anzeichen fir ausnahmsweise Einschiebung nach diesem Gesetz,
z. B. Bildung von Octaederflichen am Wirfel w. A. In der Regel
jedoch vollzieht sich bei den Krystallen die Einschiebang in der
Zone, d. h. in der Ebene zwischen zwei Richtungen.

Umkehrung. Ableitung der Reihe J auws N geschieht in

folgender Weise: Ist p = }; ein Glied der Reihe N, so ist das ent-
sprechende Glied der J-Reihe: P =a 4 bi.
Beispiele: p—32; P—=9+43i; p=3=3; P=31i

Richtung und Intensitit der abgeleiteten (eingeschohenen)
Kriifte. Rein geometrisch ist die Einschiebung als Addition
denkbar. Mechanisch nicht. Fassen wir die Ableitung mechanisch
in dem Sinn auf, daB an Stelle der zwei primiren Krifte cine har-
monische Gruppe tritt, bestehend aus Kraften in den beiden ur-
spriinglichen Richiungen, dazu anderen in abgeleiteten Richtungen,
die das Geselz der Complikation vorschreibt, und die sich aus
Teilen (Komponenten) zusammensetzen, die die primiren Kriifte ab-
geben, so ist die Ableitung durch Addition nicht méglich. Durch
Addition wird das eingeschobene Glied so groB wie die Summe
der Primédren und diese kénnten daneben ohne Zufulr von aufen
nicht bestehen.

.....

- -
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Erste Einschiebung. Dominante. Wir wollen zuniichst die
erste Einschiebung betrachten. Sie ist von allen die wichtigste.
Die erste eingeschobene Kraft nennen wir die Dominante. Sie
hat die Eigentiimlichkeit, daB sie einzel auftritl. Alle spéteren Ein-
schiebungen und die Primérkriifte erscheinen paarweise. Mechanisch
sei das Problem so zu fassen, daB die beiden Primérkrifte (M A =1
und MB =1i) zur Bildung der abgeleiteten (M C) Teile abgeben, und
zwar so, dafi (wie wir zunfichst annehmen):

MA:MC:MB=1:"7':i=2:(141):2i ist und
MA+MC+MB—1+1
Wir nennen MC das ridumliche oder vek- 3

Einschiebung auch in anderem Verhaltnis denk- .
bar, doch ist obiger Fall der einfachste und | A4
dadurch der wahrscheinlichste. Er dirfte in der M 1 "“A
Natur in den weitaus meisten Fillen verwirk- Fig. 96.

licht sein. Thn wollen wir zuniichst allein durch.

fiilhren. Andere Fille (eventuell der allgemeine Fall) kénnen nach-
traglich untersucht werden. Wir haben: |

Complikation durch Einschiebung des vektoriellen Mittels.
Wenn wir von Complikation reden, soll (wenn nicht andérs gesagt
wird) diese Einschiebung gemeint sein. Wir haben zu priifen:

In wie viel gleiche Teile missen MA =1 und MB =1 zer-
fallen zur Bildung der harmonischen Gruppe. So nennen wir das
Resultat des obigen Complikationsvorgangs. Der Zerfall geschehe
in m Teile, dann haben wir:

A2+ (1+0)+2i] =1-+i, woraus: m=3,
Der Zerfall geschieht somit in drei gleiche Teile.

torielle Mittel. Statt i kamm k= a 4-fi gesetzt 4~ 7777 o
und dadurch die Gréke der Primdrkrafte undihr | o /7 :
Winkel beliebig groB gemacht werden. Es ist { }rt :
S

|

}

Anmerkung. Voraussetzung der Complikation in obigem Sinn
ist der Zerfall in drei gleiche Teile. Zerfall in zwei Teile wiirde
MA:MC:MB =1:(1+i):i machen. Darin ist MC = MA + MB,
somit die Dominante groBer als jede der Priméarkrifte. Auch dieser
Fall diirfte in der Natur vorkomamen, z. B bei den Krystallen Wir
wollen ihn hjer nicht verfolgen.

Zerfall in vier Teile, wobei MA:MC:MB=3:(1 +i) : 31
oder =1:3(1 4 i):i.
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Aueh dieser Irall darfte vorkommen. Wir wollen von seiner
Verfolgung vorliufig absehen, desgleichen vom Zerfall der Primir-
krifte in mehr als vier Teile, allgemein in n Teile. In allen Fillen
sind die harmonischen Zahlen p = 11) fir ein Glied a -+ bi von dep
Groke der Zahl m unabhingig.

Wir kehren zu unserem Fall der Teilung in 3 gleiche Teile
zurtick und nennen diese Complikation die normale.

Normale Complikation. Wir finden:

244D+ 20 =1 4
: 1+1 . , _
oder 2|14~ ~i]=11
Bilden sich weitere Einschiebungen nach dem gleichen Gesetz,
unter Bildung des vekloriellen Mittels, so halbieren sich die Ein-
schiebungen in den Reihen E,E E,E,E, ... (S 28) und wir
erhalten:

Ko: O+ 1] / I+ 0i
1L
E,: . . . . : "
. I 42 2+
) - S _ B
By SR 39 32 39
-~ I 4i
l("-l : 71&)8 . . . 'L'l.-S‘“'.

Anmerkung. Dafl bel E, nicht 4, sondern 8 im Nenner erscheint, bei
I, nicht 8, sondern 32, entspricht dem Prinzip der Differenzierung in folgendem
Sinn: Bei Bildung von eingeschobenen Gliedern hehalten die bestehenden Vektoren
die Hilllte ihres Bestandes in der alten Richtung und verteilen die andere Hiilfte
zu gleichen Teilen nach beiden Seiten, zur Bildung des jungen, eingeschobenen
Vektors. Jedem von diesen Vekloren fillt somitl ein Viertel (nicht die Hiilfte) von
den Nachbaren als Komponente zu. Also ein Viertel von L =& ein Viertel von
L= 5 usw.

Die Zahl der eingeschobenen Glieder wiichst geometrisch mit
der Kennziffer der Reihe. Sie betriigl bei: E, =0; E, = 1; E,=2;
By=d By= 8 - o By=— 901,

Je groBer die Zahl der eingeschobenen Glieder, desto schwiicher
wird jedes neu eingeschobene Glied. Daraus folgt der Satz:

Jedes Glied einer spiiteren Einschiebung steht im Rang
(Intensitiit) hinter den Gliedern fritherer Einschiepung zuriick.

Graphische Darstellung der Einschiebungen, Wir erhalten
folgendes Bild (Fig. 27). Das Bild bedarf keines Kommentars. Es

P
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zeigt, wie rasch die Glieder an  RY
Starke abnehmen. Ferner zeigt
es, wie durch die Einschiebung
der Raum eng wird. Dieses
Engerwerden des Raumes setzt
zugleich mit der Abnahme der
Kraft der Entwicklung praktisch
eine Grenze. Die Grenze liegi
in der Regel bei (.

Fiigen wir die eingescho-
benen Glieder zu, so erhalten
wir  die Complikationsreihen
C,C G, C, ... In jeder der-
selben soll die Summe aller Glieder =1 41 sein. Wir haben
daher: ‘

Co: 141

G :m (1+ +i)=141; m =3

ngmg(1+i~t1~+~1+l —|—1+2]—1—)—1+1 m, = J5

CJng(l—i—o;;l + ..-;—l +3-3!:)91+ 141 +2—{—31+ —g‘l
=1 m=3

Wir konnen statt dessen schreiben:

Co: 1 [14i]=1-+1i

C: + 240 +D42i=141i o .

Cot i [S+@+i)F4(+i)+ (1 +20) 48] =141

C,: 25 |3°)+(‘3—i—1)—f—4e(°)—l—1)+(3—l—°)1)+16(1+1)—|—(°)—l-—31)

+4(1+20)4+ (1431 +32i=1+41i
Coists [1298 (4 +1)+ - - -+ usw.

Die Reihe laBt sich in folgender Form schreiben:
—**“JF‘)“*% + et e ]
= H A+ 4+:0+24+@°+ @° L]

Das Gesetz ist klar. Die Reihe 146t sich fiir .n = o anschreiben.
Wir haben:

)0 @ @ )

M

5
Fig, 97.

1+1
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Die Reihe ist konvergent und gibt die Summe:

Coo="(+i)=14i m=3
Das ist ein schones einfaches Resultat.

Das Bildungsgesetz ist klar. Statt der kndgiieder 1 —+i kénnen
wir A--B setzen, wobei A und B vektorielle Girofen sind. Wiy
kénnen schreiben:

A=a-+ai; B=h--§i
Dann ist allgemein:
1
Co= L AHBI + (0 F e F @@ g
Coo="(A+B)=A+B; m=3

Diese Art der Einschiebung diirfte salchen Vorgiingen in der
Natur entsprechen, bei denen die Manmghltlgkelt dadurch entsteht,
daf sich jeweils ein schwiicheres, Jungeres Glied zw
iltere, stirkere einschiebt. Auf dieser Anmnahme woll
bauen.

Unendliche Reihe. CoCp oo - Cp - - - C .
sich ins Unendliche weiterentwickeln. Sije geht aber in der Natur,
soweil meine Erfahrung reicht, tiber Gy in der Regel nicht hinaus.
Selten bis C,. Wir kénnen uns daher bej den Untersuchungen
iiher Comphkatlon in der Nalur auf die Reihen C, G, C, C, C, De-
schrianken.

Die Zahl n schreitet nach ganzen Zahlen fort: 0-1. 234

Die Reihen und ihre Gesamtheit als Funktion. Das Bildungs-
gesetz ist klar. Sind die beiden Endw erte A und B (hier 1 und i)
festgelegt, so ist fir jede Reihe Cn die Gesamtheit der Glieder, so-
wie jedes Einzelglied nach Richtung und Intensitit bekannt. Das
Ganze erscheint als eine Funklion von 1 zwischen den Endgliedern
A und B. Wir wollen die Funktion Complikationsfunktion odel

C-Funktion nennen. Dann erscheint sie in der Form:

B
Cn

1schen je zwei
en wir weiter-

A und B nennen wir die Glundwelte (Elemente) der Funktion,
n ihre Stufe. Dabei ist n eine ganze Zahl. Welchen Simm - die
Funktion hat, wenn n eine beliebige GroBe ist, mag Frage der
Prifung sein.

Gesetz der Deserescenz sei das Gesetz, nach dem die Stirke
der eingeschobenen (jungen) Glieder gegeniiber der der alten ab-

Die Reihe ];if’atv

———
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nimmt. Eines dieser Gesetze haben wir unserer Rechnung zugrunde
gelegt. Es ist zu prifen, ob in der Natur nur dieses Verjungungs-
gesetz gefunden wird, oder mehrere solche Gesetze. Kommnt nur
dies Gesetz vor, so gibt es praktisch eine einzige Complikations-
reihe. Der Wert der einzelnen Glieder ist dann nur von den End-
gliedern A B abhiingig. Die Reihe ist eine unendliche. Wir kénnen
schreiben:

A A
G oder C
B B

Verkiirzung der Reihe. Der zugefiigte Index n in der Form
B
" (, sagl dann aus, es solle hei den Gliedern der Stufe n die Reihe
A

abgebrochen werden.
Die Complikationsreihe unterscheidet -sich von. anderen unend-
lichen Reihen dadurch, dak die neuen Glieder sich nicht ar die

alten am Ende anreihen, sondern sich zwischen dieselben ein-
schiehen. ’

Die harmonischen Zallen p = ; fur ein Glied —2-11;; (a .—I— bi)

sind unabhiingig von dem Intensititsfaktor @% und von dem Rich-
tungsfaktor i. o -

Oktave, Anschliefend an die musikalische Harmonie wollen -
wir eine Reihe C=(1.... i) oder C= (A . ...B) Oktav nennen.
Innerhalb der Oktav kann die Differenzierung beliebig weit gehen:
his C, ¢, C, C,.... FEine solche Oktav ist bei den Toénen die
Reihe:c..efgab..c,beiden Farben das sichtbare Spektrum
mit seinen Fraunhoferlinien A B ... H; in der Krystallographie
das freie Zonenstick, in der Astronomie die Reihe: Sonne. .
Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun, oder Sonne, Merkur, Venus, Erde,
Mars, Jupiter. ’

Zahl der Glieder einer Complikationsreihe C, Die Zahl
der Glieder betrigt:

bei ¢, = 2

, O, =241

» «:::2'1—1_}‘9

" Cllfg+l+a+4"+2n_l=9‘n+1
y Cgp= ®
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Soll die Reihe ins Unendliche verlaufen und zugleich mechaniseh
einen Sinn haben, so muB sie Kkonvergent sein. Das heifit: dje
Slirke der neu eingeschobenen Glieder muf mit der Ableitungszahl (n)
so rasch abnehmen, daB die Reihe konvergiert. Die letzten einge-
schobenen Glieder sind unendlich klein. Die rasche Abnahme hat
rur Folge, daB nach einer kleinen Zahl von Einschiebungen in der
Natur die zutretenden Glieder so schwach werden, daB sie nicht
in die Erscheinung treten. Die Reihe ist theoretisch alg eine
unendliche Reihe zu behandeln. Praktisch ist sie eine endliche
infolge Vernachlissigung spéterer (jingerer, schwiicherer) Glieder.

Von der Stiirke der eingeschobenen Vektoren hingt ihre
Wahrscheinlichkeit ab. Sinkt die Wahrscheinlichkeit unter eine
bestimmte Grenze, so wird sie praktisch, d. h. [t die Ausbhildung
in der Natur gleich 0.

Wir konnen mathematisch die Complikationsreihe allge-
mein als eine unendliche konvergente Reihe ansehen. von der
praktisch (physikaliseh) nur die ersten abgeleiteten, die stiirk-
sten, die wahrscheinlichsten Glieder in die Erscheinung treten.

Von dieser unendlichen Reihe (Complikationsreihe) inleressiert
uns nicht die Summe. Diese ist immer = 1 4 {. Uns interessiert
vielmehr die Zahl der Glieder, deren Stiirke, Richtung, Wahr-
scheinlichkeit, Da, wo sich in der Natur die Intensitil eines Gliedes
durch Messung nicht streng bestimmen laft, likt sich doch oft die
Richtung und Rangordnung gewinnen. Die mathematisch fur die
Einzelglieder abgeleiteten Werte kontrollieren und korrigieren die
beobachteten Maie und Zahlen.

Unstetigkeit der Reihe. Bedenken. Die Complikationsreihe
besteht aus einer Anzahl rationalzahliger Glieder, die durch Uber-
giinge nicht verbunden sind; sie hilden somit eine nustetige Reile.
Nun geben die Zahlen der Reihe das Bild eines Naturvorganges
(der Complikation). Alle Naturvorgénge aber sind stetig. Die Nalur
kennl keine Springe. Wie ist die Unsletigkeit zu erkliren?

Die Losung des Widerspruchs diirfte darin zu suchen sein. daf
die den einzelnen Zahlen entsprechenden GroBen Kulminationen
sind (Maxima, Verdichtungen). Solche Kulminationen bilden in der
Natur Reihen mit rationalen Distanzen, so z. B. die Hohenpunkte eines
Wellenzugs.

Der Begrifl unstetig ist hier so zu verstehen, daB bei dem
hier ausschlieBlich gedachten Fortschreiten der Variabeln n nach

————

[N
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den ganzen Zahlen 1-2-:3. .. die Groken der Complikationsreihen

sich mit endlichen Differenzen einschieben.

Periodische Reihe, Periodische Funktion, Xonvergenz.
Periodisch nennen wir eine Reihe von Ausdriicken, bel der sich
gleich gebaute Ausdriicke (Komplexe) aneinanderschliefien. Die Reihe
der Komplexe kann endlich odgr unendlich sein. Den mathematischen
Ausdruck einer periodischen Reihe als Ganzes nennen wir eine
periodische Funktion. Man nennt die Reihe auch noch dann
periodisch, wenn die einzelnen Glieder zwar gleich gebaut, aber
nicht gleich an Wert sind, oder nicht gleich an innerer Diffe-
renzierung.

Beispiel 1, Den Dezimalbruch 3,3333 . ... nennen wir in
diesem Sinn eine periodische Reihe. Die Reihe ist eine unendliche
und eine konvergente, mit der endlichen Summe %. Die Glieder
sind alle gleich gebaut, aber sie haben nicht gleichen Wert. Der
Wert jedes folgenden Gliedes ist gleich <% von dem des Vorher-
gehenden. '

Beispiel 2. Den Dezimalbrueh 12321,12321 123921 12321 ...
nennen wir ebenfalls eine periodische Reihe. Jedes Glied dor Pe-
riode hat den gleichen symmetrischen Bau' (12321), aber der Wert
nimmt stetig ab. Der Wert jedes folgenden Komplexes ist ein
Hunderttansendstel von dem des vorhergehenden Komplexes. Die
Reihe ist eine unendliche. Sie ist konvergent und hat eine end-
liche Summe.

Beispiel 3. Unsere Reihe innerlich nach dem Gomplikations-
gesetz differenzierter Oktaven liuft nach beiden Seiten ins Unend-
liche. Sie ist eine periodische Reihe. Soll sie mechanisch einen
Sinn haben, so muf sie konvergieren. Das Gesetz der Abnahme
ist Sache besonderer Untersuchung.

Abnahme der Complikation von Oktav zu Oktav. Die
innerste Oktav (Anfangsoktav) ist die am weitestgehenden differen-
sierte. Nach aufen nimmt mit der Stirke der Oktav die Compli-
kation ab. Das liegt im Wesen der konvergenten periodischen, un-
endlichen Reihe. Faktisch zeigt sich die Erscheinung bei der Ent-
wicklung der Krystallformen, aher auch bei den Toénen in
der Musik.

Beispiel 4. Eine Welle breitet sich von einem Punkt aus auf
der Fliche des Wassers aus. Es folgen sich Wellenberg und Wellental
und bhilden eine periodische Reihe. Jede Welle hat den gleichen
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Bau, sie ist eine Sinuskurve. Aber nach augen nimmt die Hohe
der Wellen ab. Die Reihe ist konvergent und hat eine endliche
Summe. Die periodische Reihe lauft konvergent nach allen Rich-
lungen der Ebene zugleich ins Unendliche.

Konvergenz., Soll eine periodische Reihe eine unendliche sein
und doch mechanisch einen Sinn haben, so muf sie konvergent
sein, d. h. der Wert der Glieder muf; stetic abnehmen und ihre
Summe muk endlich sein. Das Gesetz der Abnahme kann ver-
schieden sein.

Ausnahme 1. Endliche Oktavreiben aus gleichen Gliedern (ohne
Abnahme) gibt es bei zyklischen Oklavreihen, z B. bei den
Krystallformen.

Beispiel 5. Die Bahn eines Nagels auf der Peripherie eines
Rades, das auf einer Ebene hinrollt, hildet eine periodische Reihe.
Jedes Glied der Reihe (einer Umdrehung entsprechend) ist dem vor-
hergehenden absolut gleich. Die Reihe ist endlich und nicht kon-
vergent. Sie endet mit dem Stillstand des Rades.

Ausnahme 2, Ausnahmsweise kann eine unendliche periodische
ieihe aus lauter gleichen Gliedern hestehen, so daB sie nicht kon-
vergiert und keine endliche Summe hat und ihr doch eine physi-
kalische Bedeutung zukommt.

Beispiel. Die Reihe der Tage und Nichte, die Reihe der
Jahre mit ihren physikalischen Begleiterscheinungen, als Sommer
und Winter. In diesem Fall ist die Summe der Reihe unendlich.
Jedes Glied (z. B. der Tag, das Jahr ...) bildet eine Einzelperiode,
die Gegenstand des Interesses ist, ebenso die Aneinanderreihung
der Tage zum Jahr. Aber die Summe der Tage ist, soweit wir
ermessen koénnen, unendlich.

Periodische Funktion, Nach unserer Definition (S. 47) bildet
<ie konvergente periodische Reihe als Ganzes eine periodische Funk-
tion. Ob die nicht konvergente Reilie mit der Summe = » als
periodische Funktion anzusehen ist, bedarf der Festlegung. _

Periodische Funktion ist also eine solche, in der sich gleich-
gebaute Komplexe aneinanderreihen. Bei unserer C-Funktion be-
gegnen wir einer solchen periodischen Weiterbildung. In der mu-
sikalischen Harmonie sind wir gewohnt, daB sich Oktaven anein-
anderreihen, deren jede in gleicher Weise in Einzeltone gegliedert
ist. Dak diese Gliederung in der Oktav nach unserem Compli-
kationsgesetz geschieht, wurde bereits vom Verfasser dargelegt
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(Harmonie und Complikation 1901). Das Klavier mit seinen Tasten
gibt ein Bild dieser Oktavenreihen. An eine mittlere Oktav (Mlttel-
lage der Stimme) schliefit sich nach oben und unten je eine Oktav
an.  Mit diesen drei Oktaven kann es sein Bewenden haben und
das tut es in einem grofien Teil der praktischen Musik. Es kénnen
sich aber zu beiden Seiten weitere Oktaven anreihen, nach oben
und nach unten, bhis ins Unendliche. Wir unterscheiden danach
endliche und unendliche Oktavenreihen. .

Unsere musikalische Oktavenreihe ist theoretlsch eine un-
endliche. Die Wichtigkeit der Oktaven nimmt aber von der mittleren
Oktav nach beiden Seiten stetig ab und sie wird an einer gewissen
Grenze so gering, daf die praktische Anwendung entfilit. In un-
serer Musik reithen sich an die mittleren Oktaven nach oben und
nach unten drei bis vier Oktaven, dann reifit die Reihe praklisch
ab, wenigstens far die Musik. Dem Gehér sind noch eine Anzahl
Oktaven zugiinglich, besonders nach oben.

Statistik. Wir wollen das Gesetz der Abnahme der Intensitit
(Wichtigkeit) hypothetisch ansetzen. Es wire von Interesse, das
Gesetz der Abnahme empirisch zu belegen, und zwar durch eiie
Statistik der Hiaufigkeit der Toéne nach ihrer Hohe in den Musik-
werken. Es wiire dann die theoretische und die emplrlsche Gesetz-

miiBigkeit in Einklang zu bringen. ' '

Oktavenreilen bei den Spektrallinien (Farben) In der
Schrift iber Harmonie und Complikation W.urde gezeigt, daB nicht
nur die Farben eine Oktave bilden, das war bereits Newron be-
kannt, sondern auch die Fraunhofer-Linjen AR - - H, daBg
deren’ Orte sich' mit den Orten der reinen Bevmftshrben decken
und daB Deide die gleiche harmonisch differenzierte  Gruppe-
(p=0%%1123 ) hilden. , ‘ : '

JIn der Schrift des Verfassers ,Farben in der Kunst®
(Winler, Heidelberg 1919, S. 115) wurde gezeigt, dak an die sicht-
bare Oktav der Spektrallinien A B « « « H sich im Ultraviolett eine
ebenso gebaute Oktav ansetzt, die da abreifit, wo (infolge Absorption
durch die Atmosphiire) . Licht hoherer -Schwingung nicht zu uns
kommt. Wir dirfen annehmen, daf weitere Oktaven sich ohen
und unten anreihen und daB die mathematische Funktion, die den
Spektrallmlen ihren Ort vorzelchnet eine periodische Funktmn ist,
und zwar die - glewhe wie bei den Tonen. -

Unsere hypothetische Annahme sei nun, daf die Jewells fol-
gende (jingere) Oktav. halb so stark sei, als die vorhergehende

Bitzungsberichte der Heidelb. Akademic Mathemat.-natwrw. KL Abt A, 1921. 12, Abh. 4
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(iltere). Diese scheinbar willkiirliche Annahme dirfte, als die ein-
fachste, die groBte Wahrscheinlichkeit fiir sich haben. Erfahrungs-
gemiiB ist in der Natur das Einfachste in den weitaus haufigsten
Fillen das Zutreffende. Die Wahrscheinlichkeit und damit die
Haufigkeit nimmt mit zunehmender Kompliziertheit rasch ab. Die
Konsequenzen aus dieser Annahme werden zeigen, ob die Annahme
richtig ist.

Wir wollen die folgende Schreibweise einfiihren. Es bedeute:

A-4+B

eine nach dem Complikationsgesetz harmonisch gegliederte Reihe
zwischen den Endgliedern A und B. A und B seien vektorielle
GroBen von der Form A=a - ai; B=>b 4 (i, wobei ab, af
reelle Grogen sind. Es sei die Groke von (A 4+ B), d. h. die Summe
ihrer Glieder

=A+B=a+b+(«+f)i

Ein wichtiger Spezialfall ist (1 4-1). Diesen Fall wollen wir,
wo es pabt, statt des allgemeinen Falles anschreiben.

Endliche Oktavenreihen., Von diesen interessiert uns beson-
ders die

Dreioktavige Reihe, bei der sich zu beiden Seiten der An-
fangsoktav eine schwiichere (halb so starke) anlegt. Dann haben
wir die endliche Reibe:

—ﬁr[(Afr..B)H(A,%B)HAiB)J‘; Y—=A+B;m=—4

Wir erkennen: Zur Bildung dieser Reihe sind A und B in vier
gleiche Teile zu teilen. Da die Vierteilung, d. h. die zweimalige
Halbierung etwas sehr Wahrscheinliches und Hiufiges ist, so hat
die Bildung dieser Gruppe viel Wahrscheinlichkeit.

Wir wollen die einzelnen Oktaven mit O bezeichnen. Die Aus-
gangsoktav mit Oy, die abgeleiteten mit ,0 und O,, dann ;0 und O, ...,
dann konnen wir schreiben:

1,0 +,0, + 0,]

Innerhalb jeder Oktav kann die Differenzierung (Complikation)
beliebig weit gehen. In der Regel geht sie in der stirksten (mittleren)
Oktav am weitesten. Sie geht beispielsweise in ;0, bis zur Com-
plikation G, in ,O und O, nur bis zu C,. Also:

o+ C+C—=(A+B)+2([2A+ (A+B)+2B]) +(A+B)




Uber Complikation und Displikation. 51

Oder sie geht in der mittleren Oktav bis C,, in der oberen und
unteren nur bis ¢;. Wir haben dann die Oktavenreihe:’
€+ G +6C
Fifoktavige Reihe. Es mogen sich zu -beiden Seiten der
Antangsoktav ;0 je zwei schwichere Oktaven ,0, 0, und ;0, O,
aurethen. Wir haben dann: :

— [0+ 2,0 4+4,0,+20,+0,]

oder:
S [(A+B)+2(A-+B)+4A+B)+2(A+B)+ (A+E)|; S=A+B
Daher m = 10.

Zur Bildung einer solchen Reihe miissen sich A und B in 10
gleiche Teile teilen, von denen vier auf ,0, fallen, je zwei auf ,0
und O, und je einer anf ;0 und 0,. Es kann anch so geschehen,
dak A und B in Finftel zerfallen, von denen zwei Teile 10y zu-
fallen, je ein Teil an 40 und O, fillt, der letzte Teil sich nochmals
halbiert und auf ;0 und Oy verteilt. Das kommt auf das Gleiche
heraus. '

Unendliche Oktavenreihe sei eine solche, bei der sich an eine
Anfangsoktav 0, zu heiden Seiten unendlich viele Oktaven anreihen,
jede folgende mit halber Stirke. Die Summe der Reihe soll aber
gleich A -+ B bleiben. Dann haben wir:

A [+ 3(AEB) + i (AFB) +-2(A+B) +(A+B) - 1(A+B)
TEA B F LA B+ ]
— o A+B 014143444 ) =2 (A +B); m=3.

m

Zur Bildung einer solchen zweiseitig-unendlichen Reihe zer-
fallen A und B in drei gleiche Teile. Einer dieser Teile bildet die
mittlere Oktav. Von den beiden anderen Dritteln wird nach jeder
Seite eines abgegeben. Dieses teilt sich in zwei gleiche Teile, be-
hilt den einen Teil und gibt einen Teil zur fortgesetzten Halbierung
ab. Das ist ein einfacher Bildungsvorgang, der sich in der Natur
héufig abspielen dirfte. Wie viele Oktaven sich faktisch ansetzen,
resp. welche Oktaven als zu schwaech nicht in die Existenz treten,
hingt von Verhiltnissen ab. Praktisch dirfte O, selten Ttiber-
schritten werden. ’ o

Anmerkung. Die Gesangsmusik legt an die mittlere Oktav fiir Minner-
wie Frauenstimmen beiderseits (nach oben und unten) je eine Oklav an. - Die
Instrumentalmusik gsht weiter. Das Klavier hat 8 Oklaven, 2 miltlere (fiir Ober-

4*
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und Unterstimme) und heiderseits weitere 3. Das Gehor gebt noch weiter. Die
ultrahohen Téne selzen sich iiber unser Geh&ér hinaus in weiteren Oktaven (fiir
Grillen und Ameisen wahrscheinlich hérbar) fort und verlaufen, immer zarter
werdend, ins Unendliche.

Zyklische Oktavenreihen seien solche, die sich zum Kreis
aneinanderschlieBen, Diese Anordnung ist bei den Flichennormalen
der Krystallformen die gewohnliche.  Wir wollen fir sie das Schema
aufstellen, und zwar zundichst fir den einfachen FFall, da& sich zwi-
schen die Priméirflichen nur eine erste abgeleitete (Dominante) ein-
schiebt (Complikation C;). Das geschieht der Ubersicht wegen.
Der allgemeine Fall (beliebige Complikation Cp) ergibt sich daraus
leicht.

Wir nehmen zunichst die einfachsten Fille: Iis seien (Fig. 28)
A A' BB die Primarkrifte, so erhalten wir die Vertei[unw im Kreis:

A A+B B BHA | A AR B A

A AR R S e 2R T B

= A -+ B —]— A+ B

Jede Primérkraft (A.B.A" B zerfillt in 4 gleiche Teile. Von
diesen bleiben je zwei in der primiren Richtung, einer tritt mit
einem Nachbar zur Dominante zusammen. Dabei durfen AB A'B'
ungleich grofk, auch gegeneinander schief geneigt sein. Die Ver-
teilung ist die denkbar einfachste. Deshalb ist sie die wahrschein-
lichste und wohl die hiufigste.

A' B Al+dl )
ey & ¢

mles
>
™
#| 2>

Hexagonale Yerteilung (Fig. 29) gibt ein dhnliches Bild. Auch
hier zerfillt jede Primirkraft in 4 gleiche Teile, von denen 2 in
der primdren Richtung bleiben, die ibrigen 2 zur Bildung von Do-
minanten beiderseits verwendet werden.




Uber Complikalion und Displikation. 53

Trigonale, Polygonale Verteilung. Sie alle geben das gleiche
Bild. In den einzelnen Quadranten, Sextanten, Oktanten ... muf
die Complikation nicht gleich
weit gehen. Das MaB der jedem
Quadranten (Sextanten .....)
zukommenden Kraft I (A+B)
steht fest. Die Linzelverteilung
in diesem Stiick (Zonenstick)
ist durch die Stufe der Com- B
plikation (C,) in demselben vor-
gezeichnet.

Zyklen im Raum sind bei
Krystallen das Gewohnliche.
Wir haben folgende Verteilung:

1. Tetragonaler Typus
(Fig. 30). Die Summe ist:

HA +A'+B+B+C4C+H3[(A+B) + (A+B) + (A+C) 4+ - -]
=A+A+B4BH4CHC

Die Primérkrifte zerfallen in Hilften und dann (durch wieder-
holte Halbierung) in 8 gleiche Teile. Die Halbierung ist weitaus
die wichtigste und héufigste
Teilung. Danach durfte diese
Teilung als in der Natur vor-
zugsweise zutreffend anzusehen
sein. Aul andere Teilungen
mochte ich hier nicht eingehen.
Ihr Aushau und ihre Diskussion
ist eine besondere Aufgabe.

Die Ebenen CM A, C M B,
AMB nennen wir in der Kry-
stallographie Zonenebenen. In
den verschiedenen Zonenebenen
kann die Complikation verschie-
den weit gehen, bis Gy G, usw.

2. Hexagonaler Typus (Fig. 31). Die Summe ist:
5(A-F A"+ B4 B 4 C+C+D+D)+#(A+A+B+B +C+0)
+&M+D)=A+A+B++B+C+CG+D+D.
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Dieser Typus ist neben dem tetragonalen der hiufigste. Bei
beiden Typen konnen die priméren Intensititen und Winkel ver-
schieden sein. Die harmonischen Verhiltnisse bleiben. Von der
Vorfithrung weiterer Typen will ich hier absehen. Ihre Darlegung
und Ausarbeitung ist Sache der Krystallographie.

Applizierende und implizierende Reihen und Funktionen.
Viele (vielleicht die meisten) unserer mathematischen Funktionen
lassen sich in die Form einer unendlichen Reihe bringen von der
Form, daB sich an ein Anfangsglied eine unendliche Zahl immer
kleiner werdender Glieder anreiht, deren Summe einen endlichen
Wert hat. Diese Aneinanderreihung von Gliedern wollen wir Appli-
kation nennen. Die Anreihung kann von Anfang aus linear ge-
schehen, und zwar nach ciner Seite oder nach bheiden Seiten. Sie
kann aber auch nach mehreren oder allen Richtungen der Ebene
oder des Raumes, in Streifen, Ringen oder Schalen geschehen.

Unsere Complikations-Funktion hat einen anderen Charakter.
Ihre Glieder hiingen sich nicht nach auBen an ein Anfangsglied an,
sondern sie schieben sich, immer kleiner werdend, zwischen zwei
Anfangsglieder (Primérglieder) ein. Diese Emachlebung immer kleiner
werdender Glieder wollen wir Implikation nennen. Die Impli-
kation kann (theoretisch) ins Unendliche gehen. Wir koénnen den
Vorgang auch als Gliederung oder innere Differenzierung
bezeichnen. Die Implikation kann nach verschiedenen Gesetzen er-
folgen. Als das wichtigste Gesetz der inneren Differenzierung in
der Natur erscheint das Gesetz, das wir Complikationsgesetz nannten
oder das Gesetz der harmonischen Gliederung. Danach erscheint
die Complikation als ein spezieller Fall der Implikation.

Ein Bild der applizierenden Reihe bei den Lebewesen gibt der

Bandwurm mit seinen Gliedern. Ein
W l llll,_ Bild der implizierenden Reihe (speziell der
harmonischen Gliederung) die Hand mit

' ihren Fingern (Fig. 32 u. 33).

Fig. 32, Fig. 33, } . N
° Die Applikation kénnen wir #nRere

Differenzierung nennen, die Implikation innere Differenzierung,.

Furkation (Gabelung). Der Implikation muf die Existenz
zweler Anfangsglieder vorausgehen. Diese bilden sich in der Natur
durch Zweiteilung einer Einheit. Wir nennen das Gabelung oder
Furkation, oder durch Verdichtung auf 2 Vorzugsrichtungen. Wir
nennen das Displikation. Die Gabelung (Furkation) kann sich wieder-
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holen, indem ein jiingeres Glied sich wieder g.abe]t. Die Furkation -
kann sich, immer feinere Glieder erzeugend, ins Unendliche fort-
setzen. Die Gesamtheit der Glieder. bilden eine Einheit, ihr Wesen
drickt sich als eine mathematische Funktion aus. Wir nennen sie
Furkal-Funktion.

Innerhalb jeder Gabel kann sich die innere Differenzierung
vollzichen. Das ist in der Natur hiufig. Die innere Differenzierung
in der Gabel geschieht in der Regel nach dem Complikationsgesetz.
Es sind aber auch andere Gesetze der inneren Dlﬁ“erenzwlung
denkbar. :

Ein Bild der tausendfach wiederholten Furkation, die bel immer
feiner werdender Differenzierung ein gegliedertes Ganze bildet, ist
der Baum mit Stamm, Asten, Zweigen und Zweiglein.

Die Furkation kann sich in der Ebene oder im Raum
vollziehen. In der Ebene erscheint sie meist als Bifurkation,
d. h. Bildung einer zweizinkigen Gabel. Die inneren Zinken der
Gabel bilden sich durch innere Differenzierung (Implikation). Es
kommt auch zyklische Furkation in der Ebene vor, unter gleich-
zeitiger Bildung mehrerer Gabeln. Ebenso im Raum. Solche zyk-
lische Furkation findet sich bei den Krystallen. Sie liefert die An-
fangsrichtungen (Primérknoten), zwischen denen sich die Formen-
entwicklung nach dem Gesetz der Complikation vollzieht. Bei den
Krystallen konnen wir den Vorgang studleren aber auch in anderen
Gebieten.

~ Anmerkung. Die zyklische Furkation bei den Krystallen ist vielleicht Dbesser

als Displikation aus der Kraftsphire aufzufassen,

~ Furkation und Complikation in der Natur. Die Furkation
ist der Typus fir eine grobe Zahl von Entwicklungsvorgingen in

Wiederholte Wiederholte Gabelung
Bifurkation Multiplikation mit Comiplikation
Fig. 34. ' - Fig. 35. - Fig. 36.

der Nalur. Nach ihr bilden sich die Aste und Zweige (Fig. 34).
Die Urgabel (als Werkzeug) mit ihren zwei Zinken ist ein gegabel~
ter Ast. Im Anschluf an solche Verzweigung bilden wir Stamm-
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bdume, als Schema fir alle moglichen Vorginge und Zusammen-
hinge der Abstammung. Die Gabel kann bifurkal oder multifurkal
sein. Sie kann zwei oder mehr Zinken haben. Ein schones Bei-
spiel der Gabelung in mehrere Zinken (Multifurkation) zeigen die
Blitenstinde mancher Pflanzen, z B. die Dolden der Umbelliferen
(Fig. 35). Innerhalb der Gabel kann sich der ProzeB der inneren
Differenzierung vollziehen. Diese geschieht in der Regel nach dem
Gesetz der Complikation. Ein Beispiel solcher Kombination von
Gabelung und Complikation zeigen unsere beiden Arme mit den
Hinden und den dareh Complikation differenzierten finf Fingern
(Fig. 36).

-Der Vorgang der Furkation spielt sich vorwiegend in der be-
lebten Natur ab. Bei Pflanzen und Tieren. Er kommt aber auch
in der unbelebten Natur vor. Die Formen der unbeleblen Natur
sind wesentlich die Formen der Krystalle. Bei ihnen herrscht streng
das (resetz der Complikation. Es ist zu priifen, ob und wann auch
dort die Furkation Vorbedingung der Complikation ist. Zum Ver-
stindnis dieser Frage miibte ich naher auf krystallographische Dinge
eingehen, was ich mir hier versagen mochte.

Die Furkation in der Natur lifit sich geometrisch darstellen,
zunéchst genihert, dann mit genauver Kenntnis und Auswertung
nach Ma und Zahl, immer priziser. Es hat aber diese geometrische
Darstellung ihr analytisches Aquivalent. Dies analytische Aquivalent,
als Ganzes zusammengefafit, nennen wir eine Funktion. Es ist unsere
mathematische Aufgabe, diese Funktion analytisch und geometrisch
auszubauen, um durch solchen Ausbau die Vorginge in der Natur
verfolgen zu konnen. Es ist eine der wertvollsten Eigenschaften
einer mathematischen Funktion, daf ihr Ausbau (nach Herstellung
der Analogie mit den Naturvorgingen) uns in den Stand setzt, Zu-
sammenhinge in der Natur zu verstehen, ja unbekannte Erscheinungen
zu berechnen, herauszufinden und vorherzusagen.

Danach erscheint der mathematische Ausbau der Furkal-Funktion
sowie der QComplikations-Funktion far die Naturwissenschafl von
Wichtigkeit. Umgekehrt hilft der naturwissenschaftliche Ausbau
der Furkation und Complikation der Mathematik bei ihrem Ausbau,
sie fiihrt ihr neue Kapitel und neue Aufgaben zu.

Naturwissenschaft und Mathematik., Es besteht ein Ver-
haltnis der Gegenseitigkeit zwischen Naturwissenschaft und Mathe-
‘matik. Die Mathematik hat den Naturwissenschaften Wertvolles
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gegeben. Dagegen hat die Naturwissenschaft der Mathematik Auf-
gaben gestellt und Wege vorgezeichnet. Baukunst und Astronomie
haben die Grundlagen der Geometrie gelegt, und die Rechenkunst
zihlte die Schafe der Herde und die Tage des Jahres. Mathematik

und Naturwissenschaft sind nicht zu trennen, und- es ist muBig, .

dariiber zu streiten, wessen Leistungen die wertvolleren sind. Die
Mathematik selbst ist Naturwissenschaft. Wenn wir in Schillers
»opaziergang® lesen:

Aber im stillen Gemach entwirfli bedeutende Zirkel = -

Sinnend der Weise, beschleicht forschend den schaffenden Geist,“

~ Prilt der Stoffe Gewalt, der Magnete Hassen und Lieben,
Folgt durch die Liifte dem Klang, folgt durch den Ather dem Strahl,
Sucht das vertraute Gesetz in des Zufalls grausenden Wundern,
Sucht den ruhenden Pol in der Erscheinungen Flucht,

so fragen wir: Ist das Mathematik oder Naturwissenschaft? Wohl
beides zugleich.

Sache der Naturwissenschaft ist nicht der mathematische

Ausbau einer Funktion, ihr fillt dagegen die Aufgabe zu, ihre
Probleme so zu formen, dak sie mit den bekannten mathematischen

Funktionen behandelt werden koénnen. Wo aber eine zur Bear- .

beitung des Problems dienliche Funktion seitens der Mathematik
nicht geboten wird, kommt es der Naturwissenschaft zu, von der
Mathematik eine solche Funktion zu verlangen und ihr das Material
dazu an die Hand zu geben. Wenn méglich zu zeigen, dab eine
solche Funktion vorliegt und moglichst viele Eigenschaften derselben
anzugeben. Der Ausbau der Funktion fallt der Mathematik zu.

Beispiel. Naturwissenschaft und Philosophie hatten sich lange
mit dem unendlich Kleinen befaft, mit der Aufgabe, einen Korper
(Krystall) in unendlich kleine Teilchen (durch Losung) aufzulosen
und aus den unsichtbar kleinen Teilchen (Molekiilen) den greifbaren
Korper (Krystall) mit all seinen Eigenschaften aufzubauen. Daraus
ergab sich das naturwissenschaftliche Problem. Die Naturwissen-
schaft driangte auf Schaffung -der Funktion und lieferte Eigenschaften
derselben in groker Zahl. Und es ist kein Zufall, dak ein Philosoph
(Lemnyrz), der sich mit der Natur befaBle, die wundervolle Diffe-
rential- und Integral-Funktion geformt hat. Sache der Mathematnker
war es, die Funktion auszubauen. .

Es dirfte .sich zeigen lassen, daf alle elementaren Funktionen
der Mathematik (Summe, Differenz, Potenz, Wurzel, die trigono-

e .
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metrischen Funktionen u. a.) auf dem Boden der Naturwissensehaften
entstanden, von der Malhemalik strenger gefat wund ausgebaut
worden sind. So mdége es denn auch mit unseren beiden neuen
Funktionen geschehen. Es ist zu zeigen, daB hier in der Tat Funk-
tionen vorliegen, oder doch solche Gebilde, die einer Zusammen-
fassung und Abklirung zu einer Funktion fihig sind. Ferner ist
zu zeigen, dafi die genannlen Funktionen mathematisch, wie natur-
wissenschaltlich, so wichtig sind, daf <ie der Festigung, der Ab-
klirung und des Aushaues wert sind. Dicse Nachweise dirften
sich beschaffen lassen.

Furkal-Funktion in Natur und Kunst. Von der Furkal-
Funklion in der Natur war oben die Rede. Wir wollen uns mit
diesen Andeutungen begniigen. Es spielt aber dieselbe Funktion
eine wesentliche Rolle in der Kunst. Vielfach zeigt sich in den
Kunstwerken die Form der Gabelung. Wo das der Fall ist, da
herrscht auch genetisch das Geselz der Furkation mit seinen
mathematischen Konsequenzen. Wie weit diese Konsequenzen gehen,
hiingt im speziellen Fall von Bedingungen ab.

In der Geschichte der Kunst haben wir tberall Stammbiinme
mit Teilung und Verzweigung (Fur-
kation). Das allgemeine Bild ist das
beistehende (Fig. 37). Ein Meister hat
2 Schiler, ein anderer 3. Jeder Schiiler
hat wieder Schiler. Das Ganze bildet
ein furkal gegliedertes Ganzes, eine
Schule. Das Bild ist mehr als eine Form.

Fig. 87. In ihm steckt ein gut Teil vom Wesen
der Entwicklung in der Natur.

In den Formen der bildenden Kunst. Das Prinzip der Ga-

belung ist weit verbreitet. Da haben wir z. B. den vielarmigen

Fig. 38. Fig. 39. Fig. 40.

Leuchter (Fig. 38—40). Ein Akrobat triigt auf jeder Schulter einen
Mann. Von diesen triigt jeder auf beiden Schultern je ein Kind.
Das Ganze ist ein furkal entwickeltes lebendes Kunstwerk. Wollen
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wir weiler gabeln, so mogen die Kinder die Arme ausstrecken und
in jeder Hand zwei Fihnchen tragen. Eine einfache Kunstform
der Furkation ist die menschliche Gestalt mit erhobenen Armen.

Furkation in der Musik. Bei Studien tiber Aufbau der Musik-
stiicke zeigte sich die Furkation (im Verein mit der Complikation)
als ein wesentliches Bildungsprinzip. Eine Anzahl Beispiele wurde
in der Schrift , Uber Harmonie und Complikation® 1901, Seite 42—57
gegeben. ILin Beispiel weitgehender Furkation bietet das Stabat
Maler von Palestrina (S. 54). Aus dem Grundton wichst das Werk
organisch heraus durch Furkation und Complikation, wie der Baum
mit seinen Asten und Zweigen. Die Ahnlichkeit ist keine zufallige.
Der Komponist folgt dem Geselz, ohne es zu wissen. Fir das
Einzelne mub ich auf '
genannte Schrift ver-  Accorde
weisen. Einiges bringt Grandtin
auch die Schrift des  cacorte
Verfassers ,Uber har-  Srundtine

. d.abschnitte
monische Analyse von g, irsne a.Teile
Musikstiicken®. Beiste-
hende (Fig. 41) gibt ein
Schema vom Aufbau ' Fig. 41.
eines Musikstiickes.

Der Bau der Musikstiicke in seiner Gliederung in groken Ab-
teilungen hinab bis zu den einzelnen Akkorden, die grofiten wie
die kleinsten Werke, Bacus Mathiuspassion und das Liedchen vom
Prinz Eugen, sind bis ins Feinste beherrscht durch die Gesetze der
Furkation und der Complikation. Und zwar gilt das nicht nur fir
den harmonischen Bau der Sticke, d.h. far die Akkorde und
deren Verband, sondern auch fiir den melodischen Bau, d. h.
firr das Gefuge der Tone in der Melodie. Lelzteres soll an anderer
Stelle dargelegt werden, bei Gelegenheit von Untersuchungen iber
das Wesen der Melodik. Die Untersuchungen sind soweit fertig,
dafz obige Behauptung aufgestellt werden kann. 7

Farkation und Complikation. Die Complikation setzt eine
Furkation voraus, d. h. die Bildung der beiden Endknoten, zwischen .
denen die harmonische Differenzierung (Complikation) sich voll-
zieht. Andererseits kann die mehrfache Gabelung aus einem Knoten
(Multifurkation) zugleich Complikation sein, so daB die Zinken der
Gabel eine harmonische Gruppe bilden. Das ist nicht.immer der
Fall. Eine Katze kann zugleich 6. Junge zur Welt bringen, die

Srundtom d.Stiickes
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harmonisch miteinander nichts zu tun haben. Dagegen sind die
Finger der Hand, wie die Abschnitte eines Musikstiickes, harmonisch
gegliedert. Es ist tubrigens zu prifen. ob die Ausnahmen nicht,
scheinbare sind und ob ihnen nicht als tiefere Ursache eine Fur-
kation oder Complikation zugrunde liegt.

Die Furkation kann (wie die Complikation) mathematisch ins
Unendliche gehen. In der Natur hat sie (ebenso wie die Compli-
kation) ihre Grenzen. Mathematisch drickt sich diese Begrenzung
auf eine endliche Zahl von Gliedern in der Form aus, daB von den
immer schwicher werdenden Gliedern der unendlichen Reihe alle,
bis auf die ersten n-Glieder entfallen. Die Funktion ist dadurch
nicht wesentlich veréindert. So ist ein Dezimalbruch nicht falsch,
wenn ich nur die ersten drei oder funf Stellen fir die Rechnung
benulze, und die Zahl = ==3.14 stalt 3.1415926... tut in den
meisten Fallen ihren Dienst.

Das Entfallen der schwachen Endglieder folgt in der Natur
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit, die jedem der Glieder eine
bestimmte Aussicht, in die Erscheinung zu treten, zuteilt. Geht
diese Wahrscheilichkeit unter ein bestimmtes Maf hinab, so wird
sie praktisch == 0. Die unendliche Reihe reift ab. Nach der
Stiarke und der damit verbundenen Wahrscheinlichkeit haben die
Glieder der Reihe oder Gruppe eine Rangordnung. Se haben die
Zahlen in dem Dezimalbruch 3.1415926 ... ihre Rangordnung. Die
9 ist im Rang niedriger als die 5 und die 6 niedriger als die 9.

Vernachliissigt man ein Glied, z B. die 5, so entfallen damit die

folgenden.

Konkurrenz der Gesetze in der Natur, Zum Entfallen der
schwachen Glieder der Entwicklung in der Natur wirkt noch ein
anderes Moment mit: Die Mathematik kann ein Gesetz allein auf-
stellen und ins Feinste ausarbeiten. In der Natur sind immer
mehrere Gesetze in Konkurrenz und stéren einander.

Leicht beieinander wohnen die Gedanken,
Doch hart im Raume stoBen sich die Sachen.

Das neue Gesetz zerstort zunichst die schwachen Auslaufer
~des ersten oder lifit sie nicht zur Entfaltung kommen und rickt,
wenn es selber stark ist, dem ersten bis ans Herz hinan. Mathe-
matisch driickt sich das aus durch Entfallen der spiteren Glieder
der Reihe.

Beispiel. Der Gabelung der Aste und Zweige des Baumes ist
eine Grenze gesetzt. Es mull zwischen ihnen Luft sein fiir Blatter

o~



‘Sie hat ihr Bild in der Natur im ZusammenflieBen

-Confluenzial-Funktion als deren Umkehrung. Wir
‘'sehen schon in der Figur (Fig. 42), daB das Bild
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‘und Bliten. Auch muf jedes Astchen seine Stirke haben, damit
'in ihm die Stoffe zirkulieren, die es erndhren.

Die Einschiebung durch Complikation kann mathematisch ins
Unendliche gehen. In der Natur muB jedes eingeschobene Glied
eine gewisse Breite haben. Wird der Raum zu eng, so hort die
Einschiebung auf. In der Natur geht die Einschiebung durch Com-
plikation fast nie tber Stufe 3 (C;) hinaus.

Furkation und Confluenz, Jede mathematische Funkiion hat
ihre Gegenfunktion (inverse Funktion). Die Gegenfunktion der Furkal-
Funktion wollen wir Confluenzial-Funktion nennen.

von Rinnsalen, Béichen und Flissen zu Stromen.
Nach Ausbau der Furkal-Funktion ergibt sich die

der Confluenz dem der Veriistelung durch Furkation
gleich ist. Das ist die Eigentiimlichkeit der Gegen-
funktion.

' Ein Beispiel von Furkation und Confluenz zu- _
gleich ist das Adersystem im Korper. Die weiteren ‘Arterien gabeln
sich wiederholt bis zu Kapillaren und die Kapillaren ﬂlefsen Zu
weiteren Venen zusammen.

Unser Zahlensystem, das sich praktisch in ein Miinz- und MaB-

Fig. 42. -

System umsetzt, bildet kleinere Einheiten und baut, umgekehrl,
.groGere Einheiten durch Confluenz auf. Der Architekt vereinigt

durch Confluenz Gebiude und Monumente zu einer einheitlichen
Gruppe .und gliedert das Einzelwerk durch Furkation und Com-
plikation.

In dem Begriff der Zahl hecrt Furkation und Confluenz zu-
gleich. Die Zahl 3 faft drei Einheiten in ein Ganzes zusammen
und gliedert zugleich die 3 als Einheit in drei Teile.-

Teilung und Gabelung in der Natur. Die einfachste Art der

— NN

Pig. 43. Fig. 44, ~  Fig.45, = - Fig.46. Fig. 47.

‘Vermehrung in der Natur ist. durch Tellung Ein Einzelwesen w achst
(Fig. 43) und schniirt sich in der Mitte ab bis die Teile. auseinan-
.dergehen, jedes seinen Weg (¥Fig. 44) '
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Fihrt die Abschntirung nicht zur Trennung, sondern bleiben
die beiden neuen Individuen in der Abschniirungsstelle verbunden
und um diese beweglich, so haben wir Gahelung (Fig. 45 u. 46).
Innerhalb der Gabel kann sich der Prozef der Komplikation voll-
ziehen (Fig. 47).

Uraformung der harmonischen Zahlenreihen, Manchmal ist

in einer Zahlenreihe:

1. z=1z -2+ (Allgemeine Form)
das Gesetz der Complikation enthalten, aber nicht zu erkennen.
Erst eine Umformung der Reihe auf die Form:

2. Nop=0--1--:0 (Form 0.9 = Normalform)
lift das Gesetz hervortreten. Jede Zahlenreihe: z=z, .. . .z,
kénnen wir auf die Form (0 - + o) bringen, und zwar durch die Trans-
formation:

3. p=

z— 1z

Zy — 7

Umgekehrt kénnen wir unsere Reithe p =0+ - + « o in eine Reihe (2)
mit beliebigen gegebenen Endgliedern z, z, umwandeln, und zwar
durch die Transformation:

4 :Z2p+zl

p+ 1
Formel 4 berechnet sich aus Formel 3. Sie ist deren Um-
kehrung. Sprechen wir von der harmonischen Zahlenreihe, so ist
damit, wenn nicht anders gesagt, die Normalform (N) verstanden.
Finige andere Formen der Reihe sind wichtig, und es ist der Mihe
wert, sich mit ihnen zu beschiifligen. Es sind die folgenden:
2. Oktavenform: NI'=(1.2). Wir haben:
5. NU. ;0 —1...3...9
Form (1 -2) == Oktavenform. Wir erhalten aus den Gliedern (z)
dieser Reihe die Glieder (p) der Normalreihe (N) durch die Trans-
formation: _
g

6. p =4 umgekehrt ist: 7.

S ';) P_:TIL

Diese Reihe NI zeigt sich bei den Schwingungszahlen der har-
monischen Tone innerhalb der Oktav. Die Transformation (6), an-
gewendet auf diese Schwingungszahlen (z1'), lie erkennen, dab bei
den Tonen in der Musik die selbe Reihe vorliegt, wie bei den Kry-
stallformen in der freien Zone. Die gleichelOkta‘venreihe zeigle sich
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ferner bei den Fraunhofer-Linien des Sonnenspektrums -und in
der Reihe der Spektralfarben. Die allgemeine Transformation
p={(z—1z):(z—2z) lieB das Gesetz in der Entwicklung der
Krystallformen erkennen und zugleich die Analogie zwischen der
Entwicklung der Tone und Farben. Sie war der Schlissel, der
diese geheimnisvolle Tir aufschiof.
3. Symmetrische Form: N'=(101). Wir haben:
8 NL Zl=1.--:.0-+:-1; Form (101) = Sym-
metrische Form.
Diese Form ist dberall da wichtig und von Interesse, wo es sich
um Beziehungen zwischen Harmonie und Symmetrie handelt. Sie
spielt eine Rolle bei den Krystallformen, aber auch in anderen wich-
tigen Gebieten der Natur und der Kunst. Wir haben far die Glie-
der (z!) dieser Reihe die Transformalion:

, 142 , -1
0. p*——]f_-!_—;—-; umgekehrt ist: 10, 2=7P

p+1
4. Innerve Halhform. NI = (0-1), Wir haben:
11, N y=0Q...3...1, Form (0-1) =

. Innere Halbform,

Wir nemnen diese Form die innere Halbform, weil sie (ob-

wohl selbst eine’ ganze Normalreihe) die kleinzahlige Hillte der

nichsthoheren Normalreihe bildet. Die andere, grohzahlige H:’ilfte,
nennen wir die dufBiere Halbform. '

Wir haben fir die Glieder dieser Reihe die Transformation:

111

12 p =~1——17; Umgekehrt ist: 13, z[U m—;_ﬂr_—l
5. Aufiere Halbform, NIV=—(1-0). Wir haben:
4. NV: z2=1...92...00. Form (1- o) =
Aufiere Halbform.
Wir haben fiir die Glieder dieser Reihe die Transformation:
15. p=1sY—1. Umgekehrt ist: 16. 2IV=p + 1.
Jede dieser 5 Formen hat ausgezeichnete Eigenschaften, und es
ist sehr wohl der Mithe wert, sich mit jeder derselben eingehend
zu beschiftigen. . Ein paar Eigenschaften mégen hervorgehoben
werden: :
1. Zwischen der Oktavenform und der Halbform' besteht
eme merkwirdig einfache Beziehung., Es ist: , '
2 = 71 — | =71 + 1
In beiden Reihen N! und N™ haben die Glieder symmetrischen
Abstand von Rand und Mitte. Die Mitte bildet die Dominante.
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Beispiel.
N3 =0 - 3 3 3
N o=1-3-%" 3
Rand-Abstand: A = - 1 - 1 - ¢ « %
NE=0 -4 -} -2

R
ulp  tofw

taj—

(Ml

[CHU I Ko

W

e

w0

oy

3. Graphiseh (die Zahlen als Liingen aufgetragen) geben fir N

und N das gleiche symmetrische Bild:

Beispiel.
n 4 3 5 2 5 3 i !
&—— - & ¢ ———0———¢ & —e
Nlll_ fe) a1 f_ E 2 é. i i 1
- 4 3 S 2 5 3 4
Fig. 48.

Das Bild (I'ig. 48) illustriert schén die harmonische Oktaven-
reihe mit ihren Intervallen und den Hoéfen bei den Endpunkten und
“der Dominante.

4. Die Summe zweier symmetrischer Glieder ist in N'=23, in
NIt —1. Alle Eigenschaften der Reihe in irgend einer Form sind
Eigenschaften der Funktion und Eigenschaften von deren Abbild in
Natur und Kunst. |

Ubhersicht.

Nr. | Zeichen Name | Form T unsformaliou
[ e f i L, | ;
11 N Allgemeine Form' Form (z,z,) © p=~---"" | z= Zab¥ R
i ) ! ‘ i £y = I p+1
._.——;;‘ —_———— e ———— . i —_— - ,
2 i N Normal-Form i Form (0 o) I p=7z z==p
! - : ——
I : | _ ;- S o
3 |‘ N Symmetr. Form { Form (101) . p= ]_Hl N Lt
i | 1—z p+-1
_ ‘ — .
h ! 1 '
f - [ - 27
4 N Oktaven-Form | Form (1-9) p= &l = P+l
“- ; , 9—z" t P =1
= } . L zW o p
5§ N" |Innere Halbform, Form (0'1) | p=-" -, 2=
‘ : ] —z™ p+1
. | | e
61 N | AuBereHalbform! Form (1+e)! p=2"—1 | 2" =p+1-
E |
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Jede Reihe, in welcher Form sie auch erscheint, kann der
Komplikationsstufe 0 1 2 3 + « + n angehoren. Danach haben wir
die Reihen: e
N NN N, Ny - Ny
NI NI NI NI o« oo NI«
NI NI NINT ... NI ...
NOIII Nllll Ng][ll N3III « e s ’NHIH .
NOIV le N21v Nalv e . NSV« - -

In der Natur und in der Kunst geht, soweit meine Erfahrung
reicht, die Entwicklung fast nie iiber Stufe N; hinaus. Wir haben
es also praktisch mit einer beschrinkten Zahl von Reihen und
Formen zu tun, nur mit 16. Wir wollen sie alle explicite anschrei-
ben, damit auch der, der sich mit solchen Reihen nicht viel be-
schaftigt hat, die harmonische Zahlenreihe und ihre Eigenart in
jhren verschiedenen Geslalten wiedererkennt, auch ohne Transfor-
mation, und damit er, ohne Gefahr des Irrtums, seine. Beispiele
wihlen .und diskutieren kann. '

Wir haben:

Normalreihen (z = p) Symmetrische Reihen (7))
NO‘:: O+ + + ¢ =+ « & + w . NOI-_—:i . e . B . e 1
N=0 -1, o NI=1 B R PAPE |
N=0--2%2-1-2 w Nt=1 I.0-2.-.1
N=0- 424313230 NJ=1-333103313-1
‘N4= O« « . 'N‘LI: .

Oktavenreihen (z7) ~Innere Halbreihen (z0)
NU= 1+« .9 N01114-=‘O .. . -1
NUe=1:+++2¢..22 NWHax Q. o oz....1
N --8-3.58..2 N 0. .3 .3.3..1
N'=1-36%3332-2 NU=0-31222333%-1
N411.= e NW—= ., '

Aufere Halbreihen (zV)
NV=1. .. &
Nllv:_ 1 . . 2 . v o
NV=1.:.2.2.3..0w
NV=1.4532334.
NV = - . :

Relationen. Zwischen den Gliedern der verschiedeﬁen Reihen

bestehen die folgenden einfachen Relationen:
Sitzungeberichte der Heidelb. Akademie, Mathemat.-naturw, K1 Abt. A. 1921. 12, Abh, 5
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Relationen.

R B N bt B ,
1’ Pom T T e 1= =z —1
— oL _ e e e _1;,7‘_.
p—1 U —epg—am_1=""] 2
| p+1 Z
{ P — N . T — PR . -
) i 1 , ._) W
‘ “p+1_')+7‘ — i — lli _ =z 1
pi1T 9 = B o= AT
‘— V 1 ) - T P A 7
b _Ii)__ 1 = 1 -C!;‘?‘ == Z“ *1 S Zl" = z - ;]‘. l
. p - -
|‘—_"_'“—"_ LI a;" e 1— e e 1 . _l"
} PRl =gy = T

Die Relationstabelle setzt uns in den Stand, jede Zahl einer
Reihe in die entsprechende einer andern Reihe umzurechnen.

Umkehrung. Reversion, Jede unserer 5 Formen laft sich
umkehren, d. h. das Anfangsglied likt sich zum Endglied machen,
sugleich das Endglied zum Anfangsglied. Das geschieht bei der
Normalform durch die Transformation:

Nip—-
- Beispiel. R )
Ny=0:12w N=13031
Ngzwﬂléﬂ Ni=130731

Bei der Umkehrung erscheinen bei jeder der 5 Formen die

gleichen Zahlen in umgekehrter Folge. Wir unterscheiden bei jeder
der 5 Formen eme steigende und eine fallende Vanante Wir haben:

- Steigend Fallend N
TN Fem©w | Fom@0 | N
i "ﬁ' ;ml;-o_rm (101) | Form (101) B
N 1 Form (1°2) Form (2°1) o
W n™ l Form (0'1)-'ﬁ W’Form (1‘"0)‘ N B
1_"“”1'\1“’ | Form (1-w) = Form (1" ) Nv

Ferner andert sich der Charakter der Reihe nicht durch Ver-

tauschung aller Vorzeichen +. Die steigende und die fallende Ge-
stalt betrachten wir als Varianten der gleichen Form.
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Geometrische Bedeutung der Umformung (Transformation).
Die Umformung bedeutet eine Anderung des Anfangs und eine
Anderung des EinheitsmaBes, oder Projektion auf eine andere Linie.

Beispiel. Wir haben ein harmonisches Vektoren-Biindel bei
Projektion auf eine Gerade A C || MB (Fig. 49), dargestellt durch
die Reihe 011 2 o, Das- ° :
selbe Bandel liefert die Ao
) symmetris‘cheReihe71;0%1 ' AN
bei Projektion auf eine
Gerade durch AB. Das
Biindel ist das gleiche;
das Gesetz tritt aber (in -
Zahlen) bei der Umfor—
mung in dieGestalt O -
klarer hervor. ‘ _
~ Die Transformation ist der Priifstein (Kriterium), ob die Zahlen-
reihe eine harmonische ist, ob in ihr das Gesetz der Komplikation -
steckt. Steckt das Gesetz nicht in der Reihe, so fithrt keine Trans-
formation zu einer der Normalreihen N NI NX . .. Auf diese Weise
gibt die Transformation die Handhabe zu einer Diskussion und Kritik.

pri-

\ 2—-}&
;” 40

——
'N,of-malrei he .

Inversions-Formeln. Um die steigenden Formen der Reihe,
Glied far Gled, in die fallénden Formen dberzufihren und umge-
kehrt, dienen einfache Formeln, die sich leicht berechnen lassen.
Wir nennen sie ‘Umkehrungs-Formeln und Wc)llen ste in der
folgenden Tabelle anschreiben.

Sei z ein Glied einer steigenden Reihe, so sei das entsprechende
Glied der fallenden Reihe = 7. Wir haben:

: Im ersmns-I‘m meln.

| ; |
'Normal-Form | N (0 w) L= z=-- | N (o0 "
; ‘ - .

Symmetr. Form l N' (101) Z= — g 2= —1z N (101) -

I
i
f

Oktaven-Form | N'(1:9) 2" =3 —g" '=3—12" | N'(2-1)

— L —

| i |
Innere Halbform| N" (0°1) | #M=1—2z" | "=1—2" | N (1-0)

AuBere Halbform| N" (1°cc) V= o = e NY (1)
, - =1

5*
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Reziproke Reihen, Wir sehen: Die beiden Reihen N® und N®
werden gegenseitig durch die gleiche Formel ineinander Uberge-
fiihrt. Komplexe, die diese Eigenschaft haben, wollen wir reziprok
nennen. Es sind sowohl die Reihen als Ganzes, wie jedes Glied

der Reihe reziprok.
Dadurch erweitert sich der Begriff der Reziprozitat. Die Be-

1 1 . . .
ziehung z= —71!— und z = ;.(z. B. tg = T:t—g') bildet einen speziellen

Fall der Reziprozitat.

Andere Beispicle eines reziproken Paares sind:
z+1 . z 41

i—1' 47 z—1
L, alleemeiner z = =1. z—i]
9z’ 2z’ g " nz' " nz

1
%»:-——' 7= —

Frstere Transformation ist wichtig in der Formenlehre der
Krystallographie, letztere in der Musiklehre. Sie verknupft die har-
monischen Zahlen von Dur und Moll. In ihr kommt die Rezi-
prozitit von Dur und Moll zum Ausdruck. Dies wird an anderer

Stelle dargelegt.

Reziproke Funktionen. Ich weif nicht, ob in der Mathematik
der Begriff der reziproken Komplexe und Funktionen (in obigem
Sinn) eingefithrt und ausgebildet ist. Wenn nicht, so wiére zu pri-
fen, welche Eigenschaften ein Komplex oder eine Funktion haben
muB, um eine reziproke Gegenfunktion zu besitzen. Es dirften die
reziproken Funktionen berufen sein, wesentlich in die Naturwissen-
schaften einzugreifen, ebenso in die Kunstwissenschaft. Alles Sym-
metrische ist reziprok. In der Musik sind Dur und Moll reziprok
und wir konnen a priori aussagen, daf die beide verknupfenden
Funktionen reziproke sind, auch wenn wir noch nicht in der Lagé
sind, dieselben aufzustellen.

Spaltung der Normalreihen. In jeder der Normalreihen N®
sind alle vorhergehenden Normalreihen (Np— Ny « + + « Ny Ny Ny Np)
enthalten. Wir gewinnen jede vorhergehende Normalreihe aus der
folgenden auf doppelte Weise:

1. Durch Weglassen jedes zweilen Gliedes.
2. -Durch Spaltung bei der Dominante (1) und Umformung jeder
Halfte auf die Form 0 - - - .
“Ad 1. Weglassen jedes zweiten Gliedes., Wir haben:
Beispiel. N, = 0 () (3 1(3) 23 >
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Durch Weglassen jedes zweiten Gliedes erhalten wir: - -
NQ—O-%-I'-QAOO
Ad 2, Spaltung hei der Dominante (1). Wir haben:
Beispiel. Ny =0 % ¢ %1 2 2 3w -

Wir spalten bei der Dominante (1) und erhalten:
z

1. Teil: 2=0333%1; p=7—=031120

9, Teil: z=1323 w; p=z—1= O% 12 »
So spaltet sich eine Reihe N; in 2 Reihen N,, allgemein jede
Reihe N, in 2 Reihen Nj-i.- '

Solche Spaltung der Reihen und die sich daran kniipfende
Diskussion spielt eine wichtige Rolle ' bei den Zahlenreihen der
Krystallographie (vgl. Zeitschr. f. Kryst. 1897. 28. 24 flg.); aber auch
in anderen Gebieten hat sie sich bewihrt. So bei den Sonnen-
distanzen der Planeten und den Planetdistanzen der Satelliten
(vgl. Ann. Nat. Philos. 1906. 5. 51—110). Die Spaltung im Verein:
mit der Transformation ist ein wichtiges Mittel zur Dlskusswn der
Zahlenreihen. .

Es ist eine merkwiirdige Eigenschaft der Be‘ihen N, dak die
Weglassung jedes zweiten Gliedes und die Spaltung bei der Domi-
nante zum Gleichen fihrt.

Wir schreiben die Spaltung in der me

N3:z =033% 13230
2 .O 11920 =z2—1

Wollen wir den beiden Halften nach der Spaltung symmetrische
Form geben, so koénnen wir schreiben:

Spaltung: _? =011

Spaltung:

T =©21300312m=7—1
Die Spaltunosformel ist nichts anderes als unsere allgemeine
Transformationsformel:

N

~,7w"0bei' far die erste Halfte 7 — 0; z, =1 ist, .
fir die zweite Halfte Z=1; zg =
Daﬁ es moghch ist, jede Reihe Nn in zwei gleiche und wenn
man will, symmetrische Reihen zu spalten, ist eine merkwirdige
Eigenschaft der Funktion. Wir konnen allgemein schreiben:
Ny =No—1+ Not 2. B. Ny=N; N, oder symmetrisch:
N, =,N + N, oder N; =,N;; N, ist die Halfte von N,.
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Anmerkung. Die Spaltung kann mit einer Division durch 2 ver-
glichen werden. Eine Teilung in 3.5 ..... n gleichgehaute Teile kann aber bei
ihr nicht geschehen. Nur Halbieren. Das liegt an der zweiseitigen Symmetrie
der Reihe.

Analogon. Ich kann jedes riaumliche Gebilde, jedes Wesen
mit einer Symmetrieebene in zwei gleiche Halften spaiten. Merk-
wirdig bel unserer Funktion ist, dak die Spaltung in jede der hei-
den Halften eine neue Symmetrieebene bringt, die wieder eine
Spaltung in zwei gleichgebaute Reihen ermdoglicht. Das hat seine
Analogie in der Vermehrung der Lebewesen durch Abspaltung.
Jedes abgespaltene neue Lebewesen erhilt die Symmetrieverhilinisse
des Urspriinglichen.

AuBer der zweiseitigen Symmetrie ist eine drei-, vier-, sechs-
seitige denkbar. Sie kommt in der Natur z. B. bei den Krystallen
vor und es kann eine ihr entsprechende mathematische Funktion
gedacht werden. .

Die Analogie unserer Funktion mit den Entwicklungsvorgingen
bei den Lebewesen (Tieren und Pflanzen) ist keine auffalligce. Wir
werden immer mehr erkennen, wie die Complikations-Funktion die
Entstehung, Vermehrung und Entwicklung der Mannigfaltigkeiten
in der Natur heherrscht. Diese Eigenschaft hat keine mir bekannte
mathematische Funktion. Die Complikations-Funktion dirfte daher
berufen sein, in die Mechanik auch des Organischen_einzugreifen.

Umkehrung, Jede mathematische Funktion setzt die Moglich-
keit der umgekehrten Funktion voraus. Damit ist nicht gesagt, daB
die umgekehrte Operation jedesmal ebenso leicht auszuftihren ist.
Der Abstieg kann leichter oder schwerer sein als der Aufstieg.

Ist es moglich die Reihe N, in zwei Reihen Np_; zu spalten,
so ist es auch denkbar, N, aus zwei Reihen N,_; zusammenzulegen.
Diese Zusammenlegung ist in der Tat ausfihrbar: wir wollen sie
Koppelung (Copulation) nennen.

Copulation (Hoppelung) sei das ZusammenstoBen von zwei
Reihen Ny zu einer gemeinsamen Reihe N,. Das Schema ist
wieder:

No=N, 3 +N,3 2 B. NN=N,+N, oder =,N+X\,
Copulation ist die Gegenoperation der Spaltung. Will ich zwei
Reihen N, parallel zu einer Reihe N,.; zusammenstofen (koppeln),
so geschieht dies durch die beiden Operationen:

links: z! = Zj_l : rechts: 21 =12 41
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Belsplel ,
Parallele Copulation: N, +N =03112».0112w0=z -
Z 11 2 . 3 —_ 4 .
N?’_'_Z'*]—l 03'»—2-751122300 £+1

S‘wmmetrlsches msammensw[sen geschieht nach den Formeln

links: z1 —TJ—;; rechts: z' =1z -+ 1

Beispiel. | _ S
Symmetrisehe -Copulation. . ' -
NIN=0211002120=
‘N3;;—_1‘_;1_AZ——_—‘0-§%§1-1%23 =a~}—1

Beim Koppeln der :beideh Reiben verdoppelt. sich der Ver-
einigungspunkt p=1. Das entsprichit seinem Wesen. Der Sym-
metriepunkt (1) der Reihe ist sich selbst reziprok und sich selbst
symmetrisch.. Das gibt ihm das doppelte Gewncht verstdrkt seine
Bedeutung und macht ihn zur Dominante.

Zum Zweck der symmetrlschen Koppelung haben wir die
eine der heiden parallelen Reihen umzukehren (vgl. S. 66). Die
symmetrische Koppelung = dirfte den Vorgangen m der Natur am,
besten entsprechen. : -

Geometrische Darstellung der Koppelung zur Reihe né‘.éhst—
hoherer Stufe.  Wir wollen die Copulationen:
oN+No=N; N+N=N;; N+ N,=N; _
geometrisch durchfiihren. Daraus ergibt sich der allgehleine Fall.
Zu diesem Zweck -schreiben wir genannte Reihen in-zwei Formen
an.  In Normalform und in symmetrischer Form. Wir haben: -

| Normalform. Symmetrische Form.-
N, =0 o Ny=1+++ it
N, = 0 S 1 © Ny=1+--0-+-1
Ny=0-3-1-2-®» N=1..0-1-1
N,=02:2212230w N =1III011%1z1

Wir wollen je zwei gleiche Reihen symmetrisch in der Normal-
form zusammenstoBen. Zunichst die einfachsten. So haben wir:

Copulation 1. N+ N, =N, (Fig. 50).

Die Vektoren (MA=a und MB =D)) bilden eine Gabel, d. h.
eine Reihe N,. Auch die Vektoren MA=a und MB'=D1 bilden
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eine Gabel, d. h. eine Reihe N,. In normaler Projektion bildet sich
eine Gabel ab auf einer Geraden AC || MB ab und liefert die
Punkte A =0 und CG= o, so-
mit die Reihe N,= 0. Die
Gabel ab’ bildet sich = auf
AC | MB' ab und bildet die
Reihe N= @& 0. Wir stoBen
beide Gabeln zusammen, so dag
die beiden M A zusammenfallen
und erhalten nun als Summe
die trifurkale Gruppe:
MB-:-MA . MB.

Diese bildet sich auf der sym-
metrischen Projektionslinie ¢'A ¢
in den Punkten ¢'Ac ab. Neh-

) men wir als EinheitsmaB c A =
A ¢'=1, so haben wir die Reihe:

N,!= 101 in symmetrischer Form.

Wollen wir dieser Reihe die Normalform geben, so verlingern
wir CA bis B' und erhalten fir die 3 Vektoren, wenn wir den
0 Punkt nach B' verlegen und als Einheitsma B'A =MB'=MB
nehmen, die Reihe: BAC=01wx =N\,.

Wir sehen: Die erste Complikation N, =01 setzt sich aus
zwei Gabelungen zusammen. Wir wollen die einfache Gabelung
Bifurkation nennen, die erste Complikation Trifurkation. Beide
spielen in der Natur eine groBe Rolle.

Copulation 2. NN, =N, (Fig. 51).

Wir wollen auch dies Bei-
spiel ausfithrlich darlegen. Die
drei Vektoren adb bilden eine
trifurkale Gabel, eine Reihe Nj.
Auch die Vektoren ad' b bilden
eine trifurkale Gabel, eine Reihe
N;. Innormaler Projektion bildet
sich die Gabel AMB=adb auf
einer Geraden A G | MB ab. Sie
liefert die Punkte A=0,D =1
und C=o0, somit die Reihe
01loe=N,. DieGabel AMB' =
ad'b' bildet sich auf AC- || MB'
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ab in den Punkten A ==0; D=1; C=®. Sie 1mefert somlt die
Reihe 3510 =,N. ' R
- Wir stofen belde Gabeln zusammen, so daB belde Vektmren MA
zusammenfallen und erhalten nun als Summe die finfgliederige
Gruppe: bdad'b. Sie bildet sich auf der symmetrischen Projek-
tionslinie in den Pnnkten ¢'d'Adc ab. Nehmen wir als Einheits-
maB ¢ A= Ac=1, so haben wir Ad—j, Ad=—1 und wir er-
halten die Reihe |
Ny=130%1in symmetrlscher Form.

Wollen wir dieser Reihe die Normalform geben, so verlingern

wir C A bis B' und . erhalten fiir die 5 Vektoren, wenn wir den Null-

punkt nach B' verlegen und als Einheitsmaf BA=MB'=MB=b=1

nehmen, die Reihe: B'ACG =N, = 041 2 0. Wir sehen, die zweite
Complikation Ny == 0 £ 1 2 oo setzt sich aus zwel trifurkalen Ga—
belungen, d. h. aus zwei Reihen Ny =0 1 o0 zusammen.

Mechanisch betrachten wir die Vektoren als gerichtete Krifte
von bestimmtem Mag, in der Krystallographie als Partikelkrifte und
zugleich als Flichennormalen. Auch in der belebten Natur haben
die Vektoren und ihre Gruppen ihr Aquivalent. -Es wird unsere
Aufgabe sein, mit dem Aushau der Funktion (alcrebralsch und geo-
metrisch) deren Aqulvalent auszubauen. :

~ Beispiel 3. Copulation 8. ,N-+ N, =N, (Fig. 52).

Wir wollen auch dieses Beispiel ausfahrlich darlegen. Das

empfiehlt sich, weil die Verhilinisse (wie die Figur zeigt) schon

recht compliziert sind Mit diesem Beispiel durfte der allgemeine
Fall klargelegt sein.

+

- Wir kommen so bis zu der Normalreihe N,. Diese ist uns
von dem ‘groften Interesse und es ist uns von besonderer Wich-
tigkeit, uns mit ihr zu befassen, weil sie (mit wenigen Ausnahmen)
die Grenze bildet, die die Natur bei der Bildung ihrer harmonischen
Complikationen nicht Gberschreitet.

Warum sie das nicht tut, ist durch das geometrische Bild
Fig. 52 hibsch illustriert. Alles rickt so eng zusammen, daB bei
weileren Emschnebungen die Gefahr besteht, daB die reinliche
Scheidung versagt. Wir kommen in der Natur, wie in der Kunst
(Musik und Farben) bei N, in den Zustand der Ubelfemerung Zur
Temperierung bei den Tonen, zu den Mlschfarben in der Kunst.

Wir kehren zu unserem Spezialfall der Copulatmn 3 in
oeometrischer Form zuriick. ‘ '
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© Die 5 Vektoren ae &b (Fig. 52) bilden -ein [fnfstrahliges har-,
monisches Bindel, eine Reihe N;.  Auch die 5 Vektoren a¢' &' 8'h"
bilden ein solches Bimdel N,. In normaler Projektion bildet sich das
o0 erstere Bindel auf einer
Projektionslinie AC || MB
ab. Es liefert die Punkte
L A=0; E=14; D=1,
F=9; (=0, somit die
Reihe Ny=0%12¢«. Das
Bindel AMB =#¢82D
bildet sich auf AC'|| MB'
ab in den Punkten A' =0;
E=3% D=1; F=29;
(=1, bildet somit die
Reihe: @2 1 I 0 = ,N.
Wir stoen nun beide
Biindel zusammen, so dak
die Vektoren M A = «
beider Bindel sich decken und erhalten nun als Summe die
9gliederige Gruppe: b{dezaz'8{'b. Diese bildet sich auf der
symmelrischen Projektionslinie in den Punkten cfde Ae'd' f ¢ ab.
Nehmen wir als Einheitsma ¢A = Ac¢ =1, so haben wir:
cA=1;fA=5;dA=];eA=1. .. Ae=1; Ad=1;Af=41: Ac=1
und wir erhalten die symmelrische Reihe:
N =1311033321
Wollen wir dieser Reihe die Normalform geben, so verlingern
wir CA bis B' und erhalten fir die 9 Vektoren, wenn wir den
Nullpunkt nach B' verlegen und als Einheit B A =MB == MB=—1 = 1{
nehmen, die Reihe:
Ny=031123213223=,
Wir sehen, die 3. Complikation N, setzt sich aus 2 Bindeln
Ny= 011 2 oo durch Copulation zusammen.

In der glewhen Weise kénnen wir 2 Reihen N; zu einer Reihe

N, durch Copulation zusammenstofien. Allgemein eine Reihe N, aus

2 Reihen Ny._;. D. h.: anch die kompliziertesten Reihen lassen sich

durch wiederholte Gabelung und Copulation aufbauen, ebenso

wie durch unsere Differenzierung nach dem Complikationsgeseta.
Beide Bildungswege fithren zu dem gleichen Resultat.
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Copulation. Allgemeiner: Fall. - Wir wollen iun''das Zu-
sammenstoBen zweier Reihen zu einer nichst "hoheren Bmhe T

N+N —Nn-H.

seometrisch darstellen. Das ist der allgemeine. Fall der Copulatlon
Wegen seiner Wichtigkeit wollen wir ihn ausfithrlich geben

Es sollen die beiden Reihen
pN==3 « % « = o v« - 0=cA und
Nil =t 0 . . [} . 0® . s 0 OO —= AG

susammengestofen (copuliert) wer- (- R N
den, d. h. es sollen die beiden har- ' ' 74
monischen Biindel b'8 e und 28b
in ein Biindel vereinigt werden.
(Fig. 53). Geometrisch geschieht -
das dadurch, daB wir die Vektoren
beider Biindel in « zusammenfallen
lassen und gemeinsam auf eine
Linie B'A C (oder B A C') projizie-
ren. Dabei behilt jeder Vektor ()
des Biindels A M B seinen Projek-
tionspunkt D auf A C bei.. Aber. . _
der Zihlungsanfang (0) wird von - . - Fig.'53. .

A nach B' verlegt. B' erhilt nun

die harmonische Zahl p=0; A die Zahl z¥ =1, d h AC mlt

seinen Punkten (bisher 0. ... ..o) wird zur uberen 'Hilfte
(1- EERRR @) der Normalreihe Nn+1 Wir habeﬂ dle [‘I'allsfor-'
mation: AV — p+1 p= gV

Das Bimdel B'M A 'war auf C'A projiziert und bildete die Reihe
(o0 - 0). Es soll nun auf die Gerade B'A projiziert werden, wobei
B'=0, A=1 wird. Die Léinge B'A ist = 1. Das Biindel-B'MA,
auf B'A projiziert, bildet somit die innere Halfte (0« 1) der Normal-
reihe B'AC. Der Vektor &, der auf AC' in D' projiziert war, pro-
jiziert sich auf B'A in d. Dann ist:

Bd=z" dA=1—2"

Damit der Punkt C' dem Punkt B' korrespondiere, A an seinem
Ort bleibe, ist zundchst die Reihe G'A = (- 0) zu transformieren
in CA=(0-0). Wir nannten das Inversion. Dann verwan-

delt sich: , . 1 R
Ad=p  in Ad'=-
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An Stelle von 1 steht dann 2. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke D'd'A und Md'B' (Fig. 54) folgt:
D'A:MB' =dA:dB'
L= = 7y ¢ 1
Z

daher p= T

Wir sehen: die Copulation fiihrt
zu unseren Transformationsformeln

IV -
p=uz -1 p= o

Wir haben jetzt das Mittel, beliebig
aus der analytischen Behandlung der
Copulation und der Spaltung in die geometrisch-mechanische iiber-
zugehen und umgekehrt.

Die Rechnung ist einfach, doch erfordert es einige Ubung, um
sich 1n den Zusammenhéangen und den entsprechenden Naturerschein-
ungen zurechtzufinden.

Geometrische Deutung der Transformationen. Wir wollen
im Folgenden das geomeirische Aquivalent unserer 5 Transfor-
mationen ableiten.

1. Transformation N*:N (allgemeine Form N7): p= 7“_,_7

Es erscheinen (in Fig. 55) auf AC{|MB die harmonischen
Zahlen p als Lingen von A aus, so daB fiir einen beliebigen Strahl (¢)
AE:AD=AE:MB=p ist.
AC||MB nennen wir die
parallele Projektionslinie.

Wir legen eine neue Pro-
jektionslinie durch AB. Wir
nennen sie die diagonale
Projektionslinie. Auf ihr
bilden sich die Zahlen des
harmonischen Biindels zwi-
schen MA und MB ab als
Entfernungen von einem he-

liebigen Endpunkt O. Dabei ist:
OA =z OB =1z,
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Fir einen beliehigen Strahl ME mit dem Durchstich e in
AB ist:
Qe=z Ae=z—z eB=2z—z AE:AD=AE:MB=p
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AeE und BeM folgt:

— A
T o,—z
2. Transformation N': N (symmetrische Form): p= } i;
In Fig. 56 haben die Linien
und Buchstaben die selbe Bedeu- 3 ?

tung wie in Fig. 55. Doch ist
der Anfang der Zihlung von z' in
den Punkt d verlegt, den Projek-
tionspunkt der Dominante. Dann
haben wir fur einen beliebigen
Strahl ME mit dem Schnittpunkt
ein AB:

Ad=dB=1 de=2z Ae=1+z eB=1—12
wobei: AE:MB=p

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AeE und BeM folgt:

1 4 z!
P=7 7 |
3, Transformation N : N (Oktavenform); p :1_%)_".:_‘{%
- ] Y—z

(o]

In Fig. 57 ist auf der Diagonalen AB der Anfang -der Zihlung
nach O verlegt, wobei:
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Damn ist: Oe=1z"; Ae=1z'—1; eB=2— z'; AE:MB = p.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AeE und Be) folgt:

( ‘ ‘ z'—1
: : . ]) = 9 o Zn
4. Transformation N :N (innere Halbform): p = Ti o

. In Fig. 58 ist der Anfang der Zahlung auf der Diagonale A B
in den Punkt A =0 gelegt und es ist AB = 1 zur Einheit gemacht.
Dann ist far einen beliebigen Strahl ME mit dem Durchstich e
in AB: ‘
AB=1; Ae=:"; eB=1—2"1; AE:MB=r.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AeE und BeM folgt:

- co

{
ICIR By

—_ OO

Fig. 59,

5. Transformation N': N (iufere Halbform): p = 21V —1.
Die Transformation besteht in einer Verlegung des Anfangs
der Zihlung auf AC von A =0 nach F = —1 (Fig. 59). Daraus
ergibt sich unmittelbar:
p=uzvV—1

Bifurkation und Trifurkation,

Der Complikation muf, wie wir gesehen haben, eine Gabelung
vorausgehen, wenn Mannigfaltigkeit aus der Einheit entstehen soll.
Ja es wurde oben gezeigt, dak alle Complikation als wiederholte
Grabelung angesehen werden kann. Das Zusammentreten von z\wei
oder mehr unabhiingigen Einheiten zn gemeinsamer Wirkung ist
ein Vorgang wesentlich anderer Art. Es ist zq prifen, ob bhei solch
freilem Zusammenwirken das Gesetz der Complikation sich erfillt.
Ob nicht vielmehr das Auftreten der Complikation mit ihrer har-
monischen Zahlenreihe auf Differenzierung aus einem Ganzen zu
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schlieBen zwingt. Diese. F1 age mochte ich .ohne eingehende Priifung
nicht entscheiden, doch vermuite ich, dak letztere ‘Annahme zu-
heﬁ’end ist. o - ’ h I

Scheinbare Ausnahmen. Emlge Belsple]e schembarer Aus-
nahmen maogen m@eiuhrt werden: C e

1. Gruppierung. Das Zuswmmentreten freler Elemente Zu einem
Ganzen nennen wir Gruppierung. Es O‘Ibt ‘harmonische Gruppie-
rungen, z. B. in der Kunst. Es wird jedoch solche Gruppierung,
soweit sie Menschenwerk ist, von dem menschlichen Geist geleitet
und dirfte nichts weiter sein, als ein in die Aukenwelt getragenes
Abbild (Objektivierung) eines geistigen Vorgangs, der durch Gabelung
(im Aufnahmsorgan) aus einem Ganzen entstanden ist und deshalb
dem Gesetz der Complikation folgt. ' '

. Die Planeten und Satelliten bilden harmonische Gruppen
und ordnen sich nach dem Gesetz der Complikation um den Zentral-
korper. Sie stehen scheinbar frei und einzeln nebeneinander. Aber
es liBt sich zeigen, daf sie sich aus einem Ganzen durch harmo-
nische Gliederung "abgespalten haben. Gerade “die. harmonischen
7Zahlen in den Sonnendistanzen beweisen, dak die 'Planeten sich
nicht einzeln von der Sonne losgeldst und. sich ihren Ort im Welt-
raum gesucht haben. WNicht durch Gruppierung, sondern durch
Differenzierung hat sich unser Sonnensystem gestaltet. Daher
kommt es, daB dasselbe ein harmoenisches Ganzes bildet.

Gabelung ist einer der elementarsten Entwicklungsprozesse in
der Natur. Sie entspricht, wie oben gezeigt, einer Abschnirung
ohne vollstindige Trennung (Gliederung, nicht Teilung), wobei die
beiden neuen Gebilde freie Bewegung erhielten, mur gebunden im
Abschniirungspunkt. Die Gabelung kann sich, immer feiner werdend,
heliebig wiederholen.

Ein Bild so]cher Gabelung 1st der Baum von der ersten’ Fur-
kation im jungen Keim tansendfach Wledelholt ja millionenfach in
demselben Raum. . Wie viele Gabelungen mag eine tausendjihrige
Fiche in ihren Asten und Zweigen bis zum feinsten Trieb vollzogen
haben. Und dabei ist der Baum ein harmonisch gegliedertes Ganze
ceblieben.

Mit der Bifarkation Hand in Hand geht die Tmfurhtwn,.
die Dreigabelung. Sie ist, wie wir sahen, eine wiederholte Bifar-
kation. Bei der Gabelung treten an Stelle des ursprimglichen.
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Vektors (1) (Fig. 60) zwei neue Vektoren '2 2' in neuien Richtungen.
Dabhei bleibt in der Regel ein Rest von 1 in der alten Richtung.
Dieser Rest wirkt begunstigend auf die Bildung der Dominante 3,
innerhalb Gabel '2 2, indem 3 in die Richtung 1 fillt und sich zu
dem Rest addiert (Fig. 61). Ein Bild fir den Vorgang ist die
Bildung der Knospe in der ‘Gabel. Wird die Knospe 3 durch den
Rest in 1 wesentlich verstirkt, so kann 3 stirker werden' als '2 2'.
Dann wichst 3 tber '22' hinaus und kann sich wieder gabeln
(Fig. 62). - Dasist ein
bei Pflanzen gewshn-
~ liches Bild. Wir finden
dasselbe aber auch in
der unbelebten Natur,
z. B. bei den Schnee-
krystallen.: Die gleichen
Gebilde bringt die Kunst
hervor, und zwar aus
innerem, durch die Naturgesetze geleitetem Gestaltungstrieb, nicht
im Kopieren der Natur. Erst nachdem die Kunst ihre Werke
der Ornamentik geschaffen hat (vielleicht schon wahrend des Schaf-
fens), erkennt sie ihre Konkordanz mit der nach den gleichen Ge-
setzen schaffenden Natur. Sie macht eine Trifurkation und nennt
das Gebilde ein Kleeblatt. Die wiederholte Bi- und Trifurkation
kann prinzipiell ins Unendliche gehen. Wir koénnen den Vorgang
neben die Iteration in der Mathematik stellen. Die Wiederholung
fahrt zu immer weitergehender Verfeinerung, bis. in der Natur eine
Grenze erreicht ist. ,Es ist dafiir gesorgt, dak die Biume nicht
in den Himmel wachsen. Die Summe aller Gabelungen aus einem
Anfangs-Vektor bildet ein harmonisch differenziertes Ganzes, den
Baum.

Unsere Gabel als Werkzeug, das Urbild unserer Furkation,
ist urspriinglich ein Ast mit seinen Zweigen. Noch heute macht
man solche Gabeln.

In der Genealogie macht man, in Analogie mit dem Natur-
vorgang, den Stammbamm mit seinen Zweigen als Bild der
Familie. _ | _

Quinquifurkation (Funfgabelung) (Fig. 63) ist eine weit sel-
tenere Erscheinung als' die Trifurkation. Ein Beispiel in der
Natur ist die menschliche Hand, sowie die Rippen mancher
Blatter. - v

Fig. 61.

Fig. 60.




Uber Complikation und Displikation. 81

Nonifurkation (Neungabelung) (Fig. 64) ist-die natiirliche Wei-
terentwicklung. Sie entspricht der Normalremhe N;. Damlt durfte,
wie tberall in der Natur, prak- :
lisch die Grenze erreicht sein.

Schone Beispiele der wie-
derholten -Gabelung bis zu der
Grenze N, bieten in der unbe-
leblen Natur beispielsweise ‘ die ,. : .

Formen der Schneekrystalle.* Fig. 63. ~ Fig. 64

Displikation.

Displikation nennen wir die Gegenoperation -der -Compli-
kation. ' : 7

Geometrisch-mechanische Darstellung der Displikation. Wir
nannten Complikation ein Ersetzen von zwei priméren Vektoren
durch eine harmonische Gruppe schwicherer Vektoren in der Ebene
der primédren. Die umgekehrte Operation (Displikation) ist die Er-
setzung einer Gruppe von Vektoren durch zwei Hauptvektoren.
Displikation geschieht durch Zerfall jedes Vektors in zwei Kompo-
nenten in Richtung der Hauptvektoren nach dem Parallelogramm

der Krifte. Dabei summieren sich die nun g]elchgenchteten Kom-
ponenten.

Beispiel. Fig. 65 zeigt die:Ersetzung der Vektoren CD E durch
ihre Komponenten in den Vorzugsrichtungen B ’
A und B. Die zur Displikation gelangende
Vektorengruppe kann eine harmonische oder
eine nichtharmonische sein.” In der Natur
spielt sich der Vorgang oft in der Weise ab,
daB’eine Anzahl nicht harmonischer Vektoren
sich (durch Displikation) zu wenigen Vorzugs-
Vektoren sammelt und dag sich dann zwischen
den Vorzugs-Vektoren (durch Complikation)
harmonische Gruppen entwickeln. .

Beispiel 1. Bei den Krystallen nehmen wir an, die krystall-
bauende Partikel sei von einer Kraftsphire umgeben, in der nach
vielen Richtungen, vielleicht nach unendlich vielen, Attraktionskrifte
wirken. Die Attraktionskrifte sammeln sich unter bestimmten Ein-

! A
Fig. 65,

! Vel. Goupscryior, Atlas der Krystallformen 1916, Bd. 3, Taf 64—81.
Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, Mathemat.-naturw. Kl Abt. A, 1921, 12.Abh.
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fliissen, wie sie den Krystallpartikeln und ihrer Umgebung eigen-
timlich sind, zu einer kleinen Zahl (meist 6, seltener 8, noch sel-
- tener 12) Kriften in Vorzugsrichtungen, die die Kraftcphdre ersetzen.
Wir nennen sie Primarkrafte. Je zwel solcher Krifte in Vorzugs-
richtungen (Primirkriifte) A B bilden- eine Ebene (Zonenebene). In
der Ebene zwischen A und B vollzieht sich die Complikation und
bildet ein harmonisches Kriftebtindel.. Zu jedem Vektor dieses Bun-
dels steht eine Krystallfliche senkrecht. Diese Flachen bilden das
harmonisch gegliederte Zonenstick A B. Ist diese Auffassung zu-
lreffend, so geht der Complikation die Displikation voraus.
Beispiel 2. Polarisation des Lichts. Wir nehmen beim
gewohnlichen Llcht Schwingungen an, senkrecht zum Strahl nach
allen Richtungen. Durch Polarisation werden alle diese Schwingungen
ersetzt durch Schwingungen in zwei aufeinander senkrechten Rich-
tungen. Diesen Vorgang kénnen wir als Dnsphkatlon auffassen.
Wir nehmen in jeder Schwingungsrichtung einen Vektor als Maf
fiir die Schwingungskraft, zerlegen diese Vektoren in Komponenten
nach den Polarisationsrichtungen und addieren die Komponenten.

Wir koénnen definieren:

Displikation ist die Sammlung verschieden gerichteler
Yektoren in Vorzugsrichtungen,

Auch in anderen Gebieten der Krystallphysik stoken wir auf
Vorgange, die wir als Displikation auffaasen und durch die Dis-
plikations-Funktion darstellen konnen. '

Furkation und Displikation. Ein einzelner Vekior kann durch

Displikation in zwei Vektoren von gegebener Richtung zerlegt wer-
den. Das ist der Fall bei der Bifur-
kation. Bleibt ein Rest in der alten
Richtung ungespalten, so haben wir die
Trifurkation. '
Beispiel. Ein Vektor MO=0D=c¢
(Fig. 66) soll durch Bifurkation in zwei
Vektoren in Richtung OA und OB ge-
spalten werden. Das geschieht mit Hilfe
der Parallelen D A und DB. Dann ist
0D =c' = ¢ die rdumliche Summe von
Fig. 66. Fig.67. - OA=aund OB=Db oder (geometrisch-
' mechanisch) ¢=a - b. .
Bei' der Trifarkation (Fig. 67) haben wir: c=a-+b ¢\
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Algebraische Darstellung der anurkatmn Wir hatten die
Complikationsreihe in der Form:

= [1+(a by )+ (ag - bod) + - + -+ + (Baa+ boai) +i | =1+i,
wobei i = V— L. Hier stehen die beiden Endvektoren senkrecht
aufeinander. :

Dann ist Displikation = Spaltung der Reihe in einen reellen
und einen imaginiren Teil, d. h. In zwei aufeinander senkrechte
Vektoren. Den Fall haben wir beispielsweise beim polarisierten
- Licht. Wir haben:

+—0O04b +by+ v bayH+1)in
Eine allgememere Form der Comphkatlonmelhe ist:

[ @000 2y Do k) -+ -+« (30t o t) +k]

wobei k =a - Bi eine beliebige komplexe Grofe ist. Nun bilden
die Endvektoren beliebigen Winkel und hahen ung]exche Einheit.
stphkatlon ist dann die Spaltung:

'—-——(l—{—al—l—ag—{----'- + a1+ 0)
o @b by b+ 1)k

oder allgemein: :
Co=— A+ @ a+D, B)+(a2A+b B)-t-+ - +(an—1‘A+bn_lB)+B];.

wobei A =a -+ ai; B=D>b - Bi beliebig groke und beliehig ge-
richtete Vektoren sind. Im speziellen Fall khnn A=1, B=i sein.

D]spllkatlon ist dann die Spaltung in dle beiden Vektoren:
Ca -——(1—1—31 —{—a2 L. 4 apy %—O)

(0 4b, +by 4o 4 bug+ 1)B,
wobei tiberall: (1 -}-a, +ay + ++ + 4 8,3 4 0)
: = (044D, +b2‘+---—|—bnﬂ;1—|=]')‘=m ist.
" Die Summe (Z) aller Glieder ist tiberall:
T=A+B. .

Displikation im Raum. Ein Vektor im Raum kann in Kom-
ponenten nach drei gegebenen Richtungen: des Raumes zerlegt wer-
~den.- Alle Vektoren im Raum konnen in drei Hauptrichtungen

6 ’
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aufgesammelt werden. Wir nennen das Displikation im Raum.
Algebraisch konnen wir dafiir schreiben:

Comp OFa a4 - FtaitnDA

'—f—ﬁll—(‘O—l—bI—l—bgfl-"‘J:"bn—-l_{_l)B

o O+ete A+ taat )O=A+B4C,

wobei A B C gegebene vektorielle Einheiten im Raum sind.

Umformung sei die Umwandlung einer (eventuell harmonischen)
Vektorengruppe in eine andere, gleichwertige. Das geschieht durch
Displikation und darauffolgende Complikation, im Raum oder
in der Ebene.

Wir sammeln durch Displikation die Komponenten der Vek-
torengruppe in zwei oder auch mehr gegebene Richtungen und er-
halten so neue Anfangs-Vektoren. Zwischen diesen neuen Anfangs-
‘Vektoren vollzieht sich die neue Complikation.

Bei den Krystallen ist solche Umformung eine hiufige ung
wichtige Erscheinung. Wir nennen sie da: Wechsel des Habitus,

Beispiel 1. Eine Krystallart, z. B. Alaun, krystallisiert vor-
zugsweise in Oktaedern und bildel ein Formensystem, bei dem die
Anfangsvektoren (Primérkrafte) senkrecht zu den 8 Oktaeder-
flichen gerichtet sind. Zwischen den Anfangsvektoren entwickeln
sich nach dem Complikationsgesetz die harmonischen Buandel und
senkrecht zu diesen die Krystallflichen des Alauns. Sie bilden das
Formensystem des Alauns. Das Oktaeder und seine Deszendenten
bestimmen den Habitus. ~

Nun kommt es vor, dak unter anderen duferen Bedingungen
(andere Losungsgenossen, andere Temperatur) in der Mutterlauge,
der Alaun i Wirfeln krystallisiert. Dann sind die Vektoren
senkrecht zu den 6 Winfelflichen die Anfangs-Vektoren. Wir
nennen nun diese die Hauptprimarkrafte. Zwischen den Wiirfel-
normalen entwickeln sich durch Complikation die harmonischen
Bundel und hilden das Formensystem des Alauns unter den neuen
Bedingungen. Der Wiirfel und seine Deszendenten bestimmen nun
den Habitus. Das Ersetzen der Oktaeder-Vektoren durch die Wirfel-
Vektoren, als Hauptprimérkrafte, aus denen das Formensystem sich
ableitet, nennen wir Anderung des Habitus.

Beide Arten von Vekioren sind voneinander abhingig. Ich
kann die Oktaeder-Vektoren in Wirfel-Vektoren umwandeln; - gra-
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phisch oder durch Rechnung. Das geschieht durch Displikation.
Jeder Oktaeder-Vektor zerfillt in drei Komponenten in Richtung
der drei benachbarten Wiirfel-Vektoren. Nachdem dies geschehen,
setzt zwischen den neuen Wirfel-Vektoren die Complikation ein
und erzeugt das neue Formensystem mit dem neuen Habitus.

Umgekehrt kann man das Witrfel-Formensystem in ein Oktaeder-
Formensystem durch Displikation und darauffolgende Complikation
umsetzen. Wir sehen, beide Operationen gehen Hand in Hand.
Complikation und Displikation lassen sich ebensowenig trennen,
wie Addition und Subtraktion, Multlplxkatmn und Division, Poten-
zieren und Radizieren u. a.

- Beispiel 2. FEin Nikol-Prisma polarisiert das Llcht Es sam-
melt die Schwingungs-Vektoren in zwei aufeinander. senkrechte
Richtungen durch Displikation. Eine Drehung des Prismas bewirkt
Umformung durch Sammlung auf neue Hauptrichtungen. Das ge-
schieht durch Displikation. '

Complikation und Displikation in der Kunst. In vielen,

ja wahrscheinlich in allen Gebieten der Kunst, wird das Gesetz der
‘Complikation angetroffen. Streng lie es sich bisher in der Musik

und in der Farbenkunst nachweisen. Nun haben wir allgemein
gezeigt, daf Complikation und Displikation nicht zu trennen sind,

"dab die eine der beiden Funktionen die andere voraussetzt und

mit sich bringt. Wir wollen nun fiir eine der Kinste, fir die
Musik, ‘zeigen, dah sich in der Tat Displikation nachweisen laft,
ja dak sie der Complikation vorausgeht. -

Die Entwicklungsgeschichte der Musik gibt folgendes Bild: Aus
einfachen, primitiven Anfingen hat sich die Musik durch Comph-
kalion immer reicher entfaltet. Der Reichtum (besonders in der

 Harmonie) hat zugenommen, bis er in der heutigen Musik zu einer

verwirrenden Fiille gefithrt hat und zu einer Uberfeinerung und
einem Reichtum, die dem Chaos zustreben

Der primitiven Musik ist jedoch ein chaotischer Zuustan.d vor-

‘hergegangen. Es hat sich die primitive Musik aus dem Gewirr der

Klinge durch Bildung reiner Téne abgeklirt. Diese Abklirung ist
Displikation, d. h. Verdichtung (Sammlung) des Gewirrs der
Klinge auf wenige Einzelklinge. So wird die Sprache zum Gesang.
Das primitive Musikinstrument glbt einen Vorzugstcm an Stelle der
(erdusche. Wir konnen sagen:
Musik ist eine. Abklirung zu harmomsehen Gruppen
" und Folgen aus dem Chaos des ‘Erklingenden.
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Nachdem dann durch fortschreitende Complikation (wie sich
streng verfolgen lifit) die Mannigfaltigkeil bis zum Chaotischen ge-
steigert wurde, haben wir uns dem Anfangszustand gendhert. Der
Gesang wird wieder zur Sprache, der Bel Canto der Italiener wird
zum Waenerschen Sprechgesang. Damit ist die Periode der Ent-
wicklung geschlossen. ’

Die Musik entwickelt sich aus dem Chaos durch Abklirung zu
reinen Tonen (Displikation), sie differenziert sich (durch Compli-
kation) bis zur klassischen Hohe und dariiber hinaus durch Uber-
reicherung bis zum Chaos. Dann muf und wird, um aus dem
Chaos herauszukommen die Abklirung (dulch Dlsphkatmn) neuw ein-
setzen. Dieser Vorgang, den wir heute erleben, zeigt den periodischen
Verlauf der Entwicklung in stetlgem Wechsel von Dnspllkatlon und
Compllkatlon : '

Transponleren in der Musik ist ein Wechseln des Grundtons
und damit zugleich aller seiner Ableitungen, wie sie das Stiick ent-
halt. Das Transponieren in der Musik enlspricht in der Krystalli-
graphlé' einem Wechsel des Habitus, von dem oben die Rede war.
Wir konnen uns den mechanischen Vorgang so vorstellen, dab alle
Toéne auf den neuen Grundton projiziert werden und daB sich aus
dem neuen Grundton das Stiick ebenso entwickelt, wie aus dem
urspriinglichen.

" Modulation ist ein ihnlicher Vorgang im Kleinen. Hier wech-
selt der Akkord durch Wechseln -des Grundtons, Wechsel des
‘Grundtons ist aber Displikation, das ist Sammeln auf gegebene neue
Vorzu gs-Vektoren.

Diese Andeutungen mogen hier geniigen. Sie werden verstind-
licher mach den noch nicht verdffentlichten Untersuchungen des
Verfassers tiber Musiklehre. Wir wollen auf die Displikation hier
nicht néher eingehen. lhre Eigenschaften ergeben sich aus denen
def Complikation. Bestatigt sich die Complikations-Funktion als
eigenartig und wichtig, so gilt dies auch fir die Displikation.

Fanktion mit konstantem Summenwert. Die Complikations-
Funktion unterscheidet sich von anderen mathematischen Funktionen
dadurch, dak ihr Wesen nicht durch den Summenwert der Glieder
ausyedriickt ist, sondern durch die Zahl und Eigenart der Glieder.
Selbst” wenn' die Zahl der Glieder unendlich ist, interessiert uns die
Eigenart und Anordnung der zuerst gebildeten Glieder. Dabei nimmt
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das Interesse: fur die weiteren Glieder rasch ab. Diese nahern swh
der Null' und konnen vernachlissigt werden.

Bei einer anderen Funktion F (x), z. B. x2, interessiert uns-der
Wert der Funktion als Ganzes, z. B. 32 =09, ebenso bei sin 30° = 1.
Wenn wir sin x in eirie'. unendliche Reihe auflosen, so interessieren
uns nicht die einzelnen Glieder der Reihe, sondern nur ihre Summe.

Anders bei der Complikations-Funktion, Diese bildet Reihen,
deren Summe konstant = A + B ist, wenn die Grundwerte A und B
konstant sind. Uns interessieren dje Einzelglieder der Comphkat10n5'
reihe nach Zahl und Art. Diese sind abhangig von der Stufe d[erv
Comphkahon, das ist von der Feinheit der leferenzlerung, von demi
Index (n) der Complikationsstufe C,. -

~ Es fragt sich: Ist ein mathematisches Gebilde als Funk-
tion anzusehen, wenn der Gesamtwert des Gebildes kon-
stant ist. Diese Frage ist zu bejahen. Funktion ist ein mathe-
matisches Gebilde, dessen Eigenschaften gesetzmafig von gewissen
gegebenen Werten, Parametern (x, y . ..) abhangig sind. Das Ge-
setz-der Abhangigkeit charakterisiert die Funktion. Eine der Eigen~
schaften einer Funktion ist ihre Summe, der Gesamtwert der Funk=
tion. Sie hat aber noch andere Eigenschaften und diese konnen

bei konstanter Summe variieren und von den Parametem X, ¥ ..
gesetzmifig abhingig sein.

Anmer kuug. Die Grundwerte A B miissen nicht Konstante sein. Sie kénnen
selbst variieren; in der Natur einem Entwwklunwsgesetz unterworfen sein, .

Beispiel. Ich splele in der Musik ein Stick piano. ' Dann haben die Grund-
tone eine bestimmte Kraft. Ich spiele dasselbe Sliick forte. Dann verstirkt sich
die Kraft der Grundidne und damit zugleich die aller abgeleiteten. Die Verstarkung‘
kann gesetzmiifig sein.:

_Aber fir den Moment der Gomphkatmn, fir die Emwmklung del hmmﬂmschen:
Belhen, sind die Grundwerte A B fest (konstant). C B

Complikations- Funktion — Entwicklnngs—Funktion.- Eine
weitere Eigenttumlichkeit der Funktion ist, daB sie eine Entwick-
lungs-Funktion ist, dak Entwicklungsvorginge der Natur in ihr
ihren Ausdruck finden. Andere mathematische Funktionen, - die
dies¢ Eigenschaften besitzen, sind mir nicht bekannt. Vielleicht ist
die Complikations-Funktion (gentigend weit gefaBt) die einzige.
denkbare Entwicklungs-Funktion. Dann fielen .die Begriffe Entwick-
lung und Complikation' zusammen. Es ;st zu prifen, ob- sich das
sq verhalt. Sollten sich noch andere Entwicklungs—Funktionen ein-
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stellen, so wire die Complikations-Funktion immer dadurch aus-
gezeichnet, daf sie die zuerst bekannte, vielleicht die wichtigste
Entwicklungs-Funktion ist.

Zusammenfassung.

Algebraisch erscheint die Complikation in Form einer Reihe
als eine Funktion von bestimmten Eigenschaften. Wir nennen sie
Complikations-Funktion (C). Thr Bildungsgesetz ist festgelegt. Von
ihren Eigenschaften ist erst wenig bekannt. Sie bedarf der strengen
Fassung und des mathematischen Ausbaues.

Geometrisch ist Complikation die Bildung wvon abgeleiteten,
mit Linge begabten Richtungen (Vektoren) zwischen zwei gegebenen
gerichteten Anfangslingen. Richtung und Lange der abgeleiteten
Werte ist bestimmt durch das Entwicklungsgesetz der Complikation.

Mechaniseh ist die Complikation die Einschiebung von Zwischen-
kiaften von bestimmter Zahl, Richtung und Stirke zwischen zwei
gegebenen Anfangskriften nach dem gleichen Gesetz.

Displikation ist die inverse Operation resp. die inverse Funk-
tion der Complikation.

Schlufibemerkung.

Complikation in der Krystallographie. Das Complikations-
gesetz wurde zuerst bei der Entwicklung der Krystallformen aufge-
funden. Das ist kein Zufall. Das Gesetz zeigt sich dort in seiner
strengsten Form und seiner reichsten Entfaltung. Dort sind ihm
die groBten Aufgaben gestellt. Wer sich mit dem Wesen der festen
Korper beschiftigt, das die wichtigste Unterlage unserer Physik
bildet, der wird sich entschliefen missen, der Krystallographie niher
zu treten. Denn die Krystallographie ist die Lehre von den festen
Kérpern.

Wir haben da vor uns die grofe Frage: Wie entstehen und
wie vergehen die festen Korper? Welches sind die Krifte, mit
denen die Partikel im Krystall sich anziehen und abstoBen? Wie
finden wir diese Krifte und wie erkennen wir ihre Wirkungsweise?
Wie wirkt jede solche Kraft fir sich und wie wirken mehrere zu--
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sammen? Wie feilen und vereinigen sich diese Partikelkrifte? Mit
dieser Fragestellung sind wir mitten in ‘der Kr‘ysta]lographie und
© mitten im Wirkungsgebiet des Complikationsgesetzes. . Dort: wird
der Ausbau der Complikations-Funktion die reichsten und wert-
vollsten Frichte tragen; im Gebiet der Formenlehre, ebenso wie
in der Partikelphysik, in der Kohéasionslehre und in der Krystalloptik.

Bedeutung der Complikations-Fuuktion. Es wurde zu zeigen
versucht, daf in der Complikation eine eigene mathematische Funk-
tion vorliegt, die eines Aushaues wert und fahig ist. Welches ihr
Gewicht und ihre Bedeutung sein wird, 1i6t sich noch nicht sagen.
So viel laBt sich aber schon jetzt Gbersehen, daf sie berufen ist,
in groben Gebhieten der Naturwissenschaft klirend und fordernd
einzugreifen. Sie heherrscht die Entwicklung der Flichenreihen der
Krystalle und deren Aquivalent, die Differenzierung der krystall-
bauenden und flichenerzeugenden Partikelkrafte. Sie gibt den
Fraunhofer-Linien im Spektrum und den Planeten im Weltraum
ihren Ort. Sie beherrscht den Aufbau der Werke der Musik vom
kleinsten Liedchen hinauf bis zu Palestrinas Stabat Mater und
Bachs grofer H-Moll-Messe. Sie ordnet die Farben in der Kunst
von der primitivsten der Australneger hinauf bis zu Raffael und
Holbein. Sie beherrscht die Entwicklung unserer MaB-, Gewicht-
und Zahlensysteme und greift in die unbelebte, wie in die belebte
Natur ein, iiberall, wo sich Mannigfaltigkeit aus dem Einfachen ent-
wickelt. Das ist nicht wenig. Es ist danach der mathematische
Ausbau wohl der Mihe wert. Denn je Dbesser die Funktion ausge-
baut ist, desto wirksamer wird sie in allen Gebicten eingreifen, in
denen das Gesetz der Complikation sich zeigt. Die Anfinge solchen
Ausbaues, wie sie oben versucht wurden, lassen erkennen, daB eine
einfache und elegante Fassung moglich ist. '

Die Complikations-Funktion hat vor allen anderen mathe-
matischen Funktionen (soweit ich sehen kann) den Vorzug, daB sie
nicht nur in die Mechanik eingreift, sondern auch in die Asthetik,
das ist die Lehre vom Schénen (zunéchst bei den Farben und
Tonen), und wahrscheinlich sogar in die Ethik, das ist die Lehre
vom Guten. Ist das so, so werden auch die Philosophen, wie
die Kiinstler nicht umhin konnen, sich ihrer zu bedienen und sich
bei ihr Rat zu holen.

Die Gomplikations-Funktion hat einen Weg erschlossen, der,
“von der Mathematik und Physik ausgehend, zur Physiologie der

Sinnesorgane fiihrt und von dieser weiler zu der Psychik und zur
gHx
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Erkenntnistheorie. Nachdem sie diesen Weg gangbar gemacht hat,
bleibt die Aufgabe, zu prifen, ob nicht auch andere Funktionen
solche Wege zu fiihren imstande sind. Es st aber nicht ausge-
schlossen, da nach solcher Prifung doch der Complikations-Funktion
der Vorzug als Vermittler zwischen Physik und Psychik gewahrt bleibt.

Wenn heute schon, bei ihren ersten Schritten diese merkwiirdige
Funktion klarend und férdernd in so verschiedene Gebiete eingreift,
wie wird sie das erst tun, nachdem sie in dep Handen der Mathe-

fahig ist,
Heidelberg, 1. Oktober 1921,
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