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1 Einleitung

1.1 Beschreibung der Ergebnisse

Gegenstand dieser Arbeit sind Einbettungsprobleme. Zunéchst werden solche tiber unendli-
chen Galoiserweiterungen betrachtet. Zu einer vollstindigen Klasse endlicher Gruppen ¢, einen
gegebenen Zahlkorper &k und einer Stellenmenge S dieses Zahlkérpers sei kg(c) die grokte au-
ferhalb S unverzweigte pro-c-Erweiterung von k. Ist ¢ eine vollstindige Klasse auflésbarer
Gruppen, so erweist sich diese Definition als von besonderer Bedeutung.

1.1.1 Definition: FEs sei k ein globaler Zahlkérper und ¢ eine vollstindige Klasse auflosbarer
Gruppen. Dann heifit k tn bezug auf ¢ vollstandig, wenn fir jedes prime p aus S(c) die
Erweiterung k((p)/k iber eine Galoisgruppe aus ¢ verfigt.

Es gilt nun der folgende Satz.

1.1.2 Satz: Ist der globale Zahlkorper k in bezug auf eine wvollstindige Klasse auflosbarer
Gruppen ¢ vollstindig und sind S €T zwei Stellenmengen von k mit den Eigenschaften

1. Fiir die Dirichletdichte ¢ gilt 6(S) = 0.

2. Es gibt eine endliche Erweiterung F[k in kg(c), so daff die in F sich voll zerlegenden
Stellen cs(F[k) in T enthalten sind.

Dann ist die Galoisgruppe
G(kr(c)/ks(c))

zur freien pro-c-Gruppe F,(c¢) von abzdhlbar unendlichem Rang isomorph.

Uber kg(c) ist dann jedes globale Einbettungsproblem mit Gruppen aus ¢ innerhalb von
kr(c) 16sbar. Der Beweis dieses Satzes benutzt ein Argument Iwasawas, welcher ein dhnliches
Ergebnis fiir unendliche abelsche Erweiterungen iiber einem Zahlkérper entwickelt hat. Im
Unterschied zu ihm ist der hier behandelte Grundkorper kg(c) nicht abelsch iiber k. Wichtig
dabei ist, dak die kohomologische Dimension von G(kr(c)/ks(c)) kleiner oder gleich 1 ist. Der
Vergleich mit den lokalen Triagheitsgruppen aus 7'\ S liefert den nachstehenden Satz:

1.1.3 Satz: Unter den Bedingungen des vorangegangenen Satzes liefert der Epimorphismus
von dem freien Produkt der lokalen Trigheitsgruppen der Stellen aus T\ S auf G(kr(¢)/ks(c))

x To(c) » G(kr(c)/k
peTs p(c) (kr(c)/ks(c))
einen Isomorphismus auf den Abelisierungen,

Dies liefert ein Indiz dafiir, daf unter Umstdnden einst eine pro-c-Version des Riemann-
schen Existenzsatzes erstellt werden kann (s. [NSWO08|, chap. X, §5). Ist der Grundkérper des
Einbettungsproblem eine endliche Erweiterung von Q, so wird die Sache erheblich komplizier-
ter. Das nachstehende Diagramm wird die Lage veranschaulichen.
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Zentraler Punkt des Problems ist die (nach Moglichkeit affirmative) Beantwortung der Frage
nach dem Vorhandensein einer epimorphen Anhebung ¢ des Epimorphismus ¢ zu einem kom-
mutativen Diagramm. Seit den 30-er Jahren des vergangenen Jahrhunderts wird an der Losung
dieses Themas gearbeitet und es ist seither eine Kaskade aufeinander aufbauender Arbeiten zu
nennen, welche entscheidende Beitréige erbracht haben. Den Anfang bilden Grunwald/Wang
auf der einen, Scholz und Reichardt auf der anderen Seite. Nach Grunwald/Wang gilt ndmlich
dieser Satz, welcher sich in [AT09], chap. X befindet.

1.1.4 Satz (Grunwald/Wang, 1935): Wenn k ein globaler Korper und A eine abelsche Grup-
pe ist, und zu endlich vielen Vervollstindigungen ky es abelsche Erweiterungen K(B/kp mit
G(K;B/kzp) — A gibt, so ist A isomorph zu einer Galoisgruppe eines Korpers K tber k, dessen
Vervollstindigung an den gegebenen Stellen Km ergibt.

Scholz und Reichardt beschrinken sich zwar nicht auf abelsche Gruppen, liefern nur
geringe Auskiinfte iiber das Zerlegungsverhalten der Primstellen, so sind die im Beweis kon-
struierten Erweiterungen ausnahmslos lokal zyklisch. Aus [Ser08], chap. 2 ist dieser Satz ent-
nommen.

1.1.5 Satz: Jede p-Gruppe p # 2 kann dber Q verwirklicht werden, d.h. es gibt zu jedweder
p-Gruppe G eine Erweiterung k|Q, deren Galoisgruppe zu G isomorph ist.

Diese Sitze sind die ersten bekannten Ergebnisse zum Einbettungsproblem. Der Satz
von Scholz und Reichardt wurde von Schafarewitsch weitreichend verallgemeinert zu folgendem
Theorem - siehe auch [NSWO08|, chap. IX, §6.

1.1.6 Theorem (Schafarewitsch, 1954): Sind eine aufiésbare Gruppe G und ein Zahlkérper k
gegeben, dann gibt es eine Zahlkorpererweiterung K[k, deren Galoisgruppe zu G isomorph ist.

Unter Berticksichtigung lokaler Vorgaben ist der Satz von Neukirch aus dem Artikel
[Neu79|, welcher in umfangreichem Maf auf die Arbeiten von Hasse, Hoechsmann und Scha-
farewitsch zuriickgreift.

1.1.7 Theorem (Neukirch, 1979): Ist k ein Zahlkérper, dessen Ordnung der Einheitswurzel-
gruppe p(k) zu einer natirlichen Grifle n teilerfremd ist, dann ist jede auflosbare Gruppe G
vom Erponenten n unter Beriicksichtigung endlich vieler Einbettungen lokaler Galoisgruppen

G(K;I;/k:p) - G zu verwirklichen.

In dieser Arbeit bekennt sich Neukirch zu zwei Prinzipien, derer die Konstruktion der
auflésbaren Erweiterung unterliegt:

1. Durch das Lokal-Global-Prinzip ist die lokale Losbarkeit des Einbettungsproblems not-
wendig. Daher muf zunéichst die lokale Lage untersucht werden. Um dies auf so einfach
wie mogliche Weise zu gestalten, sollten die lokalen Losungen an moglichst vielen Stellen
zyklisch sein. Im lokalen Fall sind zyklische zahm verzweigte Erweiterungen iiber ky vom
Grad n allein dann vorhanden, wenn p, im Grundkérper kp enthalten ist. Mit anderen
Worten: die Stelle p zerlegt sich in k((,)/k voll.

2. Wenn ein durch eine Primzahl p annullierter G(K /k)-Modul A iiber der Erweiterung
K [k verwirklicht werden soll und K nicht die p’® Einheitswurzeln enthilt, so ist die
Losbarkeit des globalen Problems gleichbedeutend mit der Losbarkeit sdmtlicher lokaler
Probleme. Laut [Neu79| geht dieser Gedanke auf O. Neumann zurtick.



Die beiden letzten Theoreme stellen die tiefliegendsten Ergebnisse zur Frage nach der Er-
stellbarkeit globaler Losungen des Einbettungsproblems dar. Aufgrund des umsténdlichen
Verfahrens, welches auf einem sogenannten Schrumpfverfahren fufst, fehlt dem Satz von Scha-
farewitsch jedoch bis auf eine Ausnahme die Moglichkeit einer konkreten Aussage iiber das
Zerlegungsverhalten der Primstellen in dieser Erweiterung. In diesem Verfahren werden bei
sukzessiver Verwirklichung der Subnormalquotienten der auflésbaren Gruppe in jedem Schritt
auf lokaler Ebene Schwierigkeiten auftreten, die es notig machen, die jeweils vorangegange-
nen Schritte erneut zu modifizieren. Die angesprochene Ausnahme geht auf A. Schmidt zuriick
und liest sich folgendermaflen: Die Erweiterung aus 1.1.6 kann derart gewahlt werden, daf sich
endlich viele gegebene Primstellen in ihr voll zerlegen und keine wilde Verzweigung auftritt (s.
[NSWO08], chap. IX, §6, Exercises). Neukirch kann aufgrund der Bedingung an die Einheitswur-
zeln auf das Schrumpfverfahren verzichten und somit endlich viele lokale Vorgaben erfiillen -
mufs sich aber beispielsweise einschrinken auf Gruppen ungerader Ordnung. Beiden Ansétzen
gemein ist bei der Verwirklichung der abelschen Subnormalquotienten der auflésbaren Gruppe
G die Herannahme des Hasseschen Lokal-Global-Prinzips - stets wird zunichst sichergestellt,
dak es keine lokalen Hindernisse gibt, bevor die globale Frage in Angriff genommen wird. Dabei
kann Neukirch gew#hrleisten, dafk auch im folgenden Schritt lokale Probleme von vorneherein
vermieden werden, d.h. die neu entstehenden lokalen Probleme des nichsten Schritts sind aus-
nahmslos 16sbar. Fiir Zahlkoérper mit mehr Einheitswurzeln ist bis dato nichts bekannt, was
iiber das Gesagte hinausgeht. In besonderem Maf gilt dies fiir die Gruppen gerader Ordnung.
Einem wohlbekannten Beispiel zufolge, welches unter anderem in [NSWO08] auf Seite 562 oder
[Ser08], chap. I, §2, Theorem 4 zu finden ist, treten schnell Schwierigkeiten auf:

1.1.8 Beispiel: Ist k ein Korper, dessen Charakteristik nicht 2 ist, dann kann die quadratische
Erweiterung k(y/a) genau dann in eine zyklische Erweiterung vom Grad 4 eingebettet werden,
wenn a die Summe zweier Quadrate ist.

Im Fall eines Zahlkorpers k/Q ist dies gleichbedeutend damit, dafs a iiberall lokale Sum-
me zweier Quadrate ist. Es gilt hier demnach ein Lokal-Global-Prinzip - das bedeutet: wenn
a so gewdhlt wird, dafs auch im n#chsten Schritt keine lokalen Hindernisse entstehen, wird
die globale Frage auch eine affirmative Antwort erhalten. Dieses Beispiel belegt, dafs man sich
auch in anderen Féillen als den bisher bekannten dhnliche Ergebnisse erhoffen kann.

Soll eine Gruppe G iiber einem endlichen Zahlkorper k/Q unter Beriicksichtigung dieser
Vorgaben verwirklicht werden, kann unter Umstidnden die Struktur der Gruppe G ausgenutzt
werden, um mit dem Neukirchschen Verfahren die Verwirklichung einiger auflésbarer Gruppen
zu erreichen.

Dabei wird auf sogenannte stark nicht-abelsche Gruppen zuriickgegriffen, welche im 8.
Kapitel folgendermafien getauft werden.

1.1.9 Definition: Fine endliche aufiésbare Gruppe G heifit stark nicht-abelsch, wenn sie
eine Zerlegung in Normalteiler

G=Gy >G> D>G,={}
mit diesen Eigenschaften besitzt:

1. A; = Gi|Gisq ist abelsch und ein einfacher G|G;—Modul, welcher von einer Primzahl p;
annulliert wird.



2. Fiir i > 1 ist der grofite Normalteiler N; A G|G;, welcher auf A; trivial operiert, ein
echter Normalteiler, das heifit N; + G|G;.

3. Es gibt fir kein i > 1 einen Epimorphismus N; - A;.
4. Ist A; nicht zyklisch, dann ist G 2 Gip1 x G[Gitq.

Dieser Katalog von Eigenschaften laft sich zwar nicht einschréankungsfrei auf Unter-
gruppen oder Quotienten iibertragen, wird aber beispielsweise sowohl von der symmetrischen
Gruppe Sy auch von der alternierenden Gruppe Ay erfiillt, nicht jedoch durch die in ihr ent-
haltene Diedergruppe D4. Nahezu rein gruppentheoretischen Erwigungen zufolge sind diese
iiber vielen Zahlkoérpern mit hinreichend vielen Einheitswurzeln bei einer endlichen Anzahl
beliebiger Vorgaben zu verwirklichen. Es gilt das Folgende:

1.1.10 Theorem: Ist k ein Zahlkérper und G eine stark nicht-abelsche Gruppe vom Ezpo-

nenten m mit endlich vielen lokalen Vorgaben {1, : G, — G | p € T}, dann gibl es eine

Galoiserweiterung K [k, welche diese verwirklicht, sobald die folgende Bedingung erfillt ist:
Es sei S := cs(k(um)/k) uT, dann ist Ay = Go/G1 innerhalb von ks mit den

Vorgaben 1, : ka — Ag realisierbar.

Insbesondere ist die Bedingung in diesem Satz leer, sobald die Einheitswurzeln aus i,
in k enthalten sind. Dies liefert erste Beispiele fiir die Verwirklichung von Gruppen gerader
Ordnung. Insbesondere sind stark nicht-abelsche Gruppen - zum Beispiel die Gruppen Sy, A4
oder S5 - bei endlich vielen lokalen Vorgaben iiber k() unbedingt zu verwirklichen.
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2 Inhaltsangaben

2.1 Résumé

Les resultats principaux de cet article sont les suivants.

Soit ¢ une classe compléte de groupes finis, S(c¢) ensemble des nom-
bres premiers p tel que Z/p € ¢ et S(c¢) €S un ensemble contenant tous
les diviseurs premiers p|p tel que p € S(¢) dans un corps de nombres
global k. L’extension pro-¢ maximale ne ramifié qu’aux places de S est
notée kg(c). Si S ¢ T est un autre ensemble des places de k, tel qu’il
y a une extension finie F'/k dans kg(c), tel que les premiers totalement
decomposée dans cet extension sont presque tous contenu dans T \ S
et si pour tout premier p € S(c) l'extension de corps k((,)/k fournit
une extension dont le groupe de Galois est dans ¢, alors G(kr(c)/ks(c))
est un pro-c-groupe libre de rang infiniment denombrable et il y a un
epimorphisme

p:;STp(C) - G(kr(c)/ks(c))

fournissant un isomorphisme aux groupes abelisés.

Soit (qu/k‘p)peg un ensemble fini d’extensions locales de corps p-
adiques, et soit k un corps globale dont les complétés en S sont isomor-
phes aux kp. En outre, soient G(Km/kp) = (G des injections dans un
groupe fini et résoluble GG dont ’exposant est égal a n € N pour les places
p e S. Soit

G=Gy >G> D>G,={}

une suite des sous-groupes distingués de G dont les quotients A; =
G;/G;+1 sont des G/G;-modules simples qui vérifient les propriétés sui-
vantes.

1. Pour i > 1, le plus grand sous-groupe distingué N; < G/G; opérant

trivialement sur A; n’est pas égal a G/G;.

2. Sii>1, il n’y a pas d’épimorphisme N; - A;.

3. Quand A; n’est pas cyclique, on a G 2 Gy % G/Giy1.
Selon cet article, il est maintenant possible de construire une extension
résoluble de groupe de Galois G, tel que les groupes de decomposition
s'injectent de la maniére préscrite, si le corps de base k posséde les racines
nimes de Punité pu,.

2.2 Abstract

The central results of this thesis are the following ones:

Let ¢ be a full class of finite groups, S(c) shall describe the set of
prime numbers p such that Z/p € ¢ and let S(c) €S be a set of primes
of a global number field k£ containing all prime divisors of p contained
in S(c). The maximal pro-c-extension of k unramified outside S will be
denoted by kg(c). Assume that the Galois group of k((,)/k is contained



in ¢ for all p € S(c). If S is contained in another set of primes 7" such that
there exists a finite subextension F/k of kg(c) with T < cs(F/k), then
the Galois group G(kr(c)/ks(c)) of kr(c)/ks(c) is a free pro-c-group of
countable infinite rank and there is an epimorphism

p:; Ty (c) » G(kr(c)/ks(c)),

which yields an isomorphism on the abelianizations of these groups.

Let (Kiyp/ k:p pes be a finite family of local extensions of p-adic fields
and k a gci%bal field whose completions in the places of S are the fields
kp. Furthermore, for the places of S let GG (K [kp) = G be injections in
a finite solvable group G whose exponent is equal to n € N. Assume that
there is a sequence

G=Go>Gy > >Gy={1}

of normal subgroups of G where for each i the quotient A; = G;/Gy41 is
a simple G/G;-module such that the following properties are satisfied:

1. For i > 1, the biggest normal subgroup N; < G/G; which operates
trivially on A; is not equal to G/G; itself.

2. If i > 1, there is no epimorphism N; - A;.
3. Whenever A; is not cyclic, one has the equality G = G41 x G/Gi41.

Then it will be shown that it is possible to construct a solvable extension
of k with Galois group G realizing the extensions Km [kyp if all ntt roots
of unity are contained in the base field k.
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3 Einbettungsprobleme

3.1 Allgemeines

Ist & eine proendliche Gruppe, dann besteht ein Einbettungsproblem £(®) = £(&,T, Q) fir
die Gruppe & aus einem Diagramm

1 H G T 1

mit endlichen Gruppen H,G und T, einer exakten Zeile und einem Epimorphismus ¢ sowie
der Frage nach dem Vorhandensein eines (surjektiven) Homomorphismus ¢ : & - G mit der
Eigenschaft, dak ¢ = j o9 gilt.

Von dem arithmetischen Standpunkt her ist der Spezialfall dieses Problems, wel-
cher durch eine Galoisgruppe &, etwa & = Gg fiir eine beliebige Primstellenmenge
S eines Zahlkorpers k gegeben ist, von besonderem Interesse. Ist k ein Zahlkorper,
dann sei ab nun mit k stets ein fest gewihlter separabler algebraischer Abschluf
und mit kg die gréfste aukerhalb einer gegebenen Primstellenmenge S unverzweigte
Teilerweiterung gemeint. In diesem Fall beschreibt der Epimorphismus ¢ eine end-
liche Teilerweiterung kg/K [k von k, deren Galoisgruppe durch G(K/k) gegeben
ist. Ein surjektiver Homomorphimus ¢ : & - G verwirklicht dann eine Erweite-
rung N/k in kg/k, welche in G = G(N/k) ihre Galoisgruppe hat und in K/k eine
galoissche Teilerweiterung findet.

Wenn ein solches Einbettungsproblem iiber einem globalen Zahlkérper k in Verbindung mit
den zugehorigen lokalen Einbettungsproblemen betrachtet wird, reicht es nicht, zwei verschie-
dene Losungen 11 o des Einbettungsproblems & (&) fiir &quivalent zu halten, sobald ihre Kerne
und somit deren Fixkérper iibereinstimmen. Vielmehr ist gemif [Neu73a| die folgende Fest-
legung angemessen:

3.1.1 Definition: Zwei Homomorphismen 1’9 : & - G mit jo1)' = jo) = ¢ heiflen dqui-
valent, wenn

Y (0) = ap(o)a™ fiir jedwedes o € & bei festem a € A gill.

Unter einer Losung des Einbettungsproblems wird fortan eine solche Aquivalenzklasse [1)]
verstanden. In ihrer Gesamtheit bilden die Lésungen [¢] des Einbettungsproblems den soge-
nannten Lésungsraum Lg ®) = [’E(Qi,F,G) und ein Element aus selbigem ist definitionsgemdfl
eine etgentliche Losung, sobald die Homomorphismen dieser Klasse surjektiv sind.

Ist & durch &’ < & eine Untergruppe von &, dann entsteht aus dem Diagramm
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ein Weiteres, welches durch die Gruppen I’ := ¢(®’) ¢ I" und G’ € G mit G’ := j7(I)
beschrieben wird:

6/
v ele
1 H AL 1.

Dieses Einbettungsproblem £(®’) = £(&', T, G’) werde im weiteren Verlauf Verlagerung des
urspriinglichen £(®) auf die Untergruppe &’ genannt.

Fiir eine Galoisgruppe & zum Grundkorper k entspricht dies einem auf den
Fixkorper k' von &’ verschobenen Einbettungsproblem.

Nach gleicher Art wird aus einer Losung [¢] € Lg ) des urspriinglichen Problems durch
Verlagerung mittels Ersatz von [¢] durch [¢)|g/] eine Losung des Neuen. Fiir einen nichtleeren
Losungsraum Lg (®) ergibt sich daraus die Einschrankungsabbildung

res: EE(@) i Cg(@’)

auf natiirliche Weise.
Von besonderem Interesse ist die Frage, inwieweit eine Losung

[¢] € Lg gy eine Losung [¢] € Le )

nach sich zieht, resp. ob [¢] im Bild der obigen Einschrinkungsabbildung liegt oder nicht.

Im Hinblick auf den kérpertheoretischen Hintergrund dieser Fragestellung, d.h.
auf die Verwirklichung komplizierterer Gruppen - etwa auflésbarer - ist der Fall
eines abelschen Kerns A := H von hervorgehobener Bedeutung, da dieser unter
Umstinden durch die Methode des schrittweisen Aufstiegs zielfithrend ist. In die-
sem Fall darf A als -Modul verstanden werden, dessen Operation mit Hilfe von ¢
definiert wird. Wird das Einbettungsproblem um &g zu einem mit exakter Spalte

erweitert
(GT)
1o &
P P
a v ]
1 A G T 1,

dann findet ein solches Einbettungsproblem in der Hochschild-Serre-Sequenz
0 H'(TI',A) > H' (6, 4) > H' (60, A)" - H*(T', A) > H*(6, A)

seine kohomologische Formulierung, und zwar gilt geméf Hoechsmann [Hoe68|:
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3.1.2 Satz (Hoechsmann): Beschreibt ¢ € H*(T', A) die Gruppenerweiterung
1-A->-G->T->1,
so hat das Einbettungsproblem (&) genau dann eine Liosung, wenn fir dessen Inflation

inf(e)=1

gilt, d.h. genau dann, wenn € iber ein I'—invariantes Urbild 19 : &9 - A aus H' (&g, A) unter
der Transgression verfiigt.

Beweis. s. |[Neu73a|, §1, Satz 2 oder INSWO08]|, chap. III, §5, Proposition 9. &

3.2 Lokale Vorgaben

Es sei £(®) ein Einbettungsproblem fiir & = G(kg/k) tiber dem globalen Zahlkérper k. Es
bezeichnet Py, die Gesamtheit der Primstellen p von k. Fiir jedes Element p € Py sei &p € &
eine fest gewdhlte Zerlegungsgruppe iiber der Stelle p. Die Verlagerungen & (Q5p) von £(®)
auf die Untergruppen &p € & heiken die zum globalen Einbettungsproblem £(&) gehorigen
lokalen Einbettungsprobleme. Unter einer unverzweigten Lésung [¢] von E(®) wird
gemeinhin ein Homomorphismus

T,Z)p : @p nd Ep aus ,Cg(@p)

verstanden, welcher entlang der Tragheitsgruppe Ty faktorisiert, d.h. einen Homomorphismus
auf &,/%, definiert. Eine globale Losung [¢] ist in p per definitionem unverzweigt, wenn
ihre Verlagerung [tp] es ist. Die Gesamtheit der Verlagerungen einer Lésung [t] nach den
Stellen p € Py, werden als lokale Komponenten derselben bezeichnet. Ist A abelsch, so ist A
ein endlicher &-Modul und es lassen sich die Kohomologiegruppen H*(®, A) resp. Hi(ﬁp, A)
bilden.

3.2.1 Definition: Es sei
Hi (B, A) = Bild(H' (& /Tp, A%) " H(®y, A))
und bezeichnet diese Gruppe als den unverzweigten Anteil von Hi(®p,A). Die Menge
Egr(@p) = {[Yp] € ﬁg(ﬁpﬂ[l%] ist eine unverzweigte Losung.}
heifit unverzweigter Anteil des Lisungsraums ES(QS)'
Die beschrinkten Produkte

I Lg () und I Hi(6p,A)
pe'Pk pEPk

jeweils beziiglich ihrer unverzweigten Anteile liefern die Abbildungen

Lewy~ H Lew,
pEPkr

und ‘ '
H' (6, 4) > [] H'(&p,A).
pePy,

12



3.2.2 Bemerkung: Uber der Gruppe Oy Hl(QSP,A) ist Iy Lg(qu) ein prinzipal-homogener
Raum, desgleichen ist es Lg ) tiber H(®, A).

Darunter wird das Folgende verstanden:

3.2.3 Definition: Fin topologischer Raum X, auf dem eine Gruppe I' stetig und einfach
transitiv operiert, heiyfit prinzipal homogener Raum diber I'. Wirkt eine Untergruppe I'g
auf einem abgeschlossenen Unterraum Y S X einfach transitiv, wird von einem homogenen
Unterraum gesprochen.

In der Absicht, auflésbare Gruppen G mit lokaler Vorgabe schrittweise zu verwirklichen,
ist die kohomologische Sichtweise im folgenden Diagramm konkretisiert:

res tg

H(k,A) HY(K,A)"

res res h res h res
T in

esp 2 b
®p H' (kp, A) — Bp Bopy H' (Ko, A)* — @p H2(Tp, A) — @p H*(kp, A).

Im Fall K c kg gibt es zusétzlich das folgende Diagramm:

res tg

H' (ks/k, A) H (ks/I, A)F L B2 (ks/k, A)

Tes TeSs h TeSs h res
T m

tgp

es in f
p H' (kp, A) — Dp Oy H' (Ko, A)' —— @p H*(Tp, A) — @p H2(kp, A).

Zur konkreten Losbarkeit ist der folgende Satz bekannt:

3.2.4 Satz: Ist ein Finbettungsproblem E(®) mit abelschem Kern A gegeben und die Restrik-

tionsabbildung
res’: H*(6,4) > [] H*(6p,A)
peP

ein Monomorphismus, dann ist das globale Problem genau dann ldosbar, wenn samtliche zu
diesem Problem gehdrigen lokalen Probleme es sind.

Beweis. s. [NeuT3a|, §2, Satz 2. &

3.2.5 Definition: Ist 'y zyklisch, so bezeichne

zykl
E(Gr, Tp.Gp)

die (evtl. leere) Menge aller Klassen [v], deren Vertreter Homomorphismen mit zyklischem
Bild sind. Diese Menge werde zyklischer Anteil der Losungsmenge genannt. Wird eine

13



globale Lisung aus Eé’(Gk,F,G) unter der Finschrinkungsabbildung in ein Tupel zyklischer Lo-
sungen tbergefihrt, wird von einer lokal zyklischen Lésung gesprochen. Mit anderen Worten:
die Zerlequngsgruppen des verwirklichten Kdorpers iber k sind ausnahmslos zyklische Gruppen.
Die Menge aller solchen Lésungen wird mit

lok zykl

£(CLT.C) bezeichnet.

———mmm———e® O O O
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4 Auflosbare Gruppen

4.1 Kohomologische Dimensionen

Ziel dieses Abschnitts ist es, Aussagen fiir die pro-c-Quotienten der absoluten Galoisgruppen
bei beschrénkter, durch zwei Stellenmengen S, T gegebener Verzweigung zu machen. Allem
voran sei die folgende Definition gestellt.

4.1.1 Definition:

1. Unter einer vollstandigen Klasse ¢ endlicher Gruppen wird eine Klasse endlicher Grup-
pen verstanden, welche bzgl. Untergruppenbildung, homomorpher Bilder und Gruppen-
erweiterungen abgeschlossen ist. Die Klasse der auflésbaren Gruppen wird mit (solv)
bezeichnet.

2. Ist ¢ eine vollstindige Klasse endlicher Gruppen, dann ist eine pro-c- Gruppe ein pro-
jektiver Limes von Gruppen aus c.

3. S(c) ist die Menge aller primen Grifen p, so daf Z[p € ¢ gilt. Ist S eine Menge von
Primzahlen, dann ist ¢(S) die Klasse aller endlichen Gruppen deren Ordnung nur durch
Primzahlen p aus S teilbar ist.

4. N(S) sei die Menge aller natirlichen Zahlen, welche nur durch Primzahlen p teilbar
sind, deren Stellenmenge S, gdnzlich in S enthalten ist.

5. Ist K[k eine Zahlkorpererweiterung, so bezeichne cs(K [k) die sich in dieser Erweiterung
voll zerlegenden Stellen aus Py. Ist die Erweiterung trivial, so bezeichne sie Py selbst.

6. Zu Erweiterung von Zahlkorpern K[k sei Ram (K [k) die Menge aller verzweigten Prim-
stellen aus Py,.

Es sei ¢ eine vollstindige Klasse auflosbarer Gruppen.
4.1.2 Satz: Es sei eine pro-c-Gruppe G mit ¢ € (solv) gegeben. Dann sind gleichbedeutend

1. G ist eine abgeschlossene Untergruppe einer freien Gruppe Fx(c) mit normalem Kom-
plement: Fx(c) = Rx4G.

2. G st ein projektives Objekt in der Kategorie der pro-c-Gruppen.
Beweis. klar. o

Es sei eine Primstellenmenge S gegeben. Aus [NSWO08] ist der folgende Satz iiber die
kohomologische Dimension des pro-c-Quotienten bekannt.

4.1.3 Satz: Wenn S(c) €S gilt, ist
cd(Gg(c)) < 2.

Beweis. Dies ist eine Folgerung der Aussagen von [NSWO08|, chap. X, §4, Corollary 9 und chap.
VIII, §3, Proposition 18. <
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Allgemein gibt es die Projektion
Gr, (c) > Gs(c),.

Da fiir p € S(c) und plp die Gruppe Gs(c)p die Zerlegungsgruppe einer endlichen Stelle p ist,
welche eine abgeschlossene Untergruppe von Gg(c) ist, gilt:

4.1.4 Satz: Wenn S(c) €S ist und p|p mit p € S(c) gilt, so ist

Cdp(Gs(C)p) <2.
Beweis. Klar. I

4.1.5 Satz: Fs sei L/ K eine pro-auflosbare galoissche Korpererweiterung mit S(c) € S und
den Eigenschaften

1. L ist ¢— S-abgeschlossen.
2. K ist ¢ — (Sp U Se)-abgeschlossen.

Dann gilt fiir p e S(c)
H*(G(L/K),Z[p) = 0.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu [NSWO08|, chap. X, §4, Theorem 2. &

4.1.6 Satz: Es sei k ein Korper mit Char(k) # p, Sp U Se € S eine Primstellenmenge aus k
und n eine natirliche Gréfle. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

1. cdy(ks/k) <n.

2. H"(G(ks/K),0%)(p) =0 und H(G(ks/K),O%) ist p-divisibel fiir jede endliche se-
parable Erweiterung K [k.

Beweis. Analog zu [NSWO08|, chap. VI, §5, Proposition 11. &

4.1.7 Satz: Es seien ein globaler Zahlkorper k und Stellenmengen S(c¢) €S €T mit cs(F[k) <
T mit einer endlichen Erweiterung F[k, so dafi F € ks(c) erfillt ist, gegeben. Dann gilt

cd(G(kr(c)/ks(c))) < 1.

Beweis. Es sei G < G(kr(c)/ks(c)) eine p—Sylowgruppe, deren Fixkérper mit L bezeichnet
werde. Aus der Hochschild-Serre-Sequenz folgt: H?(G)p,Z[pZ) = H*(G(kr/L),Z[pZ) und es
ist H*(G(kr/L),Z[pZ) =0, weil

H*(G(kr/L),07)(p) > H*(G(kr/L),Ir) (p) = pEBTBT(Lp)(p) =0

nach [NSWO08], chap. VII, §1, Theorem 8 und H'(G(kr/L),O%)(p) = 0 gilt. Letztere Gruppe
verschwindet nach dem Hauptidealsatz, da L wegen i (T') =1 fiir Erweiterungen K/F keine
p-Erweiterung besitzt, die an allen Stellen aus T" voll zerlegt ist. <

Mit Hilfe des Riemannschen Existenzsatzes (s. [NSWO08|, chap. X, §5, Satz 1 oder
[Win84]|) lafit sich diese schérfere Aussage nachweisen:
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4.1.8 Satz: Fs seien die Voraussetzungen wie oben aufler der Aussage iiber die Gréfle der
Stellenmenge T'. Dann ist wiederum

cdy(G(kr(c)/ks(c))) <1 fir jedes prime p aus S(c).
Beweis. Daf fiir jeden p—priméren G(kr(c)/ks(c))-Modul A die Gruppen
H(Gkr(e) ks (c)), A) = H'(G(kr/ks(c)), A)

zueinander isomorph sind, folgt aus [NSWO08|, chap. X, §4, Corollary 8. Die rechte Seite ver-
schwindet jedoch aufgrund von [NSWO08|, chap. X, §5, Corollary 4 fiir ¢ = 2. &

4.1.9 Bemerkung: Dank globaler Klassenkérpertheorie ikt sich nun G(kr(c)/ks(c))? be-
rechnen. Dazu ist das Diagramm des Lemma 13 aus [NSWO08], chap. X, §3 durch das Produkt
mehrerer verschiedener Kopien desselben folgendermafen zu &ndern:

4.1.10 Hilfssatz: Fiir Stellenmengen S, U S, T €S und einen Zahlkorper K ist das kanoni-
sche Diagramm

Hy(Gs,Z(c)) — Ok ®Z(c) — Tpesar Uy x [per Kf — G¥(c) — Clp(K)(c)

| |

Hy(Gs,Z(c)) — O s ®L(c) GE(c) — Cls(K)(c)

HpeS R\;
kommutativ und besteht aus exakten Zeilen. Hierbei bezeichnet das Symbol — die c-Vervoll-
standigung der Gruppe.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu [NSW08|, chap. X, §3, Lemma 13, ausgehend von dem
Herzstiick der Poitou-Tate-Sequenz

0 IT*(Gs,Z[n)" > H' (Gs, i) > @ H' (Kp, ) > Hi1(Gs,Z[n) » T (Gs,Z[n)" > 0
pes

mit n € N(S(c)) wird ein Grenziibergang wie in [NSW08] an erwéhnter Stelle vollzogen. ¢

Aus zwei Kopien der oberen Zeile dieses Diagramms wird durch Verwendung verschie-
dener Stellenmengen S ¢ T fiir k' € kg(c) dieses Diagramm:

Hy(Gr(K'),Z(c)) — O ® Z(c) — TMperpry Uy — Gr (k)™ (c) —> Clr(k')(c)

I

Hy(Gs(K'),Z(c)) — O ®Z(c) — Tpesqry Uy — Gs(k)™(¢) — Cls(K')(c)
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Bei Grenziibergang {iber sdmtliche k’ € kg(c) entfallen nach 4.1.5 die Terme
Hy(Gr(ks(c)),Z(c)) und Hz(Gs(ks(c)), Z(c)).

Dasselbe gilt fir H(Gg(ks(c)),Z(c)), weil kg(c) eine ¢ — S-abgeschlossene Erweiterung ist.
Schlieflich verschwindet der Limes

lim  CI(K) (o),
ks(c)/k' [k

da kg(c) die grokte auferhalb S unverzweigte pro-c-Erweiterung von k ist. Dies ergibt das
Diagramm

. = . T . ab

Okl ®Z(C) - lim HpeS(k’) UE

liLnks(c)/k’/k <~—ks(C)/K' [k

und daher die Isomorphie

—

G(kr(c)[ks(c))® = lim [T 0,
ks(c)/k/[k PeT~S(K')

wobei UE die pro-¢-Vervollstéindigung der Einheitengruppe Up des lokalen Kérpers k:]':, sei.

4.2 Freie pro-c-Gruppen
4.2.1 Definition:

1. Es sei k ein globaler Zahlkdrper und ¢ eine Klasse auflosbarer Gruppen. Dann heifit k
in bezug auf ¢ vollstdndig, wenn fir jedes prime p aus S(c) die Erweiterung k(¢p)/k
tiber eine Galoisgruppe aus ¢ verfigt.

2. Eine (nicht unbedingt endliche) Erweiterung globaler Korper K[k heifie c-potent, sobald
diese Eigenschaft zutrifft:

I Zu einer endlichen c-Gruppe E und einer endlichen separablen Erweiterung K'|K
gibt es stets hinreichend viele Primstellen Py, ..., B, aus K, welche sich in K’ voll
zerlegen und deren grof$te lokale pro-c- Erweiterungen tiber Ky Homomorphismen

G(sz(c)/K&pz) — E7 /l/= 17...,8

liefern, deren Bild die Gruppe E erzeugt.
Ist ¢ die Klasse aller endlichen Gruppen, so heifit dieser Korper K potent.

4.2.2 Bemerkung: Ist eine Korpererweiterung K[k potent, so ist sie auch ¢—potent.
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4.2.3 Beispiel: Es sei S = {3,7} und ¢ = ¢(5), dann ist Q(v/-3,v/-7) ein in bezug auf ¢
vollstdndiger Kérper.

4.2.4 Generalvoraussetzung: Fiir den Rest dieses Abschnitts mogen diese Generalvoraus-
setzungen zutreffen:

c sei eine Klasse auflésbarer Gruppen.

S sei eine Stellenmenge, welche alle iiber S(c) liegenden enthalte.

4.2.5 Satz: Ist k endlicher Zahlkérper, so gilt fir p € S(c) stets
Cdp(Gk:s(C)) <1.
Beweis. Fiir q € Py und p € S(c) ist

([k(Cp” )Q : k‘q] )neN

eine monoton bis ins Unendliche wachsende Folge, welche wegen (Z/p™)* 2 Z/(p-1) x Z[p"™*
einen immer grofer werdenden p—Quotienten enthélt, dessen zugehoriger Korper in kg(c)
enthalten ist. [NSWO08], chap. VIII, §1, Corollary 18 erlaubt den Schluf. &

Im Folgenden sind die Beweise dem Artikel [Neu73a| entlehnt. Die dortigen Aussagen
beinhalten jedoch keinerlei arithmetische Information, wie die auf den N#chsten folgenden
Séatze.

4.2.6 Satz: Jede abelsche (nicht notwendig endliche) Erweiterung K [k eines globalen in bezug
auf ¢ vollstandigen Kdrpers ist c-potent, insbesondere auch k selbst.

Beweis. Wenn die Erweiterung K /k potent ist, dann ist sie auch c—potent. Somit ist dieser
Satz eine Folgerung von [NSWO08|, chap. IX, §5, Proposition 2. &

4.2.7 Satz: Es sei S(c) € S und k ein in bezug auf eine auflosbare Klasse ¢ vollstindiger
globaler Korper. Wenn fiir die Dirichletdichte § die Gleichung 6(S) =0 gilt, dann ist

ks(c) ein c-potenter Kirper.

Beweis. Es sei E eine endliche ¢—Gruppe und n ihr Exponent. Da k ein ¢—vollstdndiger Kor-
per ist, gehort die Galoisgruppe von k((,)/k der Klasse ¢ an. Es sei nun K’ eine endliche
separable Erweiterung von kg(c). Die Erweiterung k((,)/k ist in kg(c)/k enthalten. Es be-
schreibe K/k((,) eine endliche Erweiterung, deren Kompositum mit kg(c) den Kérper K’
ergibt. Tschebotareffs Satz hat das Vorhandensein beliebig vieler sich in K/k((,) voll zerle-
gender Stellen, welche nicht {iber Stellen aus S liegen zur Folge, weil 6(S) = 0 ist. Dartiber
hinaus ist jede in kg(c) iiber einer solchen Stelle definierte Stelle 3 in K’ voll zerlegt. Der
Quotient der Trigheitsgruppe Tiy(c) einer solchen Stelle hat den Quotienten Z/n. Damit ist
gezeigt, was zu zeigen war. &

4.2.8 Bemerkung: Die Bedingung §(S) = 0 in obigem Satz kénnte durch 6(Snes(F/k)) =0
ersetzt werden, wenn F € kg(c) gilt und F/k endlich ist.
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4.2.9 Theorem: Es seien S €T Primstellenmengen eines in bezug auf ¢ potenten Zahlkédrpers
k und es gebe eine Teilerwesterung F [k in kg(c) mit cs(F[k) ST~S. Dann ist G(kr(c¢)/ks(c))
zur freien pro-c-Gruppe F,(c¢) von abzihlbar unendlichem Rang isomorph, das heifit

Fu(e) 2 G(kr(c)/ks(c)).
Beweis. Ist F eine endliche ¢-Gruppe, so ist zu zeigen, dafs das Einbettungsproblem
S(G(k‘T(C)/k‘s(C)),a, E)
bei beliebigem endlichen Quotienten ¢ : G(kr(c)/ks(c)) - G, welches durch das Diagramm
G(kr(c) s (<))
K @

IO i —_

1 A E G 1

beschrieben wird, eine eigentliche Losung hat. O.B.d.A. sei A abelsch und ein einfacher

G-Modul, welcher durch die Primzahl p annulliert werde. Aus H2(G(kr(c)/ks(c)), A) = 0
(s. 4.1.7) 14Kt sich eine Losung

¥ : Gig(c) > E ableiten,

deren Einschrénkung auf den Kern von ¢ entweder ganz A oder 0 zum Bilde hat. Im zwei-
ten Fall sei k(A)/ks(c) eine trivialisierende Erweiterung, welche auf endlichem Niveau durch
die Erweiterung k{/ko beschrieben werde, d.h. ko € kg(c), kjks(c) = k(A) und G(ky/ko) =
G(k(A)/ks(c)). Da kg(c) ein c—potenter Korper ist, gibt es in k(A) voll zerfallende Stellen
aus T'\ S(kg(c)), die mit B, ..., B, bezeichnet werden moéchten und Gruppenhomomorphis-
men

pi: G(Kap (/K ) ~ A,

deren Bilder ganz A erzeugen. O.B.d.A. moge die Erweiterung k(/ko in den Stellen unter den
B,; i =1,..., s voll zerfallen. Im Fall verschiedener Charakteristik p # char(k), liefert [NSW08],
chap. IX, §2, Theorem 3 (v) -spitestens nach Austausch von k durch F - die Surjektivitét der
Einschrinkung

H (kr [k, A) - ﬁHl(kgpi,A).
1=1

Im anderen Fall p = char(k) liefert INSWO08|, chap. IX, §2, Theorem 5 dieselbe Aussage. Der
Grenziibergang tiber sdmtliche endliche Teilerweiterungen liefert den Epimorphismus

HY(K,A) - ]‘[Hl(Km_,A).
i=1 ‘
Aus diesem ergibt sich das Vorhandensein einer Klasse [z] € H*(K, A), welche durch res; auf
o1 ¢ Hom(G(Roy () K ). A) = H' (g . A)

abgebildet wird. Die um x manipulierte Losung ¢’ := ¢* € Hom(G g, E) liefert eine eigentliche
Losung des Einbettungsproblems. &

20



4.2.10 Beispiel: Es sei ¢ = ¢(5) mit der Menge S = {p1,...,p,} als der Menge der ersten r
ungeraden Primzahlen, n = [];_; p; und ng die hochste in #(Z/n)* aufgehende Potenz der 2.
Wenn (,, eine primitive ny® Einheitswurzel beschreibt, dann ist k = Q((,,) und jede endliche
Erweiterung davon sowohl c-potent als auch in bezug auf ¢ vollstdndig. Ist T eine Stellenmenge
der Dirichletdichte 1, dann ist G(k7(c)/ks(c)) eine freie pro-¢-Gruppe vom Rang w, d.h. der
Rang ist abzdhlbar unendlich.

4.2.11 Theorem: Wenn S(c) € S ¢ T gilt und k ein c—vollstindiger Kérper ist, dann kann
im Fall des Vorhandenseins einer Erweiterung F'[k innerhalb ks(c) mit cs(F[k) ST\ S, ein
Epimorphismus
* T k k
S To(0) — Glkr(0)/ks(9)
abgeleitet werden, dessen Bild frei ist und auf den Abelisierungen zu einem Isomorphismus
wird:

ab
( % Tp<c>) o (Gl () R ()

peT~S

Beweis. Dies folgt aus den in 4.1 vorangegangenen Ausfithrungen und 4.2.9. o

—_— O O O ===
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5 Lokale Galoisgruppen

5.1 Die p—Quotienten der absoluten lokalen Galoisgruppe

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein paar bekannte Tatsachen in bezug auf lokale Galoisgruppen
zusammenzutragen und drei Konsequenzen daraus zu erortern.

5.1.1 Definition: Es sei G eine pro-p-Gruppe und q = p*, dann sei {G'};»1 die absteigen-
de q—Zentralreihe. Fiir x,y € G werden die Kommutatoren (x,y) durch (z,y) = 'y toy
definiert.

5.1.2 Bemerkung: Zur Definition dieser Filtrierung s. [NSW08|, chap. III, §8, Definition 1.

5.1.3 Satz (Iwasawa): Die Galoisgruppe G'" der grofiten zahm verzweigten Erweiterung eines
lokalen Kérpers k' [k ist isomorph zur pro-endlichen Gruppe G mit zwei Erzeugern o, T, welche

nur durch die Relation

1

oto " =11

miteinander in Beziehung stehen. Dabei ist ¢ = p" die Restklassenkdrperordnung von k. Mit

anderen Worten: ,
1—>Z(p)—>GtT—>Z—>1

ist exakt und beschreibt ein semidirektes Produkt.
Beweis. Siehe [Iwa55] oder [INSWO08|, chap. VII, §5, Theorem 3. &

5.1.4 Folgerung: Ist k ein lokaler Korper und p; € k, dann ist Gy (1) 2 Z; x Z;, wenn | nicht
die Restklassenkdrperordnung q von k teilt. Die Gruppe entspricht der durch zwei Elemente
o,T erzeugten pro-l-Gruppe mit der einzigen Relation

Fiir deren Abelisierung gilt:
Gr(1)® = Zy x ZJ1', wobei I' die grifte in q—1 aufgehende | — Potenz ist.

5.1.5 Satz (Demuskin): Wenn k ein p—adischer Zahlkirper vom Grad N = [k:Q,] ist, p° die
grofitmagliche p—Potenz, deren Einheitswurzeln pys in k enthalten sind, dann gilt fir p* > 2,
dafl G (p) die von N +2 Elementen erzeugte pro-p-Gruppe ist, welche allein durch die Relation

s
56217 (331>x?)($3>$4)"'(xN+l)xN+2) =t

in Beziehung zueinander stehen. Dessen Abelisierung ist isomorph zu

N+1
Zlp® x T Zp.
i=1

Beweis. Siehe [Dem61] oder [NSWO08], chap. VII, §5, Theorem 12. &
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5.1.6 Bemerkung: Ist p° = 2, dann muf nach [Lab67] und [Ser64| folgendermafen unter-
schieden werden:

Fiir ungerades N := [k : Q,] ist Gk(p) die durch N + 2 Erzeuger x1,...,xn4+2 definierte freie
Gruppe modulo einer einzigen Relation, welche diese Gestalt hat:

p = 2ias(x, 23) (T N+1, TN42)-

Wenn N jedoch gerade ist, mufs der zyklotomische Charakter x : Gy — Z3 hinzugezogen
werden. Selbiger ist durch die Wirkung von Gy, auf pge, resp. dem dadurch gelieferten Homo-
morphismus Gy, — Aut(uge=) = Z5 gegeben. Ist =1 +2/ (f > 2) ein Erzeuger des Bildes von ¥,
wird G (2) als pro-2-Gruppe durch die Erzeuger z1,...,xn4+2 und die Relation

;
p =23 (21, 22) (T N41, TN12)

vollstandig beschrieben. Das bedeutet, dafs kN Qq(p2e) unter dem Automorphismus, welcher
von der komplexen Konjugation induziert wird, nicht invariant ist.

Entspricht jedoch Bild(x) dem Erzeugnis von —1 und 1+ 2 (f > 2), so kann die zu diesen
Erzeugern gehorige Relation durch die Gleichung

f
w3(w1,29) w3 (23, 24)(TN+1, TN42) = ¢

dargestellt werden. Dieser Fall tritt genau dann auf, wenn kN Qy(ju2e) = Qo(Can + (o) fiir ein
n € N ist. Die Abelisierung dieser Gruppen ist in allen drei Fillen isomorph zu

N+1
Z[2 x [] Zo.
i=1

5.2 Die gruppentheoretische Beschreibung des Cupprodukts

Es sei F' die freie pro-p-Gruppe vom Rang n und die exakte Sequenz
1-R->F->G-1

beschreibe eine minimale Darstellung der Gruppe G. Als Normalteiler R <1 F' werde durch ein
Element p erzeugt: R =< p >. Wird die obige Sequenz abelisiert, so wird aus G entweder

G =7 oder G 2 Zfp! x 27"
Im zweiten Fall sei ¢ :=p/ und k := Z]q, ansonsten sei ¢ :=0 und k = Z,.
5.2.1 Satz (Labute): Durch die exakie Sequenz
1-R->F->G->1

sei eine minimale Darstellung einer endlich erzeugten pro-p-Gruppe G gegeben.

1. Jede Basis x1,...,x, € F von F definiert in H'(F k) = H*(G,k) eine duale Basis
X1,---5Xn € Hl(G,kI) mait XZ'({L‘]') = (5”
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2. Ist ein Element p € R gegeben, so liefert es eine Bilinearform, welche mit dem Cupprodukt
definiert wird:

HY(G, k) x HY(G, k) — H2(G,k) X k

ist genau dann nicht entartet, wenn die Paarung nach Austausch von k mit Z[pZ nicht
entartet ist. In diesem Fall ist tr, surjektiv.

3. Wenn G allein durch eine Relation p € R beschrieben wird und R als Normalteiler von p
erzeugt wird, dann st tr, injektiv.

Beweis. Siehe [Lab67| oder [INSWO08], chap. III, §9, Proposition 12. &

5.2.2 Satz: Ist
1-R->F->G->1

eine minimale Darstellung einer endlich erzeugten pro-p-Gruppe G und x1,...,x, € F eine
Basis von F sowie X1, ..., Xn eine k-Basis von H'(G,k), dann gilt:

1. Jedes Element p € F? hat eine Darstellung

1<k<l<n

n
p=T1=1 TI (zr,a)™ ', p' € F*,a5,a €k.
j=1

Dabei sind die ayy durch p in eindeutiger Weise festgelegt und wenn q # 0 gilt, dann sind
es auch die Koeffizienten a;.

2. Wenn R = {pili € I} ein minimales Erzeugendensystem definierender Relationen von G
sind und

n '3 .
qa; at, 1 1 3 i J .
Pi=H£Uj T (k@) ®ipy, pie F saj,ap €k, iel
J=1

1<k<l<n

1st, dann wird die Paarung
trp.
HY(G,k) x H'(G, k) = H*(G, k) =k

durch die folgende antisymmetrische Matrixz B; = (bz;l) i bezug auf die Basis X1,..-, Xn

gegeben: ‘
‘ -ay; wenn k<l
k=1 —(9ai wenn k=1
afk wenn k> 1.
Beweis. Siehe [NSWO08], chap. III, §9, Proposition 13. &

5.2.3 Hilfssatz: Es sei G eine Gruppe und x,y,z € G, dann gilt:
L (2,y2) = (,2)z7 (2, 9) 2 = (2, 2) (2,9) ((2,9), 2)

2. (xy,2) =y (2, 2)y(y, 2) = (2, 2)((x,2),9)(y, 2).
Beweis. siehe [Ser65], chap. II, §1, Proposition 1. &
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5.3 Explizite Folgerungen

5.3.1 Bemerkung: Es sei ¢ =1 mod p und G die durch < o, 7|r971[7,0] = ¢ > definierte pro-

p-Gruppe. Wegen 5.2.3 ist [1,0] = (77%,07%) = (1,0) = (0,7)™! mod G3. Wenn ¢ -1 = m.p’

mit (m,p) =1 ist, dann hat die Matrix B aus 5.2.2 diese Gestalt:
B= ( 0 % ) mod p'.
-1 =(4)m

p' ist hierbei die hochste p—Potenz, deren Einheitswurzeln ppi ganzlich in k enthalten sind.
Ist p # 2, dann gilt allgemein (p;) =0 mod p’ und fiir p = 2, aber p’ # 2 gilt: (7;) =0 mod p,
fiir p’ = 2 ist (p;) =1 mod 2.

5.3.2 Bemerkung: Fiir eine Gruppe wie in 5.1.5 wird die Paarung des Cupprodukts der 1.
Kohomologiegruppen mit Koeffizienten in Z/p® durch die Matrix

-(5) 1

L) o
B-= S
0 o)

beschrieben. Ist p® keine Potenz der 2, so gilt (p;) =0 mod p°.

5.3.3 Bemerkung: Dies hat in beiden Bemerkungen zur Folge, daf fiir zwei Elemente x,y €
HY(G,Z[p®) mit Kern(z) € Kern(y) das folgende gilt:

zuy =0,

es sei denn, es ist p = 2. Der Grund dafiir liegt darin, dak Hom(G[Kern(z),Z[p®) ein Z[p*-
Modul vom Rang 1 ist und die Inklusion der Kerne zur Folge hat, dafs y ein Vielfaches von z
ist. Da die Paarung in diesen Féllen symplektisch ist, folgt das Verschwinden des Cupprodukts.
Im zahm verzweigten Fall aus 5.3.1 ist fiir p’ # 2 die Matrix nicht-ausgeartet und fiir festes
r e H'(G,Z[p*) der Ordnung p® sind die Vielfachen von x der Kern der Abbildung

zu_:HY(G,Z[p") > Z[p*,y » zuy.

Dasselbe gilt fiir die Reduktion der Paarung modulo p. In diesem Fall kann daher aus z uy
gefolgert werden, daft die Kerne einander enthalten. Ist p = 2, dann gilt (}’2) = —p°~! mod p*
und fiir Kern(z) € Kern(y) gilt zuy =0 mod 2, sobald s > 1 ist, d.h. {4 = liegt in k.

5.3.4 Bemerkung: Die Gruppen aus 5.1.6 werden von N + 2 Elementen erzeugt und sind
durch eine Relation p vollstdndig beschrieben. In diesem Fall ist die Matrix B modulo 2 fiir
die Relation

p = 2125 (22, 23) " (TN+1, TN+2)

durch
1 0 0 -~ 0
0 0 1 :
0O 1 0 1 01,
o1 1
0 0 1 0
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fiir

p =¥ (21, 22)(2ns1, 2N42)
durch
1 1.0 - 0O
1 0 1 :
0O 1 0 1 0
: 1 0 1
0 0 1 0

und schlieflich fiir ;
p=x5(x1,22)x5 (23,24)(Tni1,TN42) (f 22)

durch
0 1 0 0
11 1 -~ :
0 1 0 1 O | gegeben.
: 1 0 1
0O -0 1 0

Keine dieser Matrizen liefert eine entartete Paarung, jedoch ist nicht linger /" Bz =0 mod 2
fiir jeden Vektor = € H'(G,Z/2) gegeben. Definitionsgemiif bilden diese Elemente den Kern
K des Diagonalhomomorphismus

HY(G,7/2) - H*(G,Z[2),z ~ z U .

——— O O O e
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6 Dualitat

Unter p,, resp. u werden im folgenden die ne2 resp. alle Einheitswurzeln verstanden. Ist A ein
®-Modul, so wird jede Galoissche Erweiterung K /k eine A trivialisierende Erweiterung
genannt, sobald die zu K gehorige Untergruppe von & auf A trivial operiert; in diesem Fall
wird A auch als G(K/k)-Modul aufgefakt. Es sei

G4 :={0 € Bla’ =a fiir jedes a e A.}

und

k(A) := N K

K[k trivialisierend

die durch A erzeugte Erweiterung von k, was die exakte Zeile

1->64—>6->G(k(A)[k) —> 1 ergibt.

6.1 Die lokale Lage

Fiir p—adische Korper ist durch Tate und Poitou (s. [Tat62] und [Poi67]) dieser Satz bekannt:

6.1.1 Satz (lokaler Dualitétssatz): Es sei A ein endlicher &p—Modul und A" == Hom(A, )
der dazugehdrige duale Modul. Dann gibt es fiir 0 < q < 2 eine kanonische nicht-ausgeartete
Paarung endlicher Gruppen

H(kp, A') x H*(kp, A) —> H2(kp, k") > Q/Z.
Die unverzweigten Anteile sind zueinander orthogonale Komplemente, wobei im Fall g =1 vor-
ausgesetzt werden mufl, daf§ die Restklassenkérpercharakteristik zur Ordnung von A teilerfremd
15t.

Beweis. s. [INSWO08|, chap. VII, §2, Theoreme 6 und 15. &

Ist A =1Z[p, soist A" = p, und die Kummersequenz gestattet die Identifizierung der
Gruppe H 1(kp,A’ ) mit ks / ksp, wenn die Gruppe p, in kp enthalten ist. Die durch das Cup-
produkt beschriebene Paarung ist dann durch die Paarung

Hl(l{}p,Z/p) X Hl(k?pa/ip)%ﬂp

(X,IL‘) — X(ava/kp)

gegeben, wenn a € k;dem FElement z € H Y(k,, p) via der Kummer-Zuordnung entspricht.
( ,K,/k,) steht hier fiir das Normrestsymbol der durch den Charakter x : &, — Z/p definier-
ten Erweiterung K,/k,. Befinden sich die p® Einheitswurzeln bereits im Grundkérper k,, so
kann Z/p auch als &,-Modul mit s, (nicht-kanonisch) identifiziert werden. Selbiges gilt fiir
die Gruppe H'(k,,Z[p), welche nach Festlegung eines Isomorphismus j, & Z/[p zu k:/k:p iso-
morph ist. Werden somit obige Argumente ersetzt, so entspricht die Paarung der Bilinearform,

welche durch das klassische Hilbertsymbol
’ * *P * *P

gegeben ist.
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6.2 Die globale Lage

Ist k ein endlicher Zahlkorper, & dessen absolute Galoisgruppe und kp seine Vervollstéindigung
beziiglich der Stelle p. Zu jeder solchen Primstelle p von k kann eine Zerlegungsgruppe &y ¢ &
fixiert werden, was der Wahl einer Bewertungsfortsetzung auf den algebraischen Abschlufs
gleichkommt.

6.2.1 Definition: Fiir eine Stellenmengen T eines Zahlkorpers k und eine Erweiterung L[k
bezeichne 1IY(L[/k, T, A) den Kern der Einschrinkungsabbildung

res?(L[k, T, A) : HY(L[k, A) - [] H(kp, A).
peT

Ist fiir T < S die Erweiterung L = kg, so mag diese Gruppe genauso mit 1119 (kg, T, A) re-
sp. IIT9(S, T, A) bezeichnet werden. Sie wird Tate-Schafarewitsch-Gruppe genannt und -
stimmen S und T tberein -, so wird sie im Folgenden durch TI19(S, A) abgekiirzt.

Auf Poitou und Tate [Poi67]| geht der folgende Satz zuriick:

6.2.2 Satz (globaler Dualititssatz): Ist A ein endlicher &—Modul und A" := Hom(A, ) der
2 A duale Modul, so gilt:
Die Bilder von H(k,A) und H*"9(k, A") sind fiir 0 < q <2 unter der Paarung

[0 H(kp, A) x [TH*(kp,A") > Q/Z
p p
gegenseitige orthogonale Komplemente, d.h. fir x € Hi(k,A) und y e H*>9(k, A") gilt
Y invp(resp(z) Uresp(y)) = 0.
p
Dariiber hinaus sind die Moduln
I (k/k, A) und T2 (k/k, A")

zueinander dual.

Beweis. s. [Neu73al, §4, Satz 2. &
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6.3 Pro-c-Varianten

Es sei ¢ eine beliebige Klasse endlicher Gruppen, k ein in bezug auf ¢ vollstdndiger Zahlkérper
iiber Q. S sei eine S(c) umfassende Primstellenmenge und A eine endliche abelsche ¢-Gruppe,
welche gleichzeitig einen Gg(c)—Modul darstellt. Die Erweiterung k(A)/k ist eine Galoiserwei-
terung mit einer Automorphismengruppe aus ¢, weil diese Abbildung {iber Gg(¢) faktorisiert.
Da k in bezug auf ¢ vollstdndig ist, ist mit A auch der duale Modul A" = Hom(A, ) ein
Gs(c)-Modul. Der Ubersichtlichkeit wegen sollen an dieser Stelle ein paar Bezeichnungen
eingefithrt werden:

6.3.1 Definition: Fs sei

S(c) ¢ S
Orks = {aeK]| vm(a) >0 fiir samtliche P ¢ S.}
Uk,S = H{l}x HUp.
pes pgs
Use = lim  Ugkgs.
K[kcks(C)/k
Cks = Iks/Oks
Cs(K) = CklUgks
cY = Kern(Cx - R, @~ []laplp).
p
C8(K) = Ci/Uks.
Oge = h_II)l Ok,s die S-Einheiten von kg(c).
K [keks (C) [k
Isc¢ = h_I)Il Ik s die S-Idelgruppe des Korpers kg(c).
K [keks (C) [k
Cse = lim  Cks.
K/[kcks(C)/k
0 : 0 0
Cse = lim  Cg(K) = C"(ks(c))/Usic
K[kcks(C)/k
A ein endlicher Gg(c) — Modul, dessen Ordnung
nur durch Primzahlen p € S(c) teilbar ist.
Isc(A) = Hom(A,Isc).
CS}c(A) = HOTn(A,CS,c).
C3c(A) = Hom(A,C3p).

6.3.2 Bemerkung: Aus der exakten Sequenz auf endlichem Niveau

0->Cggs—Cs(K)—Clg(K)—~1

kann durch Grenziibergang nicht die Gleichheit von

Cs,¢ mit Cg(ks(c)),
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abgeleitet werden, da der Limes iiber der S-Idealklassengruppe im Allgemeinen nicht ver-
schwindet - jedoch stimmen des Hauptidealsatzes wegen fiir p € S(c) die p—priméren Anteile
dieser Gruppen iiberein. Daher ist Hom(A,Cgc) 2 Hom(A, Cs(kg(c))) und somit Cg¢(A) =
Cs(ks(c))(A).

Es entsteht aus der exakten Sequenz
1> 05¢—>Isc—Cse—1
die exakte Sequenz von Gg(c)-Moduln
0> A" > Isc(A) > Csc(A) ~ 0.
Die Exaktheit ergibt sich, weil O fiir jedes p € S(c) p-divisibel ist.
6.3.3 Hilfssatz: FEs sei K[k ¢ ks(c)/k eine endliche galoissche Teilerweiterung, dann gilt
(Cs(ks(c))“Es O = Cy(K).
Beweis. Klar. &

6.3.4 Hilfssatz: Das Paar (Gs(c),Cs(ks(c))) ist eine Klassenformation.

Beweis. Fiir eine endliche galoissche Erweiterung K'/k ist der G(K /k)-Modul Uk s kohomolo-
gisch trivial, weswegen H'(K[k,Cs(K)) = H'(K[k,Ck) gilt. Mit dieser Gleichheit vererben
sich die nétigen Eigenschaften von C = h—H>1K/k Ck auf Cg(ks(c)). &

6.3.5 Hilfssatz: Die Sequenz
1> NygoyCs(ks(c)) = Cs(k) > GE(c) > 1

ist exakt und NygcynCs(ks(c)) ist fiir p e S(c) p-divisibel.
Beweis. Die linke Seite kann aus dem Reziprozitatsgesetz auf endlichem Niveau direkt durch
Grenziibergang abgeleitet werden. Die Surjektivitét ergibt sich aus der Beobachtung, dafs die
kompakte Untergruppe C’% iber dasselbe Bild verfiigt, da der Quotient Cx/ C?( = R} keinen
nichttrivialen endlichen Quotienten hat. Demnach ist das Bild unter dem Normrestsymbol
ebenfalls kompakt und dicht in Gg(c)?, was die Surjektivitiit der rechten Abbildung liefert.
Aus der Sequenz

1-( ) NgmCx)Uis/Uss — Cs(k) > G¥ — 1

K[kckg/k
galoissch

des Theorems 13 aus [NSWO08|, chap. VIII, §3 ergibt sich durch eine Diagrammjagd in

Nks(c)/kcs(l?s(c)) G(k® [k (¢))

ks /k)

. (
1 —— (N7, O 5/Uks —— Cs(k) ——— G¥(c) ——— 1

( ks@/k) |7

GE(c)
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und dem Umstand, daf G(k%/k%(c)) fiir p € S(c) p-divisibel ist, die Divisibilitit der univer-
sellen c—Normgruppe fiir die primen Grofken aus S(c). &

6.3.6 Satz: Der Gg(c)-Modul C3(ks(c)) ist ein level-kompakter Formationsmodul und fiir
p € S(c) ist die universelle Normgruppe Nks(c)/k(C'g(kS(c))) eine p-divisible Gruppe.

Beweis. Mit Uk g fiir galoissches K[k ist auch U§ kohomologisch trivial, daher ist
1->Ugks — C% - (Cg(ks(c)))G(ks(C)/K) 51

exakt und
(C(ks(c))) I HEsOED) = OF UK s = CY(K).

Mit CY ist auch C2(K) kompakt und daher ist C9(ks(c)) level-kompakt. Die Divisibilitét
der Normgruppe von Cg(ks(c)) ergibt sich aus der Divisibilitdt derer von Cg(ks(c)). o

Unter Verwendung dieser Gleichheit und [NSW08|, chap. VIII, §4, Proposition 2 kann
der sich anschliefende Satz aus [NSWO08|, chap. I1I, §1, Theorem 11 abgeleitet werden

6.3.7 Satz: Es gilt fir diskrete endliche Gg(c)-Moduln A aus ¢, daff die Paarung

N 1
#Gs(c)

H'(Gs(c), C8(ks(c))(A)) x H* (G5 (c), A) > H*(Gs(c), C3(ks(c))) Z|Z

einen topologischen Isomorphismus
ﬁi(GS(c)a HOTTL(A, Cg(ks(C)))) = ﬁQ_i(GS(c)a A)v fil:?“ 1<0.
hervorruft, wenn p € S(¢) Exponent der Gruppe A ist.

Beweis. In [NSWO08|, chap. VIII, §4, Theorem 4 darf nach obigem HO(Gk,CE(A)) durch
H(Gr(c),Cc(A))) ersetzt werden. Dariiber hinaus gilt H2(G(c), A) 2 H*(Gy, A) mit Hilfe
der Hochschild-Serre-Sequenz. o

6.3.8 Definition: Die Gruppen P'(Gs(c), A) seien gegeben durch

PY(Gs(e),4) =TI HO(ka(C),A)XHﬁo(ka(t),A)
P endl. Ploo
Pl(Gs(C),A) = H(Hl(ka(C)7A)7H%r(ka(c)7A))
p

P*(Gs(c), 4) ?H%ka(c),fl)

D H'(Giy (0).4)

P'(Gs(c), A)

6.3.9 Satz: Ist Seo US(c) €S eine nichtleere Stellenmenge eines c-vollstindigen Zahlkérpers
k, dann ist fir endliche Gg(k)—Moduln A, deren Kardinalitit nur durch Primzahlen aus S(c)
teilbar ist, diese Sequenz exakt:
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HO(GS(C)vA) PO(GS(C)vA) H2(G5(C),A,)v

HY(Gs(c), A)Y «——— PY(G5(c), A) HY(Gs(c), A)

P*(Gs(c), A) —— H(Gs(c), A')

H2(G5(c)v‘4)

Beweis. Analog zur langen exakten Sequenz von Poitou-Tate in [NSWO08], chap. VIII, §6 oder
mit Hilfe der Isomorphien H'(Ggs(c), A) = H'(Gg, A). &

Genauso wie in [NSWO08], chap. VIII, §6, Theorem 7 kann das Folgende gezeigt werden:

6.3.10 Satz: FEs sei k ein c—vollstindiger Korper, A ein endlicher Gg(c)—Modul mit
#tor(A) e N(S) und S(c) U S« €S, dann gilt:

T (ks () [k, A) x T (ks (c) [k, A) > H*(Gs(c), Cs(ks(c))) » Q/Z
st eine perfekte Paarung.

6.3.11 Bemerkung: Thre zentrale Bedeutung fiir die Bestimmung der Lésungen globaler
Einbettungsprobleme bekommen diese Dualitétssitze durch die exakte Sequenz aus 7.1.4. Aus
ihr ergeben sich dann mittels 3.2.2 Moglichkeiten der Steuerung gefundener globaler Losungen
hin zu anderen, welche gegebene lokale Figenschaften hat.

_—mm———— O O O =
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7 Zur Tate-Schafarewitsch-Gruppe

7.1 Vorbemerkungen

7.1.1 Definition: Es seien S, T Primstellenmengen eines Zahlkorpers k. Dann bedeute
S<T, daff 6(S~T) =0 sei.
Aus [NSWO08] ist dieser Satz entnommen:

7.1.2 Satz: Ist die von einem einfachen Gp—Modul A erzeugte Erweiterung k(A) auflosbar,
dann gilt '
H'(G(k(A)/k),A) =0 fir alle i > 1.

Beweis. s. [NSWO08], chap. IX, §1, Proposition 14. &

7.1.3 Definition: Der Kokern der Einschrinkungsabbildung
H' (ks/k, A) — TTH' (ky, A)
T
bei endlicher Stellenmenge T, welche in einer weiteren S enthalten sei, wird allgemein mit
Kokern!(S,T, A) bezeichnet.
Dariiber hinaus gilt nach [NSW08|, chap. IX, §2, Lemma 2:

7.1.4 Satz: Eine nichi-leere Primstellenmenge S, welche im Zahlkérperfall die unendlichen
Stellen mit beinhalte, sei mitsamt einer endlichen Teilmenge T gegeben. Ist A ein endlicher

Ggs(k)=Modul, fiir den #A € N(S) gilt, dann ist die Sequenz
0 - II'(kg, A’) - I (kg, S\ T, A") - Kokern(S,T,A)" -0
eine ezakte.

Beweis. Dies ist die unmittelbare Folge des aus den Dualitédtssidtzen hervorgehenden exakten
Diagramms
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I (ks/k,S\T,A") — HY(kg/k, A') —— gup H' (ky, A")

|

I (ks/k, S, A") ——— HYkg/k,A") —— Mg H*(ky, A")

H' (ks [k, A)"

Mp H' (kyp, A') —=— Ty H' (ky, A)"

0 Kokern!(S,T, A)¥

0,

dessen Isomorphimus in der vierten Zeile die komponentenweise Anwendung des lokalen Dua-
litdtssatzes ist. <

7.1.5 Satz: Es sei k ein globaler Kérper, T € S Primstellenmengen aus k, wobei T end-
lich gewahlt sein mdge und Soo S S gelte, sobald k ein Zahlkérper ist. Ist A ein endlicher
Gs(k)-Modul mit #A e N(S), dann ist der kanonischer Homomorphismus

res'(S,T,A) : H' (kg/k, A) — @ H'(ky, A)
peT

in den folgenden Fallen surjektiv.

1. A" ist ein trivialer Gg(k)—Modul und §(S) > %, wobei p der kleinste Primteiler der
Ordnung von A sei.

2. A =Z[m mit m = [1;oy, . ,p; mit paarweise verschiedenen Primzahlen pi,...,p, aus
N(S) und

v
pi[k(upln ) : k]

fir v =1,...,n - es sei denn, es liegt der Wangsche Sonderfall mit den Parametern
(k,m,S\T) vor. Ist dieser gegeben, so hat der Kokern die Ordnung hichstens 2.

3. es(k(A)K) £ S und #G(k(A') k) = kgV {#G(k(A )y /ke)lp € S TY.
4. A ist einfach, G(k(A")[k) auflosbar und cs(k(A")[k) £ S.

di(es(k(ia,p ) /) 0 ) >

5. A st einfach, G(k(A)/[k) auflosbar und cs(k(A)[k) = S.
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6. A ist einfach, pA =0 fiir eine Primzahl p € N(S) und es gibt endliche Galoiserweiterun-
gen K ¢ Q innerhalb kg, so daff p +[Q: K],

pp ¢ K und k(A) € K
pp € Q und cs(Q/k) = S.

Beweis. s. INSWO08], chap. IX, §2, Theorem 3. &

7.1.6 Satz: Es sei pu, €k, (und wenn p =2 gilt, auch py € k) und K[k eine elementar-abelsche
Erweiterung vom Grad p*. Dariiber hinaus sei p eine Stelle aus k, welche nicht diber p liegt.
Ist die Erweiterung in allen Stellen aus Py ~ {p} zyklisch, dann auch in p selbst.

Beweis. Es sei K das Kompositum der Z/p-Erweiterungen K’ und K", welche duch z’, 2" €
H'(k,Z[p) beschrieben werden. Der globale Dualititssatz 6.2.2 besagt, daf

%:invp(reslg(x') uresp(z”)) =0

gilt. Dariiber hinaus ist fiir q € Py \ {p}
resq(z’) uresq(z”) =0

nach der Bemerkung 5.3.3. Weil die Invariantenabbildung ein Isomorphismus ist, folgt
resp(z’) uresp(z”) =0

und daraus, dak der Kern des einen lokalen Elements im Kern des anderen enthalten ist, da
die Paarung des Cupprodukts im zahm verzweigten Fall nicht ausgeartet ist. <

Dies ist im Wesentlichen eine Umformulierung der Geschlossenheitsrelation der globalen
Hilbertsymbole. Desgleichen verhélt es sich mit dem folgenden Satz.

7.1.7 Satz: Sei k ein endlicher Zahlkorper mit (k) (2) = uo und K[k eine Vy-Erweiterung
und p 4 (2) eine Primstelle. Ist jede Zerleqgungsgruppe fiir Stellen aus P~{p} zyklisch und gilt
fiir die Stellen q |2, daf8 Kq/kzq Teilkorper einer zyklischen Erweiterung vom Grad 4 iber kg
1st, dann ist die Zerlegungsgruppe von p ebenfalls zyklisch.

Beweis. K sei das Kompositum zweier quadratischer Erweiterungen K;/k (i = 1,2). Es defi-
niere x; € H'(Gy,Z[2) fiir i = 1,2 den Korper K;. Fiir q | 2 gilt, daf jedes Paar resq(z;) €
Hom(Gy,,Z/[2) (i =1,2) sich im Cupprodukt ausléscht, d.h. res,(z1) ures,(x2) = 0, wie man
anhand der Matrices aus 5.3.4 erkennen kann. Restliches verlduft analog zum vorangegangenen
Satz. &

7.2 Das Verschwinden von III! und III2

Die exakte Zeile aus 7.1.4 erlaubt es, das Bild der Einschrankung

H' (ks[k,A) > [TH" (k,, A)
T

als Losung eines homogenen ,Gleichungssystems* zu verstehen:
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7.2.1 Bemerkung: Die Menge {Z1,To, ..., T, } beschreibe ein Erzeugendensystem des Kokerns
Kokern!'(S,T, A). Dann ist fiir y = (y,),er € [I7 H'(k,, A) die Bedingung

Y inv, (res,(T;) uy,) =0firi=1,..,n
peT

sowohl notwendig als auch hinreichend dafiir, daf das Element y in H'(kg/k, A) iiber ein
Urbild z verfiigt. Jedes Element x aus III'(kg/k,S \ T, A) wird nimlich in dem Diagramm
aus dem Beweis zu 7.1.4 durch die dort aufgefithrten Homomorphismen auf das Element

[1res.(z)e [T H (k,, A")

peT peT

abgebildet, was durch den lokalen Dualitidtssatz als ein Element

(TTresp(@)u_): [T H' (ky, A) > Q/Z: (3 )per = 3. inwy(res,(z) uy,)

PeT peT peT
in
v
[1H" (K, A))
peT

verstanden wird. Das orthogonale Komplement des Bilds besteht nach 6.2.2 gerade aus den
Elementen {Z1, o, ...,%,}, die nach 7.1.4 in der Tate-Schafarewitsch-Gruppe II!(kg/k,S ~
T, A) ein globales Urbild haben. Diese Beobachtung ist im Wesentlichen eine Umformulierung
des Satzes 4 aus [NeuT73a], §8.

Eine Anhebung eines solchen Erzeugendensystems im Fall pA = 0 1dft sich zu einer Basis
des Z/p-Vektorraums 11! (kg, S\ T, A’) erginzen. Vor der Verwertung dieser Tatsachen seien
diese Annahmen fiir den Rest dieses Abschnitts stets giiltig.
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7.2.2 Generalvoraussetzung: Fiir den Rest dieses Abschnitts mogen diese Generalvoraus-
setzungen zutreffen:

k sei ein globaler Korper.
S sei eine Primstellenmenge von k.
Q/k sei eine endliche auflésbare Erweiterung mit cs(Q/k) < S.
A sei ein endlicher Gg(k) — Modul, welcher durch die Primzahl p € N(S) annulliert werde.
und die Erweiterung k(A)/k in Q/k erzeuge.

T sei eine Teilmenge von S.

7.2.3 Satz: Es sei cs(Qk) =T und cs(Qfk) €S, dann ist
LT (ks, T, A) =0,

wenn es fir jede Teilerweiterung k(A) € K vom Grad p in Q ein Element p € T\ cs(K [k(A))
gibt und eine der beiden Bedingungen erfillt ist:

1. k=k(A).
2. A ist ein einfacher Modul vom Ezrponenten p.

Beweis. In dem Diagramm

H'(ks[Q,A) —— @7 H'(Qy, A)

H' (ks/k, A)

@T Hl(k‘BvA)

HY (Qk, A) —— @7 HY (Qq/kgs, A)

ist in beiden Féllen die untere horizontale Abbildung injektiv. Im ersten direkt, im zweiten
aufgrund des Umstands, dak nach 7.1.2 in beiden Fillen H'(k(A)/k,A) = 0 gilt. Die obere
horizontale Abbildung ist es ebenso, wegen ¢s(€/k) < S und des 1. Punkts aus Satz 7.1.5. Der
Schluk erfolgt dann {iber die Hochschild-Serre Sequenz. &

Aus 7.1.4 kann dieses Ergebnis gewonnen werden:

7.2.4 Folgerung: Unter den Bedingungen wie in 7.2.3 mit endlicher Menge S \T ist die
Abbildung
res' (8,1, A) : H' (ks/k, A") > @ H"(ky, A)
S\T
surjektiv.

7.2.5 Hilfssatz: Es sei G eine Gruppe und A ein einfacher G—Modul, welcher von einer
Primzahl p annulliert werde. Dann gilt:
Ist A einfacher G—Modul, so auch Hom(A,Z[p). Insbesondere ist G4 = G Hom(A,Z/p)-
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Beweis. Wire H< Hom(A,Z/p) ein echter Untermodul, dann géibe es nach Dualisierung die-
ser Inklusion einen G-Epimorphismus Hom(Hom(A,Z[p),Z[p) - Hom(H,Z[p) mit nicht-
trivialem Kern, was der kanonischen Isomorphie zum Doppeldual

Hom(Hom(A,Z[p),Z]p) =z A
widerspréiche. Der Rest ist klar. <

7.2.6 Satz: Ist A ein einfacher G(ks/k)—Modul und S = cs(U/k)uT fir eine endliche Stel-
lenmenge T, dann ist
1t (kg/k,S\T,A) =0,

wenn k(A) € Q gilt und es keine Galoiserweiterung k(A) € K € Q g¢ibt, deren Galoisgruppe
G(K[k(A)) zu A als G(k(A)/k)—Modul isomorph ist.

Beweis. Ein z # 0 aus IIT'(kg/k, S\ T, A) wird unter der Einbettung
HY(, A) — ' (k(4), A)

auf ein Element 7 := resZ(A)(x) + 0 aus H'(k(A), A)GHEAYE) abgebildet. Das Bild von Z ist
wegen

o(i(9)) = o(2(07'0(9))) = (07)(0g) = Z(og) fix g € Gyay und o € G(k(A)/k)

ein G(k(A)/k)-Untermodul von A und definiert somit wegen der Einfachheit von A eine
Teilerweiterung K [k(A) innerhalb Q/k(A) mit Galoisgruppe G(K/k) = A, die es nicht gibt.
¢

7.2.7 Satz: Umfafit die Menge S die unendlichen Stellen Se und S, und ist A ein einfacher
Gs(k)-Modul, dann ist der kanonische Homomorphismus

H*(kg/k,A") — @HZ(/%,A’)

ein Monomorphismus, wenn es eine auflosbare Erweiterung Q[k(A)[k gibt, so daf fir die
Menge c¢s(QUk) € S gilt und es zu jeder Teilerweiterung K[k(A) vom Grad p iber k(A) eine
Stelle p aus S~ cs(K[k(A)) gibt.

Beweis. Poitou-Tate-Dualitét, [NSWO08], chap. IX, §2, Lemma 2 und 7.2.3. &

ey O O O
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8 Stark nicht-abelsche Gruppen

8.1 Der Begriff einer stark nicht-abelschen Gruppe

Zu einer endlichen auflésbaren Gruppe G gibt es stets eine Normalreihe
G=Gy >G> D>G,={}

mit abelschen Quotienten A; := G;/G;41, welche gleichzeitig einfache von einer Primzahl p;
annullierte G/G;-Moduln sind.

8.1.1 Definition: Eine endliche auflosbare Gruppe G mit einer Normalreihe wie oben heifst
stark nicht-abelsch, wenn diese Zerlegung in Normalteiler

G=Gy >G> D>G,={}
diese Figenschaften besitzt:

1. Fiiri> 1 ist der grofite Normalteiler N; < G|G;, welcher auf A; trivial wirkt, ein echter
Normalteiler, das heifit N; + G/G;.

2. Es gibt fir kein i > 1 einen Epimorphismus N; - A;.
3. Ist A; nicht zyklisch, dann ist G 2 Gy % G[Gi41.

8.1.2 Beispiel: Es sei eine Primzahl ¢ gegeben und dazu eine streng monoton steigende
Folge von Primzahlen p,...,p, mit n Gliedern, fiir die stets p; =1 mod ¢ gilt. Dann kdnnen
nichttriviale Homomorphismen ¢; : Z/q - Aut(Z/p;) gefunden werden. Mit diesen 1dft sich
das iterierte semidirekte Produkt

Z[pn Ao (Z[pn— Hpn_1 """ Mo (Z[p1 Xy Z[q))

definieren, wobei die ; der Kiirze wegen fiir (; o m stehen. Dabei ist 7 die Projektion auf den
Quotienten Z/q. Dies ist selbstverstandlich eine stark nicht-abelsche Gruppe, da die Kardina-
litdt der Subnormalquotienten monoton wichst.

8.1.3 Bemerkung: Ist G = Gy > G; > -+ > G, = {1t} eine stark nicht-abelsche Gruppe,
so ist es auch G/G; fiir ¢ < n. Ansonsten beschreibt die Bezeichnung ,stark nicht-abelsch®
einen alles andere als gutartigen Katalog technischer Eigenschaften. Beispielsweise ist sie nicht
abgeschlossen hinsichtlich von Gruppenerweiterungen und dem Ubergang auf Untergruppen.
Der Begriff schuldet seine Daseinsberechtigung allein der Tatsache, dafs eine Reihe bekannter

auflosbarer Gruppen geringer Kardinalitdt von ihm abgedeckt wird.

8.2 Stark nicht-abelsche Gruppen iiber endlichen Zahlkorpern

8.2.1 Theorem: Ist k ein Zahlkérper und G eine stark nichi-abelsche Gruppe vom Ezponenten
m mit einer Filtrierung {Gi}icn, wie in 8.1.1 und endlich vielen lokalen Vorgaben {1y : Gy —
G | p € T}, dann gibt es eine Galoiserweiterung K[k mit G(K[k) 2 G, welche die lokalen
Vorgaben verwirklicht, sobald die folgende Bedingung erfiillt ist:

FEs sei S = cs(k(um)/k) T, dann ist Ay = G|Gy innerhalb von ks mit den

Vorgaben )y : Gy — Ag realisierbar.
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Der Beweis wird nachgeliefert.

8.2.2 Folgerung: Ist u, c k, dann ist die Bedingung mit Hilfe des Satzes von Grunwald und
Wang leer.

8.2.3 Satz: Ist A der Kern eines Epimorphismus f: G - T = G(K/[k) mit auflésbarem Bild,
welcher gleichzeitig ein von p annullierter einfacher I'—=Modul sei, dann gilt

Lecre #2911 LE Gy, roGy) 2
P

Beweis. Ausgangspunkt des Beweises ist das folgende Diagramm.

H*(Gy, A) @p/f-IQ(ka,A)

P~ (ep)p
o e

H?(T, A)

Die horizontale Abbildung ist nach [NSW08|, chap. IX, § 1, Corollary 16 (i) injektiv. Es sei
x € H*(T', A) die zur Gruppenerweiterung 1 - A - G — I' - 1 gehorige Klasse. Nach [NSWO08],
chap. 111, §5, Proposition 9 bzw. 3.1.2 gilt nun:
Eg(Gk,F,G) * @ <~ (,0*($) = O
<, (z) =0 fiir simtliche p
<~ l:I‘CE(kaIp:Gp) *J.
&

In der Absicht 8.2.1 zu beweisen, muft ein Satz entwickelt werden, der garantiert, daf
die Methode des sukzessiven Aufstiegs, d.h. der schrittweisen Verwirklichung der abelschen
Subquotienten einer stark nicht-abelschen Gruppe gelingt. Dies gewéhrleistet der nun folgende
Satz. Alles in Allem orientiert sich die Vorgehensweise stark an Neukirchs Arbeiten iiber
nilpotente resp. auflésbare Gruppen aus [Neu73a| und [Neu79].

8.2.4 Satz: Durch m: E - G werde ein Epimorphismus auflosbarer Gruppen gegeben, des-
sen Bild G die Erweiterung einer Galoisgruppe T' einer endlichen Erweiterung K[k globaler
Zahlkorper um einen einfachen, durch die Primzahl p annullierten I'-Modul A sei. Fiir diesen
Modul maoge gelten:

1. Der gréfite Normalteiler N < T, welcher auf A trivial wirkt, sei von I' verschieden.
2. Es gebe keinen Epimorphismus N — A.
3. Wenn A nicht zyklisch ist, so sei E = Kern(m) xG.

Dazu sei T eine beliebige endliche Primstellenmenge des globalen Kérpers k und

(#E,#u(k)) = (#E, #1(K)).
Wenn
H Cg(ka Tp.Gy) + @ qilt,

dann gibt es ein surjektives Element [¢] € EE(Gk .Gy welches diese Figenschaften hat:
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1. [4] verwirklicht gegebene Elemente [p] € Le, Tp,Gr) firpeT.
’p7 b
2. Ist p ¢ T in K[k unverzweigt, dann ist Le, Gy ) * -
p? b

3. Fiir den durch Gy — G definierten Korper N gilt (#E,#u(K)) = (#E,#u(N)).

Beweis. Ist p, nicht in k enthalten, dann ist dies ein Satz von Neukirch und wird im Main
Lemma aus [NSW08|, chap. IX, §5 gefunden. Ansonsten ist folgendermafen zu verfahren:
Zunéchst ist festzuhalten: Wird 7' um endlich viele Stellen zu T” vergrofert, so ist die Aussage
gezeigt, wenn sie fiir 77 gezeigt wird. Dies ist offensichtlich, weil fiir unverzweigtes p € T/ \ T
eine unverzweigte Vorgabe [¢p] definiert werden kann, die sich der Freiheit von 7 wegen zu
einem Homomorphismus nach F anheben ldft. Daher kann 0.B.d.A. angenommen werden,
dak die Menge T die Menge

Ram(K [k) u Sy, U Se beinhaltet.

Dariiber hinaus ist es erlaubt, davon auszugehen, daft die Bilder der lokalen Vorgaben Wp]
ganz G erzeugen: fiir in K[k voll zerlegte Stellen p kann der unverzweigte Quotient

G, [T, »<a> acA

epimorph auf eine beliebige zyklische Gruppe < a >€ A abgebildet werden und dieser Homo-
morphismus kann zu den lokalen Vorgaben aus 7" hinzugenommen werden.

Als néchstes ist zu bemerken, daf die Erfiillung der letzten Bedingung durch geeignete Wahl
von Vorgaben p € T bei abermaliger Vergrofserung der Menge T gewé#hrleistet werden kann.
Es sei m := #FE. Dazu konnen in K[k voll zerlegte Stellen q;, ¢ = 1,...,s gewéhlt werden,
deren Frobeniuselemente die Gruppe G(K((;,)/K) erzeugen mit den zugehorigen trivialen
Homomorphismen

v, : Grg > {1} <G,

welche lokale Klassen in
Cg(ka p.Gy) definieren.

Diese sind zu den Vorgaben aus T hinzuzunehmen. Nach 8.2.3 gibt es ein [t¢)y] € LgGr.c)
weil A nach Definition ein einfacher Modul ist. Es seien

[1s] € Leay, ryp.6p)

die lokalen Vorgaben aus 1" und py,...,p, die Stellen aufserhalb von T, in denen g verzweigt.
Letztere verzweigen wegen Ram(K [k) € T nicht in K/k und kénnen somit auch zu einem
unverzweigten 1 ,, : Gy, — G angehoben werden. Ist 7% :=T'U {py, .-, 0, }, so kann nach 3.2.2

fiir jedwedes p € T* ein y, € H'(k,, A) mit
[¥1,p] = [Yo,p]” gefunden werden.

Ny/K sei die durch v definierte abelsche Erweiterung von K; es 1aft sich nun ein Element
xe H (ks/k, A) mit

S = es(K(Cpem) ) [K) 0T finden,
welches die obigen y, fiir p € T verwirklicht, d.h. res,(z) = y,. Dies kann gefolgert werden, da
die Voraussetzungen von 7.2.6 erfiillt sind: Die Erweiterungen
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E(A)(Cpopiom) K

>~ 7

iy € k(4)

sind iiber k(A) sind linear disjunkt. In K/k gibt es keine Teilerweiterung iiber k(A) mit
Galoisgruppe A, da G stark nicht-abelsch ist. Gabe es eine Erweiterung

LJk(A) it K(Cyppom) F(A)

mit zu A isomorpher Galoisgruppe, dann wiirde pu(L)(p) # p(k(A))(p) gelten und da die
Erweiterung k(A)((,)/k galoissch ist, wire L = k(A)((,) fiir ein geeignetes | die Erweite-
rung vom Grad p im Korper aller p’ Einheitswurzeln. G(k(A)/k) wirkte dann jedoch auf
G(L/k(A)) trivial, was einen Widerspruch liefert. Aus diesem Grund gilt nach 7.2.6, daf
I (ks, S\ T*,A’) = 0 ist. Ein solches 2 manipuliert 1)9 demnach so, da® [t/9]® den obigen
Anforderungen geniige trigt:

Es verwirklicht nach Wahl von x die lokalen Vorgaben in p e 7.

Ist p e T\ T, dann ist [¢1,] unverzweigt und somit zu einem Homomorphismus nach E
anzuheben. Ist p ¢ T, so ist im unverzweigten Fall die Lage klar. Verzweigt jedoch [¢1,], so
passiert dies allein aufgrund des Umstands, daf x, in p verzweigt, da Ram(Np/k) € T* gilt.
x, verzweigt jedoch nur in Stellen, welche in Ny/k und k((pvp(m))/k voll zerlegt sind. Ist z,
verzweigt und nicht zyklisch, so entspricht F nach Voraussetzung dem semidirekten Produkt
Kern(m) x G, d.h. es gibt einen Schnitt G — F von 7 und somit ist auch in diesem Fall

ﬁs(ckp Gp.Ey) T 9 &

Mit diesem Ergebnis ist es jetzt moglich, den zentralen Teil dieses Abschnitts nachzu-
weisen.

Beweis. (von 8.2.1): Es sei
G=Gy >G> DG, ={}.

Dann darf von einer Lage ausgegangen werden, die durch das folgende Diagramm beschrieben
wird
Gy
U | ¥

L

1 G G G[G1=A) — 1,

da der Voraussetzung zufolge die Gruppe G/G1 so erhalten werden kann, daf an allen lokalen
Stellen Anhebungen vorhanden sind und dabei gegebene lokale Vorgaben an den Stellen aus
T verwirklicht werden. Um ein v ¢ Eg(Gk, A0,G) Zu erhalten, welches den lokalen Vorgaben
Y, € Eg(le Ao.psGr) fiir p € T Rechnung tragt, ist schrittweise vorzugehen wie es das néichste
Diagramm veranschaulicht:
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G

©

1 Gy - G—vi» GG — 1
S i

v

G1/G; —— GJG; —m— G[G)

G1/Gior —— GJGir — GG

Behauptung Es gibt eine Folge von Losungen v¢; : Gy - G/G; i =1,...,n aus
EE(Gk GG 1,GIG) fiir ¢ = 1,...,n des obigen Einbettungsproblems, welche diesen
Bedingungen geniige leistet:

1.
wi—l =Ty 1/12 fir ¢ = 1, N

3. Wird durch ¢; der Kérper K; definiert, dann gilt fiir selbigen:

(#G, #1(Ki-1)) = (#G, #u(K;)).

I;[ ‘Cg(ka (G[Gi)p,Gy) * 0.

Beweis. (obiger Behauptung):
Fiir v kann die Verwirklichung von Ay genommen werden, welche in der Voraus-
setzung des Satzes enthalten ist.
Da Ag ein einfacher Modul mit trivialer Operation ist, ist er zyklisch und in p € T'
nach Voraussetzung auf G fortsetzbar. Alle unverzweigten Stellen sind ebenso fort-
setzbar und Ram(Ko/k) <€ cs(k(pm)/k)uT garantiert auch die Fortsetzbarkeit der
verzweigten Stellen. Ist der Homomorphismus ¢;_1 : Gy = G/G;_1 bereits konstru-
iert, so kann

Ti—1:=T U Ram(K;_1/k)

gesetzt werden und zu p € T;_1 N\ T eine Losung zpp :Gg, > G > G/G; des lokalen
Problems gewidhlt werden. Ihr Dasein wird durch die 4. Eigenschaft der Behaup-
tung gewihrleistet. Selbige garantiert dariiber hinaus, daft

1;[ES(Gk,,,(G/Gifl)p,(c/ai)p) *0

gilt und deshalb Satz 8.2.4 sogar nach Austausch von sowohl T' durch T; i, als
auch F - G durch G - G/G; und ¢ durch ¢;_1 anwendbar ist. Als Ergebnis
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wird ein epimorphes Element [¢;] aus Lea,clc
Eigenschaften hat:

. 1.GGH) erhalten, welches diese

L [Widan, 1= [pil in Le oy, (e iy T 9 €T
2. LE(GkPa(G/Gz)PaG) * @ fuI‘ jedeS p ¢ ﬂ_l.

3. (#G, #u(K)) = (#G, #1(Ki-1)).

Ist v); ein Vertreter von [1;], so ist 1; surjektiv und geniigt den Bedingungen 1-4
diesen Uberlegungen zufolge: Die 1. Bedingung ist wegen [1;] € EE(Gk,(G/Gi,l),M(G/Gi)p)
selbstverstandlich erfiillt. Der 1. Eigenschaft von 8.2.4 zufolge sind die Elemente
¢i|ka und t,; fiir p € T;_; durch ein Element aus A; zueinander konjugiert. A;
selbst ist jedoch in G1/G; enthalten, was dem Kern der Projektion G/G; - G /Gy
entspricht. Daher gilt auch die 2. Bedingung der Behauptung. Die 3. Eigenschaft
liefert die 3. Bedingung unmittelbar und die 4. ist die Folge des Umstands, da# fiir

p eT;_1 die Aussage

[Vpl e Leay, (@l
gilt. Damit ist die Behauptung verifiziert. &

Nun ist [¢,] die gesuchte Klasse [¢] welche durch die Einschrinkungsabbildung auf ein ge-
gebenes Element aus [Iper Eg(ka,(Ao)p,Gp) abgebildet wird. o

8.3 Abelsche Erweiterungen

Es verbleibt die Frage nach der Moglichkeit der Verwirklichung abelscher Erweiterungen,
welche ausbaufihig sind, d.h. deren lokale Komponenten samtlich Projektionen einer nicht-
abelschen Erweiterung sind, deren Galoisgruppen in eine auflésbare Gruppe G einzubetten
sind. Fiir p, ¢ k kann auf die Arbeit von Neukirch [Neu79|, resp. [NSWO08], chap. IX, §5
zuriickgegriffen werden.

8.3.1 Satz: Es seien natiirliche Zahlen m,e € N und eine endliche Stellenmenge T eines glo-
balen Zahlkérpers k mit lokal zyklischen Vorgaben Lm/kp, deren Grade Teiler von m seien,
gegeben. Ist nun K[k eine endliche lokal zyklische Erweiterung, so daf fir p € T die Erwei-
terungen Kgme(pme)/kP zyklisch sind, so gibt es eine zyklische Koérpererweiterung L vom
Grad m diber k mit diesen Figenschaften:

1. L und K sind iber k linear disjunkt.

2. Fir jede Gruppe E - G(KL[k), deren Exponent das Produkt me teilt, gilt
LE(Gry (K Lyfiy) Bp) * P

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf davon ausgegangen werden, daf m = p/
und e = p' Potenzen einer Primzahl p sind. Im Fall pp ¢ k ist dies ein Spezialfall von Neukirchs
Satz, wie er sich in [NSWO08], chap. IX unter §5, Theorem 5 befindet. Es darf also von p, € k
ausgegangen werden. Sei A = Z/m und fiir jedes p € T" sei eine Einbettung yp : G(Lm/kp) > A
gegeben. Wenn

S = cs(K (ppin) k) U Ram(K (py)/[k)
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ist, liegt 7.2.1 zufolge das Tupel (yp) per im Kokern der Abbildung

H'(ks/k,A) > [] H' (kp, A),
peT

wenn fiir jedes Element z € III'(kg, S\ T, A’) die folgende Relation gilt:

Y. invp(zp Uyp) =
peT

Es kann nun gezeigt werden, daf jeder Summand obiger Summe 0 ist, denn: Ist die Erweiterung

KmLc/B(,upju )/k?p

zyklisch, so ist sie fiir p + p entweder rein zahm verzweigt oder unverzweigt. I unverzweigten
Fall sind sowohl xp als auch yp unverzweigt und annullieren sich daher dem Dualitatssatz 6.1.1
zufolge im Cupprodukt. Im anderen Fall gilt: ji,;. € kp und damit ist A" ein G, ~Modul mit
trivialer Wirkung. Das Cupprodukt wird dann durch die Matrix aus 5.3.1 beschrieben. Da so-
wohl zy als auch yp iiber denselben zyklischen Quotienten faktorisieren, annullieren sie sich in
dieser Paarung. Es verbleibt die Erlduterung des rein verzweigten Falls p | p: Ist i1 € ky, so
ist A" abermals ein trivialer Modul und 5.3.2 liefert das gewiinschte Ergebnis. Tst Ep (pap5+1) [Rp
eine echte Erweiterung, so 1dfit sie sich nach lokaler Klassenkdrpertheorie nur auf eine Weise
zu einer zyklischen Erweiterung vom Grad m anheben, und zwar durch Adjunktion weiterer
Einheitswurzeln. Dies impliziert, dafs sowohl Ly als auch Ky rein wild verzweigte Einheits-
wurzelerweiterungen sind. Damit faktorisiert das Cupprodukt iiber H?(G (kp (pp=) [kp), pipm)-
Diese Kohomologiegruppe verschwindet jedoch, da die Galoisgruppe zu Z, isomorph ist und
demnach kohomologische Dimension 1 hat. Dem Verschwinden obiger Summe zufolge ist nun
das Tupel (y,),er in allen Fillen im Bild des obigen Einschrankungshomomorphismus enthal-
ten und daher gibt es eine Klasse z € H!(kg/k, A), welche diese Erweiterungen verwirklicht.
An allen Primstellen werden also lokale Erweiterungen verwirklicht, bei denen die Projektion
der absoluten Galoisgruppe Gy, - G(LK [k) tiber einen zyklischen Quotienten der Ordnung
pI*! faktorisiert und daher ist EE(ka,Gp(LK//c),Ep) niemals leer. o

8.3.2 Beispiel: Mit Satz 8.2.1 und 8.3.1 kann nun festgehalten werden:

1. Die symmetrische Gruppe S3 ist iiber jeder endlichen Erweiterung k von Q((3) realisier-
bar, wobei beliebige lokale Vorgaben K;B/k:p mit G(K;B/kp) — S3 verwirklicht werden
konnen, solange die Gesamtzahl der Vorgaben endlich ist.

2. Die alternierende Gruppe A4 und die symmetrische Gruppe Sy sind {iber jeder endli-
chen Erweiterung k von Q((12) so zu verwirklichen, daf sie eine endliche Menge lokaler
Vorgaben realisieren. Diese Vorgaben unterliegen keiner weiteren Einschrankung.

3. Die obigen Koérper k kénnen auch anders gewahlt werden: Unter Benutzung des Satzes
8.3.1 kénnen dann hinreichende Einschrinkungen fiir die lokalen Vorgaben formuliert
werden:

I. Wenn k den Korper Q((3) nicht umfalt, dann kénnen fiir p € cs(k({3)/k) beliebige
Vorgaben gewahlt werden, im Fall p ¢ cs(k(gg )[k) muk Koz /kp entweder die dritten
Einheitswurzeln enthalten oder eine Erweiterung vom C?rad 3 sein, wenn die S
realisiert werden soll.
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II. Enthélt k& nicht den Korper Q((12), dann kénnen bei der Realisierung von Ay
oder Sy fiir p € cs(k((12)/k) beliebige Vorgaben gewihlt werden, im Fall p ¢
cs(k(¢i2)/k) konnen Erweiterungen verwirklicht werden, die das Element (2 ein-
schliefsen: Km((m) = qu

4. Die in Beispiel 8.1.2 erwdhnten iterierten semidirekten Produkte G kdnnen iiber jeder
endlichen Erweiterung k von Q((,) mit jeder endlichen Menge an lokalen Vorgaben
verwirklicht werden. Hierbei sei n der Exponent der Gruppe.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts stehen in Verbindung mit Satz 2 aus Neukirchs Arbeit
[Neu73b|, §8. Er besagt das Folgende:

8.3.3 Satz: Zu jedem diber einem endlichen algebraischen Zahlkérper K definierten Einbet-
tungsproblem E(G g, T, G) mit lokaler Vorgabe an endlich vielen Stellen p und mit auflosbarem
Kern A gibt es eine endliche Kreiskorpererweiterung K'[K, derart daf die Verlagerung auf
K' eigentlich losbar wird.

Obigem Ergebnis zufolge ldge es nun nahe davon auszugehen, dal jedwede auflésbare
Gruppe vom Exponenten n iiber jeder Erweiterung von Q((,) unter Berticksichtigung einer
beliebigen endlichen Menge lokaler Vorgaben verwirklicht werden kann. Ob dies jedoch gelingt,
bleibt eine offene Frage.

————— O O O o=—————
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