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Entwicklung geometrischer Formen.
Von

H. Wimexer aus Darmstadt.

. Einleitende Betrachtungen.

Bs ist eine Reihe von Abstraktionen nétig, die uns aus den phiysisch
wahrgenommenen Gegenstimden geometrische Gebilde liefern. Sieht man
von Farbenunterschieden und Helligkeitsténen der Teile eines Gegenstandes
ab, so bleibt nichts an ihm {ibrig, wodureh er sich unserem Auge dar-
hieten konnte. Wenn man also die Korm durch Abstraktion von Farbe
und Helligkeit erkl'zi;’eu will, so entsteht ein W derspruch swischen 1dee
und Darstellbarkeit der Form. In der Zeichnung geometrischer Formen
behilft man sich von jeher
dadurch, daf man das rium-
liche Gebilde durch Linien*)
darstellt (sehwarz auf weifl),
and man wihlt als solche
entweder die Grenzen aus,
in denen ihre einzelnen Fli- Fig. 1.

chen zusammenstofien, oder

Umrisse, oder andere Linien, wie es gerade der Zweck verlangt, Bt
sprechendes gilt, wenn geometrische Gebilde riumlich, also in Modellen
dargestellt werden.

Daraus entspringt die Forderung, die man an geometrische Modelle
stellen mufl, wenn sie auf das Auge wirksam sein sollen: sie diirfen
nicht aus Flichen, sondern sollen aus Linien  hestehend dargestellt
werden, d. h. das ganze Modell bestehe aus Draht-Stiben und -Kurven,
vielleicht auch mit eingespannten Fiden. Als Beispiel diene ein Wurfpl
dessen Bild beistehend wiedergegeben ist, einmal, wenn man ihn, unter

*) In der Figur sind dies Koérper von Druckerschwiirze u, i, die in ihrer
geringen Breite und noch geringeren Hohe den gewollten Hinweis auf die Ab-
straktion der ,Linie* geben.
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740 [II. Teil: Die Literatur- und Modellausstelltung.

Abstraktion der Helligkeitsténung seiner Fléchen als Vollkérper, und
das anderemal, wenn man ihn aus Kanten gebildet darstellt. Nebenbei
ergibt sich fiir solche Ausfilhrung cer wichtige Vorteil gegeniiber den
Gips- oder Pappmodellen, da von den Flichen auel die hinteren,
sonst verdeckten Teile sichthar gemacht werden. Die in thren Kanten aus
Draht hergestellten regelmaBigen Koérper geben em niitzliches Beispiel.

11. .Das Schattenwerfen von Modellen.

Sollen geometrische Modelle einem groferen Kreis vorgefiihrt
werden, so hat das alleinige Vorzeigen mancherlei Nachteile; nament-
lich werden bei den sehr verschiedenen Sehrichtungen die Modelle jedemn
einzelnen wieder ein anderes Bild gewihren. L#ft man aber das in
der geschilderten Weise durchsichtig gemachte Modell seinen Schatten
auf einen hellen Schirm werfen, etwa auf einen durchscheinenden, der
zwischen Zuschauer und Liehtqnelle steht, so erhdlt wan ein fu1 alle
Zuschauer gemeinsames Bild, das dasselbe ist, wie es ein an Stelle
der Lichtquelle befindliches Auge sieht.

Die Vorteile der Benutzung von Modellen im wmathematischen
Unterricht (es ist nur davor zu warnen, die Modelle zum Frsatz des
Tafelzeichnens nehmen zu wollen, statt zu seiner Ergénzung) treten
beim Schattenwerfen besonders hervor. Die Konstruktion an der Tafel
zeige 7. B. eine Durchdringung von zwei Zylindern, dann gibt sie das
Bild der Durchdringungskurve nur fiir eine Sehstrahlvichtung. Aber
das gegen den Lichtstrahl verschiedentlich gedrehts Drahtmodell dieser
Kurve gibt Bilder fiir alle moglichen Lagen des Sehstrahls. Leichter
wie auf irgend eine andere Art treten hier die Ubergtinge von einer
Form zur andelrn hervor. Als Beispiel mannigfaltiger Formen in ver-
schiedenen Ubergiingen dienen wieder die Bilder der aus Drihten her-
gestellten regelmifligen Korper.

Die im folgenden genannten Modelle wurden wihrend des Vor-
trags alle in dieser Weise in Schattenbildern vorgefiihrt.

L ﬂber’die Entwickelung geometrischer Formen.

Um aus gegebenen geometrischen Formen neue zn entwickeln,
kennt man’ verschiedene Weisen. Die einfachste ist das- Projizieren,
und zwar von ebenen (Gebilden in andere Ebenen, oder von Raum-
gebilden in die Ebene und in etwas crweiterter Auffassung, von rium-
lichen Gebilden in den Raum (Reliefperspektive). Als Krginzung
hierzu muf die Imaginérprojektion genannt werden, bei der reelle Teile
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der Figur in imaginire ibergehen und nmgekehrt. Eine andere Wejse
besteht in der Erzeugung von Flichen aus Linien. (aus Geraden,
aus ebenen Kurven oder solchen des Raumes), wie z. B. die Erzengung
von Flichen durch Drehung und Schraubung einer Linie um eine
Achse. Umgekehrt gewinnt man wieder Linien aus Fliachen durch
Beziehungen, die diese Flichen zu Ebenen (z. B. in ebenen Schnitten)
oder zn Punkben oder Richtungen haben (2. B. Umrisse, Helligkeits-
kurven bei Beleuchtung aus emem Punkt oder in einer Richtung) oder
aber durch Aufsuchen ausgezeichneter Linien und Liniensysteme auf
der Fliche (parabolische Linie, Haupttangentenkurven, Kriimmungs-
linien). Im folgenden sxollen solche Entwickelungsweisen von Formen
aus einfacheren betont werden, die auf das sinnliche Erfassen von Kurven
und Flichen Bezug haben, d. h. auf ihre Darstellung im Bilde.

1V. Beispiele solcher Entwickelungen.

A. Kurven.

/ur Erlauterung der Projektion ebener Kurven (inshesondere
der Parallelprojektion, der affinen Abbildung) werden Flachmodelle
aus Draht vorgefiihrt: RegelmiBige Vielecke, Kreis, rechtwinklige
“Hyperbel, Parabel, Sinuslinie. Der Kreis mit umschriehenem Quadrat
liefert bei Parallelpro-

2
jektion Sitze tiber die -
Ellipse; die Sinuslinie : L
hat ein affines Bild, i .5
das als Kunstform hau- / _ /‘z\\?‘\\\;/-
7
¢ . .

fige Verwendung findet
(vgl. spéter ihre Dreh- ¥ig. 9.
fliche, die Urne).

Bei Projektion von Raumkurven sind wichtig die scheinbaren
Singularititen: Spitze, wenn der Sehstrahl, Wendepunkt, wenn die
Schmiegungsebene einer singularitiitenfreien Stelle der Raumkurve pro-
jiziert wird. Bei Veréinderung der Sehstrahlen sind T':Tberg'zi,nge M1 be-
obachten vom scheinbaren Doppelpunkt durch dje Spitze hindurch zum
isolierten Doppelpunkt, dessen Auftreten sich durch zwei benachbarte
Wendepunkte andeutet. Als Modell dient ein beliehiges Stiick ge-
wundenen Drahtes; statt dessen ist sehr lehrreich ein Sehnenzug, der
die obigen hei Projektion auftretenden Singularititen an endlichen ge-
raden Strecken versinnbildlicht (man vgl. die Figuren, wo eimmal die
Strecke 3 4, das anderemal die durch zwei aufeinanderfolgende Streckeon
gelegte Ehene 2 3 4 durch das Auge geht).
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Von rationalen Ranmkurven sind als einfachste Beispiele die
von der 3. Ordnung zu erwihnen; sie haben in der Projektion stets
einen Doppelpunkt (Knotenpunkt, Spitze oder isolierten Doppelpunkt).
Von den vier durch ithr Verhalten im Unendlichen bestimmten Fallen
eignen sich zwei noch zur Verdeutlichung der Entwickelung von
Kurven durch stetiges Veréindern, indem man die Kurve aus den
(in den Modellen gleichfalls enthaltenen) drer Asymptoten (Fall der
kubischen Hyperbel) oder aus der Geraden und der sie schneidenden
parabolischen Asymptote (Fall der parabolischen Hyperhel) hervor-
gegangen denkt.

Von den Raumkurven 4. Ordnung sind diejenigen auch in
Anwendungen wichtig, die als Durchdringungen von Flichen 2. Ord-
nung erscheinen, rationale mit Doppelpunkt (Knotenpunkt, Spitze oder
isoliertem Doppelpunkt) und solche vom Gesehlechte eins in ihren drei
Gestalten: zwei paare Kurvenziige, ein paarer Zug, zwei unpaare Ziige.

Von transzendenten Raumkurven ist die wichtigste die ge-
meine Schraubenlinie. Fin Modell dieser Kurve zeigt gleichzeitig die
Schmiegungsellipse (im Modell nach jedem heliebigen Punkt hin ver-
schiebbar), d. h. den Schnitt der Schmiegungsebene mit dem Schrauben-
zylinder. Da diese Ellipse heim Projizieren der Haumkurve wieder
sur Schmiegungsellipse wird, die inshesondere im Scheitel vierpunktig
heriihrt, so liefert sie bei Konstruktion der Zykloiden (sowie der Sinus-
linie) und ihrer affinen Bilder ein einfaches aus der Anschanung un-
mittelbar entnommenes Verfahren zur Konstruktion der Kriimmung
dieser Kurven ¥)

Als Beispiel fiir die Imagindrprojektion®*) sei eine Ruumkurve
erwihnt, die aus der Schraubenlinie abgeleitet wird. Durch Imaginiy-
projektion findet man aus dem Kreise die rechtwinklige (gleichseitige)
Hyperbel, und durch dieselbe kinematische Konstruktion, die aus dem
Kreise die Schrauhenlinie liefert (wobei die Zeit der iiberstrichenen
Fliche des Radius proportional gesetzt wird), erbdlt man aus der
rechtwinkligen Hyperbel die genannte Raumlurve. Und wie sich die
Schraubenlinie auf drei geeignet gewihlte Koordinaten-Ebenen als
Cosinuslinie, Sinuslinie und Kreis projiziert, so geschieht es mib unserer
Kurve in die Linien des Cosinus hyperbolicus (Kettenlinie), des Sinus
hyperbolicus und in die rechtwinklige Hyperbel ¥¥¥)

- ™ In der Titeratur finde ich die Schmiegungsellipse wohl fiir Bestimmung der
Kriimmung der Schraubenlinie und der Sinuslinie, nicht aber der Krimmung der
Zykloiden benutat.

) Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Bd. I, S. 315 ff.
**) Weiteres vergleiche man im Zusatz III, S, 748.
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Die wegen physikalischer Anwendung wichfigen ehenen nnd rinm-
lichen Lissajousschen Kurven ergeben sich durch ihnliche kine-
matische Betrachbungen, wie die Schraubenlinie. Die ebenen lagsen
sich durch Projektion aus riumlichen Lissajousschen Kurven gewinnen,
die durch Anfwickeln von Sinuslinien auf{ Drehzylinder entstehen.
Durch Drehen des Zylinders erhdlt man bekanntlich Kurven, die sich
durch groBere oder kleinere Phasenverschiebungen unterscheiden. Fiir
jedes (von 1 verschiedene) Schwingungsverhiiltnis lassen sich zweier-
lei solcher Raumkurven angeben.®) Bei riimmlichen Lissajousschen
Kurven laBt sich in jedem Modell nur eine hestimmtc Phasenverschie-
bung darstellen; so sind fiir das Schwingungsverhiltnis 2:3:5 in vier
Modellen Beispiele wechselnder Phasenverschiehung angegeben.

B. Flichen.

Bei der bildlichen Darstellung von Flichen unter den zu Eingang
erwithnten Abstraktionen gilt der Grundsatz, daB jede Fliche nur
durch Kurven dargestellt werden kann, die anf ihr verlaufen.
Geht die Fliche ins Unendliche, so ist sie, nm vorstellbar su sein,
durch Randlinien auf ein endliches Stiick abzuschneiden. Die Um-
risse geniigen nicht, um den Eindruck der Fliche alg Grenze
des Korpers hervorzurufen. |

Da hier niimlich, nach Voraussetzung, von Helligkeitsunterschieden
abgesehen wird, so miissen andre Zeichen der Rundung  eintreten.
Hierzu nimmt man Kurven, die von sichtharen Teilen ither den UmriB
hinweg zu unsichtbaren Teilen fithren. Das scheinhare Beriihren des
Umnrisses ist hier das Bezeichnende. (DaB auch die UmriBlinien selhst
vom Sichtharen zum Dnsichtbaren fiihren konnen, wird spiter he-
sprochen.) Sind die Kurven der Flachen (wie bei Draht- oder Faden-
modellen) auch in ihrem hinteren Verlauf wsu sehen, so kann. in
der Zeichnung, die diesen Modellen nachgehildet ist, die UmriBlinie
entbehrt werden, und es entsteht ein klares Bild, wenn in der Zeich-
nung, wie bei Uberschneidungen, die vorderen Teile gegeniiber den hin-
teren Teilen kenntlich gemacht sind. Beim Schattenwerfen solcher
Modelle sind die dem Schirme niheren Teile durch groBere Schirfe
von den anderen zu unterscheiden. Auf diese Weise geben Draht-
modelle von Flichen 2. Ordnung, die nur die Hauptschnitte, und
falls die Flichen ins Unendliche gehen, Randkurven enthalten, ein
deutliches Bild der Fliche.

I

# H. Wiener, Vortrag, gehalten im naturw. Verein fiir Sachsen u. Thﬁr.
(Zeitschrift fiir Naturwissenschaften, 67. Bd., 1894, S, 231 ff.).




744 I Teil: Die Literatur- und Modellausstellung.

Durch Einfachheit der Erzeugung und deshalb auch der konstruk-
tiven Behandlung zeichnen sich die Dreh- (Rotations-) und Schrau-
benflichen ans. Der Kreisring und die urnenférmige Drehfiiche,
deren Meridianlinie das affine Bild einer Sinuslinie ist, eignen sich als
Beispiele; der Ring ist wegen der Fiille seiner hesonderen Eigen-
schaften weniger sur Erérterung der allgemeinen Eigenschaften der
Drebfiiichen dienlich als die Urne. Von den Schranbenflichen sind
die Wendelfldiche (gerade geschlossene Schraubenfliiche) und die schrige
geschlossene Schraubenfliche die Beispiele, die in der Technik die
weiteste Verwendung zeigen und zur geometrischen Behandlung am
fruchtharsten sind. Die Schraubenrchrenfliche sei ihnen hinzugefiigt.

Fine eigenartige optische Erscheinung, die eine neue FEntwicklungs-
weise von Kurvensystemen aus Flichen in sich hirgt, entsteht hei
Modellen von Drehflichen durch Drehung aum ihre Achse. Wir denken
uns die Fliche durch eine gewisse Anzahl sich regelmiiBig wieder-
holender Meridiane®) dargestellt, und sehen diese im Modell aus glin-
venden Messingdrihten verfertigt. Dann erscheinen auf dem hinteren
(etwa konkaven) Teil des durch die Drehung entstandenen Flichen-
scheines feststehende dunkle Linien in endlichen Abstinden. Und
umgekehrt erscheinen beim Schattenwerfen des sich drehenden Modells
in der (in der Mitte blassen, am Rande dunkleren) Schattenfliche
feststehende helle Liniem, die als der vorderen, dem Licht ah-
gewandten (etwa konvexen) Seite angehérig zu denken sind. Beiderlei
Erzeugungen erginzen sich und liefern ein die Fliche iiberlagerndes
System von Linien, die ich Verdeckungslinien®*) nennen michte.

Die zuletst aufgesiblten Flichengattungen hesitzen Teile mit nega-
tiver Flachenkrimmung wund geben als solche Beispiele ab fiir das
Auftreten von verdeckten Umrissen. Wenn ein UmriBsehstrahl
aufier den heiden in den Beriihrungspunkt susammenfallenden Punkten
noch einen dritten Punkt mit der Fliche gemein hat, so kann es vor-

*) Statt ihrer kénnten beliebige kongruente, die Kurve durch ihre Drehung
erzeugende Kurven in regelmiBiger Wiederkehr angenommen werden.

") Man kann sich ein zusammengehériges Paar einer vorderen und hinteren
Verdeckungslinie erzeugt denken durch den Schnitt der Fliche mit einer Geraden,
die, stets Sehstrahl bleibend, lings eines vorderen und eines hinteren Meridians
hingleitet, withrend sich dicse Meridiane bei der Drehung scheinbar gegeneinander
bewegen. Da in kurzen Zwischenriumen der enteilende Sehstrahl durch einen
solchen ersetzt wird, der dic heiden folgenden, in die alte Liage einriickenden
Meridiane trifft, so steht die vordere wie die hintere Linie fest. Wo der Sehstrahl
mehrere Schnittpunkte mit der Fldche hat, tberlagern sich mehrere Systeme von
Verdeckungslinien. Bei den Schraubenflichen schreitén diese Linien, sich selbst
kongruent bleibend, in der Richtung der Schraubenachse fort.

e
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kommen, dall an einer Stelle dieser dritte mit den heiden andern
zusammenriiclkt. Der wahre UmriB, d. h. der Ort der Berithrungspunkte
aller heriihrenden Sehstrahlen, wird dann an dieser Stelle einen Sel-
strahl znr Tangente haben, und es wird der Umrif an dieser Stelle
von sichtharen Teilen zu unsichtbaren tibergehen. Die UmriBlinie
wird an der Stelle, wo sie vom Sehstrahl herithrt wird, im Bilde cine
Spitze zeigen. Die Tangente selhst, die drel znsammentullende
Punkte mit der Fliche gemein hat, ist dann eine Hanpttangente
(Asymptote ihrer Dupinschen Indikatrix).

" Hierdurch treten die Haupttangentenknrven der Fliche als
wichtig fiir ihre Bilder hervor. Tm allgemeinen wird eine solche Kurve
an der Umrifistelle einen scheinbaren Wendepunkt hesitzen.
Denn jede Beriihrungsebene der Fliche ist fiir eine durch ihren Be-
rithrungspunkt hindurchgehende Haupttangentenknrve Sehmiegungsehene
und fiir den UmriB geht die Beriihrungsebene durch das Ange.  DaB
nicht nur die Schmiegungsebene, sondern auch die Tangente der Haupt-
tangentenkurve durch das Auge geht, so daB anstatt des scheinbaren
Wendepunkts eine scheinbare Spitze tritt, ist hiervon ein Sonderfull,
der sich an den vorhin erwihmten Stellen des verschwindenden Um-
rigses vorfindet.

In den in Schattenbildern vorgezeigten Modellen der bejden Regel-
schraubenfiichen (Wendelfliiche und schriige, geschlossenc Sehrauben-
fliche) sind die Haupttangentenkurven aus Diiihten emgesetzt, auf der
ersten bilden sie Sehraubenlinien, auf der letzteren sind es Kurven, die
gsich auf eine zur Schraubenachse senkrechte Ebene in der Richtung
der Achse als hyperbolische Spiralen projizieren.

Bei einer durchsichtigen Darstelling der Flichen, wie sie diese
Drahtmodelle geben, sind die Haupttangentenkurven die fiir dio Auf-
fagsung der Form wichtigsten Gebilde; denn schon fiir den Zeich.
ner, der nach der Natur irgend welche verwickelteren Flichen i
negabiv gekriimmten Teilen (z. B. eine Hand) aufnehmen will, hieten
die Stellen des verschwindenden Umrisses die griBten Schwierigkeiten.
Hat er sich aber mit Hilfe solcher Modelle daran gewdhnt, wie von
verschwindenden Randlinien, so auch von den verschwinden den Um-
rissen den verdeckiten Verlauf hinzuzudenken, so 15sen sich manche
der Schwierigkeiten auf. Die Untersuchung der Hau pttangentenkurven
kann daher auch dazu heitragen, das Auffassen der Flachenform
erleichtern.

1
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Anhang.

An die Vortriige schlof sich eine Fiihrung durch die Sammlung
an, und ebenso fanden wihrend der Zeit der Ausstellung fitr Gruppen
oder einzelne Besucher Iirklirungen statt, aus denen in den folgenden
Zusitzen einige wichtigere Punkte hervorgehoben sein mégen.

Zusatz 1. Bemerkungen iiber die Entstehung der Modelle.

Von den 180 Modellen, die durch H. Wiener und das mathe-
matische Institut der Technischen Hochschule zu Darmstadt aus-
gestellt waren, ist die Mehrzahl im mathematischen Institut von Assisten-
ten und Studierenden konstruiert und ausgefithrt. Kin Teil wird auch
anderen Unterrichtsanstalten zuginglich gemacht durch Veréffentlichung
in ,H. Wieners Sammlung mathematischer Modelle“ (Verlag
von B. G. Teubner) oder ist friither im Brillschen (spiter M. Schilling-
schen) Verlag erschienen. Die Modelle sind ftiv den Gebrauch in
Vorlesungen bestimmt und deshalb mdglichst durchsichtig®), meist aus
Drihten und Fiiden verfertigh, Gips ist als Material da gewihlt, wo
einzelne Schichten abzuténen waren. Sie sind fiir einen gréBeren Hor-
saal bemessen, ihre Héhe i. a. etwa 30 cm und dariiber.

Zusatz 11. Singularititen der Raumkurven.

An einer gegehenen Stelle einer Raumkurve kann der Punkt, die
Schmiegungsebene und die Tangente ein Riickkehrelement sein, oder
nicht, und man unterscheidet danach 8 verschiedene Fille von Singu-
larititen (die nicht singulire Stelle eingerechnet). Als Beispiele zu
allen 8 Fillen dienen solche Kurven, die an einer gegehenen Stelle
entweder den Punkt zum Spiegelpunkt, oder die Schmiegungsebene,
Normalebene, oder rektifizierende Ebene zur Spiegelebene, oder endlich
die Binormale, Tangente oder Hamptnormale zur Spiegelachse bhesitzen.
Wenn nun jede dieser Spiegelungen durch die Spiegelung am Punkte,
an der Schmiegungsebene und an der Tangente ausgedriickt wird (die
Spiegelung an der Hauptnormale als Folge der Spiegelungen an Punkt,
Schmiegungsebene und Tangente, die Spiegelung an der Binormale als
Folge der Spiegelungen an Punkt und Schmiegungsebene, u.s.1), so gilt
der Satz, daB an der hetrachteten Stelle dasjenige der drei Elemente
Punkt, Schmiegungsehene, Tangente bei einem jener 8 Fille ein

* Man vergleiche den voranstehenden Bericht ither H. Wieners Vortrag:
, Entwicklung geometrischer Formen, B. 740.
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Riickkehrelement ist, das in dieser Spiegelfolge nicht vorkommt,
und das Flement kein Riickkehrelement, das vorkommt.®)

Richtet man es so ein, dafl der unendlich ferne Punkt der Bi-
normale ein Punkt der Raumkurve, die unendlich ferne Gerade der
Normalebene seine Tangente und die unendlich ferne Ehene seine
Schmiegungsebene ist, so hat man eine unendlich ferne Stelle der
Ranmkurve, die infolge der von vorhin bestehenden Spiegelungen mit
der zur ersten dualen Singularitit behaftet ist. Denn die Spiegel-
ehene an dem ersten Punkt ist im projektiven Sinne gleichzeitig auch
Spiegelung an der unendlich fernen Kbene, d. h. an der Schmiegungs-
ehene der zweiten Singularitit, und ebenso die Spiegelung an der end-
lichen Schmiegungsebene zugleich die am unendlich fernen Punkt der
Raumkurve, und schlieBlich die (achsige) Spiegelung an der endlichen
Tangente zugleich Spiegelung an der dazu windschiefen Tuangente des
unendlich fernen Punktes.

Daher kann man durch dieselben 8 Modelle von Ranmkurven Singu-
laritaten darstellen, die

1. einen endlichen Punkt (mit endlicher Tangente u. Schmiegungsebe:ne),
2. eine unendlich .ferne Schmiegungsebene (mit unendlich fernem

Punkt und eben soleher Tangente) hesitzt.

Die gegenseitige Lage dieser heiden Stellen ist so, dab die zwei
Punkte Fcken, die zwei Tangenten windschiefe Kanten und die zwei
Schmiegungsebenen Seiten eines Tetraeders sind, von dem eine Seite
im Unendlichen liegt.

Bildet man nun die Raumkurve kollinear so ab, daB dag Tetraeder
in sich iibergeht, und daB heide betrachteten Stellen ins Unendliche
fallen, so erhilt man in den neuen 8 Raumkurven Beispiele fiir die
8 Fille, wobei

3. ein Punkt unendlich fern wird, wihrend seine Tangente wnd

Schmiegungsebene ins Kndliche reichen;

4. eine Tangente (mit ihrem Kurvenpunkt) ins Unendliche riickt,
wihrend die Schmiegungsebene ins Endliche reicht,

So werden durch 16 Modelle alle 8 Fille von Singularititen fiir
die viererlei Lagen dargestellt, die ein Punkt mit seiner Tangente nnd
Schmiegungsehene gegen das unendlich Ferne haben kann. )

# Da die Charakberistik der Spiegelung = — 1 ist, so wird durch den
ohigen Satz auf die Bezeichnung v. Staudts suriickgegriffen, der das Forbschreiten
eines Elements durch —, das Riickkehren durch 4 ausdriickt (Geom. d
Nr. 209). Chr. Wiener (Lehrbuch der Darst. Geom. I Bd,, S. 214) hat
gekehrte I"j;ezeichnung eingefiihrt.

#) v den cinen Fall des endlichen Punktes hat Chr. Wiener an

. Lage,
die um-

der
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Zusatz III. Verwandte der Schranbenlinie,

Ein Punkt P durchlaufe eine gleichseitige Hyperbel, deren reelle
(#-) und ideelle (y-3 Halbachse die Linge a habe, derart, daB sein
aus der Hyperbelmitte O (dem Nullpunkt) gezogener Fahrstrahl in
gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht. Gleichzeitic werde die
Hyperbel in der zu ihrer Ebene senkrechten Richtung (der z-Richtung)
mit gleichférmiger Geschwindigkeit verschohen, und diese Greschwindig-
keit sei so gewiihlt, daB, wenn der Fahrstrahl in der Hyperbelehene
dic Fliche +a® iiberstrichen hat, der beschreibende Punkt die Hohe «
tiher der Anfangsebene erreicht hat. Die senkrechten Projektionen der
so durch [’ beschriebenen Raumkurve auf die (z, z)- und die (y, 2)-
Ehene sind die Cosinushyperbolicus-Linie (Kettenlinie) und die Sinus-
hyperbolicus-Linie.*)

Die Raumkurve hat mancherlei Ubereinstimmung mit der gemeinen
Schraubenlinie. Der aus einem beliebigen Punkte konstruierte Richt-
kegel der Kurventangenten ist ein Drehkegel, dessen Achse zur y-Achse
parallel ist und dessen Offnung gleich einem Rechten ist. Legt man
den Scheitel des Richtkegels insbesondere in den Punkt @ der z-Achse,
der die Hiohe o iiber O hat, und trigt vom Kegelscheitel aus auf jeder
Tangente die zugchirige Geschwindigkeit des Punktes I’ auf, so ist hei
geeigneter Wahl der Streckencinheit der Ort der Endpunkte der Ge-
schwindigkeiten (der Hodograph der Raumkurve) die zur gegebenen
konjugierte rechtwinkliche Hyperbel, wiithrend der Ort der Endpunkte
der von O aus aufgetragenen Beschleunigungen (der 2. Hodograph) die
gegebene Hyperbel selhst ist.

Da die nach ¢ parallel verschobene Schmiegungsebene eines Punktes P
die Beriihrungsehene des Richtkegels lings der verschobenen Tangente ist,
so fillt die ebenso verschobene Binormale des Punktes I (wegen der
Rechtwinkligkeit der Kegeloffnung) mit der der Tangente gegeniiber-
liegenden Erzeugenden zusammen und die nach ¢ verschobenen Haupt-
normalen hilden einen Strahlenbiischel, der in die (x, #)- Ehene fillt.
Die von ) aus gezogene Normalbeschleunigung beschreibt also eben-
falls diesen Strahlenhiischel, und man kann heweisen, daf ihre End-
punkte einen Kreis mit dem Radius @ hilden.

Techn. Hochschule zu Karlsruhe solche Modelle durch Studierende anfertigen
lassen; spiter hat fiir denselben einen Fall Bjérling in Lund solche Modelle
herausgegeben. Diese heiden Reihen zeigen eine ganz andere Ausfiihrung als die

hier vorliegende.
*) Die Gleichungen dieser Kurve und der Ausdruck ihrer Bogenlinge finden

gich im hungsbuch von Schlémilch, 11, Teil, 1. Aufla,ge (1870) S 89,
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Aus der Lage der verschobenen Binormalen folgt, daB die rekti-
fizierenden Ebenen stets senkrecht zur (x, #)-Ebene sind, daB sie also
einen senkrecht iiber der Kettenlinie errichteten 7yhnde1 umhiillen;
und da die Tangenten der Raumkurve mit der Achse des chhtkmels
also auch mit den Erzeugenden dieses Zylinders stets einen }m]ben
Rechten einschlieBen, so ist die Raumkurve eine geodiitische Linie des
iiber der Kettenlinie senkrecht errichteten Zylinders. Aus der Lage
der verschobenen Tangente und Binormale folgt, daB beide gleichzeitig
gleiche Winkel iiberstreichen, daB also (abgesehen von einer nitheren
Festsetzung des Vorzeichens) in jedem Punkte der Raumkurve ihre
Kriimmung gleich ihrer Torsion ist. Diese Eigenschaft, und die andere,
daf die 2. Ableitung des Kriimmungsradius nach dem Bogen eine
Konstante (: 2) ist, ergeben die natiirlichen Gleichungen dieser
Raumkurve.

Die Kettenlinie wird hierbei von einem Punkte P, der die
senkrechte Projektion von P auf die (z, 2)-Ebene ist, so durchlaufen,
daB die @z-Koordinate einer jeden Lage von P~ dle Beschlumlo‘uncr
des Punktes nach Grofe und ]Rlchtuncr angibt; Geschwindigkeit und
Beschleunigung haben dann stets gleiche Lange, und die Normal-

beschleunigung ist fiir alle Lagen nach Grifle und Richtung gleich der
der Raumkurve, hat also die konstante Liinge q.

Zusatz IV. Biischel von Fliichen 2, Ordnung.

v. Staudt*) unterscheidet 22 Arten von Biischeln der Fliichen
2. Qrdnung, von denen die 8 ersten Arten in einem RBiindel enthalten
sind; unter den 14 tbrigen Arten enthilt eine unendlich viele Kegel,
die 13 andern enthalten vier Kegel, deren Getrenntsein oder Lus‘umncu—
riicken in einen doppelten, dreifachen oder vierfachen durch das Schema
ausgedriickt wird:
a) 1111 b) 211 c) 22 d) 31 e) 4,

Ganz allgemein kann ein Kegel 2. Orduung in dreierlei Gestalt aul-
treten, als eigentlicher Kegel und als entartend in ein Ebenenpaur oder

—— e

* Die v. Staudtschen Untersuchungen geben die Ableitung dieser Fiille
durchaus unabhiingig von Stetigkeitsbetrachtungen, wie sie hier der kiirzeren
Ansdrucksweise halber beim ,,Zusammenriicken® bentitzt sind. Wegen der Literatur
dber diesen Gegenstand, insbesondere iiber den Zusmmnonhdng mit der Detey-
minante ‘des Biischels und ihren Elementarteilern vergl. man in der Fnzykl, d.
math, Wiss. die Abhandlung von O. Staude tiber ,Flichen 2. Oldnung und thre
Systeme und Durchdringungskurven®., Dort findet sich auch die im Text, folgendeo

Tabelle, aber ohne die hier gegebene geometrische Deutung,
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in eine Doppelebene; dementsprechend ist die Kegelspitze ein Punkt
(einstufiges Gebilde) oder jeder Punkt der Schnittgeraden der Fhenen
des Paares (zweistufiges Gtebilde), oder jeder Punkt der Doppelebene
(dreistufiges Gebilde). Im Biischel geschieht das Zusammenriicken
zweier Kegel so, dal entweder auch die Spitzen zusammenriicken (ein-
stufig, eigentlicher doppelt gerechneter Kegel), oder so, daB sie getrennt
bleiben und eine Gerade bestimmen, von der jeder Punkt als Spitze
gilt (zweistufig, als doppelter Kegel zu vechnendes Ebenenpaar). Und
Entsprechendes gilt fiir das Zusammenriicken von drer oder vier Kegeln;
riicken inshesondere drei Kegel so zusammen, daB ihre Spitzen getrennt
bleiben, so bilden sie eine dreifach zu rechnende Doppelebene, von der
jeder Punkt als Spitze gilt.

Fiir das Zusammenriicken der vier Kegelspitzen erhélt man ein
dem obigen gleiches Schema:

Iy 1111 ) 211 1) 22 V) 31 V) 4.

Beide lagsen sich kombinieren und liefern so die 13 erwilhnten

Arten von Flichenbtischeln: '

a i c d l e
I11,1,1,1 | 11,1, 1| 11,11 | 111, 1 |
I 2,1, 1! 2, 11 21,1 211
I 2, 2 | 22
v 81 | 81
Vv ! L4

In dieser Tabelle bedeutet jede der durch Kommas getrennten Ziffern-
gruppen einen Kegel von einer Vielfachheit, die die Quersnmme dieser
Gruppe ergibt; eine alleinstehende Ziffer bedeutet einen eigentlichen
Kegel, zwei durch Kommas nicht getrennte Ziffern ein KEbenenpaar,
drei eine Doppelebene, die Zahlen 1, 2, 3, 4 geben die Anzahl dex
Kegelspitzen an, die zusammenrticken.

e




