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L. Fuchs: Ueber die linearen Differenzialgleichungen zweiter
Ordnung, welche algebraische Intégrmlei' besitzen, und '
eine neue Anwendung der Invariantentheorie. :

(]Bm*chm&t’s Journal Band 81 S. 97 -swqq.) .

1.
Es sei -
du . de . o
(4) o =+ P b pu=0

eine lineare Differenzialgleichung -zweiter. Ordnung mit  rationalen
Coefficienten, welcher eine Wurzel « der irreductiblen ~ algebrai-
“schen Gleichung: o S
(1)‘ ' 'Amum + Am.—lwn;l + v + Afu "I" Am e 0 jﬂ
déren Coefficienten rationale Functionen von # sind, gentigt, so ge-
ntigen ihr die simmtlichen Wurzeln derselben Gleichung (8. 8. 100).
Besitzt die Gleichung (1) zwei Wurzeln w,,, u,, deren Quotient
nicht fiir jedes & constant ist, so bilden %, u, ein Fundamental-
system von Integralen, d. h. jedes Integral der Differenzialgleichung
hat die Form ¢,u, + 6u,, wo ¢,, ¢, constant sind (s. die Abhand-
lung des Verfassers im 66. Bande des Borchardt’schen J@mmaifls
No. 2*). Hieraus ergiebt sich, dass in diesem . Falle die simmt-
lichen Integrale der Differenzialgleichung algebraisch sind (8. 8. 100). .
| Ist der Quotient je zweier Wurzeln der Gleichung (1) fir je- -
des 2 constant, so hat sie die Form: . | L
(1a) a A 4 Ay =0, "
und die Differenzialgleichung wird durch die Wurzel einer rationalen
Function befriedigt. — Dieser Satz wird (S. 100—101) aus einem
allgemeineren auf 8. 99 bewiesenen hergeleitet, welcher folgender-
massen lautet: Besitat die irreductible Gleichung (1) zwei Wuzzeln
%y, y, deren Quotient eine rationalé Function J von z, so ist j
eine ganzrahlice Wurzel der Einheit. | | B

a

*) Es sollen im Folgenden die Arbeiten des Verfassers im Borchardt'schen
Jowmal einfacher durch blosse Angabe des Bandes, in welchem sie enthalten- = -
sind, bezeichnet werden. -
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, ) L. Frens.

Hiernach sind also, wenn die Differenzialgleichung. (4) alge-
braische Integrale besitzt, zwei Fille zu unterscheiden:

1) Sie wird durch die Wurzel ¢ einer rationalen Funktion be-
friedigt. In diesem Falle ist es miglich aber nicht nothwendig, dass
die Differenzialgleichung (4) noch ausserdem ein algebraisches Inte-

aral ¢ besitzt, ohne dass 5 constant ist, dass also der Differenzial-

gleichung nur algebraische Integrale geniigen. Tritt dieses ein, so0
hat die Differenzialgleichung ein Fundamentalsystem von Integralen,
welches aus zwei verschiedenen Wurzeln rationaler Funetionen

besteht*),
g 2) Die Differenzialgleichung wird durch die Wurzeln einer irre-
| ductiblen algebraischen Gleichung befriedigt, von denen mindestens |
der Quotient zweier nicht fiir jedes z constant. In diesem Falle 1
; sind die simmtlichen Integrale algebraisch. ' |
1 Der mit 1) bezeichnete Fall ist leicht zu erledigen nach einem
&

tiir lineare Differenzialgleichungen einer belichigen Ordnung giiltigen
Verfahren. - Sind niimlich a,, a,, - - a, die simmitlichen singuliiren
Punkte einer solchen Differenzialgleichung, so hat eine ihr geniligende
Wurzel einer rationalen Funktion die Form:

= (e — )" (e — )" e — a)eg(s),

WO @, «,,- -, rationale Zahlen, ¢(z) cine ganze rationale Funktion
« bedeutet (5. 101). Es werden zuniichst (S. 102) gewisse algebraische

‘ *) Man erkennt dieses am einfachsten folgendermassen:

é Nach (B. 66 No. 4) hat ¥ in der Umgebung eines singuliiren Punktes a der
K Differcnzialgleichung die Form '

y (1) v =g+ 6k —ay),

wo ¢; und ¢, Constanten und zi:) eine nach ganzen positiven Potenzen von z—a
fortschreitende Reibe darstellt, welche fiir =@ nicht verschwindet. Hieraus er-

T T

giebt sich, dass —— (;:)f i der Umgebung eines jeden der singuliren Punkte
@ mit ciner Potenz von z — a multiplicirt eindentig wird. Da diese Function
algebraisch und fiir alle {brigen endlichen Werthe von z eindentig ist, so ist "

sie. Wurzel ciner rationalen Funktion. Bezeichmen wir dieselbe mit ¢, so er-

EENaNE e

%% gicbt sich aus einem Satze von Abel {vergl. Liouville journal de 1'école poly-
tech. cah. 22 p. 131), dass

! E’:ﬁd:=ﬁz+u,

’ 7 ,

H wo fi eine rationale Funktion und € eine Constante bedeutet., Demmnach ist
. (2) v = fgt+ Cg .
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Gleichungen rationale Wurzeln' besitzen miissen, welche die Expo—
nenten @, ¢, -+ o, liefern. Alsdann hat ein bestimmtes System
linearer Gleichungen endliche Liésungen -zuzulassen, welché die
Werthe der Coefficienten von g(#) gewshren.

2.

Bei der Behandlung des Falles 2) voriger Num. ist es zweck-
missig die Differenzialgleichung (4) durch die Substitution

_ Y = e‘““Uﬂdﬂ /] »
-in eine Differenzialgleichung

dﬂ
(B) T4 =Py

zu verwandeln. Der Untersuchung werden gewisse aus einem Fum-
. damentalsysteme von Integralen der D1ﬂ§’erenz1adg‘]lemhung (B) Yoy Yo
gebildete Formen zu Grunde gelegt. Ks sei nimlich’ 7 e alge-

braisches Integral dieser Differen 1alglemhung, Welches elner irre-
ductiblen G]Ilemhung

(1) Any™ + _Am__lym-l + - ‘WF‘ 4, '—0

mit rationalen Coefficienten geniigh. Unter den Wurzeln derselben
_s;eie:u Ny Mgy Moy * 5 Mm—1 80 beschaffen, dass micht der Quotient
zweier derselben fiir jedes z constant 1st so wird ihre Gesammt-

heit (8. 111) als das reducirte mezei’systeam der Gleichung (1) be-
zeichnet,

Das Product ,
| I=qpyn -+ M |
ist eine “algebraische Funktion, welche fiir jeden Umlauf von # in
sich “selbst multiplicirt mit einer Einheitswurzel iibergeht, d. h.
Wurzel einer rationalen Funktion (8. 114). Andererseits ist 4 als
Integral der Differenzialgleichung () der Form ¢34 + 6oy , wenn
€1, Gz Constanten bezeichnen, Demnach ist I7T = = (4, y,) eine aus
Yi, Yy gebildete Form mer Grades. — Wihrend also in dem Falle,
dass die Differenzialgleichung (B) durch die Wurzel einer rationalen
- Function befriedigt wird, eine lineare Form ¢y, 4 ¢y, gleich der
Wurzel einer rationalen ]E‘unctmn ist, so sind in-dem allgemeineren
Falle, so fern die Dﬁerenmalg]temhumg nur algebraische Integrale -
hat, Formen hoheren Grades gleich Wurzeln rationaler Funchionen.
— Der niedrigste Grad einer Form dieser Art werde mit IV bezeich-
net (8. 116). Es wird nachgewiesen (8. S. 128 Satz II), dass" die Zahl
. . 1% :
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N miemals grosser als zwilf, und weiter (5. 5. 126), dass sie eine
gerade Zahl sei.

Bezeichnen wir den Complex aller Formen, welche Wurzeln
rationaler Functionen aequivalent sind, mit @, so zeichmen sich
unter diesen diejenigen aus, welche nur die Glieder des reducirten.
Wurzelsystems einer irreductiblen Gleichung als Factoren enthalten,
welcher e bestimmtes Integral geniigt, und zwar diese Glieder
alle und jeden zur ersten Potenz. Dieselben werden Primformen
genannt (S, 114). Jede Form des Complexes @ lisst sich in ein
Product von Primformen zerlegen (8. 115). Die Zahl N ist auch
der niedrigste Grad einer Primform (S. 116).

3.

Naeh Ermittelung der eben angegebenen oberen Gremze fiir
die Zahl N werden im Wesentlichen zwei Methoden angewendet,
um iiber die Frage zu entscheiden, ob die Difterenzialgleichung
(D) algebraische Integrale habe oder nicht.

I. Methode.

Eine aus einem Fundamentalsysteme von Integralen der Diffe-
renzialgleichung (B) #,, . gebildete Form gten Grades geniigt
ciner linearen Differenzialgleichung p 4 1 ter Ordnung mit rationalen
Coefficienten, welche in der Arbeit S. 129 als Differenzialgleichung
(C) bezeichnet ist. Dieselbe ist iibereinstimmend mit der linearen
Differentialgleichung, welcher y* geniigt, wo » ein beliebiges Inte-
gral der Differenzialgleichung (B) ist (S. 129—131).

Wird also die Differentialgleichung (B) nur durch algebraische
Integrale Dbefriedigt, so muss die Differenzialgleichung (C) fiir
u = N, demnach, wenn nicht N =1, d. h. schon der Differenzial-
gleichung (B) eine Wurzel einer rationmalen Function geniigt, fiir
emen der geradzahligen Werthe ven u dic ‘nicht dic Zahl 12 diber-
steigen, durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt wer-

- Erfolgt dieses fiir p =1 oder fiir einen der angegebenen Zah-
lenwerthe von g die grosser sind als 2, so hat auch umgckelrt die
Differenzialgleichung (B) algebraische Integrale (S. 131). Dieser
Satz ergiebt sich aus dem folgenden: Ist eine aus dem Funda-
mentalsysteme w,, ¥, gebildete Form hGheren als zweiten Grades
und nicht Potenz einer Form zweiten Grades Wurzel einer ratio-
nalen Function, so hat die Differenzialgleichung (B) ein algehrai-
sches Integral, ein Satz, welcher 8. 127—128 bewiesen ist.
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Hat aber die Differenzialgleichung () zuerst. fiir y, 2 eine
Wurzel ¢ einer rationalen Function zum ][ntegral 50 1st qp(ﬁ)ﬂ eme,
rationale Fzmktwn und : :

o (2)? [( d lmg @ﬂ(f’v’) ) u g d'logo(z) d“lmgq;(z) L 41{” |

eine constante Zahl 4. Ist _nmm
"dz
? (&)
gl@mh dem Logarithmus einer a,]llgebrmschem Funktmm so sind die
Integrale der Differenzialgleichung (B) algebraisch (S 131). Der
Beweis dieses Satzes gruudet sich auf die S 117—118 gema@hten‘
Entwickelungen.

Hiermit ist die Untemsmhumg dﬂr Frage wie dw Dlﬁ'alemmjb
gllemhung (_B) beschaﬂ'ﬁu sein miisse, um algebraische Integrale zu

besitzen, bis auf die Betrachtmng von f (), die” im letztangeg3=

Aufgabe Auruchgefuhrt , uaumhclh Al hestlmmen , unter welchen Um—
stinden eine lineare Differenzialgleichung durch die Wurzel einer
rationalen Funktion befriedigt wird, d. h. nach 8, 102 zu unter-
suchen, ob ein bestimmtes System linearer. Gleichungen endliche
Losungen zuliisst.

Es wird (S. 132—134) mamhgewwsen, dass- bei der Anwendung
dieser Methode die Differenzialgleichung (C) nicht aufgestellt zu

werden braucht, dass man vielmehr ein derselben gleichbedeutendes .

sich unmittelbar darbietendes System von Differenzialgleichungen
der Rechnung zu Grunde legen kann.

I1. Methode.
Diese stiitzt sich auf Entwickelungen, welche der Verfa.sser

Bande 75 des Borchardt'schen Journals 8. 208 sqq. in Bezug auf ,' "

die Coefficienten der linearen homogenen Relationen gegeben hat,
durch welche die zu den verschiedenen singuliren Punkten einer
linearen Differenzialgleichung gehorigen Fundamentalsysteme- der-
selben mit einander verbunden werden; Einwirkungen, durch
welche diese Coefficienten aus den in-den Coefficienten der Diffe-
renzialgleichung enthaltenen Constanten bestimmt werden. B
~ Indem nun (8. 138—140) direct die Emwn]kumgen der ver:
schiedenen Umliufe von 2z, als eben so vieler mit einem TFunda-
mentalsysteme y;, ¥, ausgeﬁxhrtm lineaxer Substitutionen, auf eine
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aus ¥, y, gebildete Form untersucht werden, erhalten wir ein ge-
wisses BSystem von Gleichungen zwischen den Coefficienten jener
linearen Relationen, den Coefficienten der Primform niedrigsten
Grades, und den in P enthaltenen Constanten. Es liisst sich dem.
nach bestimmen, wie diese Constanten beschaffen sein miissen , da-
mit die Differenzialgleichung (B) algebraische Integrale besitze.

Der Verfasser bemerkt jedoch (8. 141), dass die erste Methode
vor dieser den Vorzug besitze, die endgiiltige Entscheidung auf ein
System algebraischer lincarer G eichungen zurtickzufiihren, withrend
dic zweite Methode die Untersuchung transscendenter Gleichungen
erforderte. Indessen wo die Gesetze dieser transscendenten Funk-
tionen sich einer ihnlichen Einfachheit erfreuen wie die Gauss'schen
IT-Funktionen, konne diese Methode nicht ohne Vortheil angewen-
det werden.

Ist umgekehrt die Differenzialgleichung (B) gegeben, und soll
entschieden werden, ob diese algebraische Integrale hesitzt, so lisst
die zweite Methode Vereinfachungen zu (S. 8. 141—142), indem ge-
lehrt wird cine Tabelle von #hnlicher Beschafenheit aufzustellen,
wie die auf 8. 126, und die Relationen zwischen den zu den
versehiedenen singuliren Punkten gehorigen Fundamentalsystemen
auf dieselbe anzuwenden.

4.

¥s ist in No. 2 dieser Notiz das Resultat erwiihnt worden, dass
die Zahl N nicht grosser als 12 sei. Dasselbe ist eine unmittel-
bare Folge von Entwickelungen, welche sich auf die Eigenschaften
derjenigen algebraischen Funktionen , welche der Differenzialgleichung
(B) geniigen, und die Natur der biniiren Formen, welche aus einem
Fundamentalsysteme y,, y, derselben iiberhaupt beziehen (8. 102
—126). Die hauptsichlichen Elemente dieser Entwickelungen
sind die folgenden:

Sind die simmtlichen Integrale der Differenzialgleichung ()
algebraisch, so ist jedes Integral derselben eine ratjonale Funktion
von ¢ und einem beliehigen anderen Integrale (8. 107).

Wenn ein algebraisches Integral ¥ auf einem gewissen Wege
in yj ibergeht, wo j constant, so ist j eine primitive ganzzahlige
lte Wurzel der Einheit, es ist I Divisor des Grades m der irre-
ductiblen algebraischen Gleichung, welcher Y geniigt, und jedes In-
tegral hat die Form

(€ + Fo)y+ Fy—"'v(y),
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worin o, f/ Constanten, (y') eine ganze rationale Funktion von
M . . 'Y T 0 .
y* vom Grade 5 = 1 mit in 2z rationalen Coefficienten hedeutet.

Die Grosse ¢, ist ebenfalls constant, wenn 7> 2 (8. 108).
Die Function _ .
¥ e(y) :
ist ebenfalls ein Integral der Differenzialgleichung (B) (8. 108—109).
Ist F(y) ein Integral, welches nicht gleich y multiplicirt mib
einer Constanten und '

1)) () Fly)=2F J"‘W(‘yl) (ﬁ wnstam) ;
so sind die Glieder der Heihe

B F@), Flui), Fys, -- F(yf“’l)
nur um constante Factoren verschieden.

" 9) Ist F(y) nicht der Form (&) und I eine ungerade Zahl, so
ist kein Glied der Reihe (f) gleich einem anderen multmphmrt mit
einer Constanten.

3) Ist F(y) nicht der Form (&) und I eine gerade Zahl, so ist
kein Glied der Reihe

() F), Fly), Flyf), ... (@Ul 1)

gleich einem anderen multiplicirt mit einer Gonstante‘n. Dagegen ist

4 A 4
F(yﬁ““’) = — Fyj) (8. 110—111).

Der Grad m der irreductiblen algebraischen Gleicheng, wel-.
cher ein algebraisches Integral der Differenzialgleichung (B) geniigt,
ist fiir alle Integrale unveriindert derselbe. Man kann daher mit
Recht m den zur Differenzialgleichung (B) gehorigen Grad nennen
(S. 111). " o o
Ist %, %, Y - -, Yn—1 das reducirte Wurzelsystem einer irre-
ductiblen a]lge]bmmschem Gleichung mten Grades, welcher das Inte-
gral y geniigt, und 3, 4§, Js .., die Zahlen, mit welchen irgend
welche der Glieder dieses Systems multlplmwt dle anderen Wurzeln
derselben Gleichung reproduciren, so sind diese Zahlen Einheits-
wurzeln, Sie seien resp. lte, lte, Lte, ..., primitive Wurzeln der
der Einheit, und unter &en Zahlen [, li , lgy - o, U die grosste, so
ist 7 ein Multiplum von y, b, ..., und es ]liefert das System:
| Yiy yijr yijaw " ‘yiji_m (‘i =0, 1, 2, .y n— 1)
die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (8. 111—113).

Die Zahl ! wird der Index des reducirten Wurzelsystems ge-
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nannt, es ist also das Product aus der Gliederzahl des reducirten
Wurzelsystems in den Index desselben gleich dem Grade der (lei-
chung (8. 113). : :
| Von jeder Form des in No. 2 dieser Notiz mit @ bezeichneten
Complexes gilt der Satz, dass sie alle solche Linearfactoren, welche
zusammen das reducirte Wurzelsystem einer irreductiblen Gleichun
bilden, gleich oft enthélt (8. 115).

Gehort eine Form dem Complexe @ an, so gehort auch jede
- Covariante derselben dem Complexe @ an (S. 106). n

Die Hesse’sche Covariante einer Primform niedrigsten Grades
ist ebenfalls eine Primform (8. 116). .

Die Linearfactoren einer Primform niedrigsten Grades hilden
ein reducirtes Wurzelsystem mit kleinster Gliederanzahl N. Es
wird der Index desselben mit L (8. 115) bezeichnet, v

Es sei % ein Linearfactor einer Primform niedrigsten Grades
D (Y1, %), & irgend ein Factor der Hesse’schen Covariante Wy, ¥,)
derselben. Ist

o
=]

(@) t= B P13 (n) ,. | {

wo ' constant und- . | R .
) =¢ +ant + - oy_pi - g, |

so ist N—4 (8. 119). ' |
Ist kein ¢ Factor der Form (0);und N>2, und setzt man ﬂz’% oder 3

:L, je nachdem L g‘er‘adé oder ungerade, so ist 2 Divisor von 2N —-4
(S. 121) und ¥(y,, 4,) der Form

(&) ¥(y1, 4o) =C[B, y,* -+ (—1y—1L* ¥ 1By, - (—1)*Tepy "]
(B9 (=17 ey ] - |
y=20=% g q99), |

Die Hesse'sche Covariante ¥, (41, ¥») der Hesse'schen Covariante
(y,, y,) hat die Form |

W (v, 9) = (1) 2 Wmi(yt_l;yéi');
wo ¥'(y%, y,*) nur solche Potenzen von 7, 4, enthilt, deren Ex-
ponenten Vielfache von 1 sind (S. 122). -
Die Zahl 1 ist kleiner als 6 (8. 122). .
Die Zahl N ist nicht grosser als 12 (8. 123), |
Die Covarianten niedrigern als Nten Grades einer Primform
niedrigsten Grades miissen identisch verschwinden (S. S. 98).
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Mit Hiilfe der Eigenschaften der Primformen niedrigsten Gra- -
des wird eine Tabelle fir die mbglichen Gestalten derselben her-
geleitet (8. 123—126), aus welcher -sich namentlich ergiebt, dass

. N von den die Zahl 12 nicht iibersteigenden Werthem nur die- g«e- ‘
mdzahhtren annehmen kann.

5.
'Zum Schluss noch mmo‘e besondere Besulmte welche zelgen, J
wie man in concreten Falleu aus den in der Arbeﬂ; entwickelten
Principien einfache Mittel der Entscheldung gewinnen kamn, ob die
Differenzialgleichung (B) algebraische Integrale hat. '
Sind die Integrale der Differenzialgleichung (B) simmtlich al:
gebraisch, so gehort sie zu der Klasse der Dlﬁ'erwma,lglemhungﬂn (12)
No. 4 der Arbeit in B. 66, und es miissen ‘die Wurzeln der zu den

L]

einzelnen singuliren Pmmktuan gehorigen determinirenden andamen-
talgleichungen nach (B. 66 No. 6 II) rationale Zahlen sein (8.8
104 der vorl. Arbeit). Ist dieses erfiillt, und irgend einer der
Nenner dieser auf ihre kleinste Bemenmmg gebrachten Zahlen
grosser als 10, so besitut die Differenzialgleichung (B) lkein - alge-
braisches Integla]l wenn nicht diese selber oder die Differenzial-
gleichung (C) fiir g = 2 durch die Wurzel einer rautmnalen Fane-
tion hefriedigt wd (8. 8. 134—135). o
Sind die Nenner derselben Zahlen simmtlich von den Zahlen
1, 2, 4 ver‘schmdem, und wird die Differenzialgleichung (C) fiix
= 2 durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt, so
geniigt der Differenzialgleichung (B) entweder tiberhaupt kein al-
gebraisches Integral oder die Wurzel einer ratmnalem metmm

(S. 135—136). | o
~» Bind simmtliche Nenner gleie]h 2, femer ﬁ dhie m ;ajgiabmi%ﬂ

B bi .
schem Sinne grissere der beiden Waurzeln ¢ ot ;1 — IT‘ der zum Siti-

1 1
guliiven Punkt @ gehm*mem determn,mrenden I‘undamentadglmchmmg,,

endlich y;; das zu m—“ als - Exponent gehbrige. Integral (s. B.. 66

No. b), und setzt man voraus, dass fiir alle smgularen Pun 'kte der

Coefficient von (# — a)”% ' in der Entwickelung von T @mh '
£l

steigenden Potenzen von # — @; verschwindet, so wird die Dmﬁargm-
zialgleichung (B) durch die Quadratwurzel einer rationalen. Functmm

befriedigt (S. 8. 137—138). RO o
' Heidelberg. | | LFMlW '




