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Problemstellung:

Es sei C' eine geschlossene Randkurve in der zy-Ebene mit der Gesamtbogenlénge
2m; die Bogenlénge derselben, von einem bestimmten Anfangspunkte auf C' an bis
zu einem beliebigen Punkte auf C' gerechnet, werde mit s bezeichnet. Endlich seien
a(s), b(s), c(s) stetig differenzierbare Funktionen von s mit der Periode 27, von denen
die beiden ersten Funktionen a(s), b(s) keine gemeinsame Nullstelle haben sollen. Das
Problem besteht dann darin, eine innerhalb C' regulére analytische Funktion

f(2) = u(zy) +iv(zy)

zu finden, deren Real- und Imaginérteil u(s) bezw. v(s) auf der Randkurve C der
linearen Relation a(s)u(s) +b(s)v(s) +c(s) =0 geniigen.



Uber eine Anwendung der Integralgleichungen auf ein Problem
der Funktionentheorie.

Von

D. HierT aus Gottingen.

Unter einer ,Integralgleichung® verstehe ich eine Gleichung
von der Grestalt

£6) = [K(s, 9 pla) ds

oder

F(8) =9(s) —j:K(s, 6)p(o)da.

Im Falle eines symmetrischen ,Kernes“ K(s,6) steht — wie ich
in zwei Mitteilungen in den Gottinger Nachrichten dieses Jalires aus-
gefiihrt habe — die Theorie der Integralgleichungen im engsten Zusammen-
hange mit der ,quadratischen Integralform¥

Q(z) =ffK(s,ﬁ)w(s)m(o‘) dsd&,

deren Theorie als das transzendente Analogon zu der hekannten al-
gebraischen Theorie der quadratischen Form mit n Veriinderlichen auf-
zufassen ist. Den besonderen Arten quadratischer Formen, z. B. den-
jenigen mit micht verschwindender Diskriminante oder denjenigen, die
fiir reelle Variable nur positive Werte annehmen » entsprechen gewisse
besondere Arten quadratischer Integralformen, nimlich Integralformen,
deren Kerne ich in den genannten Mitteilungen als nabgeschlossen?
pallgemein® bezw. ,definit® bezeichnet habe.

Die Theorie der algebraischen quadratischen. Formen mit » Ver-
anderlichen wird durch den Satz beherrscht, daB jede solche Form
stets und nur auf eine Weise als Summe von % Quadraten linearer
Formen darstellbar ist, wobei diesen letzteren noch die bhekannten Ortho-
gonalititsbedingungen aufsuerlegen sind. Diesem Satze entspricht in
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der Theorie der quadratischen Integralformen ebenfalls ein Theorem
von grundlegender Bedeutung, niimlich die Tatsache, daB die Integral-
form @ (x) sich stets uls unendliche Summe von thLdl‘ltE]l Jlinearer

Integralformen® darstellen 148, wie folgt
&

Q(ﬁ:)=~%{ fd-(v(s)g;(.s)(zs ,)1 ] ¥ (s) s)ds} .

o

wobel die von mir dls ,,Emenfuuktloneu“ bezeichneten Funktionen

PO(s), vO(s), - e ,Orthogonalititshedingungen:
4
[40(s) g (s) ds = 0 (T m)
“ =1 (T = m)
erfiillen.

Die Anwendungen dieser Theorie der Integralgleichungen sind sehr
mannigfaltige.

Wenn man eine Greensche I'unktion einer gewdlnlichen oder par-
tiellen Differentialgleichung D(u) = 0 zweiter Ordnung von elliptischem
Typus als Kern einer Intecrmlwlelchunfr wiihlt, so folgt durch Auf-
16sung dieser Integralgleichung die Greenec he Funktion fiir die allge-
meinere Integralgleichung D)+ u=0, d h. es sind ecinerseits die
Integration  einer ])zﬁeienhal gleichung  zweiter Ordmng el gegebenen
Randbedimgungen wnd andererseits dic Lidsung einer Integralgleichung
dquivalente  Probleme.

Ist die zugrunde gelegte Differentialgleichung sich selbst adjungiert,
so fillt die Greensche Funkfflon symmetrisch in den Parametern und
Argumenten aus, und wegen dieser Symmetrie des Kernes der betreffen-
den Integralcrlelchlmd kommt alsdann das vorhin genannte Theorem
tiber die Darstellung der guadratischen Integralform @(x) zur Geltung:
als “Resultat erscheinen insbesondere die Fntwickelungen ml?l.mhcber
Funktionen nach trigonometrischen, Besselschen, Kugel-, Laméschen, Sturm-
schen und allgemeinen Funltionen, wie sie in der mathematischen Pha 1ysik
aufireten. - -
Die Vanatmnsrechnung beschaftigt smh mit dem Problem, Integrale
von der (estalt

fF(%,y)dm, ffF aa:’ 5:&’") dx‘dy, e

eventuell unter Hinzunahme von Nebenbedlngungen zZU einem Mlmmum

zu machén. Wenn die Funktionen F m ihren Argumenten d—, y bezw.
ou ‘

-

EPe % > % von nicht hoherem als zweitem Grade ausfallen, so stellt_smh'

R
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die merkwiirdige Tatsache heraus , daB jeme Integrale in die Gestalt
gewisser quadratischer Integralformen transformiert werden kénnen.
Wir gelangen auf diese Weise 2u der Liosung von Aufgaben der Variations-
rechwung, die, soweit ich sehe, mit den in der bisherigen Variationsrech-
nung iilichen DMitteln wieht 21 behandeln sind.

Unter den Anwendungen der  Integralgleichungen auf die Theorie
der analytischen Funktionen mochte ich nur die Losung eines Problems
hervorheben, auf das mich meine Untersuchungen {iber das Riemann-
sche Problem der Konstruktion linearer Differentialgleichungen mit
vorgeschriebener Monodromiegruppe fiihrten. ,

Es sei C eine geschlossene Randkurve in der xy-Ebene mit der
Gesamthogenlinge 27 ; die Bogenlinge derselben, von einem bestimmten
Anfangspunkte auf C an bis zu einem beliebigen Punkte auf C ge-
rechnet, werde mit s bereichnet. Endlich seien a(s), b(s), c(s) stetig
differenzierbare Funktionen von s mit der Periode 27, von denen die
beiden ersten Funlktionen a(s), b(s) keine gemeinsame Nullstelle haben
sollen. Mein Problem besteht dann darin , eine innerhalb C regulire
analytische Funktion

(2) = w(zy) + iv(zy)

zu finden, deren Real- und Imaginiirteil u(s) bezw. v(s) auf der Rand-
kurve C der linearen Relation

) a($)u(s) + b(s)v(s) + c(s) = 0
genugen. .

Zur Lésung dieses Problems betrachten wir zundchst den Fall,

daf eine innerhalb €' regulire wnd von Null verschiedene analytische
Funktion

?(8) = a(zy) + if(xy) -
existiert, deren Real- und Imaginiirteil «(8) bezw. B(s) auf der Rand-
kurve € der Bedingung - .
a(s) e(s) 4 b(s)B(s)=0 "

gentigen; konstruieren wir alsdann eine innerhalb C regulire Potential-
funktion v*(zy), deren Randwerte '

v (s) = c(s) B(s) = _ ¢(s) ex(s)
a(3) { ((s))* + (Bs))?) b { (@) I (Bs)?)

sind und bedeutet — y* (xy) eine zu o* (acy) konjugierte Potential-
funktion, so ist “

(@) = {w(2y) + iv*(29)} («(2y) + iB(xy))
eine analytische 'Fu'nktion, die das vo‘rgelegte Problem 16st.
Nunmehr nehmen wir an, daB es keine von Null verschiedene
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Funktion (2) von der genannten Beschaffenheit gibe. Alsdann gibt
es sicher auch keine von Null verschiedene analytische Funktion v*(2),
deren Real- und Imaginirteil «*(s) besw. §*(s) auf der Randkurve ¢

der Bedingung
a(s) «*(s)— b(s) f*(s) =0

geniigen; denn sonst wire

p(2) = ?i(;) — «(zy) + 1B (x)
eine analytische Funktion, von der wir sofort erkennen, dafl ihr Real-
und Imaginirteil auf €' die Gleichung

a(s)e(s) + b(s) B(s) = 0

befriedigen, was nicht sein sollte.

Wir bezeichnen mit G (zy, £%) die zum Innern von C gehorige
Greensche Funktion zweiter Art, d. h. diejenige Lésung der Differential-
gleichung

o2

o
du = =5+ e const.,

(28
die an der Stelle &, 7 in hekannter Weise logarithmisch unendlich wird
und deren normale Ableitung auf C verschwindet. TLassen wir Z, Yy In
den Randpunkt s und &,  in den Randpunkt ¢ wandern , 50 entsteht
aus G (zy,E%) eine Funktion der zwei Variabeln $, @, die wir mit
G (s, 6) bezeichnen wollen; man findet leicht:

¢ G(s,0)

oo

= % {cotgﬁ—;—f + A_(s,ﬁ)} ,

wo A (s, ) eine durchweg stetig differenzierbare Funktion ist. Ist nun
u(zy) irgend eine innerhalb und auf ¢ regulire Potentialfunktion und
sind u (s) ihre Randwerte, so ergehen sich die Randwerte einer zu (xy)
konjugierten Potentialfunktion v(2y) durch die Formel

+ 7 + 7
v(5) = u(ﬁ)a—(%i)d6=% (o) {cotg-ﬂ—%—s+A(3,6)}dﬁ,
-z -7

wo fiir das Integral der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.
 Das gestellte Problem liuft demnach auf die Aufgabe Linaus, eine
Funktion w(s) zu finden, die der Bedingung

Lis) = a($)u(s) + b(s) [ u(0) 22545 4 o(s) = 0

-7
oder
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4 n

L@za@ﬂ@+§ﬂ@zmﬂm@2¥+A@@Mﬁ+d@=oa)

Gentige leistet. Wir denken uns in dieser Bedingungsgleichung (1)
o statt s eingesetzt, multiplizieren sie mit
o G(s, g) 1
o { '3 9)]

und integrieren alsdann nach ¢ zwischen den Grenzen — m bis + 7
dadurch erhalten wir:

jl<ﬁg““d !f(wwwcﬂg——+ﬂﬁwﬂ

+7 +7

gﬂjyﬁwww>w@ "t A(50)] (cotg <72+ A, ) dodo
d@ g
o
=; nfﬂ(@)u(a) cotg ¢S dg
o 47 47
+ ﬁffb(g)u(ﬁ) cotg 7% cotg “=C dp do
e
+ [ Bs,0)u(e)de +as) = 0
dabei ist zur Abkiirmung ’
B(s,0) = 5-a(e) 4(s,0)

N
1 : — —
+@T)2J(b(6){A(6,9)cotg62 =) dg

+

+ (ﬂjﬁfb(ﬁ)A(‘q,a)A(a,g) da,

+ar
1) = [ o) 59 g

gesetzt, und da A (o,0), c(s) stetig differenzierbare Funktionen sind
so erweisen sich B(p,s), d(s) als stetige Funktion der Argumente.
Setzen wir nunmehr

7
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a(e) = a(s) + a(g,s) tang ==,

B(e)=b(s) + b(o, ) tang ¢,

wo a(g,s), b(o,s) stetige Funktionen von 0, s bedeuten, so wird
+n '

f a(e)u(g) cotg =5 dg

—-n
+ 7

= u(g){a(s) cotgg_g_s + a(op, 3)]‘d9!

+x 4a ‘
f f b(o)u(s) cotg Q—T:—S cotg G—F dodo
+7 4

. + )
~0(5) [ fu(e) cotg 5" cotg 5 dp s + [e6s,0)u(s) s,

- -7

wo ('(s,6) wiederum eine stetige Funktion bedeutet.
Wegen der Identitit (vgl. meine zweite Mitteilung iiber Integral-
gleichungen in den Géttinger Nachrichten, S. 253)

+7a +7 +n

1 — —_— 1 o
Wffu(o‘)cqtgo 5 % cotg & 5 9d9db‘=—~u(s)—}—ﬁ u(e)de
- -7 o -
folgt mithin
tr +a

fL(@)?-GT(i’i)dg'_——_ El;;fu(a)(a(s) cotg?-}—]}(&‘,@i}dﬁ o (2) “
- ~bu) +dE =0,

wo D(s,6) wiederum eine stetige Funktion von s, 6 bedeutet.
Wemn wir (1) mit a(s), (2) mit — b(s) multiplizieren und die
erhaltenen Gleichungen addieren, so entsteht :

a(s) L(s) - °0) f L(p) ‘%‘—z*—")dg = (@)} + GO (s)

. +n @)
+5306) [ 4(6) (a(5) 45, 6) = D (s,0) | do
+ a(s) c(s) —b(s)d(s)=0,

d. h. die Randwerte u(s) der gesuchten Potentialfunktion u (zy) miissen: -
notwendig der Integralgleiclmng » .
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o +m - : ..
1 b ' : '
w6+ 55 g [ #(0) (a6)A(s, ) — D(s,9) ) do

a(s)e(s) — b(s)d(s)

M) S L
genligen. Nun verschwindet der Ausdruck a(s)e(s) — b(s)d(s) sicher
nicht identisch in s, da ¢(s), d(s) die Randwerte von Real- bezw.
Imaginirteil einer analytischen Funktion sind und es bei der von uns
gemachten Annahme eine analytische Funktion von dieser Beschaffen-
heit nicht geben konnte. ' c \

Die Anwendung der Fredholmschen Formeln (vgl. meine erste
Mitteilung iiber Integralgleichungen in den Gottinger - Nachrichten,
S. 57— 62) lehrt dann, daB es stets eine Losung u(s) dieser Integral-
gleichung gibt, — es sei denn, daB die Integralgleichung

+

u(s) %mg):)%)—wfu(ﬁ){a(s)z{(s,ﬁ)—D(s,ﬁ)}do’;{) (5)

@

eine von Null verschiedene Losung u(s) besitzt. Der letatere Fall ist
aber unméglich: denn wiire u(s) eine Lésung von (5) und setzen wir

L) = a(s)u(s) + b(s) [u(e) 2580 g,

8o wiirde aus (5)

a(5) I4(5) — () [ 1%(e) 25280 q4 g

folgen. = Da mun
+a

«s) = I¥) wd B(s)~ [I4) 2500,
die Randwerte von Real- und Imaginirteil einer analytischen Funktion
sind, so miiBte wegen der gegenwirtigen Annahme I* (s) identisch
null sein, und hieraus wiederum folgt in gleicher Weise das identische
Verschwinden von u(s). -
Es sei nun u(s) die Losung der Integralgleichung (4); bilden wir
mittelst dieser Funktion u(s) den Ausdruck L(s), so stellen wegen (3)

4
«(6) =L@ wd )= [T(o) 2580,

wiederum die Randwerte von Real- und Imaginirteil einer analytischen
Funktion dar, die die Bedingung

a(s)a(s) — b(s)B(s) =0
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erfiilllen. Da es eine solche analytische Funktion — von Null ab-
gesehen — nicht geben sollte, so folgt notwendig

«(s) = L(s) = 0,

d. h. die Funktionen u(s) und ,
o

v(8) = fec (6) 9 Ga(i_ii) de

-

erfiillen die gegehbene lineare Bedingung und stellen mithin die Rand-
werte von Real- und Imaginiirteil der gewiinschten analytischen

Funktion dar.
Damit ist das vorgelegte Problem vollstindig gel&st.




