UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
HEIDELBERG

Heidelberger Texte
zur Mathematikgeschichte

Autor: Braunmiihl, Anton von (1853-1908)

Titel: Beitrige zur Geschichte der Integral-
rechnung

Quelle: Atti del [2.] Congresso Internationale di Scienze

Storiche : (Roma, 1-9 Aprile 1903).
Band 12 (1904), S. 271-284
Seite 271 — 284.

Bisher sei noch nicht beachtet worden — so sagt der Verf. —, dafl Newton nicht nur
binomische Integrale behandelt hat, die sich durch endliche Ausdriicke darstellen las-
sen, sondern auch solche, bei denen eine solche Darstellung nicht moglich ist, ja auch
das sei bis jetzt iibersehen worden, dafl er schon 1671 auch die allgemeinen trino-
mischen Integrale sehr wohl zu behandeln verstand und ihren zweifachen Charakter
erkannte. Newtons Verfahren wird quellenméfig aufgezeigt und berichtet, wie sein
Schiiler R. Cotes jene Untersuchungen weitergefiihrt hat, indem er, die geometrische
Konstruktion und die Reihendarstellung verlassend, jene Integrale rein rechnerisch
behandelte, unter Verwendung der logarithmischen und trigonometrischen Tafeln,
d.h. sie auf logarithmische und Kreisfunktionen zuriickfiithrte (1712 u. 1722).

(Rezension von Peter Treutlein (1845-1912) im Jahrbuch iber die Fortschritte der
Mathematik, Band 35, 1904, S. 60)
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XXXI

BEITRAEGE ZUR GESCHICHTE DER INTEGRALRECHNUNG.

Comunicazione del prof. A. von BrAunmEEL.

Die Methode, deren sich Nawton ‘bediente, um ][ntegmtigneh aus-
gufihren, bestand bekanntlich darin, dass er die zu integrierende .
. Funktion in eine konvergente Potenzreihe entwickelte und dann den
seit Fermat und Wallis bekannten Satz tiber die ‘Integration eimer
Potenz anwandte, weshalb er denselben auch an’ dlew Spitze seiner ersten
Abhandlung « De Analysi per. aequationes numero terminorum infi-
nitas » stellte, die aus den Jahren 1665-66 stammte. Aber dennoch
hat es Newton auch verstanden, in gewissen Fillen Integrale in ge-

 schlossener Form anzugeben, wie dies die Leibnizsche Schule in erster

Linie anstrebte. Bemérkungem hieriiber finden sich mehrfach in seinen
Schriften, so z. B. in seimer umfangreichen, lingstens Ende 1671
druckfertigen, aber erst 1736 gedruckten Abhandlung « Methodus
fluxionum et serierum infinitarum » worin er zwei Tafeln fir Inte-
grale angibt, ‘die sich teils in geschlossener Form darstellen,. teils,
nach Newtons Ausdrucksweise, auf die Quadratur von Kegelschnitten
guriickfithren lassen. Siebt man sich diese Tafeln etwas niher an, so
erkennt man in der Haupisache drei verschiedene Gattungen von Inte-
gralen, die hier behandelt sind, nimlich Integrale mﬁom:al—-gebmclﬁemer
Funktionen, binomische Integrale und Integrale von: der' Form:

ff(.zy, Ve fz 4 ga*) dz, die wir kmz als ttrmomlsche heﬂemhnan

wollen.

Dass Newton beziiglich der binomischen Integrale seh@n fr&h&e}tlg _
~ erkannte, in welchen Fallen sie sich durch endliche Ausdriicke.dar- -
stellen lassen, hat Herr M. Cantor bereits angefihrt (1), Diesbeziig-
- liche Bemmlmngem Newtons ﬁnden smh in dem Zweiten fir Lelbmz’ |

("} Vorlesungen dber Gas‘chu!clot@ der Mathematik 1, , 19‘0‘1, 185-186.
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bestimmten Briefe vom 24. Oktober 1676 ('). Dagegen wurde die
Trage, wie er binomische Integrale, bei denen eine solche Darstellung
nicht moglich ist, behandelte, soviel uns bekannt, bisher nicht ein-
gehend untersucht, noch weniger aber scheint bemerkt worden zu
sein (2), duss Newion schon 1671 auch die allgemeinen trinomischen
Inlegrale sehr wohl su behandeln verstand und ihren sweifachen
Charakter erkannte. Wir wollen uns daher im folgenden mit einer
kurzen Besprechung des von Newton zu diesem Zwecke eingeschla-
genen Verfahrens beschiftigen und dann zeigen, wie seine Untersu-
chungen von seinem Schiiler und Freund Roger Cotes weitergefiihrt
wurden. Dabei wird sich Gelegenheit bieten, die noch zu wenig beachtete
Harmonia mensurarum dieses Gelehrten genaumer ins Auge zu fassen.
An drei Stellen Newtonscher Schriften finden sich ¢rinomische
Integrale besprochen: in der « Methodus fluxionum » von 1671, in dem
erwihnten Briefe an Leibniz von 1676 und in der « Quadratura cur-
varum », die 1706 publiziert wurde; doch brauchen wir nur die #l-
tesie Schrift ins Auge zu fassen, da in allen dieselben beiden Typen
behandelt werden, die sich in der Form darstellen lassen: '

) . 7 . gm..-nm.-n
afz’"i"f/z dz und af - “dz,

12

won=0,1,2,3, Z=¢- fa* 4 gz* ist und 7 eine positive oder
negative, ganze oder gebrochene Zahl bedeutet. Die beigefiigte Kon-
stante ¢ haben wir, um Verwechslungen mit unserem Differentialzeichen
zu vermeiden, an Stelle des von Newton stets gebrauchten Buchsta-
bens d gesetzt.

- Newton erkennt nun zundchst, dass die Auswertung dieser In-
tegrale, wenn man dieselben als bestimmte auffasst, auf die Quadratur
von. Flachensticken zurickkommt, die von dem Bogen eimes Kegel-
schnittes, der Abzissenaxe und zwei Ordinaten eingeschlossen werden.
Setzt man némlich mit Newton s% =z, so gehen sie tuber in:

) £ (o-yXde wmd (M) [

M 5 ) VXds w ™ o5
wo X=¢e- fo 4 g2* bedeutet, und y’ae-[-f.sé%-gmg ist die
Gleichung eines Kegelschnittes, der fiir ¢ > 0 eine Hyperbel, fir g <0

() Opuscula I. Newtoni, Ed. Joh. Castillioneus, 1744, 335-338.
(*) Herr Cantor scheint die erstmalige Behandlung derselben Cotes zuzuer- .
kennen. Vgl. a. a. 0. Hl; 415.
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eine Ellipse darstellt. Diese beiden Fille unterscheidet Newton stets,
indem er in seiner Zusammenstellung der Integralwerte auf die Figuren
von Ellipse un Hyperbel verweist. Das einfachste dieser Integrale, das
aus I fir » =1 erhalten wird und das zwischen bestimmten Grenzen
genommen direkt ein Flachenstiick des Kegelschnittes darstellt, gibt

er in der Form %s =i =% X e«GDB, wobei «GDB —s eine der

Fldchen in Fig. 1. oder 2. bedeutet; auf dlieée:s Imtegral §= fi/fd.z‘ _
werden dann alle ibrigen zurickgefiihrt. -

-G

G

1]
l
|
I
i
i
t
]
1

e % K 4B « @
Fia. 1. - Fig. 2. :

Die Frage, wie diese Reduktion ausgefithrt wird, 16st sich, wenn
man die beiden Probleme VII und VIII (?), auf welche Newton selbst
verweist, betrachtet. Das erstere Problem lautet: « Beliebig viele Kurven
zu finden, deren Flichen durch eine endliche Gleichung dargestellt
werden konnen =, und wird natirlich geldst dureh Differentiation will-
kiirlich gewahlter Funktionen. Als Beispiel fithrt er an:

o T =sa T T

Diese Methode konnte ihm also direkt die beiden notwendigen Re-
kursionsformeln liefern: .

a) ﬁ; (a1 YX5) =

2

k]

— (1 2) genyX - 2211 fe 'YX+ (n — 1) cart 53

4 (yE) L L =1 gt e
(!} Methodus fluxionom, ete.. 181.138.

Scrione VI, — Storia delle Scienze. 18
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welche bei der Reduktion jener Integrale die Hauptrolle spielen. Das
zweite Problem, auf welches Newton verweist, lautet: « Beliebig viele
Kurven zu finden, deren Flichen zur Fliche irgend einer gegebenen
Kurve ein Verhiltnis haben, das durch eine endliche Glelchung ge-
geben ist ». Die Losung der Aufgabe besteht einfach in der Trans-
formation des Integralausdruckes durch Einfiihrung einer neuen Va-
riabeln. Aus den verschiedenen Beispielen, die er hiefiir gibt, greifen
wir das eine heraus: Gegeben ist der Kreis y® = gz — 2°, es. Welden
Flachen gesucht, die der Kreisfliche gleich sind.

Die letztere ist s= | {/az — 2*dz (Grenzen gibt Newton nir-
gends an, da iiberhaupt alle Integrale als bestimmte aufgefasst wer-

den). Setet man z. B. die Relation fest x——:f-;, so erhilt man die-
selbe Fliche

2 —_— ) 2 _
§ = pr gt V a*—z*dz, die der Kurve Y= g,g_ 1/ at—3z*

zugehort. Mit dieser Methode konnte Newton das Integral —a%
Jaz
mit Hilfe des Substitation 1

c) .zzé tiberfithren in —fﬁgf,’wo 5=g+f§+e§2v

ist, und diese Form kommt ebenfalls in. seiner Tabelle wiederholt
vor. Die beiden Rekursionsformeln (a) und (b) und die Transforma-

tion (c) geniigen aber zur Herstellung samthcher Integrale der ange-
fihrten beiden Gattungen.

Wir wollen dies an dem fir # =0 aus (I) zu erhaltenden In-

/X d¢
tegrale —f’ erweisen, das relativ am schwersten zu emhalten

war. Newton gibt in seiner Tabelle an:

z Ve et =

- Abscissae { 1 Ordm&tae? _
VotrEte =y

btl

=%

g’ﬂ

Aneamm V&](M’

dac* &y + Qaefr — 2ofgux —l— 4acqu — 2af*u — 8ae*s -+ 4afgs
- Aneg—ff

=1,




s —
wobei er besiiglich der belden Kegelsehmttﬂachen 0 = f 1/57‘ aE

und s s_fj/X dz auf the Fxguren verwalst dle wir ohen anﬁlhrten

Der Gang der Ahlmtung war nun offenbar. folgem&er Es ist
f o dz ‘ )
f L dx_ml/xﬁ{. VX ]/X , eine mee]t die - su;h

durch Ersetzung von 1/X dureh ITXE- und mit Anwen&ung‘ der Re—

kurswnsformel (b) fir n=1 unmltte]lhar erglbt Ersetzt man Jetzt

mlt Hilfe der Substitution (¢) im- zwenben Imtagra.le z ﬂm'ch —;l— 80

f—[/—gdx—-]l/x +—£I1/X ——eft/__, " R

so dass nur mehr diese gle:chgabamten Intagrale mf dw Form f deX

kommt

gebracht zu werden brauchen, was wieder durch Anwendumg der Re-
'kurswnsformed (b) ﬁir n==1 geschieht, man erhﬁlt 807

* da

272
VX 4eq——fzfﬁd$ 4ea.*-; ?f)i/

undl schliesslich :

T 80 (e, 2/ 42
(e yx %’: 4eg-f=ﬁ/w "tﬁif’;/x]
f—ﬂxz S ‘ 2«f+2em =
' ' : 4gg f’ft =4 d§ VHJ

ein AusMck der namh Belfﬂtguug -des Faktors -;)—- auf bmden Smtenv

bis auf die Bezamhnnng mit dem Newtons uberemstnmmt o

Auf ahnliche Weise konnte Newton die iibrigen in den F@rmen (I)‘
und (II) noch enthaltenen Integrale auf die Integmle s und o, oder
wie er sagt, auf die Quadratur der Kegels(shmtte redumemn Diege
aber setzto er teils als geomeirisch bekannt voraus, teils hatte er
schon in dem vorhergehen&en Beispielen gezmgt wie sich Flichen-
stieke derselben dureh seine Mn‘hode der Rezhenmtwwklung ﬁmlen
lagsen. '

Einen hedeutemdtam Sehritt wmtgr gmg Boger Cotes, md@m er

von der geometrischen Konstruktion und der Rexhendlarstellumg absee
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hend dahin strebte, die binomischen und trinomischen Integrale direkt
der rechnerischen Behandlung mittelst der logarithmischen und tri-
gonometrischen Tafeln zuginglich zu machen; d. h. er reduzierte sie
auf logarithmische und Kreisfunktionen. Dazn hat er eine eigene
Theorie, die Logometria, wie er sie nannte, geschaffen. Von seinen
diesbeziiglichen Untersuchungen hiren wir zum ersten Male im Jahre
1712, indem er am 25. Mai dieses Jahres an Newton eine kleine
Schrift mit dem Titel: « Elementa Logometriae » sandte (1), die dann
1714 in den Philosophical Transactions gedruckt wurde (%) und 1722
in der von Cotes’ Nachfolger Robert Smith herausgegebenen Har-
monia mensurarym abermals im Druck erschien.

In dieser Schrift fuhrt er als Mass eines Sireckenverhdltnisses
(mensura rationis) den mit einer Konmstanten multiplizierten Loga-
rithmus dieses Verhdltnisses ein. Es ist dies genau derselbe Gedanke,
der im vorigen Jahrhundert zar Einfihrung einer allgemeinen projekti-
vischen Massbestimmung auf der geraden Punkireihe fiihrte (), nach-
dem Cotes’ Schrift lingst in Vergessenheit geraten war.

Der Gedankengang, durch den Cotes auf seine ‘Magsbestimmung
gefihrt wurde, dirfte, wie aus Bemerkungen an verschiedenen Stellen
seiner Schrift hervorgeht, folgender sein. Neper liess bekanntlich bei
Schaffung seiner Logarithmen einen Punkt in der Weise eine Gerade
« durchfliessen », dass die in den gleichen Zeitabschnitten: 0,1,
2,38, ..n ... durchlaufenen Wege durch die Glieder einer geometrischen
Reihe

1,54 ,24% 5,03, ... 54" ...

dargestellt wurden. Dann reprisentierten die die Lage des Punktes
bestimmenden Masszahlen jener Zeitabschnitte die fortschreitenden
Exponenten des Quotienten 1 oder die mit einer Konstanten multipli-

aierten Logarithmen des Verhaltnisses irgend eines - Progressiongliedes

zum ersten, indem identisch

P L"ﬁ)
"~ logl g 2 |
ist. Nachdem nun Newton den Bewegungsbegriff an die Spitze seines
Fluxionskalkiils gestellt hatte, lag es fir Cotes nahe, diese Messung

(*) EvLeston, Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes
ete. 1850, 116-117.

(*} Nr. 338 fiar Januar bis Marz 1714, vol. XXIX, 5-45.

(*) F. KLEIN, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Gottinger
Nachrichten Nr. 17 und ausfihrlich in Mathematische Arnnalen, IV, 1871, 573-625.
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auf das Verhaltnis zweier nach jemem Gesetze kontinuierlich wach-
sender Grossen zu fiibertragen. Soll daher in Fig. 8 das Verhaltnis

dz
A - . B P g o© =
%g—-—i gemessen werden, und ist die Enﬁfernung des ﬂlessendem :
&

Punktes P von A =2 =3, A"=23,, so ist die Fluxion des Masses
PQ _ ds z,l log 2 dn

—r =20~ —log A dn und das Mass selbst
AP 2 5, A .

L (omds fﬂln_-m also m-—-Mlog( ) obei M= —-
log /1 2 ].Og‘ 1
nach Cotes der Modulus des Systems heisst, in welchem die Messung
vorgenommen wurde (*). ,
Wir haben bei uns dieser Ablelblmg leﬂlghch der uns O‘elauﬁcren
" Bezeichnungsweise bedient, um die Sache leichter zuginglich zun
machen, statt wie Cotes alles an obiger Figur in Worten darzustellen.
Dieser Massbestimmung bediente er sich nun, um Integrale, die
Newton bisher auf die Quadratur der Hyperbel zuriickgefiihrt hatte,
durch Logarithmen auszudriicken. Aber er ging noch weiter. Schon in
seiner Logometria bemerkte (%) er bei Gelegenheit der Komplanation
der Oberfliche des verlingerten Rotationsellipsoides, dass hier das
Mass eines imaginfiren Ausdruckes auftrat, gab aber sofort an, - dass
man in einem solchen Falle dasselbe durch das Mass esnes reellen
Bogens in bezug auf den Radius als Modulus ersetzen konnme, d. 1.
« durch einen Bogen, dessen Sinus bekannt ist », so dass man ihn
mit Hilfe der Tafeln rechnerisch bestimmen kann. Er ‘erkannte also
hier den Zusammenhang des Logarithmus mit den. zyklometrischen
Funktionen. Hierin waren ihm alleuhmgs Lelbmz und Johann Ber-
noulli zuvorgekommen, die schon im.Jahre 1702 auf einen. solchen
Zusammenhang aufmerksam wurden (3) und Bemoulh hatte 1708 in
den- Acta Erudmmm eine kurze Bemerlmng hieriiber veroffentlicht,

die anch 1704 in den Memmres de l'Académle de Pans fiir 1702

(*) Harmonia mens umrum, P 4 C

(®) Philosophical Transactions a. a. 0.-82, Harm. mens. 28.

(®) Vgl. die Darstellung bei M; Canror IIl;, 862-363 im Zusammenhang
mit der Erginzung, die Herr STARCKEL in Ba&lwéhwa Mathem (3) 11900, 109-1 11
gegeben hat. _
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wieder erschien. Cotes wird dieselbe wohl kaum entgangen sein und
sie mag ihn vielleicht zu jemer Ausdehnung seines Masses auf die
Winkel veranlasst haben. Da er jedoch bei Einfihrung desselben ge-
legentlich des erwahnten Beispieles .zu einer andern Gleichung als
Bernoulli gelangte, nimlich za unserer Fundamentalgleichung
€ =005 9 J-43singp, die hier zum erstenmale auftritt (1), so wollen
wir seine Ueberlegung etwas niher ins Auge fassen. Ist in Fig. 4 ANB

A
F.
N
X - E
o
¢ B a
K L M
Fia. 4.

der Meridian eines abgeplatteten Rotationsellipsoides, AC die Rota-

tionsaxe =&, CB==¢ die halbe grosse Axe, F der Brennpunkt, X

ein beliebiger Punkt auf AC, XN || CB und E auf CB so gewihlt,

2 2 2
dass CE ='CA = L = _b__,_ wird; sei ferner KL =
CF  ytB—caz\ yor—p . :
__XC.XE

. 2— r '7 J )
SRR (d. h. also KL=y ]/ 1492% b”) und LM das Mass

. b ]
des Verhaltnisses von EX 4 XC zu CE in bezug auf den Modulus CE

o b Vs /a® — b® - ”5—-—03(" ‘_
(also LM= Vm - log (y - Bt + ]/1 + yga b )) " .

50 ist die gosuchte Oberfliche F,, dio' der Bogen BN bei der -Rota-
. ﬁon'efzaugt, : -

F,:BCr = (KL + LM): CB,
™ Hierauf haben schon Herr Tuercuenro, Histoire de la théorie des Fonc-

tions (russisch) 1889, 527-528, sowie Herr G. Vacca, Reoue de mathématigues,
1900, 65 aufmerksam gemacht,
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dh B | :
@ Fl;na%yl L Ty o - E |
| b at— P S Y
(o T SR,
- Ist aber Jetzt (B(= )< CA( 8), bhat man also ein verlingertes -

B@tatmnselhpsmd (Flg 5) 80 ist nach Coheﬁ G‘E = %‘i, i femér

A
X\\\N
C "-EF B
IE L M

Fm 5

-y . XC.XE
KL=""g—

, und LM « ést das Mass des mm:.els XEC (3@) in.
bezug auf den Modulus EC, d. h. es ist glewh dam Bogen, dessen .

" Sinus E—g ist ». Im vom: Bogen BN enengte Fliahe wxrd ﬂmm
 Fy: OB = (KL +LM) CB
| d. h in unserer Sehremhwméé.

| | ' F—a . o
a h%w{ﬂ/‘* =

wo ain mezw ‘ b" mat Nmm fﬁgt aber Gates hez W Man kﬁnme -

aber die Dimension dieser Oberfliche ‘aitch ﬂumh che‘ Logomeme be- -

stimmen, aber nur unausrechenbar (4. b dumh einen magmﬁrem Aus-

druck). Denn wenn irgend ein Bmgen des mit dem; Badlms CE, bwesehne-‘ -
benen Kreisquadranten den Sinus CX wund m Cosinus XE hat, so .-
wird der Bogen, falls man den Raﬂms CB als. Mo&mns mmmt das

Mass des Verhilinisses EX -} XW/ —1. 7 CE aam, wemm man 1hn |
mit ﬂ/==1 multipliziert », dh. also S |

| :@ e Img(cms [ + ¢ sin 9@)
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Diese Gleichung ergab sich ihm unmittelbar, indem er in-(I)
b>>a voraussetzte und das Resultat mit dem direkt gewonnenen (II)
verglich; denn unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (I) iiber in:

(1) F1=7m§y]/1—b2 ” +

_Io Z 1— )§’
Tﬁ g(y —I—]/ !

A __ A2 Lg—
Wo y]/ b—vb-;-i=sing0, ]/1——& b4a y* =cosg ist.

Der hiedurch ermoglichte Uebergang von dem Masse eines Ver-
hiltnisses zu dem eines Winkels ist es, worin Cotes die Harmonia
mensurarym erkennt ().

Ueber die Auswertung der hier und in den zahlreichen andern
Beispielen der Logometria vorkommenden Integrale spricht sich Cotes
nicht weiter aus, offenbar weil sie sich durch Newtons Methoden ohne
besondere Schwierigkeit auf die Quadraturen der gleichseitigen Hy-
perbel und des Kreises zuriickfihren liessen und dadurch unm1tte1ba1
die gesuchten Masse ergaben.

Cotes wurde in Mitte seimer wissenschaftlichen Titigkeit vom
Tode iberrascht. Darin liegt wohl auch der Grund, warum sich eine
weitere Ausarbeitung seiner Massbestimmung in bezug auf den Winkel
in seinen Schriften nicht findet. Der Hela.usgebel seines Nachlasses,
sein Vetter Robert Smith, hat jedoch diese Liicke mit Benutzumg

(*) Er sagt in-der Harmonia mensurarum, p. 28-20: «-Ceterum ex praece-
dentibos intelligi potest, quanta sit cognatio inter angulorum atque rationum
mensuras, quamque levi mutatione in se invicem facillime convertantur pro variis
ejusdem Problematis casibus... Mirabilem illam Harmoniam alterius declarare
lubet, Exemplo desumpto ub eadem Figura circum axes suos convoluta, ecc. » -—

Auch mogen noch die p. 35-36 angefiihrten Worte erwﬁhnt werden, welche bewemen,'

dass Corks dié Tragweite dieser Harmonie erkannt hat; wenigstens ahnte er, dass
er einen neuen Massbegriff von grosser Allgemeinheit gefunden hatte. Sie lauten:

« Geometris integrum erit, ex adductis hactenus Exemplis de Methodo nostra judi- -

care; quam quidem, si proba fuerit, ulterins excolere pergent et excolendo latius pro-
movebunt. Patet utique campus amplissimus, in quo vires suas experiri poterunt, prae-
sertim "si Lngometnae Trigonometriam insuper adjungant, quibus miram quandam
affinitatem in se invieem euntibus intercedere notabam. Hisce quidem Principiis
haud facile crediderim generaliora dari posse; eum tota Mathesis vix quiequam in
universo suo ambitn complectatur, practer angulorum et rationum Theoriam ».
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der Notizen des Aufors in dessen Sinne ausgefiillt (*), indem eor a.ls
Mass eines kae]ts den mit einem Modulus M mulﬁlplmexten Bugen ‘
definierte, dessen trigonometrische Tangente (¢} in Bezug: auf einen
Kreis mit. dem Radius (r) gegeben 151; ~demnach st algg das. Masg
des Winkels ¢ . _ " : “
M arctg ) wobm M= -7 Ts‘d =r. o @174532925

darstel]t eine Zahl, die schon Cotes benee]hnet hatte (”) und dle wir
heute noch als Modulus bezeichnen.

In Cotes' hinterlassenen ?apleren fand sich auch ein zwelter Teil
der Harmonie mensurarum, welcher « Theoremata tam Iom-@m%ma,
tam trigonometrica, guae datarum fluxionum fluentes exhibent per
mensuras » enthielt. Diese - Theoreme sind nichts anderes, als eine
Sammlung von Infegraltafeln und umfassen im ganzen 18 Typen,
unter denen sich Infs‘egra]le rationaler Funktionen, binomische und tri-
nomische Integrale befinden, die Cotes simtlich auf Logamthmen und
Arcusfanktionen zurickfiihrt. Von den trinomischen Integlaleu sind
ausser den beiden Klassen, die wir schon bei Newton kennen lemtem,-
auch noch die beldem Typen:

a,usgeiechnet mnd gwar a.lle fiir ganzzahhge posﬁ;we und negatxve Werine
von 6. ; o |

Ww wullen das emfachste Bemplal f THdz

das ﬁu 5" =z
in — f — ubergeht aus dlesen Tafeln helausgzemfen (3?) ,un.d ‘i_elgen
wie es von Cotes behamdelt “wird. Fur dlassallbe glbt or den Wert an:

—aRl——i——, wobei R--Vg, der Modulus T—s%f“]‘ Qc

=R
- 1 -—gg ) )

M Qpera nnseellmea R. C‘eites, die dlen Anhang der H@moma mensumrmm
bilden; namentlich Note I und III, p. 94-97 b
(*) Ebenda p. 95.
() Harm. mens. p. 61.

*

ist.
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In betreff dieser Bezeichnung heisst es in einer kurzen voraus-

geschickten Einleitung: « Die Grossen R, S, T bezeichnen entweder
das Verhiltnis oder den Winkel, durch deren Mass die Fluente der
Fluxion zu bestimmen ist. Wenn nimlich R die Quadratwurzel aus
einer positiven Zahl ist, geben sie ein Verhilinis, dessen Wert
R--T zu S ist; wenn aber R die- Quadratwurzel ans einer negativen
Grosse ist, so geben sie den Winkel, dessen Tangente und Sekante sich
zum Radius verhalten wie T und S zu R, sofern jene negative Grosse
durch Aenderung des Zeichens wieder durch eine positive ersetzt wird ».

Setzen wir im Falle eines positiven g den Integralwelt nach
dieser Regel zusammen, so lautet er in unserer Schreibweise:

1~ YeVi o
—ay/g logﬁ 4 /_ti‘—ﬁ g
ng . V<rt—
und kann mit Hilfe der Konstanten der Integration, die ubngems auch

bei Cotes noch nirgends angefiihrt wird (*). leicht auf die uns gelaufigo
Form gebracht werden: - -

ey

Ist aber gr negative, also der Modulus R imaginar, g0 1st — ——f/—
mit dem Bogem ¢ zu mulhphzwren der aus seiner Tamgenhe Y oder

R

seiner Sekante g gefrmden werdem kann demnxaah wml da& Integral in

dlesem Falle

) e em (5 g3

wo L= e + for—gamist. ..

(*) In dieser Bezichung standen die englischen Mathematiker jener Teit -

den deutschen noch nach. Denn wihrend in England die Integrale moch durch-
weg nir als bestimmte anfgefasst werden, hatte Johann Bernoulli schon 1691 die
Integration als die Umkeen der Differentiation auffassend die Notwendigkeit den
Beiftigung einer willkirlichene Konstanten erkannt. Vgl BEENOULLIB, Inteqmtrech»
nung. Opera, B. I1I, 388 und 412.
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Uebrigens gibt Cotes in einer Eraanzungstabelle sogal noch an-
dere Formen fir seine Integrale an, so dass man z. B. den Wert
des letzten Integral& auch aus den Formeln D

. i
1 arctg( VQI/Z“) und -—J—L—amsec l/eg+4
IR tf—gs cafg o\ if—ga
bestimmen kann. o ;

R. Smith, der auch zu dmsen Theouremen von Cotes emlgﬂ Noten '
schrieb, zeigt jedoch micht (*), wie dieselben erhalten wurden, sondern
nur, wie man sie a posteriori verifizieron kann; es besteht aber kein |
Zwelfe] dass_Cotes' Methode von der uns gelanﬁgen wenig verschieden
war, da er ja die Ratmnahsmmng eines Dlﬂ’eranhalausdruckes durch
Einfihrung einer neuen Variabeln kannte. Auch Cotes selbst’ Sthelgt |
sich hieriber aus, hat haber seinen Tafeln eine Reihe -von Theo-
remen angehéingt, aus denen man enimehmen kann, wie er ]edﬂ
Klasse von Differentialausdriicken suf den emfauhstaﬁ unter lhnem'
suriickfiihrt. Auch die hiezu verwendete Methode ist kema andere als
die heute tibliche der Bildung von Rekursionsformeln durch Differen- |
tiation, wie wir sie bei Newton schon fanden. Wie systematlsch er
dabei verfubr, mdge noch falgendes Balsplel zelgen, das er als
Theorem III p. 68 anfihrt, .

Ist Z=1¢e -} fs" + gs* und satzen wir im f@lg@nden gur Ab-
kiirzung durchweg "= =&, 50 kommt zumachst X —-—g-—l— f$+ ga:*
ist ﬂlatm fetmer

80 ergibt sich durch Dxﬁ‘emntmatlon von ! Xo;
d {2 X®)
o —ﬂék+f(@+w)B+y(9+2m)e
und hieraus

(D) ab K"gﬂﬁ&%-f(ﬂ—]—m)]i-}-g (ﬂ—;— 2m) U
wo A =fAdx ete. Jtst Ebenso erhalt man dumh Dlﬁerenmatmn von

(*) Er sagt p. 97: « Horum Theomematnm inventionem ana.l ic |
a
instituti mei hic tradere ». Yt m non est.
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#*1 X, Binfihrung der obigen Werte von A,B..und darauﬁ‘olgemde
Integration:

(I) 2% Xo=¢(0+ 1) B+ 7(6 41+ w) G+ g(8 14 20) D
Die obige Tabelle aber liefert direkt die Werte:
erA—!——fB—}-gC‘ und G =B +fd+g]5,
wenn man X@ = X*~'(¢ + fz | ga°) setzt, woraus:
.(IH) F=¢A+fB4-gC und (IV) G=¢B-/C | gD

folgen. Mit Hilfe dieser vier Gleichungen lassen sich jetat A, B C,D
linear durch F und G ausdricken, wodurch vier Rekursmnsforme]m
gewonnen sind.

Die 18 Integraltafeln, welche Cotes selbst mach Angabe von
Smith vor 1714 berechnet hatte, erginzte letzterer, nachdem er in
Uotes’ Nachlass dessen bekanntes Theorem iiber die Zellevumg eines
Binoms in reelle Faktoren gefunden hatte, zu einer Sammlung von
nicht weniger als 94 Tafeln, von denen sich 6 auf trinomische Inte-
grale beziehen. Zu den vier schon von seinem Vorginger behandeltem
Typen fiigte er namlich noch die beiden

T " L_.V o
Faacatl) 7l und 2 .zeﬁ li/ZdZ .

V41t mamy1z bl e
hinzu. Auch fihrte er far alle Tabellen eine glewhma,sswe Bezemh—
nungsweise ein, welche einigen Vorzag vor jemer besass, die wir bei
Cotes kennen lernten, doch war auch sie noch schwerfillig genug,
und erst dem gewandien Formensinne Eulers gelang es, auch hier eine
passende Reform anzubahnen.




