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Kapitel 1

Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

Problemstellung

Wir beginnen damit, einige Begri�e der Galoistheorie zu wiederholen. Sei L=K

eine K

�

orpererweiterung. Ein � 2 L hei�t algebraisch

�

uber K, wenn es ein

(oBdA normiertes

1

) Polynom f 2 K[X] gibt mit f(�) = 0; ist f irreduzibel

in K[X], so hei�t es Minimalpolynom. Weiter nennt man ein algebraisches

� 2 L separabel, wenn die Nullstellen des Minimalpolynoms alle einfach sind;

Standardbeispiel eines nicht separablen Elements ist � = T

1=p

�

uber K = F

p

[T ]:

dessen Minimalpolynom ist ersichtlich X

p

� T 2 K[X], und wegen X

p

� T =

(X � �)

p

ist � eine p-fache Nullstelle.

Die Erweiterung L=K hei�t algebraisch (separabel), wenn jedes � 2 L al-

gebraisch (separabel)

�

uber K ist. Jede endliche Erweiterung eines endlichen

K

�

orpers oder von Q ist separabel. Schlie�lich nennt man L=K normal, wenn

die Erweiterung algebraisch ist und jedes in K irreduzible Polynom, welches

in L eine Nullstelle hat,

�

uber L in Linearfaktoren zerf

�

allt. Ist L=K normal, so

nennt man die Gruppe Gal (L=K) aller Automorphismen von L, welche K ele-

mentweise fest lassen, die Galoisgruppe von L=K. Man nennt die Erweiterung

galoissch, wenn sie normal und separabel ist. Bekanntlich gilt

Proposition 1.1. Ist L=K normal und separabel, so ist K der Fixk

�

orper von

Gal (L=K).

Um dies zu beweisen, m

�

ussen wir f

�

ur jedes � 2 L nK einen Automorphis-

mus � 2 Gal (L=K) konstruieren mit �(�) 6= �. Dazu brauchen wir blo� einen

entsprechenden Isomorphismus von K(�) \hochzuheben". Das wiederum ge-

schieht mit den n

�

achsten beiden Lemmata.

1

d.h. der Koe�zient des Termes h

�

ochsten Grades ist 1.



4 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

Lemma 1.2. Sei L=K galoissch und � : L �! L einK-Isomorphismus. Dann

ist � 2 Gal (L=K).

Beweis. Zu zeigen ist, da� der K-Isomorphismus ein Automorphismus von L,

d.h. surjektiv ist. Da jedes � 2 L in einem endlichen normalen Teilk

�

orper

liegt, gen

�

ugt es zu zeigen, da� die Einschr

�

ankung von � auf jede endliche nor-

male Teilerweiterung von L=K surjektiv ist. Das folgt aber aus der endlichen

Galoistheorie.

Lemma 1.3. Sei L=k galoissch, K ein Zwischenk

�

orper von L=k, und � :

K �! L ein k-Isomorphismus. Dann existiert ein e� 2 Gal (L=k) mit e�j

K

= �.

Beweis. Sei S die Menge aller Paare (F; �) mit K � F � L, soda� � : K �!

L ein k-Isomorphismus ist. Wegen (L; �) 2 S ist S nicht leer. Wir f

�

uhren

auf S eine partielle Ordnung ein durch (F

1

; �

1

) � (F

2

; �

2

) falls F

1

� F

2

und

�

2

j

F

1

= �

1

. Wir behaupten, da� S damit induktiv geordnet ist, d.h. da� jede

total geordnete Teilmenge f(F

i

; �

i

)g ein Maximum besitzt. Dazu setzen wir

e

F := [

i

F

i

und de�nieren einen Automorphismus e� von F durch e�(�) = �

i

(�),

wenn � 2 F

i

ist. Wegen der Totalordnung ist dies wohlde�niert.

Nach dem Lemma von Zorn besitzt dann S ein maximales Element (L

0

; e�).

Wir behaupten, da� L

0

= L gilt. Andernfalls g

�

abe es n

�

amlich ein � 2 L n L

0

,

und wir k

�

onnten den Automorphismus e� auf L

0

(�) hochheben: das widerspricht

aber der Maximalit

�

at von (L

0

; e�).

Ist L=K eine endliche galoissche Erweiterung, so stellt der Hauptsatz der

Galoistheorie eine ordnungsumkehrende Bijektion zwischen Untergruppen von

Gal (L=K) und Teilk

�

orpern von L=K her. F

�

ur unendliche normale Erweite-

rungen ist dies falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Sei K = F

p

der K

�

orper mit p Elementen, und F =

S

n�1

F

p

n

sein

algebraischer (= separabler) Abschlu�. O�ensichtlich ist F=F

p

normal; sei G =

Gal (F=F

p

) seine Galoisgruppe. Dieses enth

�

alt den Frobeniusautomorphismus

� : � 7�! �

p

; sei H = h�i die von � erzeugte Untergruppe. Jetzt gilt:

1. Der Fixk

�

orper von G ist F

p

;

2. Der Fixk

�

orper von H ist F

p

;

3. H 6= G.

Insbesondere gibt es zwei voneinander verschiedene Untergruppen von G mit

demselben Fixk

�

orper.

Nun zum Beweis der Behauptungen. Sei � 2 F und �(�) = �, also � Null-

stelle von X

p

� X 2 F

p

[X]. Dieses Polynom hat die p Elemente von F

p

als

Nullstellen; da F

p

ein K

�

orper ist, sind dies schon alle, und es folgt � 2 F

p

.

Das zeigt 2. Wegen H � G folgt daraus 1. Zum Beweis von 3 m

�

ussen wir ein

� 2 Gal (F=F

p

) konstruieren, das keine Potenz von � ist.

4.8.1999



1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen 5

Die Idee ist einfach: wir konstruieren uns einen geeigneten K

�

orper L mit

F

p

� L ( F und w

�

ahlen ein � 2 Gal (F=L) n f1g. W

�

are H = G, so folgte

� = �

n

f

�

ur ein n 2 N (notfalls ersetze man � durch �

�1

); also lie�e �

n

den

K

�

orper L elementweise fest, und L w

�

are im Fixk

�

orper F

p

n

von �

n

enthalten.

Dies liefert einen Widerspruch, falls L unendlich viele Elemente enth

�

alt.

Unsere Aufgabe ist es daher, einen echten Teilk

�

orper von F mit unendlich

vielen Elementen zu konstruieren. Das ist aber einfach: man nehme die Erwei-

terung L =

S

n�0

F

p

2

n

.

Bei obigem Beweis haben wir stillschweigend einige Aussagen der Galois-

theorie benutzt, deren Beweis wir noch nachzutragen haben. Zum einen haben

wir benutzt, da� F=L galoissch ist; dies folgt aus

Lemma 1.4. Ist K ein Zwischenk

�

orper der algebraischen (normalen, sepa-

rablen, galoisschen) Erweiterung L=F , so ist auch L=K algebraisch (normal,

separabel, galoissch).

Beweis. Da� L=K algebraisch ist, ist o�ensichtlich wegen F [X] � K[X]. Sei

nun L=F normal und f 2 K[X] irreduzibel. Ist dann � 2 L eine Nullstelle von

f , so ist zu zeigen, da� f in L in Linearfaktoren zerf

�

allt. Sei dazu h 2 F [X]

das Minimalpolynom von �

�

uber F . Der euklidische Algorithmus in K[X] gibt

h = fq + r f

�

ur ein r 2 K[X] mit deg r < deg f ; au�erdem ist r(�) = 0.

Daraus folgt aber mit der Irreduzibilit

�

at von f , da� r = 0 ist, und somit ist f

Teiler von h. Da aber h in L in Linearfaktoren zerf

�

allt, folgt die Behauptung.

Genauso behandelt man die Separabilit

�

at, und wegen galoissch = normal und

separabel ist alles gezeigt.

Zweitens haben wir folgende Tatsache verwendet:

Lemma 1.5. Sei F

0

� F

1

� F

2

� : : : eine Folge von quadratischen Erwei-

terungen und L=F

0

eine kubische Erweiterung. Dann ist L nicht in F

1

=

S

n�0

F

n

enthalten.

Beweis. Sei L = F (�); w

�

are � 2 F

1

, so g

�

abe es ein n 2 N mit � 2 F

n

. Aber

(F

n

: F ) = 2

n

ist nicht durch 3 = (L : F ) teilbar.

Das obige Problem beim Hauptsatz der Galoistheorie f

�

ur unendliche Erwei-

terungen L=K kommt daher, da� es Gruppen H gibt, deren Fixk

�

orper gleich

K ist, ohne da� H schon die ganze Galoisgruppe ist. Die Frage, wie man

den Hauptsatz abzu

�

andern hat, hat Krull Ende der 20er Jahren beantwortet:

man topologisiert die Galoisgruppe und erh

�

alt dann eine Bijektion zwischen

abgeschlossenen Untergruppen der Galoisgruppen und den Teilk

�

orpern der Er-

weiterung. In unserem obigen Beispiel ist der Abschlu� der von � erzeugten

Gruppe schon die ganze Galoisgruppe, und alles l

�

ost sich in Wohlgefallen auf.

4.8.1999



6 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

1.1 Topologische Gruppen

Eine Menge G, die mit einer Gruppenstruktur und einer Topologie versehen

ist, hei�t topologische Gruppe, wenn sich Topologie und Gruppenstruktur ver-

tragen; genauer sollen Multiplikation und Inversenbildung stetige Abbildungen

sein, d.h. es wird verlangt:

� Die Abbildung G�G �! G : (x; y) 7�! xy ist stetig, wobei G�G mit

der Produkttopologie versehen ist;

� Die Abbildung G �! G : x 7�! x

�1

ist stetig.

Beispiele f

�

ur topologische Gruppen gibt es unz

�

ahlige: jede (endliche) Grup-

pe ist, versehen mit der diskreten Topologie, eine topologische Gruppe. Die

additive Gruppe der rationalen (reellen, komplexen) Zahlen ist eine topologi-

sche Gruppe bez

�

uglich der gew

�

ohnlichen Topologie, die von der euklidischen

Metrik induziert wird. Daneben ist Q auch topologische Gruppe bez

�

uglich der

p-adischen Topologien. Weiter ist R

�

mit der

�

ublichen Metrik eine topologi-

sche Gruppe, und was wegen R

�

= GL

1

(R) f

�

ur n = 1 gilt, kann man nat

�

urlich

auch auf GL

n

(R)

�

ubertragen.

�

Ubung. Man versehe Z mit folgender Topologie: eine Teilmenge X � Z hei�e

o�en, wenn 0 =2 Z oder Z nX endlich ist. Man

�

uberzeuge sich davon, da� dies

wirklich eine (hausdor�sche) Topologie ist, und da� Z mit dieser Topologie

keine topologische Gruppe bildet.

Bemerkung. Man versehe Z mit der Topologie, deren Basis die arithmeti-

schen Progressionen bilden. Eine Menge U � Z ist daher o�en, wenn jedes

ihrer Elemente in einer ganz in U liegenden arithmetischen Progression vor-

kommt. Jede o�ene Menge ist damit abgeschlossen, weil das Komplement einer

arithmetischen Progression die Vereinigung endlich vieler solcher ist. Man be-

trachte nun die Mengen A

p

= pZ, wo p eine Primzahl ist; diese sind o�en und

abgeschlossen. Die Vereinigung aller A

p

ist Z n f�1g; da diese Menge nicht

o�en ist, ist

S

A

p

nicht abgeschlossen. Also kann

S

A

p

nicht die Vereinigung

endlich vieler A

p

sein, folglich mu� es unendlich viele Primzahlen geben.

Die Literatur

�

uber topologische Gruppen ist immens; gl

�

ucklicherweise kom-

men wir mit ganz wenig aus:

Lemma 1.6. Sei G topologische Gruppe und L

a

: G �! G die Multiplikation

mit a 2 G von links. Dann ist L

a

Hom

�

oomorphismus. Insbesondere ist eine

Teilmenge A � G genau dann o�en (abgeschlossen), wenn aA dies ist.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft von L

a

ist klar, die Stetigkeit folgt dar-

aus, da� L

a

die Komposition der beiden stetigen Abbildungen G �! G�G :

g 7�! (a; g) und von G � G �! G : (a; g) 7�! ag ist. Die Umkehrabbildung

L

a

�

1

ist aus demselben Grund stetig.

4.8.1999



1.1 Topologische Gruppen 7

Lemma 1.7. Sei G topologische Gruppe und A;B � G Teilmengen von G.

Dann ist A �B � AB, A

�1

= A

�1

, und gA = gA f

�

ur jedes g 2 G.

Beweis. Sei x 2 A und y 2 B , und sei U eine Umgebung von xy. Wegen der

Stetigkeit der Multiplikation gibt es eine Umgebung V der 1, soda� xV � yV �

xyU gilt. Da x im Rand von A liegt, gibt es ein a 2 xV \ A, und analog ein

b 2 yV \ B. Dann ist ab 2 AB \ xyU , d.h. jede Umgebung von xy schneidet

AB. Also ist xy 2 AB.

Zum Beweis von A

�1

= A

�1

betrachten wir den Hom

�

oomorphismus I :

G �! G : g 7�! g

�1

. Wegen A

�1

� A

�1

= I(A ) ist die rechte Seite ab-

geschlossen, folglich mu� auch A

�1

� A

�1

sein. Andererseits ist A

�1

� A

�1

,

somit A � A

�1

�1

= I(A

�1

). Wieder ist die rechte Seite abgeschlossen, also

A � A

�1

�1

und damit A

�1

� A

�1

.

Schlie�lich zu gA = gA. Wegen gA � gA mu� gA � gA sein (dasselbe

Argument wie eben, nur da� statt I der Hom

�

oomorphismus L

g

verwendet

wird). Umgekehrt folgt aus A � g

�1

gA wieder A � g

�1

gA und damit gA �

gA.

Proposition 1.8. Sei G topologische Gruppe und H eine Untergruppe von G.

Dann ist H bez

�

uglich der Relativtopologie eine topologische Gruppe, und die

Einbettung H ,! G ist stetig. Mit H ist auch der topologische Abschlu� H von

H eine Untergruppe von G.

Beweis. Die Multiplikation H�H �! H ist als Einschr

�

ankung einer stetigen

Abbildung ebenfalls wieder stetig, und dasselbe gilt f

�

ur Bildung des Inversen.

Zu zeigen ist lediglich, da� H eine Gruppe bildet. Nach dem obigen Lemma ist

aber H �H � H �H = H und H

�1

= H

�1

= H , somit H eine Gruppe.

Proposition 1.9. O�ene Untergruppen topologischer Gruppen sind gleichzei-

tig abgeschlossen.

Beweis. Es ist o�enbar G nH =

S

g=2H

gH; da mit H auch alle gH o�en sind,

ist G nH o�en. Also ist H abgeschlossen.

�

Ubung. Sei G topologische Gruppe und H eine Untergruppe von G. Zeige:

Ist G hausdor�sch und H abelsch, dann ist auch H abelsch.

Es folgen noch einige Bemerkungen zur Topologie von Faktorgruppen. Sei

(G;O) eine topologische Gruppe, H � G eine Untergruppe, G=H die Menge

der Linksnebenklassen, und � : G �! G=H die kanonische Projektion. Dann

wird durch O

0

= fU � G=H : �

�1

(U) 2 Og eine Topologie auf G=H de�niert,

bez

�

uglich der � stetig und o�en ist. In der Tat sind ? und G=H o�en wegen

? = �

�1

(?) und G = �

�1

(G=H). Sind weiter A

i

2 O

0

, also �

�1

(A

i

) 2 O,

so ist �

�1

(

S

A

i

) =

S

�

�1

(A

i

) 2 O und damit

S

A

i

2 O

0

. Ebenso folgt, da�

der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen wieder o�en ist. Weiter ist �

4.8.1999



8 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

per de�nitionem stetig, und zum Beweis der O�enheit sei U 2 O; dann ist

�

�1

(�(U)) = UH. Mit U ist aber auch UH o�en.

Sei ab jetzt H ein Normalteiler von G. Dann ist G=H eine Gruppe, die

wir eben mit einer Topologie versehen haben. In der Tat wird G=H damit

zur topologischen Gruppe. Um die Stetigkeit der Multiplikation einzusehen,

sei W eine Umgebung von g

1

g

2

H 2 G=H. Dann ist �

�1

(W ) eine o�ene Um-

gebung von g

1

g

2

, und nach der Stetigkeit der Multiplikation in G existieren

Umgebungen U

j

von g

j

mit U

1

U

2

� �

�1

(W ). Da � o�en ist, sind dann �(U

j

)

Umgebungen von g

j

H, und es ist �(U

1

)�(U

2

) = �(U

1

U

2

) � W . Die Stetigkeit

der Inversenbildung folgt analog, und wir haben gezeigt:

Proposition 1.10. Ist H Normalteiler einer topologischen Gruppe, so wird

G=H mit der Quotiententopologie ebenfalls zu einer topologischen Gruppe, und

die kanonische Projektion � : G �! G=H ist stetig und o�en.

Damit haben wir folgende topologische Version eines bekannten Isomorphie-

satzes:

Proposition 1.11. Seien G

1

, G

2

topologische Gruppen und � : G

1

�! G

2

ein o�ener und stetiger Epimorphismus. Dann induziert � : G

1

= ker � �! G

2

einen topologischen Isomorphismus G

1

= ker � ' G

2

.

Beweis. Da� � Gruppenisomorphismus ist, ist klar. Zu zeigen ist, da� � stetig

und o�en ist. Sei dazu U

2

� G

2

o�en; da � stetig ist, ist �

�1

(U

2

) o�en in G

1

,

folglich �

�1

(U

2

) = �(�

�1

(U

2

)) o�en, weil � o�en ist. Also ist � stetig.

Sei nun U � G

1

= ker � o�en. Dann ist U

1

:= �

�1

(U) o�en in G

1

, also � (U) =

�(U

1

) o�en in G

2

, weil � o�en ist.

1.2 Die Krullsche Topologie

Sei L=K galoissch; die Menge

O = fGal (L=F ) : F=K ist endlich und normalg

de�niert eine Umgebungsbasis der 1. Mit anderen Worten: eine Menge U �

G = Gal (L=K) ist o�en, wenn es zu jedem � 2 G eine endliche normale

Erweiterung F=K gibt, soda� �Gal (L=F ) � U gilt.

Ist L=K endlich, so ist jedes Element von G o�en (man braucht ja nur immer

H = Gal (L=L) = f1g zu w

�

ahlen).

Beginnen wir nun mit dem Nachweis, da� O eine Topologie de�niert. Zuerst

einmal sind ? und G o�en. Sind weiter H

i

= Gal (L=F

i

) 2 O f

�

ur i = 1; 2, so

ist H

1

\ H

2

= Gal (L=F

1

F

2

) 2 O, da mit F

1

und F

2

auch das Kompositum

F

1

F

2

eine endliche normale Erweiterung von K ist. Ist fH

i

g eine ganze Familie

solcher o�ener Untergruppen von G, so ist

S

i

H

i

= Gal (L=

T

F

i

) 2 O, da der

Durchschnitt beliebig vieler endlicher normaler Erweiterungen von K wieder

eine solche ist. Damit ist Gal (L=K) ein topologischer Raum.

4.8.1999



1.3 Der Hauptsatz der Galoistheorie 9

Ist Gal (L=K) aber auch eine topologische Gruppe? Dazu m

�

ussen wir die

Vertr

�

aglichkeit der Topologie mit der Gruppenoperation nachweisen. Betrach-

ten wir also die Abbildung i : � 7�! �

�1

. Um die Stetigkeit nachzuweisen,

gen

�

ugt es zu zeigen, da� das Urbild der o�enen BasisumgebungH = Gal (L=F )

mit F=K endlich und normal wieder eine o�ene Menge enth

�

alt. Weil aber H

eine Gruppe ist, ist i

�1

(H) = H und damit alles klar. Die Stetigkeit der Multi-

plikation folgt ebenso leicht: sei H = �� Gal (L=F ) eine o�ene Basisumgebung

von �� . Dann sind �H und �H o�ene Umgebungen von � bzw. � , und es ist

�H � �H = ��H �H = ��H. Dabei haben wir erstens benutzt, da� H Normal-

teiler von G ist, und zweitens, da� wegen der Gruppeneigenschaft H �H = H

gilt.

Also ist (G;O) topologische Gruppe. Als n

�

achstes behaupten wir, da� die

Topologie hausdor�sch ist. Seien dazu �; � 2 G mit � 6= � . Gesucht sind

U; V 2 O mit �U\�V = ?. Dazu w

�

ahlen wir ein � 2 L mit �(�) 6= �(�); dann

ist der normale Abschlu� F von K(�) eine endliche normale Erweiterung von

K, somit H = Gal (L=F ) 2 O. W

�

are �H\�H nicht leer, so folgte � 2 �H: das

kann aber nicht sein, da H den K

�

orper F elementweise fest l

�

a�t, andererseits

� 2 F gilt.

Damit ist Gal (L=K) f

�

ur jede Galoiserweiterung eine hausdor�sche topolo-

gische Gruppe. Wenn nicht ausdr

�

ucklich anders erw

�

ahnt, wird im folgenden

Gal (L=K) immer mit der Krullschen Topologie versehen sein. Weiter ist ein-

fach einzusehen, da� Gal (L=K) total unzusammenh

�

angend ist, w

�

ahrend der

Nachweis, da� Gal (L=K) kompakt ist, etwas mehr M

�

uhe bereitet (f

�

ur einen

direkten Beweis siehe Artin [2]; Lorenz [8] benutzt den Satz von Tychono�

plus die Interpretation von Gal (L=K) als projektiver Limes, McCarthy [10]

dagegen Ultra�lter und Bourbaki. Da wir die Kompaktheit demn

�

achst in einer

allgemeineren Situation via Tychono� bekommen werden, verzichten wir hier

auf den Beweis; f

�

ur den Hauptsatz der Galoistheorie ist dieses Wissen ohnehin

nicht erforderlich.

1.3 Der Hauptsatz der Galoistheorie

Zur Formulierung des Krullschen Hauptsatzes der Galoistheorie de�nieren wir

bei gegebener galoisscher K

�

orpererweiterung L=K Abbildungen � und 	 durch

�(F ) = Gal (L=F ) f

�

ur Zwischenerweiterungen F=K von L=K und 	(H) =

L

H

:= f� 2 L : �

�

= � 8� 2 Hg f

�

ur Untergruppen H von G = Gal (L=K).

Der Hauptsatz der endlichen Galoistheorie besagt, da� � � 	 und 	 � � die

identischen Abbildung sind. Die letztere der beiden Relationen gilt aus forma-

len Gr

�

unden und ist daher auch f

�

ur unendliche Galoiserweiterungen richtig:

ist n

�

amlich K � F � L, so gilt 	(�(F )) = 	(Gal (L=F )), und das ist die

Menge aller � 2 L, welche von Gal (L=F ) fest gelassen werden. Da mit L=K

auch L=F galoissch ist, ist der Fixk

�

orper von Gal (L=F ) aber F . Die Bezie-
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10 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

hung � � 	 = id ist dagegen f

�

ur unendliche Erweiterungen nur dann richtig,

wenn man G mit der Krullschen Topologie versieht und 	 auf abgeschlossene

Untergruppen einschr

�

ankt.

Satz 1.12. Sei L=K eine (endliche oder unendliche) Galoiserweiterung mit

G = Gal (L=K). Die Abbildung �, die einem Zwischenk

�

orper F die Grup-

pe Gal (L=F ) zuordnet, stiftet eine Bijektion zwischen dem Verband der Zwi-

schenk

�

orper von L=K und den abgeschlossenen Untergruppen von G. Ist H

irgendeine Untergruppe von G und F ihr Fixk

�

orper, so ist Gal (L=F ) = H

der topologische Abschlu� von H. Weiter ist F=K genau dann normal, wenn

Gal (L=F ) ein Normalteiler von G ist; in diesem Fall haben wir einen topo-

logischen Isomorphismus Gal (F=K) ' Gal (L=K)=Gal (L=F ), wenn die Fak-

torgruppe mit der Quotiententopologie versehen wird.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis, da� Gal (L=F ) = �(F ) abgeschlos-

sen ist (ist F=K endlich, so ist Gal (L=F ) sogar o�en und damit nichts zu

zeigen). Im allgemeinen Fall sei � 2 G nGal (L=F ). Dann existiert ein � 2 F

mit �

�

6= �. Sei N der normale Abschlu� von K(�)=K. Dann ist U =

Gal (L=N) o�en, und f

�

ur � 2 U gilt ��(�) = �(�) 6= �. Dies impliziert aber

�U \Gal (L=F ) = ?.

Als n

�

achstes zeigen wir ��	 = id, also Gal (L=L

H

) = H . F

�

ur o�ene Unter-

gruppen H ist das

�

ubrigens gar kein Problem: dann ist n

�

amlichH = Gal (L=F )

f

�

ur eine endliche Erweiterung F=K, folglich ��	(H) = ��	(�(F )) = �(F ) =

H. Das Problem besteht darin, dasselbe f

�

ur alle abgeschlossenen Untergruppen

H zu zeigen.

Wegen H � Gal (L=L

H

) und weil Gal (L=L

H

)

L

L

H

F

�

�

� @

@

@

L

H

F

@

@

@ �

�

�

L

H

\ F

K

abgeschlossen ist, gilt sicherlichH � Gal (L=L

H

),

soda� nur Gal (L=L

H

) � H zu zeigen ist. Sei

dazu � 2 Gal (L=L

H

); wir m

�

ussen zeigen, da�

�Gal (L=F ) \ H 6= ? ist f

�

ur jedes endliche nor-

male F=K. Die Idee besteht darin, ein � 2 H

zu �nden mit �j

F

= � j

F

: dann ist n

�

amlich �

�1

� 2

Gal (L=F ) und folglich � 2 �Gal (L=F )\H . Dies

macht man so: wir betrachten die Restriktion � :

Gal (L=L

H

) �! Gal (L

H

F=L

H

). Der Fixk

�

orper

von �(H) ist dann immer noch L

H

: denn w

�

urde

� 2 L

H

F nL

H

von jeder Einschr

�

ankung eines Au-

tomorphismus aus H festgelassen, dann auch von

deren Lifts. Also ist L

H

der Fixk

�

orper von �(H) in

der endlichen Galoiserweiterung L

H

F=L

H

. Nach

dem Hauptsatz der endlichen Galoistheorie ist da-

mit �(H) = Gal (L

H

F=L

H

) ' Gal (F=F \ L

H

). Also entsteht jeder Automor-

phismus von F=F \ L

H

als Einschr

�

ankung eines Automorphismus von H auf

F , und insbesondere existiert ein � 2 H mit �j

F

= � j

F

. Das war zu zeigen.

4.8.1999



1.3 Der Hauptsatz der Galoistheorie 11

Schlie�lich m

�

ussen wir uns noch um den topologischen Isomorphismus

Gal (F=K) ' Gal (L=K)=Gal (L=F )

k

�

ummern, der gelten soll, wenn L=F=K ein galoisscher Turm ist, also L=K

und F=K galoissche Erweiterungen sind.

Dazu betrachten wir die Restriktion � : Gal (L=K) �! Gal (F=K); deren

Kern besteht gerade aus Gal (L=F ). Um den topologischen Isomorphismus zu

bekommen, m

�

ussen wir nur nachweisen, da� � o�en und stetig ist (vgl. Prop.

1.11). Zur Stetigkeit: sei H � Gal (F=K) eine o�ene Basisumgebung der 1,

also H = Gal (F=N) mit einer endlichen normalen Teilerweiterung N=K von

F=K. Dann ist �

�1

(Gal (F=N)) = Gal (L=N) o�en in Gal (L=K), also � stetig.

Die Umkehrung gilt aus genau demselben Grund.

Schlie�lich geben wir noch eine Charakterisierung der o�enen und abge-

schlossenen Untergruppen von Galoisgruppen:

Proposition 1.13. Sei L=K galoissch und G = Gal (L=K); dann sind die

o�enen Untergruppen von G genau die Gruppen Gal (L=F ), wo F=K endlich

ist. Die abgeschlossenen Untergruppen sind genau die Durchschnitte o�ener

Gruppen.

Beweis. Sei F=K endlich, und

e

F=K der normale Abschlu� von F=K in L=K.

Dann ist Gal (L=

e

F ) � Gal (L=F ) � G, somit Gal (L=F ) =

S

�Gal (L=

e

F )

[die Vereinigung geht

�

uber alle � 2 Gal (L=F )] o�en, da alle Nebenklassen

�Gal (L=

e

F ) dies sind.

Sei nun umgekehrt H eine o�ene Untergruppe von G. Die O�enheit be-

sagt, da� es eine endliche normale Teilerweiterung

e

F=K von L=K gibt mit

Gal (L=

e

F ) � H. Wir betrachten nun den durch die Restriktion von � 2 G

auf

e

F de�nierten Epimorphismus � : G �! Gal (

e

F=K). Dann ist ker � =

Gal (L=

e

F ); weiter ist das Bild �(H) als Untergruppe der endlichen Galois-

gruppe Gal (F=K) nach dem Hauptsatz der endlichen Galoistheorie gleich ei-

nem Gal (

e

F=F ). Nun ist �(�) 2 �(H) genau dann, wenn � 2 H � ker � ist;

wegen ker � � H ist dies

�

aquivalent zu � 2 H. Andererseits besteht �(H)

aus denjenigen Automorphismen von

e

F=K, die auf F trivial sind. Also folgt

H = Gal (L=F ).

Nun zu den abgeschlossenen Gruppen. Da o�ene Gruppen abgeschlossen

sind, sind Durchschnitte o�ener Gruppen abgeschlossen. Ist umgekehrt H eine

abgeschlossene Untergruppe von G, so ist H enthalten im Durchschnitt der

Gruppen HU , wo U die o�enen Untergruppen von G durchl

�

auft. Tats

�

achlich

ist H gleich diesem Durchschnitt: ist n

�

amlich � 2

T

U

HU , so ist �U \H 6= ?,

folglich � 2 H = H. Da die Untergruppen HU alle o�en sind, folgt die

Behauptung.
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12 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

Noch ein Beispiel

Ein Beispiel einer Galoiserweiterung, an dem das Problem der Verallgemeine-

rung des Hauptsatzes auf unendliche Erweiterung vielleicht noch leichter zu

sehen ist als am algebraischen Abschlu� von F

p

, ist folgendes: man betrachte

L = Q(

p

N ) = Q (

p

2;

p

3;

p

5; : : : ):

Ein Automorphismus von L=Q ist durch seine Operation auf den

p

p festgelegt.

Sei �

p

derjenige Automorphismus von L=Q , welcher

p

p auf �

p

p abblidet

und alle

p

q mit q 6= p festl

�

a�t. Sei H die Untergruppe von G = Gal (L=Q),

welche von diesen �

p

erzeugt wird. Dann ist klar, da� der Fixk

�

orper von H

gleich Q ist: wird n

�

amlich � 2 L von allen �

p

festgelassen, so ist � in einem

K

n

= Q (

p

p

1

; : : : ;

p

p

n

) enthalten und wird von allen Einschr

�

ankungen der �

p

festgelassen (diese erzeugen o�enbar ganz Gal (K

n

=Q )). Also ist � 2 Q .

Andererseits gibt es o�ensichtlich Automorphismen von L=Q , welche nicht in

H enthalten sind: Man betrachte nur das Element � , welches alle

p

p auf �

p

p

abbildet: w

�

are es ein Element von H, so w

�

are es ein endliches Produkt von

�

p

's und k

�

onnte deswegen h

�

ochstens endlich viele Quadratwurzeln bewegen.

Obwohl die �

p

's also die Galoisgruppe G niemals algebraisch erzeugen k

�

on-

nen, sind sie doch topologische Erzeugende in dem Sinne, da� H = G gilt.

Dazu ist nur nachzuweisen, da� es zu jeder o�ene Umgebung U eines � 2 H

ein � 2 U \H gibt. Das ist aber nicht schwer: oBdA sei U = �Gal (L=K) f

�

ur

eine endliche normale Teilerweiterung K=Q von L=K. Die Einschr

�

ankung von

� auf K ist dann Produkt gewisser �

p

j

K

. Dieses Produkt der �

p

ist dann ein

Element von H, und es liegt auch in U = �Gal (L=K), weil ja der Quotient

von � und dem Produkt der �

p

ein Element von G ist, welches K elementweise

festl

�

a�t und somit in Gal (L=K) liegt.

Wir k

�

onnen auch leicht einsehen, da� G

�

uberabz

�

ahlbar ist (insbesondere

ist Abz

�

ahlbarkeit keine Eigenschaft, die bei der Bildung des topologischen

Abschlusses erhalten bleibt): jedes � 2 G ist festgelegt durch seine Operation

auf den

p

p; die Elemente � 2 G werden also beschrieben durch \Vektoren"

(a

2

; a

3

; : : : ; a

p

; : : : ) mit durch

p

p

��1

= (�1)

a

p

de�nierten Elementen a

p

2

f0; 1g, und jeder solche Vektor de�niert einen Automorphismus von G. Diese

Vektoren haben dieselbe M

�

achtigkeit wie die bin

�

ar geschriebenen reellen Zahlen

im Intervall [0; 1] und sind damit

�

uberabz

�

ahlbar.

Man kann weiter zeigen, da�G

�

uberabz

�

ahlbar viele Untergruppen vom Index

2 besitzt. Andererseits ist die Anzahl der entsprechenden Fixk

�

orper (quadra-

tische Erweiterungen von Q) nat

�

urlich abz

�

ahlbar.

1.4 Bemerkungen

Ein Gro�teil der Zahlentheorie dieses Jahrhunderts kann man au�assen als

Studium der absoluten Galoisgruppe G

Q

= Gal (Q =Q ). Die \klassische" Me-
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1.4 Bemerkungen 13

thode, diese Gruppe in den Gri� zu bekommen, besteht in der Untersuchung

von Darstellungen dieser Gruppe. Dazu l

�

a�t man G

Q

auf irgendwelchen K-

Vektorr

�

aumen operieren, d.h. man betrachtet Homomorphismen � : G

Q

�!

GL

n

(K); dabei beschr

�

ankt man sich auf stetige Homomorphismen, wobei die

Gruppen GL

n

(K) auch dann mit der diskreten Topologie versehen werden,

wenn sie wie im FalleK = C eine nat

�

urliche Topologie tragen (das Problem ist,

da� es in zusammenh

�

angenden Gruppen wie C

�

zu wenig o�ene Untergruppen

gibt). Damit ist dann f1g 2 GL

n

(K) o�en, folglich ker� wegen der Stetigkeit

ebenfalls o�en, und damit von endlichem Index, n

�

amlich ker� = Gal (Q =K)

f

�

ur eine endliche normale Erweiterung K=Q .

Betrachten wir nun eindimensionale stetige Darstellungen � : G

Q

�! C

�

=

GL

1

(C ). Da jeder Homomorphismus einer Gruppe in eine abelsche Gruppe die

Kommutatorgruppe enth

�

alt, ist K=Q sogar abelsch. Wegen im � ' G

Q

= ker�

ist im � endlich, und endliche Untergruppen von C

�

sind von Einheitswurzeln

erzeugte zyklische Gruppen. Eindimensionale stetige Darstellungen von G

Q

entsprechen also endlichen zyklischen Erweiterungen von Q . Deren Studium

begann mit Gau� und umfa�t Resultate wie den Dirichletschen Primzahlsatz

oder den Satz von Kronecker-Weber, wonach alle abelschen Erweiterungen von

Q in einem Kreisteilungsk

�

orper enthalten sind.

Das Studium zweidimensionaler stetiger Darstellungen begann mit Weber.

Man erh

�

alt solche Objekte n

�

amlich in nat

�

urlicher Weise, indem man G

Q

auf

den Torsionspunkten elliptischer Kurven operieren l

�

a�t. Eichler und Shimura

haben in diesem Jahrhundert gezeigt, da� man auch gewissen Modulformen

solche Darstellungen zuordnen kann, und Shimura und Taniyama haben wei-

ter vermutet, da� die Darstellungen, welche man elliptischen Kurven

�

uber Q

zuordnen kann, von solchen Modulformen herkommen. Insbesondere ist also

der Satz von Wiles ein kleiner Schritt hin auf ein besseres Verst

�

andnis von G

Q

.

Geschichtliche Bemerkungen

Da� der Hauptsatz der Galoistheorie f

�

ur unendliche Erweiterungen schief geht,

hat bereits Dedekind [3] gesehen. Sp

�

ater hat E. Stiemke

2

[13] Dedekinds Ide-

altheorie auf unendliche Zahlk

�

orper ausgedehnt. Emmy Noether hat sich

�

uber

diese Arbeit wie folgt ge

�

au�ert:

Aller Rechnung fern, nur an den Begri�en selbst sich orientierend,

mit wunderbarem Blick f

�

ur das Wesentliche der Dinge { so hat

dieser Zweiundzwanzigj

�

ahrige eine Arbeit gescha�en, die durch die

seitherige Entwicklung an keiner Stelle

�

uberholt ist.

2

E. Stiemke, 12.04.1892 { 10.09.1915; ist im ersten Weltkrieg gefallen. Seine 1914 fertiggestellte Doktor-

arbeit wurde erst 1926 publiziert.
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14 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

Von dieser Arbeit Stiemkes angeregt, hat sich Wolfgang Krull

3

mit diesem

Thema besch

�

aftigt, und bereits 1928 konnte er zeigen, da� der Hauptsatz der

Galoistheorie bestehen bleibt, wenn man die Galoisgruppe topologisiert. Dabei

berief er sich auf das Lehrbuch der Topologie von Hausdor�.

4

Dedekinds Gegenbeispiel

Im folgenden besprechen wir Dedekinds Arbeit [3]. Wir beginnen mit einigen

Erl

�

auterungen Dedekindscher Begri�e. Sein Begri� eines \K

�

orpers" stimmt

nur insofern mit dem unseren

�

uberein, als Dedekind darunter ein \System : : :

von reellen oder komplexen Zahlen" versteht, also einen Teilk

�

orper von C .

Ist L=K eine K

�

orpererweiterung, so nennt Dedekind L ein Multiplum von K

und K einen Divisor von L. Dabei bezeichnet er Q (\ein gemeinsame Divisor

: : : aller K

�

orper") mit R und C (\ein gemeinsames Multiplum aller K

�

orper")

mit Z. F

�

ur den Grad der Erweiterung L=K schreibt Dedekind (L;K), und er

erw

�

ahnt die Formel (M : K) = (M : L)(L : K) f

�

ur T

�

urme M=L=K.

Als Permutation von L bezeichnet Dedekind eine Abbildung L �! C mit

folgenden Eigenschaften:

� (u+ v)� = u�+ v�;

� (u� v)� = u�� v�;

� (uv)� = (u�)(v�);

�

u

v

� =

u�

v�

.

Man beachte, da� Dedekind seine Automorphismen von rechts operieren l

�

a�t.

Weiter bemerkt er, da� mit K auch K

�

ein K

�

orper ist und da� die rationalen

Zahlen von � festgelassen werden.

Ist L=K eine Erweiterung und operiert � auf L, so hei�t die Einschr

�

ankung

 von � auf K der Divisor von �, w

�

ahrend � ein Multiplum von  hei�t. Ist P

ein System von Permutationen auf L und hat ein t 2 L genau n verschiedene

Bilder, so hei�t t eine bez

�

uglich P n-wertige Zahl. Dedekinds erster, \leicht zu

beweisender Satz" besagt

Satz 1.14. Ist P ein System von K

�

orper-Permutationen  , so bildet die Ge-

samtheit aller zu P einwertigen Zahlen einen K

�

orper A; die Permutationen  

haben alle einen und denselben auf A bez

�

uglichen Divisor �, und jeder gemein-

same Divisor der Permutationen  ist Divisor dieser Permutation �.

3

W. Krull, 26.08.1899 (Baden-Baden) { 12.04.1971 (Bonn).

4

Felix Hausdor�, 8.11.1869 (Breslau) { 26.01.1942 (Bonn). Hausdor� promovierte in Leipzig und arbeitete

ab 1910 in Bonn. 1935 wurde er von den Nazis entlassen, und als 1942 die Einweisung in ein Lager bevorstand,

beging er mit seiner Frau und deren Schwester Selbstmord.
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Dedekind nennt A den K

�

orper von P, in heutiger Nomenklatur ist das der

Fixk

�

orper des Systems P. Sein zweiter Satz behandelt das Liften von Auto-

morphismen:

Satz 1.15. Ist der K

�

orper B ein endliches Multiplum des K

�

orpers A und �

eine Permutation von A, so ist der Grad (B;A) auch die Anzahl aller ver-

schiedenen Permutationen  von B, welche Multipla von � sind; zugleich ist

A der K

�

orper, und � der Rest des Systems P dieser Permutationen.

Springen wir jetzt in den letzten Paragraphen; er beginnt so:

Wir haben gesehen, da� der aus allen algebraischen Zahlen beste-

hende K

�

orper H unendlich viele Permutationen ! besitzt, und da�

er durch jede von ihnen in sich selbst

�

ubergeht; diese Permutationen

! bilden daher eine unendliche Gruppe, die wir mit G bezeichnen

wollen, und wir fragen, ob wohl auch hier eine gegenseitig eindeu-

tige Korrespondenz zwischen den algebraischen K

�

orpern A (den

Divisoren von H) und den in G enthaltenen Gruppen A besteht.

Etwas sp

�

ater schreibt er

: : : aber es fehlt der Nachweis, da� : : : die K

�

orper zweier ver-

schiedener Gruppen auch verschieden sind. Dies habe ich anfangs

f

�

ur sehr wahrscheinlich gehalten, und erst nach mehreren vergebli-

chen Versuchen, es zu beweisen, ist es mir gelungen, mich von der

Unrichtigkeit dieser Vermutung durch ein Beispiel zu

�

uberzeugen,

welches ich zum Schlu� dieser Arbeit jetzt noch mitteilen will.

Im folgenden sollen Dedekinds Argumente in moderner Notation nachvollzo-

gen werden. Sei p eine feste Primzahl, K

n

= Q(�

p

n

) der K

�

orper der p

n

-ten Ein-

heitswurzeln, und L =

S

n�1

K

n

. Jeder Automorphismus " von L=Q induziert

via Restriktion einen Automorphismus "

n

von K

n

, und die Kette "

1

; "

2

; "

3

; : : :

hat die Eigenschaft, da� jedes "

n

die Einschr

�

ankung jedes "

n+s

f

�

ur s � 0 ist. Ist

umgekehrt eine Kette von Automorphismen mit dieser Eigenschaft gegeben,

so existiert ein Automorphismus " von L, dessen Einschr

�

ankung auf K

n

gerade

"

n

ergibt:

Nun ist ein "

n

vollst

�

andig bestimmt durch die Angabe eines u

n

2 (Z=p

n

Z)

�

mit �

"

n

p

n

= �

u

n

p

n

. Setzen wir (n; ") = u

n

. Aus �

"

p

n

= (�

"

p

n+1

)

p

folgt dann (n; ") �

(n + 1; ") mod p

n

. Jeder Automorphismus " de�niert uns also eine Folge von

Zahlen (n; ") 2 (Z=p

n

Z)

�

mit der Vertr

�

aglichkeitseigenschaft (n; ") � (n +

s; ") mod p

n

f

�

ur alle s � 0. Schreiben wir (n; ") in der Form (n; ") = a

0

+a

1

p+

a

2

p

2

+ : : :+a

n�1

p

n�1

, so bedeutet die Vertr

�

aglichkeit, da� die Entwicklung von

(n+s; ") genauso beginnt. Ist Umgekehrt eine vertr

�

agliche Folge solcher Zahlen

gegeben, wird dadurch ein " 2 Gal (L=Q ) de�niert. Mit anderen Worten: es

gibt eine Bijektion zwischen den Automorphismen von L=Q und den p-adischen
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16 1. Galoistheorie unendlicher Erweiterungen

Zahlen Z

�

p

, wobei die Operation von a = a

0

+ a

1

p + a

2

p

2

+ : : : auf �

p

n

durch

�

p

n

7�! �

�

p

n

mit � � a mod p

n

de�niert ist.

Dedekind kennt die p-adischen Zahlen anscheinend nicht (sie wurden 1897

von Hensel entdeckt, aber erst um 1920 herum hinreichend bekannt). Nach-

dem er im wesentlichen Gal (L=Q ) ' Z

�

p

gezeigt hat, fragt er nach den end-

lichen Untergruppen von Z

�

p

und �ndet, da� es f

�

ur p 6= 2 genau p � 1 Au-

tomorphismen endlicher Ordnung gibt. Wir schreiben das heute in der Form

Z

�

p

' Z=(p�1)Z�Z

p

, wobei Z=(p�1)Z die Untergruppe der in Z

p

enthaltenen

Einheitswurzeln ist.

Dedekind macht das so: er setzt (1; ") = a f

�

ur ein a 2 (Z=pZ)

�

(das sind

genau p � 1 M

�

oglichkeiten) und setzt (n; ") � (1; ")

p

n�1

mod p

n

. Wegen der

Vertr

�

aglichkeit ist damit ein Automorphismus " von L=K de�niert, der per

Konstruktion "

p�1

= 1 gen

�

ugt (Dedekind konstruiert hier nat

�

urlich den p-

adischen Grenzwert � = lima

p

n

in Z

p

).

Nun sei g eine Primitivwurzel modulo p

2

und damit modulo p

n

f

�

ur alle n � 1.

Sei � derjenige Automorphismus von L=Q , welcher �

p

n

auf �

g

p

n

abbildet, und

sei H die von � algebraisch erzeugte Gruppe. Dann ist Q der Fixk

�

orper von

H, da � jedes endliche Gal (K

n

=Q) erzeugt; andererseits kann H nicht gleich

der ganzen Galoisgruppe sein, da beispielsweise H keine endlichen Elemente

enth

�

alt und G ' Z=(p� 1)Z� Z

p

ist.

Abschlie�end noch ein Zitat Dedekinds aus seinem Brief an Frobenius vom

18. April 1897:

F

�

ur die unendlichen K

�

orper hat bisher ein \Noli me tangere"

5

ge-

golten; nur deshalb m

�

ochte ich gern einmal von ihnen sprechen.

Literatur

Wenn man B

�
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�
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daf

�
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Kapitel 2

Projektive Limites

2.1 Galoisgruppen

Sei L=K eine unendliche Galoiserweiterung. Dann ist L =

L

�

�

�

@

@

@

F

2

F

3

@

@

@

�

�

�

F

1

S

F die Vereinigung von endlichen normalen Teilerweite-

rungen F=K. Zu jedem solchen System haben wir nat

�

urli-

che Homomorphismen �

F

: Gal (L=K) �! Gal (F=K),

n

�

amlich die Restriktionen. Sind F

j

=K (j = 1; 2; 3) Tei-

lerweiterungen mit F

1

� F

2

\ F

3

, dann sind die Homo-

morphismen �

j

: Gal (L=K) �! Gal (F

j

=K) kompatibel

in dem Sinne, da� �

1

= �

2;1

� �

2

= �

3;1

� �

3

ist, wobei

�

j;1

die Restriktion Gal (L=F

1

) �! Gal (F

j

=F

1

) bezeich-

net. Diese Situation l

�

a�t sich nun so formalisieren, da�

unendliche Galoisgruppen ebenso wie beispielsweise die p-adischen Zahlen Z

p

erfa�t werden.

Dazu nennen wir eine partiell geordnete Indexmenge I gerichtet, wenn es

zu allen i; j 2 I ein k 2 I gibt mit i � k und j � k. Zu jedem Index

i 2 I sei nun eine Gruppe G

i

gegeben, und zu jedem Indexpaar mit i � j

ein Gruppenhomomorphismus �

ji

: G

j

�! G

i

mit der Eigenschaft, da� �

ii

die

Identit

�

at ist und weiter �

ji

� �

kj

= �

ki

f

�

ur alle i � j � k gilt. Ein solches

System (I;�; fG

i

g; �

ji

) hei�t projektives System von Gruppen.

Jedem solchen projektiven System kann man eine Untergruppe des direkten

Produktes G =

Q

G

i

zuordnen, n

�

amlich die Teilmenge der \vertr

�

aglichen"

Elemente: wir setzen

lim

 �

G

i

= f(: : : ; g

i

; : : : ) 2 G : �

kj

(g

k

) = g

j

; falls i � kg:
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Dies ist in der Tat eine Untergruppe: zum einen ist das System (1; 1; 1; : : : ) ver-

tr

�

aglich, also Element (und zwar neutrales) von lim

 �

G

i

(insbesondere ist lim

 �

G

i

nie leer), zum andern ist mit g = (: : : ; g

i

; : : : ) 2 lim

 �

G

i

und h = (: : : ; h

i

; : : : ) 2

lim

 �

G

i

auch gh = (: : : ; g

i

h

i

; : : : ) 2 lim

 �

G

i

. Dazu ist nachzurechnen, da� gh

wirklich vertr

�

aglich ist. Wegen �

kj

(g

k

h

k

) = �

kj

(g

k

)�

kj

(h

k

) = g

j

h

j

ist das aber

in Ordnung.

Die Gruppe lim

 �

G

i

nennt man den projektiven (oder auch inversen) Limes

des Systems (I;�; fG

i

g; �

ji

). Neben der Gruppe lim

 �

G

i

erh

�

alt man als Zugabe

noch Projektionen �

j

: lim

 �

G

i

�! G

j

, die durch die Projektionen

Q

G

i

�! G

j

induziert werden.

Setzen wir nun voraus, da� alle G

i

kompakte hausdor�sche topologische

Gruppen sind (z.B. endliche Gruppen mit der diskreten Topologie), so ist das

Produkt

Q

G

i

mit der Produkttopologie (die gr

�

obste Topologie, in der die

Projektionen �

j

stetig sind) nach dem Satz von Tychono� ebenfalls kompakt.

Wenn wir zeigen k

�

onnen, da� lim

 �

G

i

abgeschlossen in

Q

G

i

ist, folgt, da� lim

 �

G

i

eine kompakte topologische Gruppe ist. Das geht in der Tat:

Proposition 2.1. Ist jedes G

i

hausdor�sch, und sind die Homomorphismen

�

ji

stetig, dann ist lim

 �

G

i

abgeschlossen in G =

Q

G

i

(bez

�

uglich der Relativto-

pologie).

Beweis. Sei g = (: : : ; g

i

; : : : ) 2 G n lim

 �

G

i

, so gibt es ein Paar (i; f) mit j � i

und �

ji

(g

j

) 6= g

i

. Da die G

i

hausdor�sch sind, gibt es o�ene Umgebungen U

0

j

von �

ji

(g

j

) 2 G

i

und U

i

von g

i

2 G

i

mit U

0

j

\ U

i

= ?. Da �

ji

stetig ist, ist

U

j

= �

�1

ji

(U

0

j

) eine o�ene Umgebung von g

j

2 G

j

. Dann ist

U = U

i

� U

j

�

Y

k 6=i;j

G

k

eine o�ene Umgebung von g 2 G. Nun ist aber U \ lim

 �

G

i

= ?, denn nach

Konstruktion haben �

ji

(U

j

) � U

0

j

und U

i

leeren Schnitt. Jedes g 2 G n lim

 �

G

i

besitzt folglich eine Umgebung, die lim

 �

G

i

nicht schneidet. Also ist G n lim

 �

G

i

o�en und damit lim

 �

G

i

abgeschlossen.

Projektive Limites endlicher diskreter Gruppen nennen wir pro-endliche

Gruppen. Da alle G

i

endlich mit der diskreten Topologie, also kompakt, haus-

dor�sch und total unzusammenh

�

angend sind, gilt dies auch f

�

ur das direkte

Produkt (nur die Kompaktheit, die von Tychono� garantiert wird, ist schwie-

rig), und damit wegen der Abgeschlossenheit von lim

 �

G

i

in

Q

G

i

auch f

�

ur die

pro-endliche Gruppe lim

 �

G

i

. Damit haben wir das

4.8.1999
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Korollar 2.2. Pro-endliche Gruppen sind kompakte hausdor�sche und total

unzusammenh

�

angende topologische Gruppen.

Bemerkung. Die Umkehrung gilt

�

ubrigens auch: Pro-endliche Gruppen lassen

sich also topologisch charakterisieren.

Wir bemerken au�erdem, da� die zu G = lim

 �

G

i

geh

�

origen Projektionen

�

i

: G �! G

i

automatisch stetig sind, wenn das f

�

ur die �

ji

gilt (insbesondere

also im Falle pro-endlicher Gruppen).

Die Standardbeispiele pro-endlicher Gruppen sind:

� endliche Gruppen: ist G endlich, so de�niert (I;�; G

i

; �

ji

) mit I = f1g,

G

i

= G und �

11

= id ein projektives System mit Limes G.

� Galoisgruppen: Sei L=K eine galoissche Erweiterung; durchl

�

auft F=K

die endlichen normalen Teilerweiterungen, so bilden die Galoisgruppen

Gal (F=K) zusammen mit den Restriktionen ein projektives System. Ins-

besondere ist G = lim

 �

Gal (F=K) eine pro-endliche Gruppe. Tats

�

achlich

gilt G = Gal (L=K): denn jeder Automorphismus � 2 Gal (L=K) de�-

niert auf o�ensichtliche Weise ein vertr

�

agliches System und ist damit in

G enthalten, umgekehrt kann man jedes vertr

�

agliche System als Auto-

morphismus von L=K au�assen.

� Die p-adischen Zahlen Z

p

: Sei G

n

= Z=p

n

Z und �

mn

: Z=p

m

Z �! Z=p

n

Z

die nat

�

urliche Projektion. Dann ist Z

p

= lim

 �

Z=p

n

Z der Ring der ganzen

p-adischen Zahlen (projektive Limites von Ringen bilden wieder einen

Ring). Die pro-endliche Konstruktion der p � 1 Einheitswurzeln in Z

p

verl

�

auft wie folgt: sei a 2 Z n pZ; dann ist (a

n

) 2

Q

Z=p

n

Z mit a

n

=

a

p

n

+ p

n+1

Z ein vertr

�

agliches System: dazu ist nur zu zeigen, da� a

p

m

�

a

p

n

mod p

n+1

gilt f

�

ur alle m � n. Aber nach Division durch a

p

n

ist dies

gleichbedeutend mit 1 � a

p

m

�p

n

mod p

n+1

, und da p

m

�p

n

= p

n

(p

m�n

�1)

durch p

n

(p � 1) = �(p

n+1

) teilbar ist, ist dies in der Tat richtig. Ist a

das dadurch de�nierte Element von Z

p

, so folgt a

p�1

= 1, weil dies auf

jedem endlichen Niveau richtig ist.

Bei diesen Beispielen ist nat

�

urlich noch nachzuweisen, da� die pro-endliche

Topologie mit der Krullschen bzw. von der p-adischen Metrik induzierten To-

pologie

�

ubereinstimmt. Dazu benutzen wir folgenden

Hilfssatz 2.3. Sei (I;�; fG

i

g; �

ji

)

1

ein projektives System endlicher Gruppen

und G = lim

 �

G

i

die dadurch de�nierte pro-endliche Gruppe. Dann bilden die

Mengen fker (G �! G

i

) : I 2 Ig eine o�ene Umgebungsbasis der 1 in G.

1

K

�

unftig werden wir das etwas schlampiger in der Form (G

i

; �

ji

) schreiben. Man beachte auch, da� f

�

ur

eine endliche Gruppe G gilt lim

 �

G

i

= G, wenn G

i

= G und �

ji

= id ist, dagegen lim

 �

G

i

= 0, wenn man f

�

ur

die �

ji

die Nullabbildungen w

�

ahlt.
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Beweis. Da die G

i

endlich und mit der diskreten Topologie versehen sind, ist

f1g eine o�ene Umgebungsbasis der 1 in G

i

. Nach De�nition der Produktto-

pologie von

Q

G

i

(fast

�

uberall alles, an endlich vielen Stellen etwas o�enes)

und der Relativtopologie von G �

Q

G

i

bilden die Mengen

G \

�

Y

j2J

f1g �

Y

i2InJ

G

i

�

eine Umgebungsbasis der 1 inG; hierbei durchl

�

auft J die endlichen Teilmengen

von I. Nun ist aber

G \

�

Y

j2J

f1g �

Y

i2InJ

G

i

�

=

\

J�I

ker (G �! G

i

);

und die Behauptung folgt jetzt aus der Beobachtung, da� es wegen der End-

lichkeit von J und der Tatsache, da� I gerichtet ist, ein k 2 I gibt mit j � k

f

�

ur alle j 2 J : damit ist n

�

amlich

ker (G �! G

k

) �

\

J�I

ker (G �! G

i

);

d.h. die Kerne der Projektionen �

i

bilden in der Tat eine o�ene Umgebungs-

basis der 1 in G.

Damit ist es ein Leichtes, die pro-endliche und die Krull-Topologie von

G = Gal (L=K) zu identi�zieren: eine o�ene Umgebungsbasis der 1 in der

Krulltopologie von G besteht aus den Gruppen G

i

= Gal (F

i

=K), wobei F

i

=K

endlich und normal ist. Andererseits ist G = lim

 �

G

i

, und ker (G �! G

i

) be-

steht aus allen Automorphismen, deren Einschr

�

ankung auf F

i

trivial ist, d.h.

es ist ker (G �! G

i

) = Gal (L=F

i

).

Genauso einfach ist es, die Topologie der p-adischen Zahlen mit der pro-

endlichen Topologie von lim

 �

Z=p

n

Z zu identi�zieren: bekanntlich bilden die

Gruppen p

n

Z

p

eine o�ene Umgebungsbasis der 1 2 Z

p

; auf der andern Seite

ist o�enbar ker (Z

p

�! Z=p

n

Z) = p

n

Z

p

.

Ist (R

i

; �

ji

) ein projektives System von Ringen (alle Ringe mit 1, die �

ji

Ringhomomorphismen, also �

ji

(1) = 1), dann ist auch R = lim

 �

R

i

ein Ring mit

1, und es gilt R

�

= lim

 �

R

�

i

. Insbesondere ist Z

�

p

= lim

 �

(Z=p

n

Z)

�

' lim

 �

Z=(p�

1)Z� (Z=p

n�1

Z)

�

. Nun ist das Bilden des projektiven Limes mit dem direkten

Produkt (von Gruppen, Ringen, : : : ) vertr

�

aglich, somit Z

�

p

' Z=(p�1)Z�Z

p

.

Dabei haben wir lim

 �

Z=(p� 1)Z ' Z=(p� 1)Z verwendet, und das m

�

ussen wir

noch begr

�

unden.

Ist n

�

amlich G irgendeine endliche Gruppe, und setzen wir I = N , G

i

= G

und �

ji

= 0, so ist lim

 �

G

i

= 0. Im obigen Beispiel ist also nachzuweisen, da� die

von �

mn

: (Z=p

m

Z)

�

�! (Z=p

n

Z)

�

induzierte Abbildung �

mn

: Z=(p�1)Z�!

Z=(p � 1)Z die Identit

�

at ist. Das ist aber klar, sobald man aufschreibt, was

passiert.
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2.2 Funktorielle Eigenschaften des projektiven Limes

Eine Teilmenge J � I einer gerichteten Menge I hei�t co�nal, wenn es zu

jedem i 2 I ein j 2 J mit i � j gibt. Man

�

uberzeugt sich leicht davon,

da� mit (I;�; G

i

; �

i

0

i

) auch (J;�; G

j

; �

j

0

j

) ein projektives System ist, und da�

lim

 �

G

i

= lim

 �

G

j

gilt.

Der Punkt, der uns als n

�

achstes besch

�

aftigen wird, kann etwas salopp mit

\projektive Limites von Surjektionen sind surjektiv" beschrieben werden {

mit der Einschr

�

ankung im Hinterkopf, da� das nur f

�

ur projektive Systeme

kompakter R

�

aume gilt, insbesondere also im pro-endlichen Fall. Beim Beweis

dieser Tatsache sind schon ganz andere als ich zu Hochform aufgelaufen:

� Moreno: the surjectivity of the �

ji

implies the surjectivity of �

i

;

� Ribes [p. 36]: verweist auf B

3

, x9, Prop. 8;

� Koch: verweist auf Pontrjagin;

� Poitou [3]: auf die L

�

ucke in seinem Beweis gehen wir noch genauer ein.

Nun zum Beweis: der wesentliche Punkt ist die Behauptung, da� die zu

beweisende Aussage in der Kategorie der Mengen richtig ist. Das Problem ist

n

�

amlich, da� die Urbilder von Elementen (man mu� ja zeigen, da� diese im

Limes nicht leer sind) keine Gruppen sind und man so automatisch aus der

Kategorie endlicher Gruppen herausf

�

allt.

Proposition 2.4. Sei (X

i

; �

ji

) ein projektives System nichtleerer hausdor�-

scher topologischer R

�

aume. Sind die �

ji

alle surjektiv und ist das Urbild jedes

Punktes kompakt, dann sind die Projektionen �

i

: lim

 �

X

i

�! X

i

ebenfalls

surjektiv, und insbesondere ist lim

 �

X

i

6= ?.

Beweis. Da die Menge J = fj 2 I : j � ig co�nal in I ist, d

�

urfen wir I

durch J ersetzen. Sei ein x

i

2 X

i

gegeben; wegen der Surjektivit

�

at der �

ji

gibt

es f

�

ur alle j 2 J ein x

j

mit �

ji

(x

j

) = x

i

, und damit ist dann (: : : ; x

j

; : : : ) 2

Q

j2J

�

�1

ji

(x

i

) =: Y . Da die Urbilder von Punkten nach Voraussetzung kompakt

ist, ist Y nach Tychono� ebenfalls kompakt. F

�

ur jedes Paar (j; k) 2 J � J

mit j � k betrachten wir nun die Teilmenge F

jk

= f(: : : ; x

j

; : : : ) 2 Y :

x

j

= �

jk

(x

k

)g von Y . Dann ist jedes F

jk

abgeschlossen, und jeder endliche

Durchschnitt solcher Mengen ist nicht leer: wir brauchen ja nur einen Index

n 2 J zu nehmen, der gr

�

o�er ist als diejenigen, die in den Indizes der endlich

vielen F

jk

auftauchen, w

�

ahlen ein x

n

und de�nieren x

k

= �

nk

(x

n

) f

�

ur alle

k � n. Wegen der Kompaktheit von Y sind dann auch beliebige Durchschnitte

nicht leer, insbesondere gibt es ein x, welches im Durchschnitt aller F

jk

, also

in lim

 �

X

i

liegt. Damit ist dann �

i

(x) = x

i

.
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Diese Surjektivit

�

at ist uns bereits im letzten Kapitel begegnet: betrachte eine

unendliche Galoiserweiterung L=K und schreibe Gal (L=K) = lim

 �

Gal (F=K),

wo F=K die endlichen normalen Teilerweiterungen durchl

�

auft. Die zu solchen

endlichen Erweiterungen F

1

� F

2

� L geh

�

origen Projektionen Gal (F

2

=K) �!

Gal (F

1

=K) sind nach der endlichen Galoistheorie alle surjektiv; Proposition

2.4 besagt, da� auch die Restriktionen Gal (L=K) �! Gal (F=K) surjektiv

sind, d.h. da� man jeden Automorphismus von F=K zu einem solchen von

L=K liften kann. Das Auswahlaxiom, das wir in Kapitel 1 benutzt haben, ist

hier nat

�

urlich im Satz von Tychono� versteckt.

Manchmal

2

werden pro-endliche Gruppen de�niert als projektive Limites

endlicher Gruppen G

i

, bei denen die Homomorphismen �

ji

s

�

amtlich surjektiv

sind. Das folgende Resultat scheint zu zeigen, da� dies keine Einschr

�

ankung

ist:

Lemma 2.5. Sei (I;�; fG

i

g; �

ji

) projektives System endlicher Gruppen. Dann

existiert ein projektives System (I;�; fH

i

g; �

ji

) mit lim

 �

G

i

' lim

 �

H

i

derart, da�

alle �

ji

surjektiv sind. Insbesondere sind die Projektionen �

j

: lim

 �

H

i

�! H

i

surjektiv.

Beweis. Sei H

i

=

T

k�i

im �

ki

; dann ist H

i

� G

i

, und die Einschr

�

ankung von

�

ji

: G

j

�! G

i

de�niert einen surjektiven Homomorphismus �

ji

: H

j

�! H

i

(man mu� nachrechnen, da� �

ji

in H

i

landet und surjektiv ist; beides ist

mehr oder weniger o�ensichtlich). Ebenso leicht

�

uberzeugt man sich davon,

da� lim

 �

G

i

' lim

 �

H

i

gilt (algebraisch): das liegt daran, da� mit (: : : ; g

i

; : : : ) 2

lim

 �

G

i

automatisch jedes g

i

2 H

i

liegt. Bleibt noch, die Topologien zu ver-

gleichen: es ist aber ker(G �! G

i

) = ker(H �! H

i

) wegen �

ji

= � � �

ji

, wo

� : H

i

�! G

i

die Einbettung von H

i

in G

i

ist. Die letzte Behauptung folgt aus

Proposition 2.4.

Nun wieder zur

�

uck zur Frage der Surjektivit

�

at.

Proposition 2.6. Sei F ein kompakter hausdor�scher Raum und (�

i

) ein

Morphismus des projektiven Systems (F; 1) in das projektive System (G

i

; �

ji

)

von hausdor�schen R

�

aumen derart, da� die induzierte Abbildung � : F �!

lim

 �

G

i

stetig ist. Sind dann alle �

i

surjektiv, so auch �.

Beweis. Sei g = (g

i

) 2 G = lim

 �

G

i

und K

i

:= �

�1

i

(g

i

). Ist i � j, so gilt

K

i

� K

j

: also ist jeder endliche Durchschnitt der K

i

nicht leer. Wegen der

Kompaktheit von F enth

�

alt dann der Durchschnitt

�

uber alle K

i

ein f 2 F ,

und damit ist �

i

(f) = g

i

, folglich �(f) = g.

2

Z.B. im Buch von Moreno (sh. Kapitel 1).
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Satz 2.7. Seien (G

i

; �

ji

) und (H

i

; �

ji

) projektive Systeme von Gruppen, und

seien G bzw. H die entsprechenden pro-endlichen Gruppen; f

�

ur jedes i 2 I

m

�

oge ein Homomorphismus �

i

: G

i

�! H

i

existieren, welcher mit den �

ji

und

den �

ji

vertr

�

aglich ist, d.h. f

�

ur welchen

G

j

�

ji

���! G

i

�

j

?

?

y

?

?

y

�

i

H

j

�

ji

���! H

i

(2.1)

kommutiert. Dann induziert das System f�

i

g einen Homomorphismus � :

G �! H, f

�

ur den das Diagramm

G

�

i

���! G

i

�

?

?

y

?

?

y

�

i

H

�

i

���! H

i

(2.2)

kommutiert. Sind alle �

i

injektiv, dann auch �.

Sind dar

�

uberhinaus alle G

i

undH

i

kompakt und die Homomorphismen �

ji

,�

ji

und �

i

stetig (z.B. im Falle endlicher diskreter Gruppen), so ist � stetig; sind

weiter alle �

i

surjektiv, so auch �.

Insbesondere ist also der projektive Limes stetiger surjektiver Abbildungen

zwischen kompakten hausdor�schen R

�

aumen wieder surjektiv.

Beweis. Sei g = (: : : ; g

i

; : : : ) 2 G. Wir k

�

onnen jedes g

i

mit �

i

auf ein h

i

2 H

i

abbilden und �(g) = h := (: : : ; h

i

; : : : ) 2

Q

H

i

setzen. Damit gilt dann

� h 2 H: f

�

ur i � j ist n

�

amlich �

ji

(h

j

) = �

ji

� �

j

(g

j

), und die Kommutati-

vit

�

at von (2.1) gibt �

ji

� �

j

(g

j

) = �

i

� �

ji

(g

j

) = �

i

(g

i

) = h

i

. Also bilden

die h

i

ein vertr

�

agliches System, und es ist h 2 H.

� �(g

0

g) = �(g)�(g

0

): dies ist klar, da die �

i

Homomorphismen sind.

� Das Diagramm (2.2) kommutiert: ist h = �(g) und h

i

= �

i

(h), so ist

h

i

= �

i

(g

i

) nach De�nition von �, und g

i

= �

i

(g).

Seien nun die �

i

injektiv und �(g) = 1. Dann ist h

i

= 1 f

�

ur alle i 2 I, und

wegen �

i

(g

i

) = h

i

= 1 folgt g

i

= 1 f

�

ur alle i 2 I, also g = 1.

Nun zur Surjektivit

�

at. Nehmen wir zuerst an, die �

ji

seien surjektiv. Dann

sind nach Proposition 2.4 die Projektionen �

i

surjektiv, somit auch die Abbil-

dungen �

i

� �

i

: G = lim

 �

G

i

�! H

i

. Nach Proposition 2.6 ist dann auch der

davon induzierte Homomorphismus G �! H = lim

 �

H

i

surjektiv.

Soweit der Beweis von Poitou [3] im Falle, da� alle �

ji

surjektiv sind. Der

allgemeine Beweis wird mit der Bemerkung abgetan, man k

�

onne die G

i

durch
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die

e

G

i

= \ im �

ji

ersetzen. Das kann man in der Tat, nur sind dann die

Einschr

�

ankungen der �

i

auf

e

G

i

�! H

i

im allgemeinen nicht mehr surjektiv,

und der Beweis geht nicht mehr durch. In der Tat mu� man hier etwas mehr

tun.

Wir haben vertr

�

agliche Abbildungen �

j

= �

j

� �

j

: G �! H

i

. Wir er-

setzen die projektiven Systeme (G

i

; �

ji

) und (H

i

; �

ji

) mit Lemma 2.5 durch

(tG

i

; e�

ji

) (

e

H

i

; e�

ji

), wobei die e�

ji

surjektiv sind. Wir behaupten, da� wir durch

Einschr

�

anken von �

i

: G

i

�! H

i

einen surjektiven Homomorphismus

e

�

j

:

e

G

i

�!

e

H

i

erhalten.

e

G

�

-

G

�

-

H

�

�

e

H

G

i

�

i

?

�

i

-

H

i

�

i

?

�

�

�

�

�

�

G

� I@

@

@

@

@

�

H

e

G

i

e�

i

?

e

�

i

- e

H

i

e�

i

?

Dazu ist erst einmal zu zeigen, da�

e

�

i

in

e

H

i

landet. Nach De�nition der

e

G

i

existiert zu jedem g

i

2

e

G

i

f

�

ur jedes k � i ein g

k

2 G

k

mit g

i

= �

ki

(g

k

). Also

folgt �

i

(g

i

) = �

i

� �

ki

(g

k

) = �

ki

� �

k

(g

k

) 2 im �

ki

, und wir sehen im �

i

�

e

H

i

.

Weiter ist nachzuweisen, da�

e

�

i

surjektiv ist. Sei also h

i

2

e

H

i

. Dann ist

h

i

= e�

ji

(h

j

), wegen der Surjektivit

�

at von �

j

ist h

j

= �

j

(g

j

) f

�

ur ein g

j

, somit

h

i

= e�

ji

� �

j

(g

j

) = �

i

(�

ji

(g

j

)). Also ist h

i

2 �

i

(

T

im �

ji

) = �

i

(

e

G

i

), und das

war zu zeigen.

Wenden wir das bereits bewiesene auf die Systeme

e

G

i

und

e

H

i

an, so folgt

die Behauptung im allgemeinen Fall.

Seien (A

i

; �

ji

), (B

i

; �

ji

) und (C

i

; �

ji

) projektive Systeme endlicher Gruppen;

wir sagen, das System von Sequenzen

1 ���! (A

i

) ���! (B

i

) ���! (C

i

) ���! 1

sei exakt, wenn f

�

ur jedes i 2 I die Sequenz

1 ���! A

i

���! B

i

���! C

i

���! 1
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exakt ist, und wenn die Diagramme

1 ���! A

j

���! B

j

���! C

j

���! 1

�

ji

?

?

y

�

ji

?

?

y

�

ji

?

?

y

1 ���! A

i

���! B

i

���! C

i

���! 1

f

�

ur alle Paare i; j 2 I mit i � j kommutieren. Damit haben wir

Satz 2.8. Sei

1 ���! (A

i

)

�

i

���! (B

i

)

�

i

���! (C

i

) ���! 1

ein exaktes projektives System endlicher Gruppen; dann ist auch

1 ���! lim

 �

A

i

�

���! lim

 �

B

i

�

���! lim

 �

C

i

���! 1

exakt.

Beweis. Es ist nur noch die Exaktheit an der Stelle lim

 �

B

i

zu zeigen. Sei also

b = (: : : ; b

i

; : : : ) 2 im �. Dann ist b

i

= �

i

(a

i

) und folglich �(b

i

) = 1, also

�(b) = 1 und b 2 ker �. Ist umgekehrt b 2 ker �, so gilt b

i

= �

i

(a

i

) f

�

ur gewisse

a

i

2 A

i

. Zu zeigen ist, da� a = (: : : ; a

i

; : : : ) 2 A gilt. Dazu betrachten wir das

kommutative Diagramm

A

j

�

ji

���! A

i

�

j

?

?

y

�

i

?

?

y

B

j

�

ji

���! B

i

und rechnen �

i

��

ji

(a

j

) = (�

i

��

ji

)(�

�1

j

(b

j

)) = �

ji

��

j

(�

�1

j

(b

j

)) = �

ji

(b

j

) = b

i

.

Also ist �

ji

(a

j

) = �

�1

i

(b

i

) = a

i

, und das war zu zeigen.

Der Satz bleibt richtig, wenn man ihn in der Kategorie der pro-endlichen

Gruppen betrachtet: projektive Limites pro-endlicher Gruppen sind n

�

amlich

wieder pro-endlich (h

�

atten wir die Charakterisierung pro-endlicher Gruppen

als kompakte hausdor�sche und total unzusammenh

�

angende Gruppen, w

�

are

dies klar; andererseits l

�

a�t sich die Behauptung hier wohl auch mit einem

Argument �a la Cantorsches Diagonalverfahren beweisen).

Andererseits wird er falsch, wenn man ihn auf (unendliche) abelsche Grup-

pen anwendet: betrachten wir das exakte System, dessen n-te Zeile gegeben

ist durch

0 ���! p

n

Z ���! Z ���! Z=p

n

Z ���! 0:

Dabei hat man rechts f

�

ur m � n die kanonischen Surjektionen Z=p

m

Z �!

Z=p

n

Z, in der Mitte die identischen Abbildungen, und links die durch a �
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p

m

Z �! (ap

m�n

) � p

n

Z de�nierten Einbettungen. Das projektive System die-

ser Gruppen (nicht Ringe! Die Projektionen in der linken Spalte sind keine

Ringhomomorphismen) ist trivial, folglich ergibt sich im Limes die Sequenz

0 ���! 0 ���! Z ���! Z

p

���! 0;

die rechts ersichtlich nicht mehr exakt ist.

Hier zeigt sich auch eine wesentliche Schw

�

ache der De�nition projektiver

Systeme, bei welcher die Projektionen surjektiv sind: wir k

�

onnen in exakten

Systemen wie oben im allgemeinen nicht ein projektives System so durch ein

anderes ersetzen, da� die �

ji

surjektiv werden und das ganze noch vertr

�

aglich

ist.

2.3 Eigenschaften pro-endlicher Gruppen

O�ene Untergruppen pro-endlicher Gruppen haben immer endlichen Index:

Proposition 2.9. Ist G kompakt und H o�ene Untergruppe, so ist (G : H)

endlich.

Beweis. Es ist

S

g2G

gH eine o�ene

�

Uberdeckung von G, und G ist kompakt.

Proposition 2.10. Abgeschlossene Untergruppen H von pro-endlichen Grup-

pen G sind pro-endlich.

Beweis. Sei G = lim

 �

G

i

und U

i

= ker (G �! G

i

). Wir behaupten, da�

die Gruppen HU

i

=U

i

ein projektives System bilden. Zuerst einmal ist die

Ordnung von HU

i

=U

i

durch die Ordnung von GU

i

=U

i

= G=U

i

' G

i

nach

oben beschr

�

ankt, und da G

i

endlich ist, gilt dies auch f

�

ur HU

i

=U

i

. Es gen

�

ugt

daher, H ' lim

 �

HU

i

=U

i

(als topologischer Isomorphismus) zu zeigen. Die

surjektiven Projektionen H �! HU

i

=U

i

liefern uns eine stetige Surjektion

� : H �! lim

 �

HU

i

=U

i

; diese ist injektiv: ist n

�

amlich h = (: : : ; h

i

; : : : ) 2 ker�,

so liegt h

i

im Kern von �

i

, d.h. es ist �

i

(h

i

) = h + H \ U

i

trivial, somit

h 2 H \ U

i

f

�

ur alle i. Da die U

i

eine Umgebungsbasis der 1 bilden und G

hausdor�sch ist, gilt

T

U

i

= f1g, folglich ist h = 1 und � ein Isomorphis-

mus. Da die Umgebungsbasen der 1

�

ubereinstimmen, ist dieser Isomorphismus

topologisch.

Man beachte, da� wir im letzten Kapitel gesehen haben, da� dies f

�

ur nicht

abgeschlossene Untergruppen nicht gilt: ist G die pro-endliche Galoisgruppe

von F

p

=F

p

und H die vom Frobeniusautomorphismus � erzeugte Untergruppe

von G, so ist H ' Z keine pro-endliche Gruppe.

Analog gilt
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Proposition 2.11. Ist H eine abgeschlossene Untergruppen der pro-endlichen

Gruppe G, so ist auch G=H pro-endlich; genauer ist G=H ' lim

 �

G=HU

i

, wo

G = lim

 �

G

i

und U

i

= ker(G �! G

i

) ist.

Wie im Falle endlicher Gruppen kann man auch bei pro-endlichen Gruppen

einen Indexbegri� de�nieren. Dazu nennt man ein formales Produkt

Q

p

p

n(p)

eine supernat

�

urliche Zahl, wenn 0 � n(p) � 1 f

�

ur alle Primzahlen p ist. Solche

supernat

�

urlichen Zahlen kann man zwar nicht addieren (f

�

ur Indexrechnungen

ist das auch gar nicht notwendig), aber die Multiplikation ist auf o�ensichtliche

Weise de�niert. Weiter kann man

ggT (m;n) =

Y

p

p

minfm(p);n(p)g

und kgV (m; n) =

Y

p

p

maxfm(p);n(p)g

setzen. Dasselbe geht nat

�

urlich f

�

ur beliebig viele Elemente.

Ist G eine pro-endliche Gruppe, U

i

das System der o�enen Normalteiler von

G, und H eine abgeschlossene Untergruppe von G, so ist G = lim

 �

G=U

i

, und

man setzt

(G : H) = kgV (G=U

i

: HU

i

=U

i

):

Die Indizes (G=U

i

: HU

i

=U

i

) sind endlich und damit wohlde�niert. Weiter setzt

man #G = (G : 1). Beispielsweise ist #Z

p

= p

1

: die o�enen Normalteiler von

Z

p

sind die U

i

= p

i

Z

p

, somit ist G=U

i

' p

i

Z, und das kgV aller p

i

= #p

i

Z ist

per de�nitionem p

1

.

Ist fU

j

g (j 2 J � I) irgendeine aus o�enen Normalteilern bestehende Um-

gebungsbasis der 1, so ist J co�nal in I, und man

�

uberzeugt sich sofort davon,

da� dann auch (G : H) = kgV (G=U

j

: HU

j

=U

j

) ist.

Proposition 2.12. Ist G eine pro-endliche Gruppe, und sind K � H � G

abgeschlossene Untergruppen, dann ist (G : K) = (G : H)(H : K).

Beweis. Sei fU

i

g wie in der De�nition von (G : H); dann ist

(G=U

i

: KU

i

=U

i

) = (G=U

i

: HU

i

=U

i

)(HU

i

=U

i

: KU

i

=U

i

): (2.3)

Weiter bilden die V

i

= U

i

\ H eine aus o�enen Normalteilern bestehende

Umgebungsbasis der 1 in H; also ist

(H : K) = kgV (H=V

i

: KV

i

=V

i

):

Wegen H=V

i

= H=H \ U

i

' HU

i

=U

i

und KV

i

=V

i

' K=K \ V

i

= K=K \ U

i

'

KU

i

=U

i

ist daher

(H : K) = kgV (HU

i

=U

i

: KU

i

=U

i

):

Daraus folgt die Behauptung.
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Ganz entsprechend zeigt man

Proposition 2.13. Ist G

i

; �

ji

ein projektives System, und sind alle �

ji

sur-

jektiv, so gilt #G = kgV #G

i

.

Damit kann man die ganze Sylowtheorie endlicher Gruppen auf pro-endliche

Gruppen

�

ubertragen: eine pro-endliche Gruppe G hei�t pro-p-Gruppe, wenn sie

projektiver Limes von endlichen p-Gruppen ist oder, was dasselbe ist, wenn #G

eine p-Potenz ist. Beispielsweise ist Z

p

eine pro-p-Gruppe. Eine abgeschlossene

Untergruppe H einer pro-endlichen Gruppe G hei�t p-Sylowgruppe, wenn H

eine pro-p-Gruppe und (G : H) nicht durch p teilbar ist. Damit gelten die ganz

gew

�

ohnlichen Sylows

�

atze:

Satz 2.14. Sei G pro-endliche Gruppe. Dann existiert zu jeder Primzahl p ei-

ne p-Sylowgruppe G

p

, und je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert. Jede pro-p-

Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten. Schlie�lich ist #G =

Q

p

#G

p

.

Ist L=K eine algebraische K

�

orpererweiterung; dann kann man (L : K) de�-

nieren als das kgV aller (F : K), wobei F=K die endlichen Teilerweiterungen

von L=K durchl

�

auft. Die folgende Idee funktioniert dagegen nicht: w

�

ahle ei-

ne normale Erweiterung N=K L � N , und setze (L : K) = (Gal (N=K) :

Gal (N=L)): das liegt daran, da� Quotienten supernat

�

urlicher Zahlen nicht

wohlde�niert sind. Aber f

�

ur galoissche L=K gilt nat

�

urlich #Gal (L=K) = (L :

K).

Noch einige weitere De�nitionen: ein Element g einer topologischen Gruppe

G hei�t topologische Erzeugende, wenn der Abschlu� der von g algebraisch

erzeugten Gruppe schon ganz G ist. Eine pro-endliche Gruppe G hei�t pro-

zyklisch, wenn sie projektiver Limes von zyklischen Gruppen ist; man kann

zeigen, da� dies genau die pro-endlichen Gruppen sind, die von einem Element

topologisch erzeugt werden. Die Gruppe Z

p

ist pro-zyklisch.
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Kapitel 3

Kohomologiegruppen niedriger Dimension

3.1 Diskrete G-Moduln

Eine abelsche Gruppe hei�t ein R-Modul, wenn R ein kommutativer Ring mit

1 ist und eine Abbildung R � A �! A : (r; a) 7�! ra existiert mit folgenden

Eigenschaften:

� 1a = a f

�

ur alle a 2 A;

� (rs)a = r(sa) f

�

ur alle r; s 2 R, a 2 A;

� r(a+ a

0

) = ra+ ra

0

f

�

ur alle r 2 R, a; a

0

2 A.

Insbesondere ist jede abelsche Gruppe ein Z-Modul.

Ist G eine Gruppe, so hei�t A ein G-Modul, wenn A ein Z[G]-Modul ist, wo

Z[G] den Gruppenring bezeichnet. Statt \A ist ein G-Modul" sagt man auch,

G operiere auf A.

Sei L=K eine endliche Galoiserweiterung. Dann operiert Gal (L=K) z.B. auf

L, auf L

�

, auf dem Ring ganzer Zahlen O

L

in L, dessen Einheitengruppe E

L

usw. usf. Geht man von L zu einer gr

�

o�eren Erweiterung N=K

�

uber, operiert

Gal (N=K) auf diesen Gruppen, und bei jeder weiteren Erweiterung mu� man

die operierende Gruppe ebenfalls gr

�

o�er machen. Technisch einfacher ist es,

stattdessen gleich Gal (K=K) auf diesen Moduln operieren zu lassen, wo K

der separable Abschlu� von K ist. Diese oben betrachteten Moduln liegen in

endlichen Erweiterungen von K, und das hat zur Folge, da� die Operation von

G = Gal (K=K) auf ihnen

�

uber einer o�enen Untergruppe N faktorisiert: ist

z.B. L=K endlich, so ist U = Gal (K=L) eine o�ene Untergruppe von G, die

auf L (oder L

�

, O

L

, E

L

etc.) trivial operiert.

Tats

�

achlich funktioniert die Theorie etwas allgemeiner: man braucht nur, da�

die Operation von G auf einem mit der diskreten Topologie versehenen Modul
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A stetig ist. Wir wollen daher eine abelsche Gruppe A einen diskreten G-Modul

nennen, wenn die durch die Operation de�nierte Abbildung G�A �! A stetig

ist, wobei A die diskrete und G� A die Produkttopologie tr

�

agt.

Man zeigt nun leicht

Lemma 3.1. Sei G pro-endliche Gruppe und A abelsch; dann sind

�

aquivalent:

i) A ist diskreter G-Modul;

ii) der Stabilisator G

a

= f� 2 G : a

�

= ag von a 2 A ist o�en in G;

iii) es ist A =

S

U

A

U

, wobei A

U

= fa 2 a : a

�

= a 8� 2 Ug ist.

Beweis. i) =) ii): Sei � : G�A �! A stetig; dann ist auch die Einschr

�

ankung

� : G � fag �! A stetig, folglich G

a

� fag = �

�1

(a) o�en in G � fag und

damit G

a

o�en in G.

ii) =) iii): Sei a 2 A; da G

a

o�en ist, enth

�

alt es einen o�enen Normalteiler

U . Folglich ist a = A

G

a

� A

U

.

iii) =) i): Sei (�; a) 2 G� fag und a

�

= b; nach Voraussetzung ist b 2 A

U

f

�

ur einen o�enen Normalteiler U . Dann ist U� � fag eine o�ene Umgebung

von (�; a) und �(U� � fag) = b: also ist � stetig.

Faktorisiert die Operation von G auf einer abelschen Gruppe

�

uber einem

o�enen Normalteiler, so ist die Operation trivialerweise stetig. Weiter sieht

man, da� Untermoduln und Quotientenmoduln diskreter Moduln wieder dis-

kret sind. Dabei ist ein Untermodul B von A eine Untergruppe von A, welche

gegen

�

uber der Operation von G abgeschlossen ist; wegen ii) ist sicher auch

B diskret. Ist B ein Untermodul, so operiert G auf der abelschen Gruppe

M = A=B durch �(aB) = �(a)B; wegen

S

(A=B)

U

=

S

(A

U

=B) = A=B sind

auch Quotienten diskreter Moduln wieder diskret.

Ein Homomorphismus zwischen G-Moduln hei�t G-Homomorphismus, wenn

er mit der Operation von G vertr

�

aglich ist, wenn also �(a

�

) = �(a)

�

gilt. Die

Kategorie der diskreten G-Moduln wird mit Mod (G) bezeichnet; ihre Mor-

phismen sind G-Homomorphismen abelscher Gruppen.

Da wir es weiter unten mit stetigen Abbildungen pro-endlicher Gruppen in

diskrete Moduln zu tun haben werden, geben wir hier noch eine Charakteri-

sierung der Stetigkeit:

Proposition 3.2. Sei G pro-endliche Gruppe und A ein diskreter topologi-

scher Raum. Eine Abbildung f : G �! A ist genau dann stetig, wenn es eine

o�ene normale Untergruppe N von G gibt, soda� f auf den Nebenklassen G=N

konstant ist.

Beweis. Sei f stetig. Dann ist ff

�1

(a) : a 2 Ag eine o�ene

�

Uberdeckung von

G; da G kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge B von A derart, da� G

schon von ff

�1

(a) : a 2 Bg

�

uberdeckt wird. F

�

ur jedes g 2 f

�1

(a) ist g

�1

f

�1

(a)
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eine o�ene Umgebung der 1 inG und enth

�

alt folglich einen o�enen Normalteiler

V

g

. Damit ist gV

g

� f

�1

(a), und weil f

�1

(a) abgeschlossen ist, gen

�

ugen endlich

viele Mengen gV

g

zur

�

Uberdeckung. Der Durchschnitt der dabei auftretenden

o�enen Normalteiler V

g

sei N . Wegen gV

g

� f

�1

(a) ist erst recht gN � f

�1

(a),

also f(gN) = a.

Sei umgekehrt N eine o�ene normale Untergruppe von G und f auf den Ne-

benklassen G=N konstant. Dann ist f

�1

(a) eine Vereinigung gewisser (o�enen)

Mengen gN und damit o�en. Also ist f stetig.

Da o�ene Normalteiler pro-endlicher Gruppen immer endlichen Index besit-

zen, haben stetige Abbildungen wie oben also immer nur endlich viele Funk-

tionswerte. Das legt auch folgende Konstruktion eines nicht diskreten Moduls

nahe: wir setzen L = Q (

p

N ) und G = Gal (L=Q); dann operiert die pro-

endliche Gruppe G auf dem direkten Produkt A =

Q

p

Q(

p

p ), wo das Produkt

�

uber alle Primzahlen geht. W

�

are die Operation stetig, so m

�

u�te die Restriktion

G�fag �! A der Operation eine stetige Abbildung sein, insbesondere d

�

urfte

ein Element a 2 A nur endliche viele Bilder unter der Operation von G haben.

Das Element a = (

p

2;

p

3;

p

5; : : : ) hat aber deren unendlich viele.

3.2 Das Schlangenlemma

Ein in Anwendungen oft auftretendes Problem ist folgendes: gegeben ist eine

exakte Sequenz diskreter G-Moduln

0 ���! A ���! B ���! C ���! 0;

und man interessiert sich f

�

ur die Fixmoduln; man zeigt leicht, da� die Sequenz

0 ���! A

G

���! B

G

���! C

G

(3.1)

immer exakt ist. Rechtsexaktheit gilt allerdings nicht immer: sei z.B. K =

Q (

p

3 ), G = Gal (K=Q) und O

K

= Z�Z

p

3. Jedes Element � 2 K

�

de�niert

ein Hauptideal (�), und man erh

�

alt die exakte Sequenz von G-Moduln

0 ���! E

K

���! K

�

���! H

K

���! 0;

wo H

K

die Gruppe der Hauptideale 6= (0) bezeichnet. Die Fixmoduln von E

K

und K

�

sind o�ensichtlich E

Q

= f�1g und Q

�

, w

�

ahrend H

G

K

strikt gr

�

o�er ist

als H

Q

: beispielsweise sind die Hauptideale (

p

3 ) und (1+

p

3 ) beide invariant

unter G; bei (

p

3 ) ist das o�ensichtlich, bei (1 +

p

3 ) folgt dies aus 1�

p

3 =

�(1 +

p

3 )(1�

p

3 )� (1+

p

3 ). Solche Ideale nennt man in der algebraischen

Zahlentheorie

�

ubrigens verzweigt.

Kann man den Kokern der Abbildung B

G

�! C

G

angeben? Die Antwort

lautet: fast. Die Idee ist, ein kommutatives Diagramm zu konstruieren, soda�

die Sequenz (3.1) der Anfang dessen ist, was uns das Schlangenlemma liefert.
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Satz 3.3. (Das Schlangenlemma) Sei ein kommutatives Diagramm

A

f

���! B

g

���! C ���! 0

�

?

?

y

�

?

?

y




?

?

y

0 ���! A

0

f

0

���! B

0

g

0

���! C

0

(3.2)

abelscher Gruppen (von G-Moduln) mit exakten Reihen gegeben. Dann existiert

ein Homomorphismus (G-Homomorphismus) � : ker h �! coker f derart, da�

die Sequenz

0 ���! ker f ���! ker� ���! ker � ���! ker 


�

?

?

y

0  ��� coker g

0

 ��� coker 
  ��� coker �  ��� coker �

abelscher Gruppen (von G-Moduln) exakt wird.

Der Beweis ist, vermutlich bis auf die Exaktheit an Anfangs- und Endter-

men, bekannt. Konstruieren wir also die Injektion ker f �! ker�. Sei dazu

a 2 ker f ; dann ist �(f(a)) = 0 wegen f(a) = 0. Die Kommutativit

�

at des

Diagramms gibt f

0

(�(a)) = 0, und da f

0

injektiv ist, folgt �(a) = 0, d.h.

a 2 ker�. Die Konstruktion des Epimorphismus coker 
 �! coker g

0

sowie

die Exaktheit and den Stellen ker f und coker g

0

sind ebenso leicht, der Rest

ist ohnehin bekannt.

Diese Version des Schlangenlemmas ist oft einfacher anzuwenden als die

gew

�

ohnliche. Hier ist ein Beispiel:

Korollar 3.4. Seien � : A �! B und � : B �! C Homomorphismen; dann

gibt es eine exakte Sequenz

0 ���! ker� ���! ker(� � �) ���! ker �

?

?

y

0  ��� coker �  ��� coker (� � �)  ��� coker �

Beweis. Wende das Schlangenlemma auf folgendes Diagramm an:

A

�

���! B ���! coker � ���! 0

?

?

y

���

?

?

y

�

?

?

y

0 ���! C

id

���! C ���! 0
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3.3 Die erste Kohomologiegruppe

Zur

�

uck zum eigentlichen Thema. Unser Ziel ist, aus einer exakten Sequenz

0 ���! A

�

���! B

�

���! C ���! 0

(3.3)

diskreter G-Moduln ein kommutatives exaktes Diagramm

0 0 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

A

G

B

G

C

G

?

?

y

?

?

y

?

?

y

0 ���! A ���! B ���! C ���! 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

0 ���! C

1

(G;A) ���! C

1

(G;B) ���! C

1

(G;C)

(3.4)

von (nicht notwendig diskreten) G-Moduln zu konstruieren; wir m

�

ussen dazu

aus einem diskreten G-Modul A einen G-Modul C

1

(G;A) basteln, sowie einen

G-Homomorphismus A �! C

1

(G;A) konstruieren derart, da� der Kern genau

aus A

G

besteht. Das Schlangenlemma (angewandt in der Kategorie der G-

Moduln) w

�

urde dann C

G

in den Kokern von A �! C

1

(G;A) abbilden; um

an Hinweise zu kommen, wie wir C

1

(G;A) zu konstruieren haben, sollten wir

uns also den Cokern von �

�

: B

G

�! C

G

genauer ansehen. Sei dazu ein

c 2 C

G

gegeben; wegen der Surjektivit

�

at von � ist c = �(b) f

�

ur ein b 2 B.

Um die Tatsache c 2 C

G

auszunutzen, lassen wir � 2 G darauf los und �nden

�(b

�

) = �(b)

�

= c

�

= c = �(b). Also ist �(b � b

�

) = 0, somit wegen der

Exaktheit von (3.3) b� b

�

2 A (hier haben wir A mit �(A) identi�ziert).

Was zeigt uns das? Wir haben jedem c 2 C

G

eine Abbildung f

c

: G �! A

zugeordnet, n

�

amlich diejenige, welche � 2 G auf b� �(b) 2 A abbildet. Diese

Abbildung  : c 7�! f

c

ist stetig: weil  ein Homomorphismus ist, gen

�

ugt es,

die Stetigkeit an der Stelle 0 zu zeigen. Das Urbild der 0 besteht aber aus allen

�, welche b fest lassen, d.h. es ist f

�1

c

(0) = G

b

der Stabilisator von b, und der ist

o�en, weil A diskreter G-Modul ist. Was ist f

c

(��)? Das kann man ausrechnen:

f

c

(��) = b � ��(b) = b � �(b) + �(b) � ��(b) = �(f

c

(�)) + f

c

(�). Das einzige

Ungl

�

uck ist, da� �(c) nicht wohlde�niert ist: w

�

ahlt man n

�

amlich ein anderes

b

0

2 B mit �(b

0

) = c, so ist b�b

0

=: a f

�

ur ein a 2 A, mit �

0

(c) = b

0

��(b

0

) folglich

�

0

(c) = �(c)+(a��(a)). Daher ist �(c) nur bis auf Abbildungen G �! A vom

Typ � 7�! a� �(a) de�niert.

Die Idee ist daher,

C

1

(G;A) = ff : G �! A stetig : f(��) = �f(�) + f(�)g
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zu setzen und zu schauen, ob C

1

(G;A) unsere Erwartungen erf

�

ullt. Zuerst

einmal ist C

1

(G;A), wie jede Menge von Abbildungen in eine additive Grup-

pe, ebenfalls eine solche: wir erkl

�

aren durch (f + g)(�) := f(�) + g(�) ei-

ne Addition, die Nullabbildung 0(�) = 0 liefert das neutrale Element, und

(�f)(�) := �f(�) ist das zu f inverse Element. Falls G trivial auf A operiert,

ist C

1

(G;A) = Hom

c

(G;A) gleich der Gruppe der (stetigen) Homomorphismen

von G nach A. Die Elemente von C

1

(G;A) nennt man daher auch verschr

�

ankte

Homomorphismen.

Weiter haben wir bereits gesehen, wie wir einen Homomorphismus  : A �!

C

1

(G;A) bekommen k

�

onnen: wir de�nieren  (a) als diejenige stetige Abbil-

dung f

a

: G �! A, welche � auf a � �(a) abbildet. Diese Abbildung ist in

der Tat ein verschr

�

ankter Homomorphismus (nachrechnen). Damit ist  ein

Gruppenhomomorphismus, und sein Kern besteht aus allen a 2 A, f

�

ur welche

[� 7�! a� �(a)] die Nullabbildung ist, d.h. es ist ker = A

G

.

Damit bleibt noch, C

1

(G;A) zu einem G-Modul zu machen. Dazu beachten

wir, da� nicht nur A, sondern auch G selbst ein G-Modul ist, auf dem ein � 2 G

durch Konjugation operiert: c

�

: � �! ���

�1

. Wegen c

��

(�) = ����

�1

�

�1

=

c

�

(c

�

(�)) ist dies in der Tat eine Operation (bei Operation von rechts hat man

das Inverse auf die linke Seite zu schreiben). Wie soll nun � 2 G auf einer

Abbildung f : G �! A operieren? Wir behaupten, da�f

�

:= � � f � �

�1

eine

sinnvolle De�nition ist. Zuerst einmal ist mit f auch f

�

stetig: f

�

ist n

�

amlich

Komposition der stetigen Abbildungen

G

�

�1

���! G

f

���! A

�

���! A:

Weiter de�niert dies wirklich eine G-Modulstruktur wegen

f

��

(�) = ��(f(�

�1

�

�1

���)) = �(f

�

)(�

�1

��) = (�(�f))(�):

Als n

�

achstes gilt es zu zeigen, da� f

�

die Kozykelrelation erf

�

ullt: es ist aber

f

�

(��) = �f(�

�1

���) = �f(�

�1

���

�1

��)

= �f(�

�1

��) + ��

�1

��f(�

�1

��) = f

�

(�) + �f

�

(�):

Schlie�lich wird damit der Homomorphismus  : A �! C

1

(G;A), welcher a

auf f

a

: � 7�! a � a

�

abbildet, zu einem G-Homomorphismus: es ist n

�

amlich

 (a

�

)(�) = f

�(a)

(�) = �(a) � ��(a) und  (a)

�

(�) = f

�

a

(�) = �f

a

(�

�1

��) =

�(a)� ��

�1

��(a) = �(a)� ��(a).

Wir behaupten dagegen nicht, da� der eben konstruierte G-Modul C

1

(G;A)

diskret ist; das ist kein Beinbruch: die lange exakte Kohomologiesequenz macht

auch f

�

ur nicht diskrete G-Moduln Sinn. Warum dann die ganze M

�

uhe mit der

Stetigkeit? Die Antwort ist einfach: Kohomologiegruppen f

�

ur nichtstetige G-

Moduln lassen sich zwar einfach de�nieren, aber praktisch kaum berechnen.

Wir werden das weiter unten noch genauer sehen.
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Bemerkung. Man beachte, da� wir G von links auf der additiv geschriebenen

Gruppe A operieren lassen. W

�

urden wir A multiplikativ schreiben, so m

�

u�ten

wir f(��) = f(�)

�

f(�) fordern (wobei G immer noch von links operiert, trotz

der nun exponentiellen Schreibweise). Lassen wir allerdings G von rechts auf

der multiplikativen Gruppe A operieren, so wird daraus f(��) = f(�)

�

f(�). Es

ist also allergr

�

o�te Vorsicht angebracht, will man unsere Formeln auf Rechts-

moduln

�

ubertragen!

Die Zuordnung A �! C

1

(G;A) ist funktoriell in folgendem Sinne: ist � :

A �! B ein G-Homomorphismus diskreter G-Moduln, so induziert � einen

Homomorphismus �

�

: C

1

(G;A) �! C

1

(G;B) : f 7�! �

�

(f) = � � f . Damit

gilt dann

Lemma 3.5. Ist 0 �! A �! B �! C �! 0 eine exakte Sequenz diskreter

G-Moduln, so ist

0 ���! C

1

(G;A) ���! C

1

(G;B) ���! C

1

(G;C)

eine exakte Sequenz von G-Moduln.

Beweis. Ist � � f 2 C

1

(G;B) die Nullabbildung, so ist wegen der Injektivit

�

at

von � bereits f die Nullabbildung, also �

�

injektiv.

Ist f 2 C

1

(G;A), so ist � ���f die Nullabbildung, weil � ��(a) = 0 f

�

ur alle

a 2 A ist. Sei umgekehrt g 2 ker �

�

, also � � g(�) = 0 f

�

ur alle � 2 G. Zu jedem

� 2 G gibt es daher ein a

�

2 A mit g(�) = �(a

�

). Wir de�nieren f : G �! A

durch f(�) = a

�

. Was ist f(��)? Wir wissen g(��) = g(�) + �g(�), somit

�(a

��

) = �(a

�

) + ��(a

�

) = �(a

�

+ �a

�

) und damit f(��) = a

��

= a

�

+ �a

�

.

Also ist f 2 C

1

(G; a).

Damit ist die Konstruktion des Diagramms (3.4) komplett. Das Bild des

G-Homomorphismus A �! C

1

(G;A) nennt man B

1

(G;A); seine Elemente

hei�en zerfallende verschr

�

ankte Homomorphismen oder 1-Kor

�

ander von G mit

Werten in A. Der Kokern der Abbildung A �! C

1

(A) ist damit gleich der

Faktorgruppe H

1

(G;A) := C

1

(G;A)=B

1

(G;A), die man die erste Kohomolo-

giegruppe von G mit Werten in A nennt. Wendet man das Schlangenlemma

auf das Diagramm (3.4) an, so erh

�

alt man

Proposition 3.6. Zu jeder exakten Sequenz diskreter G-Moduln

0 ���! A ���! B ���! C ���! 0

existiert eine exakte Sequenz abelscher Gruppen

0 �! A

G

�! B

G

�! C

G

�! H

1

(G;A) �! H

1

(G;B) �! H

1

(G;C):

Die Abbildungen in der zweiten Sequenz kommen alle aus dem Schlangen-

lemma; insbesondere ist � : C

G

�! H

1

(G;A) der Verbindungshomomorphis-

mus. Damit ist die Sequenz 0 �! A

G

�! B

G

�! C

G

�! 0 sicher dann
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exakt, wenn H

1

(G;A) = 0 trivial ist. Allerdings ist dies keine notwendige Be-

dingung: notwendig und hinreichend f

�

ur die Exaktheit ist vielmehr, da� der

Homomorphismus H

1

(G;A) �! H

1

(G;B) injektiv ist.

Da� einen die G-Modulstruktur der Kohomologiegruppen nicht vom Hocker

reissen wird kann man schon an H

0

(G;A) = A

G

sehen: das sind triviale G-

Moduln. Dasselbe gilt, wie wir sp

�

ater sehen werden, f

�

ur alle H

q

(G;A) mit

q � 0.

Wir wollen noch einige elementare, aber hilfreiche Bemerkungen

�

uber die

erste Kohomologiegruppe machen. Ist A ein trivialer G-Modul (d.h. operiert

G trivial auf A), so ist C

1

(A) = Hom

c

(G;A) sowie B

1

(A) = 0, und folglich

H

1

(G;A) ' Hom

c

(G;A) ' Hom

c

(G=G

0

; A) (Letzteres, da A abelsch, jeder

Homomorphismus G �! A daher G

0

auf die 0 abbildet). Ist insbesondere

A = Q=Z, so ist H

1

(G;Q=Z) ' Hom

c

(G;Q=Z) = X(G) die Charaktergruppe

von G.

Proposition 3.7. Ist f : A �! B ein G-Homomorphismus von G-Moduln,

so induziert f einen Homomorphismus f

�

: H

1

(G;A) �! H

1

(G;B).

Beweis. Das kann man einmal direkt nachrechnen: sei x 2 C

1

(G;A), also

x(��) = �x(�) + x(�) f

�

ur alle �; � 2 G. Wir behaupten, da� dann f � x 2

C

1

(G;B) ist. In der Tat gilt n

�

amlich (f � x)(��) = f(�x(�) + x(�)) = �(f �

x)(�)+(f �x)(�), Letzteres, da f ein G-Homomorphismus ist. Ebenso rechnet

man nach, da� f � x 2 B

1

(G;B) ist, wenn x 2 B

1

(G;A) gilt: in der Tat

ist (f � x)(�) = f(x(�)) = f(a � �(a)) = f(a) � �f(a). Damit folgt nun,

da� f einen Homomorphismus f

�

der Faktorgruppen C

1

(G;A)=B

1

(G;A) �!

C

1

(G;B)=B

1

(G;B) induziert, und das war behauptet.

Andererseits folgt dies auch per Schlangenlemma: dazu bildet man die zu

f : A �! B geh

�

origen exakten Sequenzen 0 �! ker f �! A �! im f �! 0

und 0 �! im f �! B �! coker f �! 0, bildet die entsprechenden Ko-

homologiesequenzen und setzt dann die daraus resultierenden Abbildungen

H

1

(G;A) �! H

1

(G; im f) und H

1

(G; im f) �! H

1

(G;B) einfach zusam-

men.

Die erste Kohomologiegruppe f

�

ur endliche G

Bevor wir loslegen, weisen wir darauf hin, da� die Werte eines x 2 C

1

(G;A) an

der Stelle 1 durch die Kozykelbedingung festgelegt ist: es gilt n

�

amlich x(1) =

x(1 � 1) = x(1) + 1x(1), also x(1) = 0; wird A multiplikativ geschrieben, ist

entsprechend x(1) = 1.

Proposition 3.8. Sei G endliche Gruppe der Ordnung n; dann ist H

1

(G;A)

eine Torsionsgruppe: sie wird von n annulliert.

Beweis. Sei x 2 C

1

(G;A) gegeben; wir m

�

ussen zeigen, da� nx 2 B

1

(G;A) gilt.

Nun ist x(�) = x(�

�1

��) = x(�

�1

)+�

�1

x(��); addiert man diese Gleichungen
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�

uber alle � 2 G auf und setzt a =

P

�2G

x(�

�1

), so �ndet man

nx(�) = a+

X

�2G

�

�1

x(��) = a+ �

�

X

�2G

(��)

�1

x(��)

�

:

Mit � durchl

�

auft nat

�

urlich auch �� ganz G; weiter ist 0 = x(1) = x(�

�1

�) =

�

�1

x(�) + x(�

�1

), also �

�1

x(�) = �x(�

�1

) und

P

�2G

�

�1

x(�) = �a. Also

folgt nx(�) = a� �a f

�

ur alle � 2 G, und somit nx 2 B

1

(G;A).

Eine abelsche Gruppe M hei�t dividierbar, wenn es f

�

ur jedes m 2 M und

jedes n 2 N einm

0

2M gibt mitm = nm

0

. Man nenntM eindeutig dividierbar,

falls dieses m

0

eindeutig bestimmt ist.

Die Gruppe (Q ;+) ist eindeutig dividierbar, Q=Z zwar dividierbar, aber

nicht eindeutig: es ist n

�

amlich 0+Z = 2 � (0+Z) = 2 � (

1

2

+Z). Ebenso ist Q

�

,

die multiplikative Gruppe des algebraischen Abschlusses von Q , dividierbar

(weil man n-te Wurzeln ziehen kann), aber nicht eindeutig (wegen der n-ten

Einheitswurzeln).

Korollar 3.9. Ist G endlich und A eindeutig dividierbar (also die Gleichung

ny = a f

�

ur alle a 2 A und n 2 N eindeutig l

�

osbar), so ist H

1

(G;A) = 0.

Beweis. Die kurze exakte Sequenz

0 ���! A

n

���! A ���! 0 ���! 0

liefert

0 ���! H

1

(G;A)

n

���! H

1

(G;A) ���! H

1

(G; 0) = 0;

d.h. Multiplikation mit n induziert einen Automorphismus von H

1

(G;A); da

H

1

(G;A) Torsionsgruppe ist, mu� H

1

(G;A) = 0 sein.

Eine

�

au�erst wichtige Beobachtung ist die folgende, die f

�

ur zyklische Grup-

pen G sehr oft die Berechnung der doch etwas unhandlichen Gruppe H

1

(G;A)

erlaubt; dazu setzen wir � = 1 + � + : : :+ �

n�1

(wo n die Ordnung von G be-

zeichnet), und de�nieren

�

A = fa 2 A : �a = 1g als den Teilmodul von A, der

von der `Norm' � (eigentlich ist � ja die Spur; da in den meisten Anwendun-

gen aber A eine multiplikative Gruppe ist, ist dieser Sprachmissbrauch recht

gel

�

au�g) annulliert wird. O�enbar ist A

1��

= fa

1��

: a 2 Ag ein Teilmodul von

�

A, und wir k

�

onnen den Faktormodul

b

H

�1

(G;A) =

�

A=A

1��

de�nieren (in der

Tat kann man diesen Modul als eine �1

te

Kohomologiegruppe im Tateschen

Sinne interpretieren). Jetzt gilt

Proposition 3.10. Ist G zyklisch und endlich, so gilt H

1

(G;A) '

�

A=I

G

A.

Beweis. Sei � eine Erzeugende von G (der zu konstruierende Isomorphismus

wird von der Wahl von � abh

�

angen, ist also nicht kanonisch). Wir behaupten,

da� � : C

1

(G;A) �! A : x 7�! x(�) in

�

A landet. In der Tat ist n

�

amlich
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x(�

k

) = x(�) + �x(�

k�1

) = : : : =

P

k�1

j=0

�

j

x(�), also insbesondere �x(�) =

x(�

n

) = x(1) = 0. Damit induziert � einen Homomorphismus � : C

1

(G;A) '

�

A=I

G

A. Zu zeigen ist, da� der Kern gerade B

1

(G;A) und da� � surjektiv ist.

Ist x 2 B

1

(G;A), also x(�) = a��(a), so ist o�enbar �(x) = a��(a) 2 I

G

A.

Gilt umgekehrt �(x) 2 I

G

A, also x(�) = a��(a) f

�

ur die Erzeugende � von G,

so folgt induktiv x(�

2

) = �x(�) + x(�) = �(a� �(a)) + a� �(a) = a� �

2

(a)

etc., also x(�) = a� �(a) f

�

ur alle � 2 G und damit x 2 B

1

(G;A).

Zur Surjektivit

�

at: sei a 2

�

A gegeben. Gesucht ist ein x mit x(�) = a. Dies

verwenden wir als De�nition; damit wird n

�

amlich x(�

2

) = x(�)

1+�

= a

1+�

, : : : ,

und schlie�lich x(�

n

) = a

1+�+:::+�

n�1

= a

�

= 1, was wegen 1 = x(1) = x(�

n

)

auch gut so ist. Jetzt mu� man noch nachrechnen, da� die dadurch de�nierte

Abbildung G �! A ein 1-Kozykel ist: das ist aber nicht schwer. Ist z.B.

i+ j < n, so folgt x(�

i

�

j

) = a

1+�+:::+�

i+j

, andererseits gibt x(�

i

)�

i

x(�

j

) genau

dasselbe. Die F

�

alle i + j = n und i+ j > n behandelt man genauso.

Es ist klar, da� jeder Versuch, Proposition 3.10 auf proendliche Gruppen zu

�

ubertragen, scheitern mu�, weil

P

�2G

f

�

ur nichtendliche G keinen gro�en Sinn

macht. Dagegen ist die Behauptung, H

1

(G;A) sei Torsionsgruppe, durchaus

sinnvoll, und tats

�

achlich gilt:

Proposition 3.11. Sei G eine pro-endliche Gruppe und A ein diskreter G-

Modul; dann ist H

1

(G;A) eine Torsionsgruppe.

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie im endlichen Fall, zuz

�

uglich eines kleinen

Tricks: wir nehmen wie oben ein x 2 C

1

(G;A) her und beachten, da� x stetig

ist. Folglich existiert ein o�ener Normalteiler N von G derart, da� x(�) =

x(�N) f

�

ur alle � 2 G gilt. Die Addition

�

uber alle � 2 G wird hier

�

uber alle

� 2 G=N gef

�

uhrt, und mit n = (G : N) folgt wie im endlichen Fall, da�

nx 2 B

1

(G;A) liegt. Man beachte aber, da� n von x abh

�

angt; es ist also nicht

gesagt, da� es eine nat

�

urliche Zahl gibt, welche H

1

(G;A) annulliert!

Ein Beispiel

Sei K = Q(

p

m ) ein reellquadratischer Zahlk

�

orper mit Ring ganzer Zahlen

O

K

; die Einheitengruppe E

K

= O

�

K

hat nach Dirichlet (bzw. Pell und Fermat)

die Struktur E

K

= h�1i � h"i, wobei " eine Fundamentaleinheit hei�t. Da

Einheiten die ganzen Elemente der Norm 1 sind, gilt N" = +1 oder N" = �1,

und beide F

�

alle kommen vor: f

�

ur m = 3 ist " = 2 +

p

3, f

�

ur m = 5 dagegen

" =

1

2

(1 +

p

5 ).

Was k

�

onnen wir nun

�

uber die Kohomologiegruppe H

1

(G;E

K

) sagen, wo

G = Gal (K=Q) = f1; �g die Galoisgruppe von K=Q ist? Ihre Vertreter sind

verschr

�

ankte Homomorphismen f : G �! E

K

. Wir haben bereits gesehen,

da� f(1) = 1 gelten mu�, daher ist f durch seinen Wert an der Stelle �

festgelegt. Setzen wir also an f(�) = (�1)

a

"

b

mit 0 � a � 1 und b 2 Z.

Welche dieser Abbildungen liefern verschr

�

ankte Homomorphismen? O�enbar
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mu� 1 = f(1) = f(�

2

) = f(�) � �f(�) = (�1)

a

"

b

� (�1)

a

"

b�

= "

(1+�)b

gelten. In

der Tat ist dies auch hinreichend daf

�

ur, da� f verschr

�

ankter Homomorphismus

ist, weil die andern Relationen f(1 � �) = f(�) = f(� � 1) automatisch erf

�

ullt

sind.

Ist daher N" = "

1+�

= +1, so de�niert f(�) = (�1)

a

"

b

immer einen ver-

schr

�

ankten Homomorphismus, im Falle N" = �1 dagegen genau dann, wenn

b gerade ist.

Die Gruppe C

1

(G;E

K

) ist also recht gro� (sie enth

�

alt Z); andererseits ist

B

1

(G;A) fast ebenso gro�: diese Gruppe besteht aus Abbildungen, die die

1 2 G auf die 1 2 E

K

und � 7�! �

1��

f

�

ur ein � 2 E

K

abbilden. Da man

�

1��

= "

b(1��)

schreiben kann, und da weiter "

1��

= "

2

="

1+�

gilt, haben wir

f(�) = "

2b

mit b 2 Z im Falle N" = +1, und f(�) = (�"

2

)

b

mit b 2 Z im Falle

N" = �1. Es ist jetzt eine leichte

�

Ubung, daraus H

1

(G;E

K

) zu berechnen:

Proposition 3.12. Sei K reellquadratischer Zahlk

�

orper mit Einheitengrup-

pe E

K

, G = Gal (K=Q) seine Galoisgruppe und " seine Fundamentaleinheit.

Dann ist

H

1

(G;E

K

) '

(

Z=2Z falls N" = �1;

Z=2Z� Z=2Z falls N" = +1:

Tats

�

achlich h

�

atten wir das viel billiger haben k

�

onnen: da G zyklisch ist,

gilt H

1

(G;E

K

) =

N

E

K

=E

1��

K

, und wir erhalten dasselbe Ergebnis ohne gro�e

Rechnung. Wir bemerken ebenfalls, da� wir das Ergebnis unserer Rechnung in

der Form

#H

1

(G;E

K

) = 2(E

Q

: NE

K

) (3.5)

zusammenfassen k

�

onnen.

�

Ubrigens ist die Gruppe E

Q

=NE

K

= E

G

Q

=NE

K

'

b

H

0

(G;E

K

) die nullte Kohomologiegruppe im Tateschen Sinne (sh. unten). Als

�

Ubungsaufgabe zeige man H

1

(G;E

K

) ' Z=2Z, falls K ein imagin

�

arquadrati-

scher Zahlk

�

orper ist. Dessen Einheiten bestehen aus den in K liegenden Ein-

heitswurzeln W

K

, und es ist #W

K

= 4; 6 oder 2, je nachdem disc K = �4, �3

oder < �4 ist.

Das Berechnen der ersten Kohomologie der Einheitengruppe galoisscher (ja

sogar nur zyklischer) Erweiterungen von Zahlk

�

orpern ist ein zentrales Problem

der algebraischen Zahlentheorie, genauer der Klassenk

�

orpertheorie. Die Kraft

solcher Resultate wird in folgendem Beispiel

�

uberhaupt nicht deutlich: sei K

wie oben; dann erhalten wir aus

1 ���! E

K

���! K

�

���! H

K

���! 1

mit Hilbert 90 die Kohomologiesequenz

Q

�

���! H

G

K

���! H

1

(G;E

K

) ���! 1;
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also den IsomorphismusH

G

K

=H

Q

' H

1

(G;E

K

). Mit anderenWorten: H

1

(G;E

K

)

mi�t die Abweichung der G-invarianten Hauptideale in K von denjenigen, wel-

che von rationalen Zahlen erzeugt werden. Im Falle K = Q(

p

3 ) hatten wir

bereits gesehen, da� (

p

3 ) und (1+

p

3 ) Ideale sind, deren Klassen in H

G

K

=H

Q

nichttrivial sind; das obige Ergebnis besagt, da� alle solchen Ideale Produkte

von Potenzen dieser beiden Ideale sind.

Kummertheorie

Ein wichtiges (und gleichzeitig das

�

alteste) Ergebnis der Galoiskohomologie ist

Hilberts Satz 90: dieses taucht f

�

ur Erweiterungen Q(�

p

)=Q bereits als Hilfssatz

bei Kummer auf; Hilbert hat es dann in seinem Zahlbericht in den Rang eines

Satzes erhoben (den 90. seines Berichts). Die folgende Formulierung wird in

s

�

amtlichen Quellen Emmy Noether zugeschrieben; Falko Lorenz hat sich k

�

urz-

lich die entsprechende Arbeit einmal angesehen und festgestellt (siehe [2]), da�

Noether dabei auf eine Arbeit von Andreas Speiser verweist, in der die entspre-

chenden Resultate

�

uber verschr

�

ankte Produkte (sogar in etwas allgemeinerer

Form als bei Noether) enthalten sind.

Proposition 3.13. Hilberts Satz 90: Sei L=K eine normale K

�

orpererweite-

rung mit G = Gal (L=K). Dann ist H

1

(G;L

�

) = 1.

Beweis. Sei zuerst L=K endlich. Da L

�

eine multiplikative Gruppe ist, ge-

hen wir f

�

ur den G-Modul L

�

zu einer multiplikativen Schreibweise

�

uber. Sei

x 2 C

1

(G;L

�

), und betrachte b =

P

�2G

x(�)�(c) f

�

ur c 2 L

�

. Da die Autmor-

phismen von L=K unabh

�

angig sind, existiert ein c 2 L

�

, f

�

ur welches b 6= 0 ist.

Damit ist dann (beachte, da� wegen der multiplikativen Schreibweise von L

�

nun x(��) = �x(�) � x(�) gilt)

�b =

X

�2G

�x(�)��(c) =

X

�2G

x(��)x(�)

�1

��(c) = x(�)

�1

b;

also x(�) = b

1��

und damit x 2 B

1

(G;L

�

).

Die Modi�kation f

�

ur unendliche Erweiterungen sollte klar sein: da L

�

ein

diskreter G-Modul ist, gibt es zu x 2 C

1

(G;L

�

) einen o�enen Normalteiler N ,

soda� x auf den Nebenklassen von G=N konstant ist. Statt

�

uber alle � 2 G

bildet man das Produkt

�

uber alle � 2 G=N .

Hilberts urspr

�

ungliche (auf Kummer zur

�

uckgehende) Version lautet

Korollar 3.14. Sei L=K eine endliche zyklische Erweiterung, und � eine Er-

zeugende von G = Gal (L=K). Dann ist genau dann N

L=K

� = 1, wenn es ein

� 2 L

�

mit � = b

1��

gibt.

Beweis. Da G endlich und zyklisch ist, gilt 1 = H

1

(G;L

�

) ' H

�1

(G;L

�

) '

N

L

�

=(L

�

)

1��

nach Proposition 3.10; daraus folgt die Behauptung sofort.
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Kummertheorie f

�

ur endliche Erweiterungen

Wir wollen zum Vergleich einmal die Kummertheorie einmal f

�

ur endliche Er-

weiterungen, dann mit Hilfe pro-endlicher Gruppen herleiten.

Eine K

�

orpererweiterung L=K hei�t kummersch, wenn L=K abelsch mit einer

Galoisgruppe G vom Exponenten n ist, und wenn K die Gruppe �

n

der n-ten

Einheitswurzeln enth

�

alt. Damit ist gemeint, da� die Gruppe �

n

aller n-ten

Einheitswurzeln Ordnung n hat; insbesondere folgt, da� die Charakteristik von

K entweder 0 oder kein Teiler von n ist: ist n

�

amlich �

p

eine p-te Einheitswurzel

in einem K

�

orper der Charakteristik p, so folgt aus (x��

p

)

p

= x

p

�1 = (x�1)

p

,

da� �

p

= 1 ist! Insbesondere operiert G trivial auf �

n

, folglich ist X(G) =

Hom(G; �

n

) = H

1

(G; �

n

). Erheben von � 2 L

�

in die n

te

Potenz liefert eine

exakte Sequenz

1 ���! �

n

���! L

�

n

���! (L

�

)

n

���! 1;

welche die folgende Kohomologiesequenz induziert:

K

�

n

���! L

�

n

\K

�

���! H

1

(G; �

n

) ���! H

1

(G;L

�

):

Aufbrechen der Sequenz liefert wegen H

1

(G;L

�

) = 1

1 ���! K

�

n

���! L

�

n

\K

�

���! H

1

(G; �

n

) ���! 1;

also den Isomorphismus (L

�

n

\ K)=K

�

n

' H

1

(G; �

n

) = X(G). Dabei rech-

net man ohne weiteres nach, da� die Nebenklasse aK

�

n

2 (L

�

n

\ K)=K

�

n

auf den Charakter �

a

(�) = (�)

1��

abgebildet wird, wobei a = �

n

ist und die

Wahl der n-ten Wurzel beliebig ist, da G trivial auf den n-ten Einheitswurzeln

operiert. In der Tat, haben wir ein solches Element in (L

�

n

\ K)=K

�

n

gege-

ben, so m

�

ussen wir dessen Bild unter dem Verbindungshomomorphismus � des

Schlangenlemmas �nden; das dazugeh

�

orige Diagramm ist

1 ���! �

n

���! K

�

���! L

�

n

\K

�

?

?

y

?

?

y

?

?

y

1 ���! �

n

���! L

�

���! L

�

n

���! 1

?

?

y

0

?

?

y

?

?

y

1 ���! Hom(G; �

n

) ���! C

1

(G;L

�

) ���! C

1

(G;L

�

n

)

[Man

�

uberzeuge sich davon, da� die Abbildung �

n

�! C

1

(G; �

n

) = Hom(G; �

n

)

wirklich die Nullabbildung ist!] Wir starten mit a 2 L

�

n

\K

�

und schreiben

a = �

n

mit � 2 L

�

(jetzt sind wir in der mittleren Reihe in L

�

n

). Zur

�

uck-

gehen auf L

�

bedeutet, � 2 L

�

herzunehmen, und dieses � wird jetzt nach

Hom(G;L

�

) abgebildet, indem man ihm den Homomorphismus �

�

: � 7�!
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�

1��

zuordnet. Dies ist in der Tat ein Homomorphismus wegen �

�

(�)�

�

(�) =

�

�

(�)�

�

(�)

�

= �

1��

�

����

= �

�

(��): Insbesondere ist �

�

(�)

n

= �

�

(�

n

) = 1,

folglich sogar �

�

(�) 2 �

n

und damit �

�

2 Hom(G; �

n

) wie erwartet.

Der Rest der Kummertheorie wird wie

�

ublich abgewickelt.

Proposition 3.15. Ist L=K eine Kummererweiterung mit G = Gal (L=K),

so ist X(G) ' (L

�

n

\K)=K

�

n

. Teilerweiterungen von L=K entsprechen dabei

Untergruppen von (L

�

n

\K)=K

�

n

.

Kummertheorie f

�

ur beliebige Kummererweiterungen

Hier sei K irgendein K

�

orper, welcher eine primitive n-te Einheitswurzel �

n

enth

�

alt. Sei weiter K der separable Abschlu� von K und G = Gal (K=K). Die

zugrundegelegte exakte Sequenz ist hier

1 ���! �

n

���! K

�

n

���! K

�

���! 1:

Hier haben wir benutzt, da� Potenzieren mit n auf K ein Epimorphismus mit

Kern �

n

ist! Die exakte Kohomologiesequenz plus Hilberts Satz 90 liefert

K

�

n

���! K

�

���! H

1

(G; �

n

) ���! 1;

also den Isomorphismus Hom

c

(G; �

n

) ' K

�

=K

�n

.

Ein anderer Zugang ist folgender: wir starten mit einem stetigen Charakter

von G = Gal (L=K) mit Werten in K

�

, also einem Homomorphismus � :

G �! K

�

. Da G trivial auf K

�

operiert, ist �(��) = �(�)�(�) = �(�)�(�)

�

ein verschr

�

ankter Homomorphismus in C

1

(G;L

�

). Da die erste Kohomologie

von L

�

trivial ist, mu� � 2 B

1

(G;L

�

) sein, d.h. es gibt ein � 2 L

�

mit

�(�) = �

1��

. Wegen 1 = �(�)

n

= (�

n

)

1��

mu� �

n

2 K

�

sein.

Mit A = f� 2 L

�

: �

n

2 K

�

g hat also jeder stetige Charakter � 2 X(G)

die Form � = �

�

f

�

ur ein geeignetes � 2 A. Umgekehrt ist �

�

f

�

ur jedes � 2 A

ein stetiger Charakter: die Homomorphieeigenschaft haben wir bereits einmal

vorgerechnet, und die Stetigkeit ist klar, weil � auf Gal (L=K(�)) trivial ist.

Setzt man (a; �) := �

1��

, so de�niert dieses Symbol eine Paarung A�G �!

�

n

, die bekannte Kummer-Paarung.

3.4 Die Tateschen Gruppen

b

H

0

und

b

H

�1

Ist G eine endliche Gruppe und A ein G-Modul, und bezeichnet N =

P

�2G

�

die Norm (bzw. die Spur, falls A additiv geschrieben wird). Mit

N

A bezeichnen

wir den Untermodul von A, der von N annulliert wird. Ist

1 ���! A ���! B ���! C ���! 1

(3.6)
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eine exakte Sequenz von G-Moduln und setzt man H

0

(G;A) := A=I

G

A, so

rechnet man nach, da� auch die Sequenz

H

0

(G;A) ���! H

0

(G;B) ���! H

0

(G;C) ���! 1

exakt ist. Damit k

�

onnen wir das Schlangenlemma auf das Diagramm

H

0

(G;A) ���! H

0

(G;B) ���! H

0

(G;C) ���! 1

?

?

y

N

?

?

y

N

?

?

y

N

1 ���! A

G

���! B

G

���! C

G

���! im �

anwenden und erhalten so die exakte Sequenz

N

A=I

G

A ���!

N

B=I

G

B ���!

N

C=I

G

C ���!

A

G

=NA ���! B

G

=NB ���! C

G

=NC ���! im � ���! 1:

Setzen wir also

b

H

�1

(G;A) =

N

A=I

G

A und

b

H

0

(G;A) = A

G

=NA, und verkleben

wir die eben erhaltene Sequenz mit

1 ���! im � ���! H

1

(G;A) ���! H

1

(G;B) ���! : : : ;

so haben wir gezeigt:

Proposition 3.16. Ist G eine endliche Gruppe, so existiert zu jeder exakten

Sequenz (3.6) von G-Moduln eine lange exakte Sequenz

b

H

�1

(G;A) ���!

b

H

�1

(G;B) ���!

b

H

�1

(G;C) ���!

b

H

0

(G;A) ���!

b

H

0

(G;B) ���!

b

H

0

(G;C) ���!

H

1

(G;A) ���! H

1

(G;B) ���! H

1

(G;C):

Selbstverst

�

andlich lassen sich die Aussagen von Prop. 3.7 und 3.8 problemlos

auf die beiden Tateschen Kohomologiegruppen der Dimensionen 0 und �1

ausdehnen. Da wir uns damit sp

�

ater ganz allgemein befassen werden, sei dies

dem Leser hier als

�

Ubungsaufgabe

�

uberlassen. Im n

�

achsten Abschnitt zeigen

wir die kleinen Kohomologiegruppen in Aktion.

3.5 Geschlechtertheorie quadratischer Zahlk

�

orper

Bevor wir loslegen, stellen wir zwei kleine Ergebnisse bereit:

Proposition 3.17. Ist L=K eine endliche normale Erweiterung von Zahlk

�

or-

pern mit G = Gal (L=K), so ist

b

H

�1

(G; I

L

) = 1.
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Beweis.

b

H

�1

(G; I

L

) ist die Faktorgruppe der Gruppe der Ideale mit Relativ-

norm (1) modulo der Gruppe von Idealen der Form a = b

1��

1

1

� � �b

1��

t

t

. Wir

schreiben a 2

N

I

L

als Quotienten a = b=c ganzer Ideale b; c; ist P ein Primide-

al, welches b teilt, so mu� ein zu P konjugiertes Primideal c teilen, d.h. es gibt

ein � 2 G mit P

�

j c. Also ist b = Pb

0

, c = P

�

c

0

, und a = P

1��

b

0

=c

0

. Indem

wir so fortfahren, �nden wir schlie�lich, da� a die gew

�

unschte Form besitzt:

das Verfahren mu� n

�

amlich abbrechen, weil ein ganzes Ideal nur endlich viele

Primideale als Teiler besitzt.

Ist L=K eine normale Erweiterung mit G = Gal (L=K), so ist der Fixmodul

von L, L

�

oder E

L

nat

�

urlich K, K

�

, bzw. E

K

. Dagegen gilt f

�

ur Ideale

Proposition 3.18. Sei L=K eine normale Erweiterung mit G = Gal (L=K);

dann ist I

G

L

=I

K

'

L

Z=e

p

Z, wo e

p

den Verzweigungsindex eines Primideal p

in L=K bezeichnet.

Beweis. Sei A 2 I

G

L

; istP ein Primideal, welches A teilt, dann mu� A durch alle

Konjugierten von P teilbar sein. Ist pO

L

= (P

1

� � �P

g

)

e

p

die Primidealzerle-

gung von p in O

L

, so mu� also A = (P

1

� � �P

g

)B f

�

ur ein ganzes Ideal B 2 I

G

L

gelten. Induktion zeigt dann, da� wir A als Produkt A =

Q

p

(P

1

� � �P

g

)

a

p

schreiben k

�

onnen, und jetzt behaupten wir, da� cl : AI

K

7�! (: : : ; a

p

+

e

p

Z; : : : ) ein wohlde�nierter Homomorphismus cl : I

G

L

=I

K

�!

L

Z=e

p

Z ist.

In der Tat, ist p 2 I

K

, so wird pO

L

= (P

1

� � �P

g

)

e

p

auf 0 abgebildet.

Schlie�lich besteht ker cl aus all denen Idealen A, f

�

ur die a

p

= e

p

f

�

ur alle

Primideale p 2 I

K

gilt. Dies sind aber genau die Ideale aus I

K

, d.h. cl ist

injektiv. Da cl o�ensichtlich surjektiv ist, folgt die Behauptung.

Nun zum eigentlichen Thema: sei K ein quadratischer Zahlk

�

orper und G =

Gal (K=Q) seine Galoisgruppe, weiter I

K

die Gruppe der Ideale (also die

Halbgruppe der Ideale in O

K

, die z.B. durch Einf

�

uhrung k

�

unstlicher Inver-

sen zur Gruppe gemacht wird), H

K

die Untergruppe der Hauptideale, und

Cl(K) = I

K

=H

K

die Idealklassengruppe. Per de�nitionem ist die Sequenz

1 ���! H

K

���! I

K

���! Cl(K) ���! 1

exakt, und bilden der Kohomologie liefert

I

G

K

���! Cl(K)

G

���! H

1

(G;H

K

) ���! H

1

(G; I

K

)

Da G = h�i zyklisch ist, gilt H

1

(G; I

K

) =

N

I

K

=I

1��

K

, wo N = 1 + � die Norm

bedeutet. Jetzt gilt Hilberts Satz 90 f

�

ur Ideale, und es folgt dann

1 ���! I

G

K

=H

G

K

���! Cl

G

K

���! H

1

(G;H

K

) ���! 1;

und damit also

#Cl

G

K

= (I

G

K

: H

G

K

)#H

1

(G;H

K

): (3.7)

4.8.1999



3.5 Geschlechtertheorie quadratischer Zahlk

�

orper 49

Den ersten Index formen wir um:

(I

G

K

: H

G

K

) =

(I

G

K

: H

Q

)

(H

G

K

: H

Q

)

=

(I

G

K

: I

Q

)(I

Q

: H

Q

)

(H

G

K

: H

Q

)

=

2

t

(H

G

K

: H

Q

)

; (3.8)

wobei wir (I

G

K

: I

Q

) aus Proposition 3.18 bekommen und (I

Q

: H

Q

) = 1 aus der

Tatsache, da� Q Klassenzahl 1 hat. Weiter lesen wir aus der exakten Sequenz

1 ���! E

Q

���! Q

�

���! H

G

K

���! H

1

(G;E

K

) ���! 1

ab, da� (H

G

K

: H

Q

) = #H

1

(G;E

K

) = #

b

H

�1

(G;E

K

) ist, und diese Ordnung

haben wir zu #

b

H

�1

(G;E

K

) = 2(E

Q

: NE

K

) berechnet. Also ist

(H

G

K

: H

Q

) = 2(E

Q

: NE

K

): (3.9)

Zusammenfassend haben wir damit

#Cl

G

K

=

2

t�1

(E

Q

: NE

K

)

#H

1

(G;H

K

):

Um den letzten Faktor zu verarzten, benutzen wir ersten die Tatsache, da�

H

1

(G;H

K

) '

b

H

�1

(G;H

K

) ist, weil G zyklisch ist, und zur Berechnung von

#

b

H

�1

(G;H

K

) beuten wir die Sequenz

b

H

�1

(G;K

�

) ���!

b

H

�1

(G;H

K

) ���!

b

H

0

(G;E

K

) ���!

b

H

0

(G;K

�

)

aus (wo die herkommt, ist nicht schwer zu sehen). Da G zyklisch ist, gilt

b

H

�1

(G;K

�

) ' H

1

(G;K

�

) = 1 mit Hilbert 90, folglich #

b

H

�1

(G;H

K

) gleich

dem Quotienten von #

b

H

0

(G;E

K

) modulo der Ordnung des Bilds der Abbil-

dung [

b

H

0

(G;E

K

) �!

b

H

0

(G;K

�

)]. Wie sieht dieses aus?

Betrachten wir ganz allgemein Untergruppen A undD einer abelschen Grup-

pe B und fragen, wie das Bild von A unter der Projektion B �! B=D aus-

sieht. Bekanntlich haben die Untergruppen von B=D die Form UD=D, wo U

die Untergruppen von B durchl

�

auft; insbesondere ist das Bild von A damit

gleich AD=D.

Im Falle

b

H

0

(G;E

K

) = E

G

K

=NE

K

= E

Q

=NE

K

und

b

H

0

(G;K

�

) = Q

�

=NK

�

ist dann

im [

b

H

0

(G;E

K

) �!

b

H

0

(G;K

�

)] = E

Q

NK

�

=NK

�

' E

Q

=E

Q

\NK

�

;

folglich #

b

H

�1

(G;H

K

) = (E

Q

: NE

K

)=(E

Q

: E

Q

\NK

�

) und damit endlich

#Cl

G

K

=

2

t�1

(E

Q

: NE

K

)

#H

1

(G;H

K

) =

2

t�1

(E

Q

: E

Q

\NK

�

)

:

Wir haben bewiesen (der imagin

�

arquadratische Fall ist wieder eine einfache

�

Ubungsaufgabe):
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Satz 3.19. Sei K=Q eine quadratische Erweiterung, und sei t die Anzahl der

verzweigten Ideale, also der Primteiler der Diskriminante disc K. Dann gilt

#Cl

G

K

=

(

2

t�1

; falls K imagin

�

ar;

2

t�1

(E

Q

:E

Q

\NK

�

)

; falls K reell

also #Cl

G

K

= 2

t�1

falls disc K negativ oder Summe zweier Quadrate ist, und

#Cl

G

K

= 2

t�2

sonst.

In der Tat: ist �1 Norm einer Zahl aus K, also �1 = x

2

� dy

2

, so ist

(�1=p) = +1 f

�

ur jeden ungeraden Primteiler p von d, also d Summe zweier

Quadrate; ist umgekehrt d = a

2

+ b

2

, so ist �1 die Norm von (a+

p

d )=b.

Wir bemerken au�erdem, da� der ganze Beweis auch f

�

ur zyklische Erweite-

rungen von Primzahlgrad p durchgeht: das einzige Problem ist die Bestimmung

von #H

1

(G;E

K

).

Noch eine kleine Beobachtung:

Lemma 3.20. Sei G = h�i eine Gruppe der Ordnung 2 und A ein endlicher

G-Modul, welcher von 1 + � annulliert wird. Dann ist #A

G

= (A : A

2

).

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

1 ���! A

G

���! A ���! A

1��

���! 1:

Da 1 + � angewandt auf A alles annulliert, operiert � wie �1, folglich ist

A

1��

= A

2

. Jetzt folgt die Behauptung.

Sei nun p � 1 mod 4 prim. Dann gibt es genau ein verzweigtes Primideal in

K = Q(

p

p ), folglich ist Cl

G

K

= 1. Da die Norm 1+� jedes Ideal zum Hauptideal

macht, mu� nach dem Lemma (Cl

K

: Cl

2

K

) = 1 sein, d.h. Quadrieren ist ein

Automorphismus von Cl

K

. Also hat Cl

K

ungerade Ordnung h.

Ist jetzt q eine ungerade Primzahl mit (p=q) = +1, so ist q in K zerlegt:

qO

K

= qq

0

(in der Tat: sei p � x

2

mod q; dann ist q = (q; x+

p

p ) ein Primide-

al, welches q teilt). Damit ist q

h

=

1

2

(r+s

p

p ) Hauptideal, und Normenbildung

liefert q

h

= �(r

2

� ps

2

)=4. Reduziert man diese Gleichung modulo p, so folgt

q

h

� �r

2

mod p. Wegen (�1=p) = +1 und weil h ungerade ist, folgt daraus

aber (q=p) = +1. Mit anderen Worten: ist p � 1 mod 4 und (p=q) = +1, so

folgt (q=p) = +1. Das ist ein Spezialfall des quadratischen Reziprozit

�

atsge-

setzes; die anderen F

�

alle k

�

onnen analog bewiesen werden (ein vollst

�

andiger

Beweis, allerdings in der Sprache der Idealklassengruppe im engeren Sinne

geschrieben, steht in meinem Skript

�

uber quadratische Zahlk

�

orper). F

�

ur Prim-

zahlen p � 3 mod 4 benutzt man, da� Q(

p

�p ) ungerade Klassenzahl hat.

Eine andere M

�

oglichkeit ist diese: seien p � q � 3 mod 4 prim. Dann ist �1

keine Norm aus K = Q (

p

pq ), weil x

2

� pqy

2

= �z

2

mit (x; y; z) = 1 sofort

(x=z)

2

� �1 mod p impliziert, was wegen p � 3 mod 4 nicht sein kann. Also

ist (E

Q

: E

Q

\ NE

K

) = 2, somit die Klassenzahl h von K ungerade. Nun ist
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aber mit p = (p;

p

pq ) verzweigt: p

2

= (p

2

; p

p

pq; pq) = p(p;

p

pq; q) = (p). Da

p

2

ein Hauptideal und die Klassenzahl ungerade ist, mu� schon p Hauptideal

sein. Also gibt es X; y 2 Z mit �4p = X

2

� pqy

2

. Mit X = px gibt das

�4 = px

2

� qy

2

. Das Vorzeichen ist bestimmt durch �1 = (p=q), wie man

durch Reduktion modulo q sofort feststellt. Reduktion modulo p liefert dagegen

(�q=p) = �1, und es folgt (p=q) = �(q=p).

Dieser Beweis geht auf den zweiten Gau�schen Beweis zur

�

uck, der in der

Sprache der bin

�

aren quadratischen Formen geschrieben ist; die Formel f

�

ur Cl

G

K

entspricht dort die Formel f

�

ur die Anzahl der Geschlechter quadratischer For-

men.
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Kapitel 4

Die lange Kohomologiesequenz

In diesem Kapitel geht es darum, etwas mehr kohomologische Maschinerie

bereitzustellen.

4.1 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Die Entwicklungen in diesem Abschnitt sind rein formal; alle Aussagen gel-

ten sowohl f

�

ur beliebige G-Moduln, Abbildungen, Kozykeln etc. wie auch f

�

ur

diskrete G-Moduln und stetige Abbildungen, Kozykeln etc.

Eine Sequenz von G-Moduln

: : : ���! V

n�1

���!

d

n

V

n

���!

d

n+1

V

n+1

���! : : :

hei�t ein Kokettenkomplex V

�

, wenn d

n+1

� d

n

= 0 f

�

ur alle n 2 Z gilt; man

schreibt hierf

�

ur auch kurz dd = 0. Wegen im d

n

� ker d

n+1

k

�

onnen wir die

Faktormoduln H

n

(V

�

) = ker d

n+1

= im d

n

de�nieren; diese werden die Koho-

mologiemoduln von V

�

genannt. Die Menge fd

n

g der Modulhomomorphismen

hei�t das Di�erential des Komplexes V

�

.

Komplexe sind uns bereits wohlbekannt: jede exakte Sequenz

0 ���! A

�

���! B

�

���! C ���! 0

(4.1)

k

�

onnen wir n

�

amlich via

: : : ���! 0 ���! A ���! B ���! C ���! 0 ���! : : :

als Komplex au�assen (indem wir z.B. V

0

= A setzen), der eben nur an drei

Stellen nichttrivial ist. Bildet man die zu (4.1) geh

�

orige Sequenz der Fixmoduln

: : : ���! 0 ���! A

G

{

���! B

G

�

���! C

G

���! 0 ���! ; : : :
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so ist auch dies ein Komplex, wenn auch vielleicht kein exakter. Tats

�

achlich

messen die dazugeh

�

origen Kohomologiegruppen die Abweichung des Komple-

xes von der Exaktheit: mit V

0

= A

G

wird n

�

amlich H

0

(V

�

) = ker {=0 = 0,

H

1

(V

�

) = ker �= im { = 0, sowie H

2

(V

�

) = C

G

= im � = coker �. Die Kohomo-

logiegruppen dieses Komplexes sind also h

�

ochstens an der Stelle C

G

nichttri-

vial; und zwar ist H

2

(V

�

) = 0 genau dann, wenn der Komplex exakt ist.

Jetzt wollen wir darangehen, die Kohomologiegruppen H

n

(G;A) f

�

ur alle n 2

N zu konstruieren. Dazu setzen wir K

n

(G;A) = Abb

c

(G

n

; A) f

�

ur n � 1, wo

Abb

c

(G

n

; A) die additive Gruppe der stetigen Abbildungen G

n

�! A ist,

und K

0

(G;A) = A (d.h. ein x 2 Abb

c

(G

0

; A) wird mit dem Bild x(�) = a

identi�ziert). F

�

ur alle n � 0 konstruieren wir jetzt Homomorphismen d

n+1

:

K

n

(G;A) �! K

n+1

(G;A) via

(d

n+1

x)(�

1

; : : : ; �

n+1

) = �

1

x(�

2

; : : : ; �

n+1

)

+

n

X

i=1

(�1)

i

x(�

1

; : : : ; �

i

�

i+1

; �

i+2

; : : : ; �

n+1

)

+ (�1)

n+1

x(�

1

; : : : ; �

n

):

Insbesondere ist d

1

x(�) = �x(�)� x(�) = �(a)� a: dies sind gerade zerfallende

1-Kozyklen (abgesehen von einem Vorzeichen, das nat

�

urlich keine Rolle spielt),

deren Kern der Fixmodul A

G

ist. Weiter ist (d

2

x)(�; �) = �x(�)�x(��)+x(�),

d.h. ker d

2

sind gerade die verschr

�

ankten Homomorphismen.

Alles h

�

angt jetzt davon ab nachzuweisen, da�

0

d

0

���! K

0

(G;A)

d

1

���! K

1

(G;A)

d

2

���! K

2

(G;A)

d

3

���! : : :

ein Komplex ist, d.h. da� d

n+1

� d

n

= 0 ist. Haben wir das getan, so k

�

onnen

wir die Kohomologiegruppen dieses Komplexes einfach durch H

n

(G;A) :=

ker d

n+1

= im d

n

de�nieren. Damit ist dann

� H

0

(G;A) = ker d

1

= im d

0

= A

G

, da im d

0

= 0 ist;

� H

1

(G;A) = ker d

2

= im d

1

=

fverschr

�

ankte Homomorphismeng

fzerfallende verschr. Homomorphismeng

in

�

Ubereinstimmung mit unseren fr

�

uheren De�nitionen. Der Interpretation von

H

2

(G;A) werden wir den n

�

achsten Abschnitt widmen, soda� wir uns jetzt um

den Nachweis von dd = 0 k

�

ummern k

�

onnen.

Es ist nat

�

urlich m

�

oglich, dies mit roher Gewalt direkt nachzurechnen; ein

klein wenig M

�

uhe kann man sich jedoch sparen, wenn man die Kohomologie-

gruppen durch homogene Koketten beschreibt. Wir setzen dazu

K

n

h

(G;A) = fx : G

n+1

�! A j x(��

0

; : : : ; ��

n

) = �x(�

0

; : : : ; �

n

)g:
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O�enbar ist K

n

h

(G;A) eine Untergruppe von K

n+1

(G;A), die wir die Gruppe

der homogenen Koketten nennen werden. F

�

ur diese de�nieren wir Korand-

Operatoren @

n+1

: K

n

h

(G;A) �! K

n+1

h

(G;A) durch

(@

n+1

x)(�

0

; : : : ; �

n+1

) =

n+1

X

i=0

(�1)

i

x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n+1

);

wobei die Tarnkappe

�

uber b�

i

bedeuten soll, da� diese (i

te

) Koordinate ausge-

lassen wird. Damit ist z.B.

� (@

1

x)(�

0

; �

1

) = x(�

1

)� x(�

0

),

� (@

2

x)(�

0

; �

1

; �

2

) = x(�

1

; �

2

)� x(�

0

; �

2

) + x(�

0

; �

1

).

Der Nachweis von @@ = 0 ist hier nicht so schwer:

(@

n+1

@

n

x)(�

0

; : : : ; �

n+1

) =

n+1

X

i=0

(�1)

i

@

n

x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n+1

):

Nun ist aber

@

n

x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n+1

) =

X

j<i

(�1)

j

x(�

0

; : : : ; b�

j

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n+1

)

+

X

j>i

(�1)

j�1

x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; b�

j

; : : : ; �

n+1

);

also (@

n+1

@

n

x)(�

0

; : : : ; �

n+1

) =

n+1

X

i=0

(�1)

i

X

j<i

(�1)

j

x(�

0

; : : : ; b�

j

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n+1

)

+

n+1

X

i=0

(�1)

i

X

j>i

(�1)

j�1

x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; b�

j

; : : : ; �

n+1

):

In dieser Summe kommt jedes x(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; b�

j

; : : : ; �

n+1

) genau zweimal

vor, allerdings mit umgekehrtem Vorzeichen. Also ist wie behauptet @@ = 0

und K

�

h

ein Komplex.

F

�

ur den Nachweis, da� auch dd = 0 ist, gen

�

ugt es, Isomorphismen �

n

:

K

n

(G;A) �! K

n

h

(G;A) bzw.  

n

: K

n

h

(G;A) �! K

n

(G;A) anzugeben, soda�

das folgende Diagramm kommutativ ist:

K

n

(G;A)

d

n+1

-

K

n+1

(G;A)

K

n

h

(G;A)

 

n

?

�

n

6

@

n+1

-

K

n+1

h

(G;A)

 

n+1

?

�

n+1

6
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In der Tat wird dann wegen d

n

= �

n

@

n

 

n�1

n

�

amlich

d

n+1

d

n

= �

n+1

@

n+1

 

n

�

n

@

n

 

n�1

= �

n+1

@

n+1

@

n

 

n�1

= 0:

Zur Konstruktion der Isomorphismen setzen wir

(�

n

x)(�

1

; : : : ; �

n

) = x(1; �

1

; �

1

�

2

; : : : ; �

1

� � ��

n

) und

( 

n

y)(�

0

; : : : ; �

n

) = �

0

y(�

�1

0

�

1

; �

�1

1

�

2

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

f

�

ur x 2 K

n

h

(G;A) und y 2 K

n

(G;A). Zuerst rechnen wir nach, da�  

n

y wirklich

homogen ist:

( 

n

y)(��

0

; : : : ; ��

n

) = ��

0

y(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

) = �( 

n

y)(�

0

; : : : ; �

n

):

Zweitens behaupten wir, da� �

n

� 

n

und  

n

��

n

die identischen Abbildungen

sind. Mit f = �

n

x folgt ersteres aus

( 

n

�

n

x)(�

0

; : : : ; �

n

) = ( 

n

f)(�

0

; : : : ; �

n

) = �

0

f(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

= �

0

x(1; �

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

0

�

n

) = x(�

0

; : : : ; �

n

);

wobei wir verwendet haben, da� x homogen ist. Mit g =  

n

y folgt entsprechend

(�

n

 

n

y)(�

1

; : : : ; �

n

) = (�

n

g)(�

1

; : : : ; �

n

)

= g(1; �

1

; �

1

�

2

; : : : ; �

1

� � ��

n

)

= 1 � y(�

1

; : : : ; �

n

):

Als n

�

achstes zeigen wir, da� die �

n

und  

n

mit den Korandoperatoren ver-

tauschbar sind:

( 

n

d

n

x)(�

0

; : : : ; �

n

) = �

0

(d

n

x)(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

0

�

n

)

= �

1

x(�

�1

1

�

2

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

+

n�1

X

i=1

(�1)

i

�

0

x(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

i�1

�

i+1

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

+(�1)

n

�

0

x(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

n�2

�

n�1

); sowie

(@

n

 

n�1

x)(�

0

; : : : ; �

n

) =

n

X

i=0

(�1)

i

( 

n�1

x)(�

0

; : : : ; b�

i

; : : : ; �

n

)

= �

1

x(�

�1

1

�

2

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

+

n�1

X

i=1

(�1)

i

�

0

x(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

i�1

�

i+1

; : : : ; �

�1

n�1

�

n

)

+(�1)

n

�

0

x(�

�1

0

�

1

; : : : ; �

�1

n�2

�

n�1

);

und da beide Ausdr

�

ucke

�

ubereinstimmen, folgt unsere Behauptung. Mit  

n

d

n

=

@

n

 

n�1

ist nat

�

urlich erst recht  

n

d

n

�

n�1

= @

n

 

n�1

�

n�1

= @

n

, folglich auch
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d

n

�

n�1

= �

n

 

n

d

n

�

n�1

= �

n

@

n

, d.h. die zweite Vertauschungsrelation ist eine

Folge aus der ersten.

Insbesondere ist damit dd = 0. Damit folgt nicht nur, da� K

�

ein Komplex

ist, sondern dar

�

uberhinaus C

n

(G;A) = ker d

n+1

' ker @

n+1

= C

n

h

(G;A), sowie

B

n

= im d

n

' im @

n

= B

n

h

(G;A): da� beide Komplexe dieselben Kohomolo-

giegruppen de�nieren, folgt hieraus aber wohl noch nicht.

Nachdem wir die Kohomologiegruppen H

n

(G;A) f

�

ur alle n � 0 konstruiert

haben, weisen wir die Exaktheit der langen Kohomologiesequenz nach. Dazu

gehen wir von einer exakten Sequenz (4.1) aus; damit ist auch

0 ���! K

n

(G;A) ���! K

n

(G;B) ���! K

n

(G;C) ���! 0 (4.2)

f

�

ur alle n � 0 exakt: bis auf die Rechtsexaktheit des Funktors K

n

(G; � ) ist

dabei alles trivial. Sei also ein h 2 K

n

(G;C) gegeben. Wegen der Surjektivit

�

at

von � gibt es zu jedem s 2 G

n

ein b 2 B mit h(s) = �(b). Damit k

�

onnen wir

durch g(s) = b eine Abbildung g : G

n

�! B de�nieren (die nat

�

urlich von der

Auswahl der b abh

�

angt). Zu zeigen ist wegen � � g = h nur, da� g stetig ist.

Nun ist aber h nach Voraussetzung stetig, w

�

ahrend � eine Abbildung zwischen

diskreten Gruppen ist; damit mu� dann auch g stetig sein.

Jetzt wenden wir das Schlangenlemma auf das aus (4.2) entstehende exakte

kommutative Diagramm

0 ���! K

n

(A) ���! K

n

(B) ���! K

n

(C) ���! 0

d

n+1

?

?

y

d

n+1

?

?

y

d

n+1

?

?

y

0 ���! K

n+1

(A) ���! K

n+1

(B) ���! K

n+1

(C) ���! 0

an (den Bezug auf G lassen wir weg, solange die Gruppe fest ist) und �nden

die exakte Sequenz

0 ���! C

n

(A) ���! C

n

(B) ���! C

n

(C)

?

?

y

0  ���

K

n+1

(C)

im d

n+1

 ���

K

n+1

(B)

im d

n+1

 ���

K

n+1

(A)

im d

n+1

Ersetzen von n durch n+ 1 im oberen und durch n� 1 im unteren Teil dieser

Sequenz gibt uns ein exaktes kommutatives Diagramm

K

n

(A)

im d

n

���!

K

n

(B)

im d

n

���!

K

n

(C)

im d

n

���! 0

d

n+1

?

?

y

d

n+1

?

?

y

d

n+1

?

?

y

0 ���! C

n+1

(A) ���! C

n+1

(B) ���! C

n+1

(C)

und das Schlangenlemma liefert

H

n

(G;A)

�

n

���! H

n

(G;B)

�

n

���! H

n

(G;C)

?

?

y

�

n

H

n+1

(G;C)

�

n+1

 ��� H

n+1

(G;B)

�

n+1

 ��� H

n+1

(G;A)
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Setzen wir diese Sequenzen f

�

ur n = 0; 1; 2; : : : zusammen, so �nden wir

Satz 4.1. Sei G eine pro-endliche Gruppe und (4.1) eine kurze exakte Sequenz

von diskreten G-Moduln. Dann existiert die lange exakte Kohomologiesequenz

0 ���! H

0

(G;A) ���! H

0

(G;B) ���! H

0

(G;C)

?

?

y

H

1

(G;C)  ��� H

1

(G;B)  ��� H

1

(G;A)

?

?

y

H

2

(G;A) ���! H

2

(G;B) ���! H

2

(G;C) ���! : : :

Faktorensysteme

Da� 1-Kozykel, also verschr

�

ankte Homomorphismen, eine Rolle in der Kum-

mertheorie spielen, haben wir bereits gesehen. Die ersten Auftritte von 2-

Kozykeln, auch Faktorensysteme genannt, stammen ebenfalls aus pr

�

akohomo-

logischen Zeiten: einmal in der Theorie der Gruppenerweiterungen, zum andern

in der Verkleidung als verschr

�

ankte Produkte in der Theorie zentral-einfacher

Divisionsalgebren (Stichwort Brauergruppen).

Wir wissen, da� H

2

(G;A) = C

2

(G;A)=B

2

(G;A) ist; hierbei besteht C

2

(G;A)

aus stetigen Abbildungen f : G�G �! A mit

�

1

f(�

2

; �

3

) + f(�

1

; �

2

�

3

) = f(�

1

�

2

; �

3

) + f(�

1

; �

2

):

Weiter sind die zerfallenden Faktorensysteme solche f : G � G �! A, zu

welchen es ein stetiges g : G �! A gibt mit

f(�

1

; �

2

) = �

1

g(�

2

)� g(�

1

�

2

) + g(�

1

):

Am einfachsten lassen sich verschr

�

ankte Produkte erkl

�

aren: diese tauchen in

der Konstruktion gewisser K-Algebren A auf, also von K-Vektorr

�

aumen mit

Ringstruktur. Die Ausgangsdaten sind eine endliche (!) galoissche Erweiterung

L=K mit Galoisgruppe G = Gal (L=K), sowie ein 2-Kozykel f 2 C

2

(G;L

�

).

Zur Konstruktion der Algebra A = (L=K;G; f) beginnen wir mit einem K-

Vektorraum, und dieser ist bereits de�niert durch die Angabe der Basis. Wir

nehmen dazu f

�

ur jedes � 2 G ein Symbol x

�

und setzen A =

L

�2G

Lx

�

. Dies

ist in o�enkundiger Weise ein L-Vektorraum; die Multiplikation von Vektoren

wird de�niert durch K-lineare Fortsetzung der Regeln

x

�

x

�

= f(�; �)x

��

;

x

�

� = �

�

x

�

f

�

ur � 2 L:
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4.1 Die lange exakte Kohomologiesequenz 59

Da G auf K trivial operiert, ist insbesondere x

�

a = ax

�

. Die Multiplikation

zweier Elemente von A sieht damit so aus:

X

�2G

a

�

x

�

X

�2G

a

�

x

�

=

X

�;�2G

a

�

x

�

b

�

x

�

=

X

�;�2G

a

�

b

�

�

x

�

x

�

=

X

�;�2G

a

�

b

�

�

f(�; �)x

��

:

Nachzupr

�

ufen ist selbstverst

�

andlich, da� diese Multiplikation assoziativ ist. In

allen Gruppenstrukturen, die man mit Hilfe von 2-Kozykeln konstruiert, folgt

die Assoziativit

�

at aus der Kozykelbedingung; insbesondere ist das hier so:

(x

�

x

�

)x

�

= f(�; �)x

��

x

�

= f(�; �)f(��; �)x

���

; sowie

x

�

(x

�

x

�

) = x

�

f(�; �)x

��

= f(�; �)

�

x

�

x

��

= f(�; �)

�

f(�; ��)x

���

:

Damit haben wir aus L=K, der Galoisgruppe G = Gal (L=K) und dem 2-

Kozykel f 2 C

2

(G;L

�

) eine K-Algebra A = (L=K;G; f) konstruiert, die man

auch ein verschr

�

anktes Produkt nennt. Eine leichte

�

Ubung zeigt, da� die Isomor-

phieklasse von A nur von der Klasse von f in H

2

(G;L

�

) abh

�

angt! Insbesondere

haben wir eine Abbildung aus der Gruppe H

2

(G;L

�

) in Isomorphieklassen von

Algebren. Tats

�

achlich kann man auch letztere zu einer Gruppe machen (die

Komposition wird durch das Tensorprodukt induziert, allerdings mu� man von

den Isomorphieklassen noch zu gr

�

oberen

�

Aquivalenzklassen

�

ubergehen), und

dann wird aus dieser Abbildung ein injektiver Homomorphismus; das Bild von

H

2

(G;L

�

) in dieser Gruppe nennt man die Brauergruppe Br(L=K). L

�

a�t man

L die endlichen normalen Erweiterungen durchlaufen, erh

�

alt man ein projekti-

ves System, dessen Limes Br(K) ' H

2

(Gal (K=K); K) die Brauergruppe von

K hei�t. Diese Brauergruppe ist eine wichtige Invariante des K

�

orpers K: die

Aussage Br(K) = 0 f

�

ur endliche K

�

orper ist beispielsweise

�

aquivalent zum Satz

von Wedderburn, wonach jede endliche Divisionsalgebra bereits ein K

�

orper ist.

Das Ergebnis Br(K) ' Q=Z f

�

ur endliche Erweiterungen K von Q

p

dagegen ist

im wesentlichen der Kern der lokalen Klassenk

�

orpertheorie, und die Bestim-

mung der Brauergruppe von Zahlk

�

orpern enth

�

alt einen Gro�teil der globalen

Klassenk

�

orpertheorie in algebrentheoretischem Gewand.

Gruppenerweiterungen

Sei A eine endliche abelsche Gruppe, G pro-endlich. Eine kurze exakte Sequenz

1 ���! A ���! � ���! G ���! 1

hei�t Gruppenerweiterung von G mit A. Zwei solche Erweiterungen nennt man

�

aquivalent, wenn es ein kommutatives Diagramm

1 ���! A ���! � ���! G ���! 1

?

?

y

id

?

?

y

�

?

?

y

id

1 ���! A ���! �

0

���! G ���! 1
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60 4. Die lange Kohomologiesequenz

gibt; nach dem Schlangenlemma impliziert dies, da� � ein Isomorphismus ist {

allerdings ist die Existenz eines Isomorphismus � : � �! �

0

nicht hinreichend

f

�

ur die

�

Aquivalenz der beiden Gruppenerweiterungen.

Eine Gruppenerweiterung wird durch zwei Invarianten beschrieben:

� einem Homomorphismus � : G �! Aut (A);

� einem Faktorensystem f 2 H

2

(G;A).

� operiert n

�

amlich auf dem Normalteiler A per Konjugation, und da A abelsch

ist, operiert A trivial auf sich, d.h. wir erhalten eine Operation von G = �=A

auf A, mit anderen Worten einen Homomorphismus � : G �! Aut (A).

Explizit ist diese Operation gegeben durch � 7�! (a 7�! u

�

au

�1

�

). Hier ist

u : G �! � ein stetiger Schnitt, also eine stetige Abbildung, die jedem � 2 G

ein Urbild u

�

2 � zuordnet (da� man dies auf stetige Art und Weise machen

kann, ist im Falle pro-endlicher Gruppen ein zu beweisender Satz!).

Wir k

�

onnen nun jedes Element 
 2 � in der Form 
 = au

�

mit � 2 G und

a 2 A schreiben. Zu jedem Paar �; � 2 G gibt es dann ein Element a

�;�

2 A

mit u

�

u

�

= a

�;�

u

��

. Benutzt man die Assoziativit

�

at von �, so stellt man fest,

da� die Abbildung G�G �! A : (�; �) 7�! a

�;�

ein Faktorensystem ist.

Sind umgekehrt eine Gruppe G, ein G-Modul A und ein Faktorensystem

a 2 H

2

(G;A) gegeben, so kann man das kartesische Produkt A � G zu einer

Gruppe machen, indem man (a; �) � (b; �) = (ab

�

a

�;�

; ��) setzt. Damit ist

klar, da� das triviale Faktorensystem a

�;�

= 1 auf das bekannte semidirekte

Produkt f

�

uhrt; ist dar

�

uberhinaus A ein trivialer G-Modul, erh

�

alt man das

direkte Produkt von G und A.

Unterscheiden sich zwei Faktorensysteme um einen 2-Korand, so sind die

entsprechenden Gruppenerweiterungen

�

aquivalent (und umgekehrt). Wir ha-

ben also eine Bijektion zwischen den Elementen von H

2

(G;A) und den

�

Aqui-

valenzklassen von Gruppenerweiterungen von G mit A.

4.2 In
ation und Restriktion

Sei H abgeschlossene Untergruppe der pro-endlichen Gruppe G und A ein

diskreter G-Modul. Dann ist A erst recht ein diskreter H-Modul, und dies lie-

fert uns einen Homomorphismus res : H

n

(G;A) �! H

n

(H;A) wie folgt: einem

x 2 C

n

(G;A), das durch eine Abbildung f : G

n

�! A repr

�

asentiert ist, ordnen

wir die Klasse der Einschr

�

ankung von f aufH

n

�! A zu. Diese Einschr

�

ankung

ist nat

�

urlich ebenfalls wieder stetig und vertr

�

agt sich mit Randoperatoren, lie-

fert also in der Tat einen Homomorphismus res : H

n

(G;A) �! H

n

(H;A).

Ist andererseits N ein abgeschlossener Normalteiler in G, so operiert G=N

stetig auf dem FixmodulA

N

. Einem Element x 2 C

q

(G=N;A

N

) k

�

onnen wir ein

x

0

= inf

G

N

x 2 C

q

(G;A) zuordnen, indemwir x

0

(�

1

; : : : ; �

n

) = x(�

1

N; : : : ; �

n

N)
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setzen. Weil dabei Cor

�

ander auf Cor

�

ander

�

ubergehen, induziert dies einen Ho-

momorphismus inf

G

N

: H

q

(G=N;A

N

) �! H

q

(G;A), die In
ation.

Restriktion und In
ation sind Beispiele f

�

ur eine Konstruktion von Homomor-

phismen zwischen Kohomologiegruppen, die im n

�

achsten Abschnitt genauer

untersucht wird.

Kompatible Homomorphismen

Ist f : A �! B ein G-Homomorphismus diskreter G-Moduln, so wird da-

durch ein Homomorphismus f

�

: H

q

(G;A) �! H

q

(G;B) induziert: das folgt

bereits aus entsprechenden funktoriellen Eigenschaften des Schlangenlemmas

und der Tatsache, da� wir die Kohomologiegruppen mit diesem konstruiert ha-

ben. Dies l

�

a�t sich nun wie folgt verallgemeinern: sind G und G

0

pro-endliche

Gruppen, welche auf den diskreten Moduln A bzw. A

0

stetig operieren, und

sind ein stetiger Homomorphismus g : G �! G

0

sowie ein Homomorphismus

f : A

0

�! A gegeben, so hei�en f und g kompatibel, wenn f(g(�)a

0

) = �f(a

0

)

f

�

ur alle � 2 G und alle a

0

2 A

0

gilt. Man kann die letzte Bedingung auch so

ausdr

�

ucken: macht man A

0

zu einem G-Modul via �(a

0

) = g(�)(a

0

), so soll der

Homomorphismus f ein G-Homomorphismus sein.

Ein kompatibles Paar (g; f) induziert einen Homomorphismus zwischen den

Gruppen (g; f) : K

q

(G

0

; A

0

) �! K

q

(G;A), der durch Komposition

G

q

���!

g

G

0

q

���!

x

0

A

0

���!

f

A

de�niert wird, d.h. durch (g; f)x

0

(�

1

; : : : ; �

q

) = f(x

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

q

))). Jetzt

gilt es nachzuweisen, da� (g; f) mit den Korandoperatoren kommutiert:

K

q

(G

0

; A

0

) ���!

d

q+1

K

q+1

(G

0

; A

0

)

?

?

y

(g;f)

?

?

y

(g;f)

K

q

(G;A) ���!

d

q+1

K

q+1

(G;A)

Sei dazu ein x

0

2 K

q

(G

0

; A

0

) gegeben. Dann ist

�

q+1

(g; f)x

0

(�

1

; : : : ; �

q+1

) = �

1

(g; f)x

0

(�

2

; : : : ; �

q+1

)

+

q

X

i=1

(�1)

i

(g; f)x

0

(�

1

; : : : ; �

i

�

i+1

; : : : ; �

q+1

)

+ (�1)

q+1

(g; f)x

0

(�

1

; : : : ; �

q

)

= �

1

fx

0

(g(�

2

); : : : ; g(�

q+1

))

+

q

X

i=1

(�1)

i

fx

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

i

�

i+1

); : : : ; g(�

q+1

))

+ (�1)

q+1

fx

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

q

));
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sowie andererseits

(g; f)�

q+1

x

0

(�

1

; : : : ; �

q+1

) = f�

q+1

x

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

q+1

))

= f

h

g(�

1

)x

0

(g(�

2

); : : : ; g(�

q+1

))

+

q

X

i=1

(�1)

i

x

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

i

)g(�

i+1

); : : : ; g(�

q+1

))

+ (�1)

q+1

x

0

(g(�

1

); : : : ; g(�

q

))

i

;

und wenn man beachtet, da� f und g kompatibel und Homomorphismen sind,

so sieht man, da� beide Ausdr

�

ucke

�

ubereinstimmen. Damit k

�

onnen wir (g; f)

auf die Kohomologiegruppen fortsetzen und erhalten Homomorphismen

(g; f) : H

q

(G

0

; A

0

) �! H

q

(G;A):

In der Tat induziert (g; f) einen Homomorphismus C

q

(G

0

; A

0

) �! K

q

(G;A);

wegen d

q+1

(g; f) = (g; f)d

q+1

liegt das Bild aber sogar in C

q

(G;A). Weil aus

demselben Grund Cor

�

ander in Cor

�

ander

�

ubergehen, liefert (g; f) wie behauptet

einen Homomorphismus auf den Kohomologiegruppen.

Proposition 4.2. Sind G

i

(i = 1; 2; 3) pro-endliche Gruppen, A

i

(i = 1; 2; 3)

diskrete G

i

-Moduln, und seien stetige Homomorphismen g

1

: G

1

�! G

2

, g

2

:

G

2

�! G

3

, f

1

: A

2

�! A

1

und f

2

: A

3

�! A

2

gegeben. Sind (g

1

; f

1

) und

(g

2

; f

2

) kompatibel, so auch (g

2

� g

1

; f

1

� f

2

), und es gilt (g

1

; f

1

) � (g

2

; f

2

) =

(g

2

� g

1

; f

1

� f

2

).

Die letzte Behauptung folgt direkt aus der Betrachtung der entsprechenden

Diagramme.

Beispiel 1. Sei H abgeschlossene Untergruppe von G, A ein diskreter G-

Modul, g : H �! G die Inklusion, und f = id die Identit

�

at auf A. Dann

sind g und f kompatibel wegen g(�)a = �(a) f

�

ur alle � 2 H. Der von (g; f)

induzierte Homomorphismus H

q

(G;A) �! H

q

(H;A) ist nichts anderes als die

Restriktion. Weiter folgt f

�

ur abgeschlossene Untergruppen U � V � G die

Eigenschaft

res

V

U

� res

G

V

= res

G

U

direkt aus Proposition 4.2.

Beispiel 2. SeiN ein abgeschlossener Normalteiler einer pro-endlichen Gruppe

G, g : G �! G=N die kanonische Projektion und f : A

N

�! A die Injektion.

Dann sind g und f kompatibel, und es gilt (g; f) = inf

G

N

.

Satz 4.3. Sei N ein abgeschlossener Normalteiler der pro-endlichen Grup-

pe G, und sei A ein diskreter G-Modul. Dann ist die In
ations-Restriktions-

Sequenz

0 ���! H

1

(G=N;A

N

)

inf

���! H

1

(G;A)

res

���! H

1

(N;A)
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exakt.

Beweis. Wir haben zu zeigen, da� inf injektiv ist. Sei dazu x : G=N �! A

N

ein stetiger 1-Cozykel. Wenden wir die In
ation auf x an, so haben wir das Bild

x

0

= inf x als 1-Cozykel G �! A aufzufassen via G �! G=N �! A

N

�! A.

Falls x

0

Corand ist, so gibt es ein a 2 A mit x

0

(�) = �a�a. Nun ist x

0

konstant

auf den Nebenklassen von G=N , d.h.es gilt �a � a = ��a � a f

�

ur alle � 2 N .

Dies impliziert a = �a f

�

ur alle � 2 N , also a 2 A

N

. Damit ist x(�N) = �Na�a

ein 1-Corand.

Der zweite Punkt, der zu zeigen ist, ist im inf = ker res. Wir beginnen

mit \�": ist x : G=N �! A

N

ein 1-Cozykel, so ist inf

G

N

x(�) = x(�N) und

damit res

G

N

� inf

G

N

x(�) = x(N) f

�

ur � 2 N . Da N das neutrale Element von

G=N ist und f

�

ur 1-Cozykel die Gleichung x(0) = 0 besteht, folgt in der Tat

res

G

N

� inf

G

N

= 0 und damit die Behauptung.

F

�

ur die Umkehrrichtung sei y : G �! A ein 1-Cozykel, dessen Einschr

�

ankung

auf N ein Corand ist. Dann gibt es ein a 2 A mit y(�) = �a�a. Indem wir von

y den Corand � 7�! �a� a subtrahieren, erhalten wir einen 1-Cozykel, der in

derselben Klasse wie y liegt und dessen Einschr

�

ankung aufN verschwindet. Be-

zeichnen wir diesen Cozykel wieder mit y, so zeigt y(��) = y(�)+�y(�) = y(�)

f

�

ur alle � 2 N , da� y auf den Nebenklassen von G=N konstant ist. Weiter ist

y(��) = �y(�) f

�

ur alle � 2 N und � 2 G, und wegen �� = ��

0

f

�

ur ein �

0

2 N

gilt �y(�) = y(��) = y(��

0

) = y(�), d.h. im y 2 A

N

. Also ist y die In
ation

eines 1-Cozykels G=N �! A

N

.

Man kann die Kohomologiegruppen H

q

(N;A) zu einem G-Modul machen

und zeigen, da� N dabei trivial auf H

q

(N;A) operiert; damit wird H

q

(N;A)

zu einem G=N -Modul, und es ist nicht schwer zu zeigen, da� das Bild der

Restriktion sogar in H

q

(N;A)

G=N

landet. Die In
ations-Restriktions-Sequenz

0 ���! H

1

(G=N;A

N

)

inf

���! H

1

(G;A)

res

���! H

1

(N;A)

G=N

ist dann der Anfang der Hochschild-Serre-Spektralsequenz

0 ���! H

1

(G=N;A

N

)

inf

���! H

1

(G;A)

res

���! H

1

(N;A)

G=N

tra

���! H

2

(G=N;A)

inf

���! H

2

(G;A);

wobei die Transgression tra auf direktem Weg nur ziemlich umst

�

andlich de�-

niert werden kann (sh. z.B. die fr

�

uher zitierten B

�

ucher von Koch und Poitou).

Der \richtige" Beweis benutzt Spektralsequenzen (die �ndet man z.B. in Ribet

oder Shatz).

4.3 Induzierte Moduln

Kohomologisch betrachtet sind induzierte Moduln ausgesprochen h

�

ubsche Ob-

jekte: die Tatsache, da� deren Kohomologiegruppen H

q

f

�

ur alle q � 1 tri-

vial sind, kann man dazu verwenden, die komplette Theorie auf die Gruppe
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H

0

(G;A) zur

�

uckzuf

�

uhren. Die zugrundegelegte Technik h

�

ort auf den Namen

\Dimensionsverschiebung" und ist das zentrale Hilfsmittel in Kochs Buch

�

uber

die Galoissche Theorie der p-Erweiterungen.

Sei G pro-endliche Gruppe, H eine abgeschlossene Untergruppe, und A ein

diskreter H-Modul. Wir betrachten die Menge

ind

G

H

(A) = ff : G �! A stetig; und f(hg) = h � f(g) f

�

ur alle h 2 Hg:

Diese ist in o�ensichtlicher Weise eine additive Gruppe.

Jetzt de�nieren wir (�f)(�) = f(��) f

�

ur � 2 G. Dies de�niert zuerst einmal

eine Operation von G auf ind

G

H

(A): dazu ist zu zeigen, da� (��)f = �(�f) f

�

ur

�; � 2 G gilt. Nun ist aber [(��)f ](�) = f(���), sowie [�(�f)](�) = (�f)(��) =

f(���).

Mit f ist nat

�

urlich auch �f stetig, und wir behaupten, da� B = ind

G

H

(A)

dadurch zu einem diskreten G-Modul wird. Dazu m

�

ussen wir zeigen, da� es

zu jedem f 2 B einen o�enen Normalteiler U von G gibt mit f 2 B

U

. Dazu

beachten wir, da� zu f einen Normalteiler N von G gibt, soda� f auf den

Nebenklassen von G=N konstant ist. Damit ist dann f(�) = f(��) = (�f)(�)

f

�

ur alle � 2 N , d.h. mit U = N ist f 2 B

U

.

Damit haben wir zu jeder abgeschlossenen Untergruppe H von G und je-

dem diskreten H-Modul A einen diskreten G-Modul ind

G

H

(A) konstruiert. Im

Spezialfall H = 1 (d.h. wenn A eine beliebige abelsche Gruppe ist) schreiben

wir M

G

(A) = ind

G

1

(A) und nennen M

G

(A) den induzierten Modul.

Jeder G-Modul A ist auch H-Modul, und dieser kann wie folgt als Untermo-

dul von ind

G

H

(A) aufgefa�t werden: die Abbildung A �! ind

G

H

(A) : a 7�! f

a

mit f

a

(�) = �(a) f

�

ur � 2 G (dazu mu� A ein G-Modul sein) ist n

�

amlich o�en-

sichtlich injektiv, es ist f

a

(��) = �(f

a

(�)) f

�

ur alle � 2 H, und es gilt f

�a

= �f

a

f

�

ur alle � 2 G: in der Tat ist f

�a

(�) = ��(a), sowie �f

a

(�) = f

a

(��) = ��(a).

Damit haben wir insbesondere f

�

ur jeden diskreten G-Modul A eine exakte

Sequenz

0 ���! A ���! M

G

(A) ���! C ���! 0;

wo C den Quotientenmodul M

G

(A)=A bezeichnet.

Induzierte Moduln haben triviale Kohomologie

Sei G pro-endlich, A eine abelsche Gruppe, und B = ind

G

1

(A) der induzierte

G-Modul. Wir wollen zeigen, da� H

q

(G;B) = 0 f

�

ur alle q � 1 gilt (o�enbar ist

H

0

(G;B) = (ind

G

1

(B))

G

' A, wobei A als trivialer G-Modul aufzufassen ist:

man stellt n

�

amlich sofort fest, da� (ind

G

1

(B))

G

nur aus den konstanten Funk-

tionen besteht, und diese k

�

onnen wie

�

ublich mit ihren Bildern identi�ziert

werden). Dazu betrachten wir Abb

c

(G

n

; B), also die Gruppe der stetigen Ab-

bildungen G

n

�! B, und stellen fest, da� wir Abb

c

(G

q

; B) mit Abb

c

(G

q+1

; A)

identi�zieren k

�

onnen: dazu fassen wir ein stetiges

� : G

q

�! B = Abb (G;A) : (x

1

; : : : ; x

q

) 7�!  
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als stetige Abbildung

� : G

q+1

�! A : (x

1

; : : : ; x

q

jx) 7�!  (x)

auf: die letzte Koordinate von G

q+1

gibt also an, an welcher Stelle  , das

Bild der ersten q Koordinaten, ausgewertet werden soll. Dies erlaubt uns, die

Gruppe der q-Koketten als

K

q

(G;B) = f� : G

q+1

�! A stetigg

aufzufassen.

Jetzt de�nieren wir f

�

ur jedes � 2 G einen Homomorphismus

s

q

(�) :K

q

(G;B) �! K

q�1

(G;B) :

[s

q

(�)�](x

1

; : : : ; x

q�1

jx) = �(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

q�1

j�):

Damit gilt dann

@

q

s

q

(�)� + s

q+1

(�)@

q+1

� = �:

Hier ist das entsprechende Diagramm:

K

q

(G;B)

s

q

(�)

���! K

q�1

(G;B)

?

?

y

@

q+1

?

?

y

@

q

K

q+1

(G;B)

s

q+1

(�)

����! K

q

(G;B)

Behauptet ist also: geht man in beiden Richtungen von links oben nach rechts

unten und addiert die Ergebnisse auf, so erh

�

alt man das Ausgangselement

zur

�

uck.

Wir �nden nun in der Tat

[@

q

s

q

(�)�](x

1

; : : : ; x

q

jx) = x

1

s

q

(�)�(x

2

; : : : ; x

q

jx)

+

q�1

X

i=1

(�1)

i

s

q

(�)�(x

1

; : : : ; x

i

x

i+1

; : : : ; x

q

jx)

+ (�1)

q

s

q

(�)�(x

1

; : : : ; x

q�1

jx);

beachtet man, auf welche Art wir M

G

(A) zu einem G-Modul gemacht haben,

so folgt x

1

s

q

(�)�(x

2

; : : : ; x

q

jx) = s

q

(�)�(x

2

; : : : ; x

q

jxx

1

), also weiter

[@

q

s

q

(�)�](x

1

; : : : ; x

q

jx) = �(�

�1

xx

1

; x

2

; : : : ; x

q

j�)

+

q�1

X

i=1

(�1)

i

�(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

i

x

i+1

; : : : ; x

q

j�)

+ (�1)

q

�(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

q�1

j�);
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sowie andererseits

s

q+1

(�)@

q+1

�(x

1

; : : : ; x

q

jx) = @

q+1

�(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

q

j�)

= �

�1

x�(x

1

; : : : ; x

q

j�)� �(�

�1

xx

1

; x

2

; : : : ; x

q

j�)

+

q�1

X

i=1

(�1)

i+1

�(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

i

x

i+1

; : : : ; x

q

j�)

+ (�1)

q+1

�(�

�1

x; x

1

; : : : ; x

q�1

j�):

Addieren liefert unter der Beachtung der Operation von G auf B

[@

q

s

q

(�)� + s

q+1

(�)@

q+1

�](x

1

; : : : ; x

q

jx) = �

�1

x�(x

1

; : : : ; x

q

j�)

= �(x

1

; : : : ; x

q

jx):

Jetzt bekommen wir

Satz 4.4. F

�

ur alle q � 1 ist H

q

(G;M

G

(A)) = 0.

Beweis. Sei y 2 K

q

(G;M

G

(A)) ein q-Kozykel, also @

q+1

y = 0. Wir haben zu

zeigen, da� y bereits ein q-Korand ist, also ein x 2 K

q�1

(G;M

G

(A)) existiert

mit y = @

q

x. Wegen � = @

q

s

q

(�)� + s

q+1

(�)@

q+1

� = @

q

s

q

(�)� f

�

ur irgendein

� 2 G ist dies aber klar.

Dieses Ergebnis ist

�

ubrigens ist ein Spezialfall von

Satz 4.5 (Lemma von Shapiro). Ist H eine abgeschlossene Untergruppe der

pro-endlichen Gruppe G und A ein diskreter G-Modul, dann gilt f

�

ur alle q � 0

H

q

(G; ind

G

H

(A)) ' H

q

(H;A):

Der Beweis beruht auf Dimensionsverschiebung (sh. Koch, Kap. 3).

Funktorialit

�

aten

In diesem Abschnitt wird gezeigt, da� ind

G

H

ein exakter Funktor aus der Kate-

gorie der diskreten H-Moduln in die der diskreten G-Moduln ist, und da� mit

(I; G

i

; A

i

) auch (I; G

i

;M

G

i

(A

i

)) ein induktives System ist. Diese Ergebnisse

werden im folgenden nicht ben

�

otigt.

Die Konstruktion der induzierten Moduln ist (selbstverst

�

andlich) funktori-

ell: sind A;B 2 Mod (H), und ist f : A �! B ein H-Homomorphismus, so

induziert f einen Homomorphismus f

�

: ind

G

H

(A) �! ind

G

H

(B), welcher ein

� 2 ind

G

H

(A) auf das Element f � � 2 ind

G

H

(B) abbildet. Damit wird ind

G

H

zu einem exakten Funktor der Kategorie der diskreten H-Moduln in die der

diskreten G-Moduln:

Proposition 4.6. Sei G pro-endlich, H � G eine abgeschlossene Untergruppe

von G, weiter A;B;C 2 Mod (G). Ist die Sequenz

0 ���! A

i

���! B

j

���! C ���! 0
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exakt, dann auch

0 ���! ind

G

H

(A)

i

�

���! ind

G

H

(B)

j

�

���! ind

G

H

(C) ���! 0:

Beweis. Sei � 2 ind

G

H

(A) und i(�) = 0. Da i injektiv ist, mu� � = 0 sein. Also

ist i

�

injektiv.

Ist � 2 ind

G

H

(A), so gilt j � i � � = 0, folglich j

�

� i

�

= 0. Ist umgekehrt

 2 ind

G

H

(B) und j �  = 0, so existiert zu jedem � 2 G ein a 2 A mit

 (�) = i(a). De�niere eine Abbildung � : G �! A durch �(�) = a; wegen der

Injektivit

�

at von i ist � wohlde�niert. Weiter ist � 2 ind

G

H

(A), da erstens wegen

 (hg) = h (g) = hi(a) = i(ha) sicher �(hg) = h�(g) ist, und da zweitens �

stetig ist, weil i � � =  stetig ist. Dies zeigt Exaktheit an der Stelle ind

G

H

(B).

Schlie�lich ist noch die Surjektivit

�

at von j

�

zu beweisen. Sei dazu  2

ind

G

H

(C); da  f

�

ur einen geeigneten o�enen Normalteiler N auf Nebenklas-

sen gN konstant ist, nimmt  nur endlich viele Werte an, sagen wir  (G) =

fc

1

; : : : ; c

n

g. Zu jedem c

i

k

�

onnen wir ein b

i

2 B �nden mit j(b

i

) = c

i

. F

�

ur

jedes i betrachten wir nun die Untergruppe V

i

= fh 2 H : hb

i

= b

i

g von H; als

Stabilisator von b

i

ist V

i

o�en in H und es gibt somit einen o�enen Normal-

teiler U

1

von G mit U

1

\H � V

i

f

�

ur die endlich vielen i. Wegen der Stetigkeit

von  gibt es einen zweiten o�enen Normalteiler U

2

von G mit f(gU

2

) = f(g).

Sei nun U = U

1

\ U

2

: dann ist mit (G : U) erst recht t = (G : HU) endlich.

Seien g

1

; : : : ; g

t

Vertreter der Nebenklassen von G=HU . Zu jedem g

i

w

�

ahlen

wir aus der Menge fb

1

; : : : ; b

n

g ein �

i

aus mit f(�

i

) = f(g

i

) und de�nieren

eine Abbildung � : G �! B, indem wir g = hug

i

schreiben und �(g) = h�

i

setzen. Dann ist � wohlde�niert und stetig: ist n

�

amlich u 2 U und g 2 G,

so ist �(ug) = �(g), also � konstant auf Nebenklassen von G=U . Weiter

ist noch �(hg) = h�(g) f

�

ur h 2 H und g 2 G: mit g = h

0

ug

i

ist n

�

amlich

�(hg) = �(hh

0

ug

i

) = hh

0

�

i

= h�(g). Schlie�lich gilt nat

�

urlich auch f � � =  ,

und wir haben fertig.

Sind U � H abgeschlossene Untergruppen einer pro-endlichen Gruppe G

und ist A ein diskreter U -Modul, so

�

uberzeugt man sich auch leicht davon,

da� ind

G

H

� ind

H

U

= ind

G

U

gilt.

4.4 Direkte Limites von Kohomologiegruppen

Wir beginnen mit einer Erinnerung an direkte Systeme: ist I gerichtete Men-

ge, sind A

i

abelsche Gruppen, und sind Homomorphismen �

ji

: A

i

�! A

j

gegeben, so hei�t (I;�; fA

i

g; �

ji

) ein direktes System, wenn �

ii

= id und

�

ji

� �

kj

= �

ki

ist f

�

ur alle i; j; k 2 I mit i � j � k. Sei A die disjunkte Vereini-

gung der A

i

und a; b 2 A; dann setzen wir a � b, falls a 2 A

i

, b 2 A

j

und es

ein k 2 I gibt mit �

ki

a = �

kj

b. Die Menge der

�

Aquivalenzklassen A= � nennt

man den direkten Limes und schreibt A= �= lim

�!

A

i

. Diesem Objekt kann man
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eine Gruppenstruktur verpassen: sind a und b die Klassen von a

i

und b

j

, so

soll a + b die

�

Aquivalenzklasse von �

ki

a

i

+ �

kj

b

j

sein. Das ganze ist, wie man

leicht sieht, wohlde�niert.

Sei I eine gerichtete Indexmenge, (fG

i

g; �

ji

) ein projektives System endlicher

Gruppen, (fA

i

g; �

ji

) ein direktes System abelscher Gruppen, wobei jedes A

i

ein G

i

-Modul sein soll. Au�erdem sollen �

ji

: G

j

�! G

i

und �

ji

: A

i

�! A

j

kompatibel sein. Mit G = lim

 �

G

i

und A = lim

�!

A

i

kann man A so zu einem

G-Modul machen, da� die kanonischen Abbildungen A

i

�! A und G �! G

i

kompatibel sind: ist n

�

amlich g = (g

i

) 2 G und a 2 A, wobei a das Bild von

a

i

2 A

i

ist, so mu� man ga als das Bild von g

i

a

i

de�nieren und nachrechnen,

da� dies wohlde�niert ist und die kanonischen Homomorphismen �

i

: A

i

�! A

und �

i

: G �! G

i

kompatibel sind.

Sind nun weiter alle A

i

diskrete G

i

-Moduln, so ist A ein diskreter G-Modul:

zu zeigen ist, da� die Abbildung G � fag �! A : (�; a) 7�! �(a) stetig ist.

Mit a = a

i

f

�

ur ein a

i

2 A

i

ist aber �(a) = �

j

(�)(a

i

), und die Operation von

G

i

auf A

i

sowie die anschlie�ende Einbettung �

i

: A

i

�! A sind stetig.

Wir nennen nun (I; [G

i

; A

i

]; (�

ji

; �

ji

)) ein induktives System, wenn (I; G

i

; �

ji

)

projektives System (pro-) endlicher Gruppen, (I; A

i

; �

ji

) direktes System dis-

kreter G

i

-Moduln, und die auftretenden Abbildungen vertr

�

aglich sind. Im Spe-

zialfall G

i

= 1 erh

�

alt man direkte Systeme abelscher Gruppen.

Proposition 4.7. Sind (A

i

; �

ji

) und (B

i

; �

ji

) direkte Systeme abelscher Grup-

pen und sind die �

i

: A

i

�! B

i

vertr

�

agliche Homomorphismen, dann induzie-

ren diese einen Homomorphismus � : lim

�!

A

i

�! lim

�!

B

i

. Sind alle �

i

injektiv

(surjektiv), dann gilt dies auch f

�

ur �; dar

�

uberhinaus ist lim

�!

ein exakter Funktor

in der Kategorie der direkten Systeme abelscher Gruppen.

Beweis. Sei a 2 A = lim

�!

A

i

und a = a

i

mit a

i

2 A

i

. Dann de�nieren wir

�(a) = �

i

(�

i

(a

i

)), wo �

i

: B

i

�! A wie

�

ublich erkl

�

art ist. Ist a

j

2 A

j

ein

anderer Repr

�

asentant der Klasse a, so gibt es ein k � i; j mit �

ki

a

i

= �

kj

a

j

;

wegen der Vertr

�

aglichkeit der �

ji

, d.h. der Kommutativit

�

at des Diagramms

A

i

�

ki

���! A

k

�

i

?

?

y

�

k

?

?

y

B

i

�

ki

���! B

k

;

gilt �

k

(a

k

) = �

k

�

ki

(a

i

) = �

ki

�

i

(a

i

), und aus demselben Grund �

k

(a

k

) =

�

kj

�

j

(a

j

). Also ist � : A �! B wohlde�nierter Homomorphismus.

Sind nun alle �

i

injektiv und gilt �(a) = 0 f

�

ur ein a = a

i

2 A, so folgt

�

i

(a

i

) = 0 und damit a

i

= 0. Also ist auch � injektiv.

Sind dagegen alle �

i

surjektiv und ist b = b

i

2 B gegeben, so w

�

ahlen wir ein

a

i

2 A

i

mit �

i

(a

i

) = b

i

; dann ist aber �(a

i

) = b.
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Sind schlie�lich f

�

ur jeden Index i exakte Sequenzen

0 ���! A

i

�

i

���! B

i

�

i

���! C

i

���! 0

gegeben und die �

i

und �

i

mit den �

ji

, �

ji

und �

ji

vertr

�

aglich, die zu den

direkten Systemen der A

i

, B

i

und C

i

geh

�

oren, so ist auch

0 ���! lim

�!

A

i

�

���! lim

�!

B

i

�

���! lim

�!

C

i

���! 0

exakt: zu zeigen ist nur noch, da� im � = ker � ist. Dies folgt aber mit dem

bereits Bewiesenen aus im �

i

' ker �

i

und der Tatsache, da� auch die im �

i

und ker �

i

auf nat

�

urliche Art und Weise direkte Systeme bilden.

Korollar 4.8. Seien (I; [G

i

; A

i

]), (I; [G

i

; B

i

]) und (I; [G

i

; C

i

]) induktive Syste-

me und die Sequenz

0 ���! A

i

���! B

i

���! C

i

���! 0

von G

i

-Moduln f

�

ur jedes i exakt. Dann ist auch

0 ���! lim

�!

A

i

���! lim

�!

B

i

���! lim

�!

C

i

���! 0

exakte Sequenz von G-Moduln.

Beweis. Man hat nur noch die Operation von G auf den direkten Limites zu

installieren.

Schlie�lich brauchen wir noch folgendes Lemma, um eine kleine L

�

ucke in

Kochs Beweis zu schlie�en:

Lemma 4.9. Ist (I; [G

i

; A

i

]) ein induktives System, dann ist auch das System

(I; [G

i

;M

G

i

(A

i

)]) induktiv, und mit G = lim

 �

G

i

und A = lim

�!

A

i

gilt M

G

(A) =

lim

�!

M

G

i

(A

i

).

Beweis. Sei f

i

2M

G

i

(A

i

); dann setzen wir f = �

i

� f

i

� �

i

, d.h. wir de�nieren

eine Abbildung G �! A durch Komposition der kanonischen Abbildungen

G �! G

i

�! A

i

�! A. Mit f

i

ist auch f stetig, insbesondere also Element

von M

G

(A).

Der dadurch de�nierte Homomorphismus 	

i

: M

G

i

(A

i

) �! M

G

(A) indu-

ziert einen Homomorphismus  : lim

�!

M

G

i

(A

i

) �! M

G

(A), und dieser ist in-

jektiv: aus f(�) = 0 mit � = (: : : ; �

i

; : : : ) und �

i

2 G

i

folgt f

i

(�

i

) � 0; also

gibt es einen Index j � i mit �

ji

f

i

(�

i

) = 0. Kompatibilit

�

at der �

ji

mit den �

ji

zeigt, da� f

j

(�

j

) = 0 ist.

Zu zeigen ist noch, da�  surjektiv ist. Dazu sei ein f : G �! A aus M

G

(A)

gegeben; wir haben dann eine Abbildung f

k

: G

k

�! A

k

zu konstruieren

mit 	

k

(f

k

) = f . Da es nur endlich viele Bilder unter f gibt, existiert ein
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Index k, soda� im f � �

k

(A

k

) ist. Weiter gibt es einen o�enen Normalteiler

N derart, da� f auf den Nebenklassen von G=N konstant ist; indem wir N

notfalls verkleinern, k

�

onnen wir annehmen, da� G

k

homomorphes Bild von

G=N ist. Da f

�

uber G

k

faktorisiert und die Bilder in �

k

(A

k

) liegen, k

�

onnen

wir durch f

k

(�

k

) = a

k

, wo f(�) = a

k

war, eine stetige (wegen der Endlichkeit

des Bilds) Abbildung f

k

: G

k

�! A

k

gewinnen.

Unter den oben gemachten Voraussetzungen

�

uber das System (I; [G

i

; A

i

])

bildet auch (H

q

(G

i

; A

i

); �

ji

) ein direktes System, wobei wir �

ji

= (�

ji

; �

ji

)

gesetzt haben. Damit gilt:

Satz 4.10. Ist G = lim

 �

G

i

projektiver Limes pro-endlicher Gruppen A =

lim

�!

A

i

direkter Limes diskreter G

i

-Moduln, und sind die dazugeh

�

origen Ab-

bildungen �

ji

und �

ji

kompatibel, so wird A ein diskreter G-Modul, und es ist

H

q

(G;A) = lim

�!

H

q

(G

i

; A

i

) f

�

ur jedes q � 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz per Dimensionsverschiebung mit Induktion.

F

�

ur q = 0 ist zu zeigen, da� lim

�!

A

G

i

i

= A

G

gilt. Ist a

i

2 A

G

i

i

, weiter � =

(: : : �

i

; : : : ) 2 G und gilt �

i

a

i

= a

i

, dann folgt sofort �a = a.

Die Umkehrrichtung ist etwas schwieriger, weil der naive Zugang scheitert:

aus a = a

i

2 A

G

folgt erst einmal nur, da� �

i

a

i

� a

i

gilt. Dies impliziert

aber die Existenz eines k � i mit �

ki

�

i

a

i

= �

ki

a

i

. Wegen �

i

= �

ki

�

k

bedeutet

dies �

ki

a

i

= �

ki

�

ki

�

k

a

i

, und aus der Kompatibilit

�

at von � mit � folgt dann

�

ki

a

i

= �

k

�

ki

a

i

. Dies hei�t nun aber nicht, da� a

k

:= �

ki

a

i

in A

G

k

K

liegt: unser

Index k h

�

angt ja von �

i

ab. Um f

�

ur alle �

i

2 G

i

einen Index k zu �nden, der

es tut, mu� man die Tatsache benutzen, da� die A

i

diskrete G

i

-Moduln sind.

In der Tat, sind beispielsweise alle G

i

endlich, so ist es kein Problem, aus den

endlich vielen Indizes k, die zu den �

i

geh

�

oren, einen Index j zu �nden, der

f

�

ur alle �

i

gut ist. Der allgemeine Fall geht so: da A

i

diskreter G

i

-Modul ist,

hat a

i

nur endlich viele Bilder unter der Operation von G

i

; diese endlich vielen

Bilder kommen von endlich vielen �

i

, und zu diesen endlich vielen �ndet man

wie oben einen globalen Index k mit den gew

�

unschten Eigenschaften.

Sei die Behauptung nun f

�

ur ein q � 0 bewiesen. Aus der Existenz des fol-

genden kommutativen Diagramms mit exakten Zeilen

0 ���! A

i

���! M

G

i

(A

i

) ���! C

i

���! 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

0 ���! A

j

���! M

G

j

(A

j

) ���! C

j

���! 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

0 ���! A ���! M

G

(A) ���! C ���! 0:

erhalten wir (unter Ber

�

ucksichtigung von Lemma 4.9 und der Tatsache, da�

der direkte Limes ein exakter Funktor in der Kategorie der abelschen Gruppen
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ist, das exakte kommutative Diagramm

lim

�!

H

q

(G

i

;M

G

i

(A

i

)) ���! lim

�!

H

q

(G

i

; C

i

) ���! lim

�!

H

q+1

(G

i

; A

i

)) ���! 0

?

?

y

?

?

y

?

?

y

H

q

(G;M

G

(A)) ���! H

q

(G;C) ���! H

q+1

(G;A) ���! 0;

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Abbildungen in den beiden linken Spal-

ten Isomorphismen; f

�

ugt man an das Diagramm rechts noch eine Spalte Nullen

an, so folgt aus dem F

�

unferlemma, da� auch lim

�!

H

q+1

(G

i

; A

i

)) �! H

q+1

(G;A)

ein Isomorphismus ist (f

�

ur q � 1 ist das Argument noch einfacher, weil die

linke Spalte dann verschwindet).
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