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2 0 EINLEITUNG

0 Einleitung

Die Theorie der nicht-kommutativen L”-Riume — dem Analogon zu den Le-
besgue-L”-Riumen mit einer nicht-kommutativen von Neumann-Algebra in der
Rolle des L* - wurde zuerst von J. Dixmier fiir halbendliche von Neumann-
Algebren entwickelt ([Di]). U. Haagerup definierte L”-Riume ausgehend von
nicht notwendig halbendlichen von Neumann-Algebren ([Ha]). M. Hilsum stellte
diese Raume als Raume von (i. a. unbeschrinkten) Operatoren auf dem Hilbert-
raum dar, auf welchem die von Neumann-Algebra operiert ([Hi]). H. Kosaki
ging das Problem anders an. Wenn ¢ ein treues normales Gewicht auf einer
von Neumann-Algebra A ist, kann man A injektiv nach A,, dem Pridual von
A, durch A — A - ¢ abbilden. Damit ist die komplexe Interpolationsmethode
anwendbar. Kosaki zeigte, daf8 die zugehérigen Interpolationsrdume alle Eigen-
schaften haben, die man normalerweise von LP-Riumen erwartet und daf sie
isomorph zu Haagerups L”-R&iumen sind ([Ko]).

(Nach M. Terp in der Einleitung von [Te].)

Ziel dieser Arbeit ist, die p-Norm beziiglich eines halbendlichen treuen nor-
malen Gewichtes auf der von Neumann-Algebra aller beschriankten linearen Ope-
ratoren auf einem endlich-dimensionalen Hilbertraum iiber € zu berechnen, wie
sie in [L2] definiert ist.

Ein endlich-dimensionaler Hilbertraum iiber € ist isometrisch isomorph zu
@™. Die linearen Operatoren hierauf sind beschrankt und werden mit den n x n-
Matrizen M, (') identifiziert.

Die Integration beziiglich einer halbendlichen treuen normalen Spur 7 wird
vorgestellt, der Arbeit von M. Leinert [L1] folgend. Auf den n x n-Matrizen
existiert (bis auf Vielfache) genau eine solche Spur. Der L” beziiglich dieser
Spur ist (als Menge) gleich M, (€'). Die p-Norm von A € M,,(C) berechnet sich
wie folgt:

1Al = T(JAP)?.

J. Bergh/J. Lofstrom zeigen in [BL], dafl ein Lebesgue-L”-Raum ein Interpola-
tionsraum von L' und L* ist. In [L1] zeigt M. Leinert, da die analoge Aussage
Hir den Bpur-L” mit I* = A4 gili.

[L2] behandelt die Integration beziiglich eines Gewichtes ¢ auf einer von
Neumann-Algebra A. Die Abschwachung der Bedingungen an ¢ (Gewicht statt
Spur) macht einen ,Umweg* erforderlich: Die 1-Norm wird von einem isometri-
schen Isomorphismus zu A, transportiert, und L” wird als Interpolationsraum
von L' und L™ definiert, so daB bei einer Spur beide Vorgehensweisen ([L1] und
[L2]) zum selben Ergebnis fiihren.

Sei T die Spur auf M, (€') =: A. Auf A14Bt sich jedes halbendliche Gewicht ¢
darstellen durch p(A) = 7(AT,) VA € A mit einem positiven Operator T,, € A.
Diese Darstellung ermoglicht, die p-Norm beziiglich ¢ auf die p-Norm beziiglich
7 zurlickzufiihren. Da diese in expliziter Form bekannt ist, ergibt sich eine
explizite Darstellung der gesuchten Norm. Der Operator T, spielt hierbei eine



wesentliche Rolle.

Es stellt sich heraus, dafl T, die raumliche Ableitung von ¢ beziiglich eines
treuen halbendlichen normalen Gewichtes auf der Kommutante von A (im Sinne
von [Co]) ist. Die p-Norm kann unabhingig von 7, mit Termen, die nur von ¢
und der raumlichen Ableitung abhingen, dargestellt werden. Dies ist erstre-
benswert, da — im Gegensatz zu einer Spur — eine raumliche Ableitung eines
halbendlichen normalen Gewichtes auf einer beliebigen von Neumann-Algebra
stets existiert und daher eine Verallgemeinerung des Ergebnisses in der von 7
unabhangigen Form maoglich scheint.

An dieser Stelle mochte ich Professor Leinert fiir die hervorragende Betreu-
ung und das stets vorhandene Interesse an dieser Arbeit danken. Fiur die Hilfe
bei der Fehlerkorrektur danke ich Alvar Wenzel und meiner Schwester Doris.
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1 Grundlagen

Sei ‘H im folgenden ein komplexer Hilbertraum, d. h. ein Vektorraum iiber
mit einem Skalarprodukt (-,-), der mit der Norm ||z||» = (z,2)? fir z € H
vollstandig (also ein Banachraum) ist. Sei B(H) der C'-Vektorraum aller be-
schrankten linearen Operatoren A : H — H. B(H) mit der Hintereinander-
ausfithrung als Multiplikation und der Norm

A,
d A8l |Az|n, A€ B(H)

|All =
o;ea:EH Nellae - o s

bildet eine normierte Algebra tiber €.
B(H) ist nicht kommutativ, falls dim™ > 1.

1.1 Von Neumann-Algebren

Definition 1.1.1 Sei A ein Banachraum iiber €. Falls A eine Algebra tiber
@' ist, deren Multiplikation

IAB| < [lAlliBl  vA,BeA

erfiillt, heift A Banachalgebra.
A heiit involutive Banachalgebra, wenn es zusatzlich eine Abbildung (Involu-
tion) A — A* gibt, mit den Eigenschaften

(4) (A) =

(21) (A+B) A*+B*
(22) (ad)* = aAs,

(fo) (AB) = B Ar,

(v) 4% = |lA4]
VA,Be A,a € (.

Falls auflerdem
(ve)  [|A*A] = || Afl[|A*||
VA € A, so heiBt A C*-Algebra.

Defintion 1.1.2 Sei M C B(H) eine Menge. M’ bezeichne die Menge aller
Operatoren aus B(H), die mit jedem Operator aus M kommutieren. M’ heifit
Kommutante von M.

Definition 1.1.83 Eine Unteralgebra A von B(H) heiit *- Unteralgebra, wenn
Ac A= A" € A,

wobei A* den zu A adjungierten Operator bezeichnet, der definiert ist durch

CAT, 3 = (2, Aoy e i
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Definition 1.1.4 Eine *-Unteralgebra A von B(H), die gleich ihrer Bikom-
mutante ist, d. h.

A= (A,
heifit von Neumann-Algebra auf H.

Eine von Neumann-Algebra A ist insbesondere eine C*-Algebra, denn fiir belie-

bige A, B € A gilt

||AB||= sup U*AB—;C”: sup HA(B.r)H | Bz||
soapollly  cmozaslBell <lal

< llAlliBll; (1)

dabei sei B # 0. Fiir B = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiilllt. A — A*

ist eine Involution und

Cauchy-
Schwarz
(A, Add . = (A de.doh Sosirolhdidnl izl
< A Al

zeigt, dafB | A*||||A]] = ||A||> < ||A*A||. Aus (1) folgt die umgekehrte Unglei-
chung.

Beispiele fiir von Neumann-Algebren sind B(H) selbst und B(H)', das Zen-
trum von B(H). Die Kommutante einer *-invarianten Teilmenge M von B(H)
ist ebenfalls eine von Neumann-Algebra, da stets M’ = M.

1.2 Das Priadual einer von Neumann-Algebra

Definition 1.2.1 Die schwache Topologie auf einer von Neumann-Algebra A
ist die grobste Topologie, beziiglich derer alle Abbildungen

fey 1A =€ fey(A) = (Az,y) (2)

fiir z,y € H stetig sind. Die ultraschwache Topologie auf A ist die grobste
Topologie, beziiglich derer alle Abbildungen

A= (A ;) 3)

o0 00
stetig sind Vz;,y; € H mit > ||z;|%, X ||ly;lI* < oo.
p=1 1=1

J:

Die (ultra-)schwache Topologie auf B(H) induziert die (ultra-)schwache To-
pologie auf der von Neumann-Algebra 4. A ist in B(H) (ultra-)schwach abge-
schlossen und damit auch abgeschlossen in der Norm-Topologie, denn sei B € A’
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und {Ax}xen, A) € A ein Netz, das schwach gegen A € B(H) konvergiert, dann
gilt
(BAxz,y) = (Az, B"y)
— (Az, B*y) = (BAz,y).

B und A, kommutieren VA € A.

= (BAxz,y) = (A\Bz,y) — (ABaz,y)
=, {ABz .y} =(BAw) Yo,y €W
=i = A B BAalso 4:€ 4" = A.

Die Normtopologie ist feiner als die (ultra-)schwache, da (2) und (3) stetig in
der Norm sind.

Definition 1.2.2 Das Prddual eines ultra-schwach abgeschlossenen Teilraumes
M von B(H) ist der Raum aller ultra-schwach stetigen linearen Funktionale auf
M und wird mit M, bezeichnet. Die Elemente von M, heiflen auch normale
Funktionale.

Proposition 1.2.3 Sei M C B(H) ultra-schwach abgeschlossen und ¢ ein
lineares Funktional auf M. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) ¢ st ultra-schwach stetig
i o0 j o0 : o0
W Sl ot Zl 1%, Z} [ly5]1* < o0
i= = j=

Wa, ,(A) = (Azj,y;).

Beweis: Siehe [Ta], chapter II, theorem 2.6.

Ein ultra-schwach stetiges Funktional ¢ ist insbesondere stetig in der Norm-
topologie. Folglich ist M, ein normierter Vektorraum mit der iiblichen Funk-
tionalnorm

E |p(A)]
lell = sup

sy P €M
ozaem ||A]

Der ultra-schwach abgeschlossene Teilraum M C B(H) 1a8t sich mit dem topo-
logischen Dualraum von M, identifizieren, vermoge der Abbildung

Aoty fas falp) = (A)

fir A € M, ¢ € M,, daher die Bezeichnung ,,Pradual“.
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1.3 Der Funktionenkalkiil

Der Funktionenkalkiil liefert eine Verallgemeinerung der komplexwertigen Funk-
tionen auf einer Teilmenge der komplexen Zahlen. Deren Definitionsbereich kann
unter gewissen Voraussetzungen auf C'*-Algebren erweitert werden. Hierbei wird
jedoch meist nicht die Verdnderung einer festen Funktion in Abhangigkeit ihrer
Variablen betrachtet, sondern die Veranderung der Funktionswerte bei festem
Argument in Abhangigkeit der sich verandernden Funktionen.

Definition 1.3.1 Sei A eine Algebra mit / (neutrales Element der Multipli-
kation). Fiir ein A € A heifit

o(A) = {X € €| (A — )) ist nicht invertierbar in A}!
das Spektrum von A in A.

Falls A eine Banachalgebra ist, so ist das Spektrum jedes Elementes kompakt

indl’*

Definition 1.3.2 Sei A eine involutive Banachalgebra. A € A heifit selbstad-
Jungiert oder hermitesch, falls A = A*, normal, falls A*A = AA*, unitdr, falls A
eine Eins I besitzt und A*A = AA* = 1. Die Menge der hermiteschen Elemente
von A wird mit A, bezeichnet. A heifit Projektion, wenn A € A, und A% = A.

Proposition 1.3.3 Sei A eine C*-Algebra mit I und A € Aj,. Dann gilt
o(A) C IR, und folgende Aussagen sind dquivalent:

(t)  o(A) C[0,00),

(2) A=B*B firein BE A,
(¢i8) (A=C?% fiireinC € Ayp.

In diesem Fall heifit A positiv.
Beweis: Siehe [Ta], chapter 1, proposition 4.3 und theorem 6.1.
Satz 1.3.4 Sei A eine C*-Algebra mit I und A € A selbstadjungiert. Sei

C(o(A)) die Menge der stetigen komplezwertigen Funktionen auf o(A). Es gibt
eine eindeutig besttmmte Abbildung

Clo(A) —» A
i = A

1Hierbei wird A € € identifiziert mit AI € A, d. h. € wird eingebettet in A durch Multipli-
kation mit der Eins der Algebra.
2Siehe [Ta], chapter I, proposition 2.3.
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mit folgenden Eigenschaften:
(2) f(A)—a0]+EaJA Falis ey E SN ENARIEOpIRAU Y,

Jesib
ein Polynom auf o(A) ist,

@) A =Ml = sup |f(2)],

z€a(A)

(
(122)  (af + bg)(A) = af(A) + bg(A),
()  fg(A) = f(A)g(A),

(v)  f(A) = (f(A)", wobei f durch f(z) = f(z) definiert sei,
(vi) f(A
(vite) f(A)B = Bf(A), wenn B € A und AB = BA,
( a(f(A) ={f(A) | A € o(A)}

fir a,be @, f,g € C(a(A)).
Beweis: Siehe [Ta], chapter I, definition 4.7.

) ist normal,

Korollar 1.3.5 Mit den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt:
Zu f € C(o(A)) gibt es eine Folge von Polynomen p,, so daf8

NIREAES AN — 07 5 5 Bol:

Beweis: Nach Proposition 1.3.3 gilt, dal o(A) eine kompakte Teilmenge der
reellen Zahlen ist. Der Satz von Stone-Weierstrafi? besagt, daf sich jede stetige
komplexwertige Funktion f auf einer kompakten Teilmenge von IR gleichmiBig,
also in der co-Norm durch Polynome p,, approximieren 1d8t (betrachte Real- und
Imaginarteil getrennt). Aus Satz 1.3.4 (4¢) folgt

Ipa(4) = F(A] = [[n = HAN D Ipn = flleo = 0 (1= 00).

Korollar 1.3.6 Seien A, A und f wie im Satz, U € A unitdr.
= (P OURAL) = U AL

Beweis: 0(A) = o(U*AU), da
A=) invertierbar
U*(A—- XU invertierbar
U*AU — U*AU invertierbar
U*AU — AU*U invertierbar
U*AU — X invertierbar.

11y

3Siehe [Sc], 11.4.3, Satz 3.



1.4 Holomorphe Funktionen 9

Fiir Polynome gilt die Behauptung, da
(U A" = U AU_lj AU .. U™ AU =U" A",

Sei p,, eine Folge von Polynomen, die auf o(A) gleichmiBig gegen f konvergiert.
Aus dem letzten Korollar folgt

lp.(UAU) — f(U*AU)|| — 0 (n — o0)
= || U'pn(A)U — f(UTAU)|| — 0 (n — o).

Andererseits gilt

|U*pn(A)U — U* f(A)U]|

1U"(pn(A) = f(A)U]|

1T Hlpn(A) = FCAU]

_ [pn(A) = f(A)| =0 (n— o0).
U*p,.(A)U konvergiert sowohl gegen f(U*AU) als auch gegen U*f(A)U, also

miissen beide Grenzwerte iibereinstimmen.

IN

O

1.4 Holomorphe Funktionen

Sei B ein Banachraum und O eine offene Teilmenge von .

Definition 1.4.1 Eine Abbildung f : O — B heiit holomorph, wenn sie in
jedem Punkt zg € O komplex differenzierbar ist, also der Normlimes f'(z) € B
des Differenzenquotienten existiert:

Zr—"20

- f’(zo)” e ] (z — zo).
B

Sei ¢ ein stetiges lineares Funktional auf B und f : O — B holomorph. Dann
ist ¢ o f : O — @ holomorph im urspriinglichen Sinn, denn

lim 2(£(2)) = #(f(20)) = lim ¢ <f(2) % f(20)>

z—20 A 20 z2—29 Z— 20
¢ stetig o (lim Jik2) = f(20)>
z2—20 2855020

= @(f'(20))-
Die Umkehrung gilt ebenfalls:

Satz 1.4.2 f: O — B ist holomorph, wenn po f holomorph ist fir alle stetigen
linearen Funktionale ¢ auf B.

Beweis: Siehe [He], Kapitel XIII, Satz 97.2.
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1.5 Polarzerlegung von Operatoren auf Hilbertradumen

Eine komplexe Zahl z 1afit sich darstellen durch ihren Betrag multipliziert mit
einer Zahl vom Betrag 1, also einer unitidren 1 x 1-Matrix. Dieses Produkt
heift Polardarstellung von z. Eine analoge Darstellung existiert fiir beschrankte
Operatoren auf Hilbertraumen.

Sei ‘H ein Hilbertraum.

Proposition 1.5.1 A € B(H) ist positiv (schreibe A > 0) genau dann, wenn
A selbstadjungiert ist und

(Az,z) >0 e M

Beweis: Siehe [Ne],I1V,§21.

Sei f : [0,00) — [0,00), f(y) = y? und A positiv. Dann ist Az = f(A)
wegen Satz 1.3.4 (veiie) und Proposition 1.3.3 ebenfalls positiv. Fiir beliebiges
A € B(H) ist A*A positiv:

(A A, z).= Az, Az) = ]| Azl .2 0.
Setze |A| := (A*A)z fiir A € B(H).
Definition 1.5.2 Ein linearer Operator V, der einen abgeschlossenen Teilraum

E eines Hilbertraumes H isometrisch in einen Teilraum F' eines Hilbertraumes
K und E* nach 0 abbildet, heifit partielle Isometrie.

Ein Operator V auf einem Hilbertraum ist genau dann eine partielle Isometrie,
wenn V*V eine Projektion ist. VV* ist dann ebenfalls eine Projektion.?

Satz 1.5.3 Sei A ein beschrinkter linearer Operator von einem Hilbertraum
H in einen Hilbertraum K. Es gibt eine partielle Isometrie V : H — K, mit
A = V|A].

Beweis: Siehe [Ne],IV,§21.

Definition 1.5.4 Mit den Bezeichnungen von Satz 1.5.3 heifit V/|A| Polarzer-
legung von A.

Ebenso existiert eine Polarzerlegung fiir konjugiert-lineare Abbildungen eines
Hilbertraumes in einen anderen.

Definition 1.5.5 Seien H und X Hilbertraume. A : H — K heiflt konjugiert-
linear, wenn

(t) Ale+y)=Az+Ay, zyeH,

(1) Afaz) = oAz, rt€e€H, ael.

4Siehe [K1], proposition 6.1.1.
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Eine konjugiert-lineare Abbildung von H nach K 148t sich auffassen als lineare
Abbildung von H nach K, dem zu K konjugierten Hilbertraum, der aus denselben
Elementen wie K besteht und dessen Multiplikation und Skalarprodukt definiert
sind durch

az_ =a.z, (zy)g= {2k
ek ex

Eine beschrankte lineare Abbildung von H nach X besitzt eine Polarzerlegung
V|A|, wobei V eine lineare Abbildung von H nach K ist, also eine konjugiert-
lineare Abbildung von H nach K.

1.6 Spur und Gewicht

Sei A eine von Neumann-Algebra auf H, A, die Menge der selbstadjungierten
und A" die Menge der positiven Elemente von A. Fiir A, B € A%, a > 0 gilt

A+ Be A*, aA € At.
Proposition 1.6.1 A" spannt A linear auf.

Beweis: 1. A; spannt A auf:
AEAdA= A= %(A + A*) + %z(}(A — A")).
A + Ax und }(A — A*) sind Elemente von A, da A eine

*-Unteralgebra ist.

2. At spannt A, auf:
Ac Ay = A= ;(|A| + 4) - 1(|4] - A)
|A| + A und |A| — A sind positiv.®
|A| = (A*A)z ist Normlimes von Polynomen in A*A (siehe

Korollar 1.3.5). A ist abgeschlossen beziiglich der Norm, des-
halb ist |A| € A und damit sind auch |A| + A, |A| — A € A.

Definition 1.6.2 Ein Gewicht auf A ist eine Funktion ¢ : A* — [0, 00], die
folgende Bedingungen erfiillt:

(1)  »w(A+ B)=¢(A)+¢(B) ¥4, B e A,

(22)  p(aA) = ap(A) Va >0, A€ AT.
Gilt zusatzlich
(111) p(A*A) = p(AA") VA e A,

so heifit ¢ Spur auf A.

Ist ¢ ein Gewicht auf A und sind A, B € At mit

A\ 2o Bo el oL B 05t esm i B @ AT
SSiehe [Ta], chapter I, definition 4.7.
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dann gilt ¢(A) > ¢(B), denn

¢(A) = p(A— B+ B) = ¢(A—- B)+¢(B). (4)
(A= B)20 = p(A) = oo, falls p(B) = oo.

)
0 < (A - B) 2 o(A) — o(B), falls ¢(B) < co.
)

= »(A4) 2 ¢(B). ()
Einem Gewicht ¢ werden zugeordnet
N, = {A€A|p(4"4) < oo},

M, .= .Lin{A*B | A, B.€ Ns}.

Definition 1.6.3 Ein Gewicht ¢ auf einer von Neumann-Algebra A heifit treu,
wenn

Tt oA s

¢ heiit normal, wenn es eine Familie {¢) | A\ € A} von positiven (pr(A*A) > 0)
normalen Funktionalen auf A gibt, so daf

p(A)=> pr(A) VAe At

A€EA

¢ heifit halbendlich, wenn M, schwach dicht in A ist, und endlich, wenn fir die
identische Abbildung I auf H gilt ¢(I) < oo.

Bemerkung: I € A, da I Zentrumselement von B(H) ist und die Kommu-
tante einer beliebigen Menge M C B(H) das Zentrum von B(H) enthalt; speziell
== (A

Falls o ein endliches Funktional ist, gilt ¢(A4) < oo VA € AY, denn

(Az, z) < [|Az||[z]| < [|Allll=][[lz]] = | All{z, z) = {[|A[|/z, z)
s A AV || ANE
(5)
= ¢(A) < o([|AllT) = [[Alle(I) < co.

Wegen Lin(A*)=A, 148t sich ein endliches Gewicht eindeutig zu einem positiven
linearen Funktional auf A fortsetzen.

Proposition 1.6.4 Mit den Bezeichnungen von oben gilt fir ein beliebiges Ge-
wicht ¢: Fs existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung von ¢ eingeschrinkt
auf {A € AT | p(A) < oo} zu einem linearen Funktional auf M,.

Beweis: Siehe [K2], lemma 7.5.2.
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1.7 Abgeschlossene Operatoren und Formen

Seien H und K Hilbertrdume. Sei T': D(T') — K eine lineare Abbildung, wobei
D(T) ein linearer Teilraum von H ist.

Definition 1.7.1 Falls der Abschluff des Graphen von T' in H & K wiederum
Graph einer linearen Abbildung T ist, so heiit T" abschliefSbar und T' der Abschlufs
von T'. T heifit abgeschlossen, wenn der Graph von T bereits abgeschlossen ist.

Seit : H x H — (@ eine Sesquilinearform mit Definitionsbereich D(t) x D(t).
bl v twem),
O(t) := {t(u) | v € D(), [Jul| = 1}.

Definition 1.7.2 t heifit sektoriell, wenn es ein reelles v und ein 0 < 6 < %
gibt, so daf
Qe L el vilamelb o)l < 0}

Positive Formen sind sektoriell: Wahle v = 6 = 0.

Definition 1.7.3 Sei ¢ sektoriell. Eine Folge {u,} von Vektoren aus H heifit
t-konvergent (gegen uw € H), (schreibe w, i u), wenn u, € D(t),u, — u und

t(un — ) — 0 fiir n,m — oo. t heiBt abgeschlossen, wenn aus u, A folgt:

uw € D(T) und t(u, —u) — 0.
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2 Interpolationsriaume

(Nach [BL],[Tr].)

Die Interpolation zweier Raume liefert einen Raum, der in gewissem Sinne ,,zwi-
schen“ den beiden urspriinglichen Rdumen liegt. Der Banachraum L als Inter-
polationsraum von L' und L* ist das fiir das Folgende interessante Beispiel.

2.1 Vertragliche Paare

Seien Ap und A; topologische Vektorraume.

Definition 2.1.1 Ag und A; heiflen (miteinander) vertrdglich, oder das Paar
(Ao, A1) heifit vertriglich, wenn es einen Hausdorffschen topologischen Vektor-
raum A gibt, so dal Ap und A; Teilrdume von A mit stetigen Inklusionsabbil-
dungen sind.

In diesem Fall existiert deren Summe
Ao + A4 :{GEAIE(LOEAO, a1 € Ay :a=a0+a1}
und deren Durchschnitt Ag N A;.

Lemma 2.1.2 Seien Ag und A, vertrdgliche normierte Vektorrdume. Dann
ist Ao N Ay mit folgender Norm ein normierter Vektorraum:

HaHAoﬂAl = lnax(lla”Ao’HanA1)v a € AgN A;.
Ebenso st Ag + Ay ein normierter Vektorraum mit
llallao+a, = inf {[|aolla, + lla1]la, | @ = a0 + a1; a0 € Ao, a1 € A1}, a € Aot+A,.

Falls Ag und Ay vollstindig sind, so auch AgN Ay und Ag + A;.
Beweis: Siehe [BL], lemma 2.3.1.

Die normierten Vektorraume mit den beschrankten linearen Abbildungen als
Morphismen bilden eine Kategorie V. Sei C eine Unterkategorie von N. C; sei
die Kategorie aller vertraglichen Paare A = (Ao, A1), Ao, A1 € C, so daB AgN A,
und Ao 4+ A; in C liegen.

Die Morphismen T : (Ao, A1) — (Bo, B1) von C; sind die beschrankten linearen
Abbildungen von Ag + A; nach By + By, so dafl

T|A01A0—)Bo, TIAIZAI_)BI

Morphismen in C sind.
Die Funktoren ¥ und N von C; nach C seien definiert durch

O(Z) =A00A1, ﬂ(T):TleﬁAI,
2 (A) = Ao+ A, ST =
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Beispiel: Die Kategorie C aller Banachalgebren ist eine Unterkategorie von
N. C; besteht aus allen vertraglichen Paaren (Ao, A;), so daB Ay, A; und Ao+ A;
mit derselben Multiplikation Banachalgebren sind.®

2.2 Definition von Interpolationsriumen

Sei C eine unter Summen- und Durchschnittsbildung abgeschlossene Unterkate-
gorie von N. Sei C; die Kategorie aller vertraglichen Paare A von Elementen
aus C.

Definition 2.2.1 Sei A = (Ao,Al)__E C; Ein Raum A € C heiit Zwischen-
Raum von Ao und A; (oder beziiglich A), wenn

N(A) c Ac £(A)
mit stetigen Inklusionen. Gilt zusatzlich fiir Morphismen T
T: A4 =i Tliid— A,

so heifit A Interpolationsraum von Ay und A; (oder beziglich A).

Sind A und B zwei Paare aus C;, so heiBen A und B Interpolationsriume
beziiglich A und B, wenn A bzw. B Zwischen-Riume beziiglich A bzw. B sind
und fiir Morphismen T gilt

i A= == Tl4:A=B"

Seien A und B Interpolationsraume beziiglich A und B. Die Norm eines Mor-
phismus T : A — B werde bezeichnet mit

Ve
1Tl = sup ILellE
acie. [19]la
a#0

Definition 2.2.2 A und B heiflen ezakte Interpolationsrdume, wenn fiir alle
Morphismen T': A — B gilt

”T”A,B < max (”T”Ao»Bov HTHALBI) )

und ezakt vom Ezponenten 6 (0 < 0 < 1), wenn

640N A; ist dann ebenfalls eine Banachalgebra.
"Daraus folgt nicht notwendig, da§ A bzw. B Interpolationsraume beziiglich A bzw. B sind!
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Definition 2.2.3 Ein Interpolationsfunktor (oder eine Interpolationsmethode)

auf C ist ein Funktor F' von C; nach C, so daBl F(A) und F(B) Interpolations-
raume beziiglich A und B sind und

F'ist ein ezakter Interpolationsfunktor (vom Ezponenten 6), falls F(A) und F(B)
beziiglich A und B exakt (vom Exponenten 6) sind.

Beispiel: N und ¥ sind exakte Interpolationsfunktoren.

2.3 Die komplexe Interpolationsmethode

Die komplexe Interpolationsmethode hat gegeniiber den reellen Methoden den
Vorteil, dal im Fall der L”-Riume die Interpolationsnorm und die L”-Norm
identisch sind. Bei reeller Interpolation erhalt man lediglich d4quivalente Normen.
Die Aussage, dafl zwei Normen &quivalent sind, ist jedoch auf der (endlich-
dimensionalen) Matrixalgebra M, (C') redundant, da alle Normen auf M, (C)
aquivalent sind.

Seien

Stz €0 < iReguSlh
Barn=H 21etif] oz B¢ 2z 1%

Das folgende Lemma liefert eine Abschatzung fiir Funktionen auf S.

Lemma 2.3.1 Sei F': S — @ holomorph auf Sy und stetig und beschrinkt
auf S. Dann gilt

el = ?EL};{IF(ZUL |F(1+4 )]} VzeS.

Beweis: Die Behauptung folgt aus [BL], lemma 1.1.2.

Korollar 2.3.2 Sei B ein Banachraum und F : S — B holomorph auf Sy und
stetig und beschrinkt auf S. Dann gilt

| Ealigiompd |G EIF (ot i} 4 XA E S

Beweis: Sei z € S. Zu F(z) existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein
lineares Funktional ¢ auf B, mit ¢(F(z)) = ||[F(z)]| und ||¢|| = 1. Nach Satz
1.4.2 ist ¢ o F' holomorph. Aus Lemma 2.3.1 folgt

[F(2)]| = lpo F(z)] < f:lg{lwoF(it)!’lwoF(l+it)l}
< fglg{llsollllF(it)ll,|I¢IIIIF(1+it)|l}

= _=upy || Flt) | i doilepiie



2.3 Die komplexe Interpolationsmethode il

Die komplexe Interpolationsmethode basiert auf der Betrachtung holomor-
pher Funktionen mit Werten in Banachraumen. Sei B die Kategorie der Ba-
nachraume. B ist eine Unterkategorie von A/, die unter Summen- und Durch-
schnittsbildung abgeschlossen ist (Lemma 2.1.2). B; sei die Kategorie aller
vertraglichen Paare von Banachraumen. Sei A= (Ao, A1) € By. Mit .7:(2)
werde der Raum aller Funktionen f : S — X (Z) bezeichnet, die folgenden
Bedingungen geniigen:

(7) f ist beschrankt und stetig auf S,

(12) f ist holomorph auf dem Inneren Sy von S,

(131) t— f(j +74t) sind stetige Funktionen von IR nach A;
fir j = 0,1 und limpy,e f(j +4t) = 0.

A

%
SN

Abb. 1: f € F (A)

Mit der tiblichen Addition und skalaren Multiplikation ist F (Z) ein Vektorraum
iber @'

Lemma 2.3.3 F (Z) mit der Norm

171 (ry 2= mae (sup L/ (it) Lag sup 71+ i8)]a ), f € F (A)

1st ein Banachraum.

Beweis: Seien f, € f(Z) vy et . il S IIan]-‘(Z) = oo,
=1
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fn ist beschrankt in ¥ (Z) Aus Korollar 2.3.2 folgt

1fa(2)llg(z) < max (j;lﬂl; /2@l 5(z)» D i it)Hz(Z)) VzeS.

= aGls@) = el 2@ (6)

nach Definition der beiden Normen.

Da ¥ (Z) ein Banachraum ist, konvergiert 3 > . f,, auf S gleichmaflig gegen
eine Funktion f mit Werten in ¥ (m Deshalb ist f beschrankt und stetig auf
S und holomorph auf Sy. Aulerdem gilt

o0

an(] s it)”AJ ® ”fn”]-'(Z) ] = 0> ke

Da die A; vollstandig sind, konvergiert > > . f,.(j + ¢t) gleichméaBig in ¢ gegen

einen Grenzwert in A;, der mit dem in X(A) iibereinstimmen muf, d. h.

o0 oo Im. ® Ol
> fuli+it) BB f( +it) € A
n=1

= feF(A) .und °°1fn_+fin I ey

n=

Der Interpolationsfunktor Cy sei wie folgt definiert:
Co (A) i= A= {a € S(A) |3 € F (@) : 1(0) = a}.
Ay sel mit folgender Norm versehen:

llalljg = inf {“f”f(z) | f € F(A), f(6) =a}, a € Ap).

Satz 2.3.4 A ist ein Banachraum und ein Zwischen-Raum beziiglich A O
ist ein exakter Interpolationsfunktor vom Ezponenten 0.

Beweis: (6) zeigt, dafl die Abbildung f — f(6) von F (Z) nach ¥ (Z) stetig ist.
Der Kern

Ny = {f € F (4) | f(6) =0}

dieser Abbildung ist abgeschlossen in F(A), deshalb ist F(A)/Ng ein Banach-
raum. A ist isometrisch isomorph zu F(A)/Ny und somit ebenfalls ein Ba-
nachraum. Ay C E(A) mit stetiger Inklusion, weil aus (6) fiir f € F(A) mit
f(0) = a € Ap folgt

lallszy = 1/ Ollsc) < 1lxz):
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Zu a € N(A) sei fo(z) = exp(é6(z — 0)?)a fiir ein § > 0.
::>fa Ef(m» fa(e):a'

[l fall () < max (exp(8)lalla, exp(8)llalla,)
= |lall < llellq
== Q(Z) C Apy mit stetiger Inklusion.

Somit ist A ein Zwischen-Raum beziiglich A. Es bleibt zu zeigen, dal Cj exakt
vom Exponenten 6 ist.

Seien A = (Ao, A1), B = (Bo, B;) € By, T ein Morphismus von A nach B, der
A; nach B; mit der Norm M, abbildet (j=0,1).

Zu a € Apg und beliebigem ¢ > 0 gibt es ein f € F (A), so dab f(#) = a und
I llzz) < llallg +e.

Sevglgie= N M T2 = 9€ F 1B

Sei t € IR.
lg(@t)ls, = Mg T(£(2) B, < I1F(2)]l a0
lg(l +it)lls, = M7 T(£(2) s < IF(2)lla,
= Nollegs) < Wllrz) < Nl +e. Q

Nun ist ¢(0) = MET*M7T(a)
() . 2 .
= Tl < M~ M/llgll ) < Mo~ Mlallg + e

mit &' = My~"Mfe. = ||T |5 < T8I TN, 5,

2.4 Interpolation von L’-Riumen

Sei u ein positives Maf} auf einer o-Algebra des Raumes X. Zwei Funktionen auf
X heiflen aquivalent, wenn ihre Funktionswerte y—fast {iberall iibereinstimmen.
L> sei der Raum aller Aquivalenzklassen von meBbaren Funktionen, die eine
beschrankte Funktion enthalten. L” sei der Raum aller Aquivalenzklassen von
mefibaren Funktionen f, fur die

wm=AumwM@<w

Satz 2.4.1 Seien pg, py = 1 undificaf =48] Dgnasist

(Lpo, Lp‘)[e] =7 mit gleicher Norm,
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wobei L = 117;09 -+ }%. Dabei sei der Wert oo fiir p; (j = 0,1) zugelassen und

P
0 A
E———Ofurpj:oo,0<9<l,

Bemerkung: Die Interpolationstheorie ist auf (L™, L”') anwendbar, denn die
Summe beider Raume 13t sich auf die ibliche Art — durch punktweise Addition
der Funktionen — bilden und wird mit der Summennorm ein Hausdorffscher to-

pologischer Vektorraum, der L* und L™ stetig enthalt.

Beweis (Satz 2.4.1): Es geniigt zu zeigen, dafl die Normen fiir beschrankte Funk-
tionen a mit u-endlichem Trager gleich sind, da diese dicht in L? liegen.
Eilllally, s di Berio a0 S B0LP0, LP1Y:

: T o
f(2) := exp(ez? — €6?)|a|7®@ 2

la|”

w e llaedin it vz
wobei i e e o, o

Dann ist f € F(L%, L) und |[f]|zm 1my < exp(e)llall, = exp(e).

f(0) =a = |la|lig < exp(e)
= |lallig < lla]l,- (8)

Umgekehrt: Sei ||a||jg = 1. Sei (L") = L? das topologische Dual von L.

llall, = sup{|{a,b)| : ||b]l; =1, b beschrankt mit p-endlichem Trager},
wobei  (a,b) = [, b(z)a(x) du(z).

Beien & 1= 1 = 2 g =1, 1], #:) sei analog zu p(lz) definiert, b sei beschrankt

mit p-endlichem Trager. Sei g : S — X(L%, L%),

Nach Lemma 2.3.1 folgt
[{a, )| = [F(0)| < exp(2e).

D.h. Jlall, < llalg-

Zusammen mit (8) ergibt sich die Behauptung.
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3 Der Spezialfall B(C") = M,(T)

In diesem Abschnitt werden einige Besonderheiten der endlich-dimensionalen
Hilbertrdume und der von Neumann-Algebren auf diesen Raumen untersucht.

3.1 Die von Neumann-Algebra B(C")
Sei (-,-) das Standard-Skalarprodukt auf €":

Iy Y1

n x2 y2
<.’L',y>—_—zy_j$j fHiE pe— ' eogl oz ) NP

j:l : :

xﬂ, yn

(€™, (-,-)) ist ein Hilbertraum.

Jeder n-dimensionale Hilbertraum H ist isometrisch isomorph zu €", denn
jede Abbildung, die eine Orthonormalbasis von H bijektiv auf eine Orthonor-
malbasis von €™ abbildet, ergibt — linear fortgesetzt — einen isometrischen Iso-
morphismus.

B(@") ist eine von Neumann-Algebra und 1a8t sich mit M, (@), der Algebra
aller n x n-Matrizen, identifizieren. Diese Identifikation wird im folgenden be-
nutzt.

Bezeichnungen: A :=B(C") = M, (C).

Sei A € A,
s S dnos st s Qg
Aol i S Aoy
A= (ag)in =
Ap1 AQpz *°° Qpp

Die Indizes geben in der Reihenfolge Zeilen- und Spaltennummer an,
in denen der betreffende Eintrag steht. (A);i stehe fiir den Eintrag in
der j-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix A; mit obiger Bezeichnung:
(A)jr = ajp.

Diagonalmatrizen werden durch Angabe ihrer Diagonalelemente erklart.

; : @ Hirg =108
diata,t Sk oa, ) = (@) e, mit a5 = { 6 szngt

E;r € A sei die Matrix mit dem Eintrag 1 an der Stelle j& und 0 an
allen anderen Stellen. Analog sei e; € €' definiert.

Eye A i a=1 . o, donni B snhe o7 o0 l),

Proposition 3.1.1 A, die Kommutante von A, besteht aus den Vielfachen
der FEinheitsmatriz.
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Beweis: Sei A = (aj;);x € A

N APRE S31d, MPLIPIC SRR,
n n
— Z (l[jElk s akmEjm
=1 m=1
i ¥, Ppesthiass aj; = Gkk,
Ity Vet a;; = .0,

weil die Ej; linear unabhangig sind.

3.2 Spur und halbendliche Gewichte auf A
Lemma 3.2.1 FEin halbendliches Gewicht auf A = B(C") ist endlich.

Beweis: Sei ¢ ein halbendliches Gewicht auf A, also M,, schwach dicht in A.
Ein schwach dichter Teilraum von A muf bereits A selbst sein:

Sei {Ax}rer, Ax = (aj;);x € A ein gegen A = (a;i);x € A schwach konvergentes
Netz.

(l;‘k = (A,\ek,ej) =% (Aek,ej) = Qjk.

Also konvergiert { Ay} ea sogar in der Maximumnorm:

et 1= max {Jail}.
Somit ist die schwache Topologie auf A feiner als die Topologie, die von der
Maximumnorm oder jeder anderen Norm auf A induziert wird. Da jeder endlich-
dimensionale Teilraum eines normierten Raumes abgeschlossen ist®, ist jeder
Teilraum von A auch schwach abgeschlossen. Deshalb gilt I € M, und daher
ist (1) < oo.
a

Die Standard-Spur auf A ist die Funktion, die ein A € A auf die Summe
seiner Diagonalelemente abbildet; sie werde mit 7 bezeichnet.

n

T(A) == Zajj flir 4 = (a]‘k)jk e A.

s=1

7 ist eine Spur im Sinne der Definition 1.6.2. (Man denke sich 7 eingeschrankt
auf A" und linear fortgesetzt auf A; dies ist moglich, da 7 endlich ist.)
Die Linearitat ist klar.

8Siehe [He], Kapitel 11, Satz 11.4.
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Seien A, B € A.

T(AB) = Zzajkbkj
J=1 k=1

n n

= YD byag

el
= e BE ) 9)

Positivitat: Die Diagonalelemente einer positiven Matrix sind positiv:
aip= A Aej ey 2 Bdilir A= (ajx)jk € AR

Mit Hilfe von 7 lassen sich alle halbendlichen Gewichte auf A beschreiben. Es
besteht eine bijektive Beziehung zwischen AT und den halbendlichen Gewichten.

Satz 3.2.2 Zu einem halbendlichen Gewicht auf A ezistiert eine eindeutig
bestimmte Matriz T, € AT mit

©(A) =T7(AT,) VAe AW,

Umgekehrt wird durch or(A) := 7(AT) fir T € At ein halbendliches Gewicht
o1 definiert.

Bemerkung: Aus diesem Satz folgt, dal 7 bis auf Vielfache die einzige endliche
Spur auf A ist: Sei 9 eine beliebige endliche Spur auf A. Es existiert also ein
T € A*, mit y(A) = 7(AT) fiir A € A. Da 1 eine Spur ist, gilt fir alle
1<j5,k<n
Y(Ej;) = (EjxEr;) = $(EgiEjr) = $(Eg)
= T(Ej]‘T) = T(EkkT)
= (D) = T (10)
Fir j # k gilt
0 = (0) = ¢(Ej;Ex;) = ¥(Er; Ejj)
= P(Eyj) = 7(ExT)
= ()i (11)
Aus (10) und (11) folgt, daB T" ein Vielfaches der Einheitsmatrix und damit 1

ein Vielfaches von 7 ist.

Beweis (Satz 3.2.2): Zunéachst wird der zweite Teil bewiesen.
Seien T' € AT, 7 wie im Satz, A,B€ A*,a > 0.
Linearitat:

or(A+B) = 7((A+ B)T)=1(AT + BT)
= (AT)+7(BT) = pr(A) + ¢r(B),
or(aA) = 1(aAT) = ar(AT) = apr(A).
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Positivitat: 7' 1ait sich nach dem Spektralsatz fiir Matrizen durch Transforma-
tion mit einer unitdren Matrix U auf Diagonalgestalt bringen.

Ualilth=diaglayy. . (Fas )
Dabei bleibt die Positivitat erhalten, denn fir z € €™ gilt
(U*TUz,z) = (TUz,Uz) Y=" (Ty,y) > 0.
Deshalb sind @; >0, j =1,...,n. U*AU ist ebenfalls positiv, da A € A™.
== blonbA) sis . T(AT)
= T(AwTy\lii)
=1 =1
SR URATT )
T(U"AUdiag(oy, . .., an))

—_
~

n

S RAR . ey > 0.
——

=1

>0 >0

@1 ist endlich, speziell halbendlich, denn
L,OT(]) = T(]T) = T(T) = Zt“’ <400
J=1
Sei nun ¢ ein beliebiges halbendliches Gewicht auf A. ¢ ist endlich (Lemma
3.2.1) und 188t sich somit zu einem linearen Funktional auf A fortsetzen.
A ist als Vektorraum isomorph zu @™ . Nach dem Satz von Riesz gibt es zur

Linearform ¢ auf @™ ein eindeutig bestimmtes S = (s);5 € €, mit
n n
P(A) = {A, ) oo = DD Tmai
g=18k=1

Setze T' := S* = (5;) k' (aufgefaBt als Element von A).

n n

= QO(A) = Z Z(L]’ktk]’ = T(AT)
=l
I
L ist positiv: Serz = : € C" beliebig. A := (z;Tf);x ist positiv (s. u.).
x'll

— 0 < p(A)=r(AT)

n n n

A S S Zztkjiﬂjw_k

=1 th=1 k=1 %=1

= lha o),
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Aus dieser Ungleichung folgt auch, dafl T' selbstadjungiert ist. Dies resultiert
aus folgender Darstellung des Skalarprodukts:®

3
(T;p’y> = Zz (T(.E-Flmy) .JC+Zmy>

>0

3
= Z iU T 4 10y A y)

m=0
3
= Mz 44"y, Tz +14"y))
m=0
= (z,Ty).
Es bleibt zu zeigen, dafl A positiv ist. A ist offensichtlich selbstadjungiert.
Seiy € C".
n n n n
(Ay,y) Z Z akYry; = Z E TiTkYrkY;-
J=1"k=1 1=1 k=1
betge oy =2, =14 0
n n
==t Ay gl = 2,5
7=1 k=1

a

Satz 3.2.3 Fin endliches, auf ganz A fortgesetztes Gewicht ¢ ist ein positives
normales lineares Funktional, somit ist insbesondere ¢ als Gewicht normal.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafl ¢ als Funktional auf ganz A ultra-schwach stetig
1st.
Nach Satz 3.2.2 gibt es ein T' € AT mit

o(A) = T(AT)

n

7
= E @jktr;

g=1 k=i

%Siehe [Ta): Polarization identity.
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n

ta=Te
=0 oo iidlintnd

i=1

= ) w,e(A) VA€ A,
1=1

wobei t;, die j-te Spalte von T, als Element von €' aufgefafit wird. Nach
Proposition 1.2.3 ist ¢ ultra-schwach stetig.
O

Die treuen endlichen Gewichte auf A sind mittels der Spurdarstellung eben-
falls einfach zu charakterisieren. Zu diesem Zweck wird zunichst folgendes
Lemma benétigt:

Lemma 3.2.4 Sei A = (aji)jx € AT, mita;; =0 firj =1,...,n. Dann ist
A=

Beweis: Annahme: Es gibt Indizes j, k, so da ajr = a; # 0.
Sei a € @ beliebig.

aay; + a1
A(ae; + er) = :
Ay + ank
= <A(CY6]‘ - ek), el 8k> = a(a aj; +ajk.) + aag; + ap
I reli

=0 =0
= a(ljk -+ Qg

= PhHelag, )= -4 1Wr s —;i—J.

Dies ist ein Widerspruch zur Positivitat von A.
O

Satz 3.2.5 Sei ¢ ein endliches Gewicht auf A, T € At mit o(A) = 7(AT)
fir A€ A. Dann gilt

@ ist treu <= T ist nichtsingular.

Beweis:

»=="“: Se1 T singular, d. h. die Spalten t;,...,%, von T sind linear abhangig,
spannen also " nicht auf. Sei A die Projektion auf das orthogonale Komple-
ment von Lin{t;,...,t,}. 0 £ A € At.

Aus dem Beweis des Satzes 3.2.3 folgt

n

¢(A) = Z(&?e» =1,

=1 —0
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= ¢ ist nicht treu.

o= Se1 I michtsihgulir und U unitir, so dah
LU =digloy, o o

Bei dieser Transformation bleiben Positivitat und Nichtsingularitat erhalten,
deshalb sind alle «; echt grofer als 0.
Sei0# A e At

o(A) = T) = r(AUUTUU*)

*AU dlag(a1, sy an))

(A
(U

= }: (UAU);; o; > 0.
JE1 N——

0
>0 fiir ein 7 >

nach Lemma 3.2.4
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4 Die raumliche Ableitung eines Gewichtes
Der Operator T, der ein Gewicht ¢ auf der Matrixalgebra durch
#(A) = 7(AT,) (12)

definiert, erinnert an eine Radon-Nikodym-Ableitung. Waren ¢ und 7 lineare
Funktionale/Mafle auf einem Funktionenraum F, so wire die Radon-Nikodym-
Ableitung T, (falls sie existierte) bestimmt durch:

Ak /Adgo i /ATw AT b YAC R

Diese Gleichung entspricht formal der Gleichung (12). In der Tat ist T, die
raumliche Ableitung von ¢, jedoch nicht beziiglich 7, sondern beziiglich eines
Gewichtes auf der Kommutante der Matrixalgebra im Sinne von [Co] (s. u.).

4.1 Definition der rdumlichen Ableitung

Sei 'H ein Hilbertraum, A eine von Neumann-Algebra auf H und v ein treues
halbendliches normales Gewicht auf A’. H,, sei die Vervollstindigung von Ny,
in bezug auf das Skalarprodukt

(AvB> & <A>B>’H¢ = ¢(B*A)'

Dies ist ein Skalarprodukt, da ) treu ist.'® Sei ¢ die kanonische Injektion von

Nygin M,
Definition 4.1.1 =z € H heifit y-beschrdnkt, wenn es ein C' > 0 gibt, so daf}
[Az]] < Clli(A)ll», VA€ Ny.

D = D(H,) sei der Raum der i-beschrankten Vektoren von H. Zu z € D
existiert ein eindeutig bestimmter beschrinkter Operator RY(z) von H, nach
H mit

RY(z)i(A)="Az" " "NA'EN,.

Der adjungierte Operator TV(z) = (R¥(z))* : H — H,, ist bestimmt durch
die Gleichung

(T?(2)y,i(A))n, = (y, Az)n  Vy € H.

Proposition 4.1.2 Seien H, A und ) wie oben. Dann sind die Operatoren

8% (z,y) := RY(2)T%(y) € A, z,y €D

10Siehe [T] oder [K1]: Gelfand-Naimark-Segal Konstruktion.
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Beweis: Zu A € A’ sei Ly der Operator auf Hy, der auf N, der Linksmultipli-
kation mit A entspricht:

L4(B)= AB fiir B € Ny.

Offenbar gilt

R¥(ajla, = AR(z) - YAec Mz e H (13)
= LSRG = AR
= Ladie) = JdVleit . v 4w e dl (14)

(14 (13

RY(z)T¥(y)A £ R L 4Ty = ARY(z)T%(y)
= @, AL

a

Sei ¢ ein halbendliches normales Gewicht auf A, v ein treues halbendliches
normales Gewicht auf A'.

Definition 4.1.3 Die rdumliche Ableitung dp/dy ist der grofte positive Ope-
rator T, fiir den gilt

(Tz,2) = p(0*(2,2)) Vo € D(H,1).

4.2 Die rdumliche Ableitung eines Gewichtes auf B(C")

bei M = € und A=5(C"),
A' = {al |a € €} = € (Siehe Abschnitt 3).
p: A" — € sei definiert durch

wlal)= ay

1 (eingeschrankt auf (A')*1) ist ein treues halbendliches Gewicht. In diesem Fall
gilt Hy = € = A'. Die Elemente von A’, H, und € kénnen also miteinander
identifiziert werden. Da 1 endlich ist, gilt damit Ny = Hy, = A'.

SR s tire e H,0 € Ny = €,
1
Lemma 4.2.1 Seiz = : € H. Dann ist

xn

0" (z,z) = (z;Z5) k-
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Beweis: T¥(x) ist durch folgende Gleichung bestimmt:
(R(z)a,y)n = (&,T(z)y)n, VacC,ye™H

ot (az,y)n = »((TY(2x)y)"a)

e ale,y)n = TI(z)ya
0= (e = Ty

= T¥iele: &=l 2ia

Fiir 6¥(z, ) ergibt sich
¢, 21 = TR TV(2)y

st 0V (2. 2) = ('J:J-'_};)jk.
O

Satz 4.2.2 Sei ¢ ein halbendliches Gewicht auf A. (¢ ist normal nach Satz
3.2.3.) Sei T, die positive Matriz, fir die o(A) = 7(AT,) VA € A, und sei ¢

wie oben. Dann ist

dep
@ 1.
Beweis:
d )
(Foie) = w(0¥(z,2))
= T(Od}(x,x)Tso)
= xJ-E_k(Tcp)kJ
1=1vk=1
= Tk . (Tcp)kﬂa
k=1 =
= > Ti(Tpz)s
k=1
el R o ) Vz € D(H,¢) =
Da fir T € A gilt
5
{Tz.u= Z i"(T(z+i"y),x+1"y) Ve,yeH
m=0

und die Werte von (T'z, y) fiir alle z,y € H den Operator T eindeutig bestimmen,
wird T bereits durch die Werte von (T'z,z) fir alle z € H bestimmt. Also ist
dipjd =T,

O
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5 Integration beziiglich einer Spur

(5.1/5.2 nach [L1], Beweise siehe dort.)

Ahnlich wie Integrale auf Funktionenraumen beziiglich linearer Funktionale de-
finiert man Integrale auf Operatoren, ausgehend von Spuren auf von Neumann-
Algebren.

5.1 Das Oberintegral

Sei ‘H ein Hilbertraum und A eine von Neumann-Algebra auf H.
T : H — H far einen linearen Operator T bedeute T' : D(T) — H, wobei
D(T), der Definitionsbereich von T', ein linearer Teilraum von H ist.

Definition 5.1.1 Ein linearer Operator T' : H — H heilit affiliiert mit A,
wenn TU = UT fiir alle unitiren U € A'.

Sei ¢ eine treue halbendliche normale Spur auf A. Sei B die Menge aller
dicht definierten (D(T') dicht in H) abgeschlossenen linearen Operatoren, die
mit A affiliiert sind. Auf BY, der Menge der positiven Elemente von B, sei das
Oberintegral @ definiert durch:

B(T) = int { Z ©(Ay)

n=l

A, e A, f: An 2 T},

n=1

wobei i A, 2 T bedeute: i(A”x,;r) Z (Ll Yz ged)(d).

n=1 n=1
Proposition 5.1.2 ¢ =3 auf A",

Definition 5.1.3 Ein Unterraum S von H heifit ¢-dicht, wenn es fiir allee > 0
eine Projektion P € A gibt, mit PH C S und ¢(I — P) < e.

Ein ¢-dichter Teilraum ist normdicht, da ¢ treu ist.

5.2 L!und L?

M sei die Menge aller T' € B, so dal D(T') op-dicht ist. Fiir 1 < p < oo wird
L? = L” folgendermaBen definiert:

LP ={T e M |g(|T]*) < oo},
1
T}, = 2(|T|P)» fiir T € LP.

® 1Bt sich auf L' zu einem linearen Funktional fortsetzen. L! ist ein .A-Modul,
und es gilt

Il = sup{@(ST) | S € A,|S]| =1}  HeP el (15)
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Satz 5.2.1 L! ist vollstindig.

Satz 5.2.2 Die Abbildung T — o1, wobei pr(A) = B(AT) fir A € A, ist ein
isometrischer Isomorphismus von L' nach A,, dem Prddual von A.

Um L? mit einem Interpolationsraum von L! und A =: L* zu identifizieren,
miissen L' und A ein vertragliches Paar bilden, also stetige Einbettungen von
L' und A in einen Hausdorffschen topologischen Vektorraum existieren.

Sei N(e)={T € M]3 Projektion P € A:
P C DT P e P~ Fl ¢}

Die Topologie, die durch die Nullumgebungsbasis {N(¢) | € > 0} definiert ist,
macht M zu einem Hausdorffschen topologischen Vektorraum. L! und A sind
nach Definition in M enthalten. Die Inklusionen sind stetig.

Somit ist die Interpolationstheorie anwendbar. Wie bei den Funktionen-L"-
Raumen gilt folgende Gleichung:

Satz: 522208 1R U Ll)[l] mit gleicher Norm.

P

Korollar 5.2.4 L? ist ein Vektorraum, || - ||, ist eine Norm, und L ist mait
dieser Norm vollstindig.

5.3 Integration beziiglich 7
Seit H=C", A= B(C"), 7 die Spur auf A. Da H und A endlich-dimensional

sind, gibt es keine echten dichten Teilrdume. AuBerdem sind alle Operatoren,
die mit A affiliiert sind, bereits in A enthalten. Deshalb gilt hier: 4 = M = B,
wobei M beziiglich 7 definiert sei. Da 7 endlich ist, sind A und L' = L! als
Mengen gleich. Nach Proposition 5.1.2 ist 7 = 7 auf A% und damit 7 = 7 auf A
bzw. L' als linear fortgesetztes Funktional. L” hat als Interpolationsraum von
zwei mengenmafig gleichen Raumen ebenfalls die gleichen Elemente:

A =Tilde B e L e T A, L=
Man sieht dies auch direkt:
Te A= TP e A= 7TV} % il BPhgoo
— el

Die p-Norm 148t sich fiir alle T' € L” wie folgt schreiben:
1
ITllp = r(ITP)*.

Beispiele:
1
13 1], = 1) ® = nat

=



5.3 Integration beziiglich T

2. L? ist ein Hilbertraum!! beziiglich des Skalarprodukts

(4, B), = 7(B"A),

A Bel%

Dieses Skalarprodukt — und damit auch die zugehorige Norm — ent-

spricht dem des e

(A, B):

1Al

n 7

.
z
&
I
1=

T(l ;] = A,B 2
= kj Yk ( >(I7

HGiehe [L1], (3.2).
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6 Integration beziiglich eines Gewichtes

(Nach [L2], Beweise siehe dort.)

Im allgemeineren Fall des Gewichtes kann die p-Norm nicht analog zur p-Norm
beziiglich einer Spur definiert werden. Die 1-Norm wird hier von einem Isomor-
phismus zum Pridual der von Neumann-Algebra transportiert und die p-Norm
als Interpolationsnorm errechnet, so dafi beide Definitionen im Spezialfall der
Spur dquivalent sind.

6.1 Das Oberintegral

Sei H ein Hilbertraum, A eine von Neumann-Algebra auf H und ¢ ein treues
halbendliches normales Gewicht auf A. Seien

N, = {A€ A|p(4"A4) < oo},
M, = Lin{4"B|A,B€N,}.

H, sei der zugehorige GNS-Hilbertraum'?, d. h. die Vervollstandigung von N,
in bezug auf das Skalarprodukt

<A’B> = <A’ B>’H¢p = @(B*A)’

Sei ¢ die Inklusionsabbildung von NN, in H,,.
Zu A € A sei L, der beschrinkte Operator auf H,, der auf N, der Links-

multiplikation mit A entspricht. Sei JA?Z die Polarzerlegung des Abschlusses
des Involutionsoperators @) auf N, N N:

18

T D =Ry = WD e B
@ ist konjugiert-linear und damit auch J. Fir S,T € N, und A € A sei
ps1(A) = (i(T), JLaJi(5).

Die Abbildung S*T' — @g+7 1aBt sich zu einem linearen *-Isomorphismus von
M, nach A, fortsetzen, der positive Elemente auf positive abbildet.
Fir I' = I"™€ M geilb)

ler|l = inf{e(A) + ¢(B)|T = A— B;A,Be M}},

wobei ||or|| die Pradualnorm (Funktionalnorm) bezeichnet. D = D(H,¢) sei
der Vektorraum aller p-beschrankten Vektoren. D liegt dicht in H.
X sei der Vektorraum aller Sesquilinearformen auf H, deren Definitionsbe-

reich D x D umfaBt. F 2 G fiir F,G € X bedeute F(z,y) = G(z,y) Vz,y € D.

12Siehe [T] oder [K1]: Gelfand-Naimark-Segal Konstruktion.
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,,2“ definiert eine Aquivalenzrelation auf X. X /2 mit der Topologie der punkt-
weisen Konvergenz ist ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Die kano-
nische Abbildung von A nach X/2, A — [(A-,-)] ist injektiv und stetig.

Sei T ein positiver Operator auf ‘H, der mit A affiliiert ist. Die zu T" gehorige
abgeschlossene positive Form (z,y) — (T2z, T7y) fiir z,y € D(T?) wird wieder
mit T bezeichnet. Es sei (T'z,y) := (Tzz,Tzy) fiir z,y € D(T3). (Tz,z) := o0
fiir 2 ¢ D(T?). Das Oberintegral  sei definiert durch

BT )i { igo(/ln) A, € M}, iAn > T},

=il n=i
wobel )" A, = I" bedeute:™ 5 (A x,z} =~ (T'ayie) Yo € M.
n=1 n=1

Proposition 6.1.1 Sei T' wie oben. Falls 3(T') < oo gilt:
(3w +B © DTS,

(23) . Es,gibti By 1€ MF mit Ti= > B, (punktweise als Formen)
n=1
und (T ) = Z_:lgp(Bn).

FirT € AT gilt §(T) = o(T).

6.2 Lglp und LZ

Sei L' = L], der Raum aller (Aquivalenzklassen von) Linearkombinationen von
abgeschlossenen positiven Formen, die durch positive selbstadjungierte, mit A
affiliierte Operatoren T mit B(T) < oo definiert sind ((z,y) — (Tzz,T7y)).
Fir T € L} (T € L! hermitesche Form) sei

IT|: = inf{Z(A) + B(B) | A, B affiliiert mit A, 4,B>0,T 2 A — B}.
Mit dieser Norm 1ist L}L ein normierter Vektorraum iber IR.

Proposition 6.2.1 (L}, || - ||1) ist vollstindug.

Proposition 6.2:2 & Seicn A, A€ W) ATTSVAT Bann gl ST 0" > w4

=1 =il

punktweise auf M}. Wenn zusdtzich ) @a, in der Norm konvergiert, so gult
n=1

die letzte Ungleichung auf ganz AT,

o0 (ee]
Saty 6.2.8 Seien A, B.c A" mit 3 A. =3 B, wnd

0] =1
0

5 (4 (= 3 9(By)) < oo,

ni=1 n=1
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i S aipedd B e iige S i liate iavemiat;

=il n=1
A=Y A=
w=1 o=l
ist positiv linear. f: L} — (AL,

A B) 2cn =Y M <Y e

n=1 M=l

ist wohldefiniert und reell linear. f ist normverkleinernd und isometrisch auf

{A = iAn A, € A+,§:<,O(An) S oo}.

n=1 =1

Die Abbildung or oor 2 L} (fiir T € (M,)y) ist ebenfalls normverkleinernd
und kann fortgesetzt werden zu einer normverkleinernden Abbildung von (A.)n
nach L}, da L} vollstindig ist. Auf {or|T € (M)} ist das die Inverse von f.

Also ist f ein isometrischer Isomorphismus. Dieser kann @-linear zu einem Iso-
morphismus F : L' — A, fortgesetzt werden. Die 1-Norm wird folgendermafien
definiert:

WEl 2 I KT kA, fir T € L.

Die Inklusionen von L! und A in X/2 sind stetig, deshalb 148t sich die komplexe
Interpolationsmethode anwenden. Fiir 1 < p < oo sei

L7 i= (A, L)y

=
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7 Integration beziiglich eines Gewichtes auf
B(C")

Sei H = €", A= B(C") und ¢ ein treues halbendliches Gewicht auf A. Fir die-
sen Fall sollen nun 1- und p-Norm berechnet werden, wie sie im letzten Abschnitt
definiert wurden.

¢ ist endlich (Lemma 3.2.1) und normal (Satz 3.2.3). ¢ besitzt eine Dar-
stellung o(A) = 7(AT,) mit einer positiven nichtsinguldren Matrix T, (Satz
3.2.2). Offensichtlich sind in diesem Fall M, N,, damit auch N3N N, und H,
mengenmafBig gleich A. Die Inklusionsabbildung i : N, — H,, ist also bijektiv;
¢(T') wird im folgenden wieder mit T' bezeichnet.

7.1 Die Polarzerlegung des Involutionsoperators
Satz 7.1.1 In der Polarzerlegung JAZ des Involutionsoperators ist
J(B) =, BaErget
AYB) = FEBTS 0 fifB € H,.

Beweis: Sei T, zunachst eine Diagonalmatrix, T, =diag(e,...,a,) mit a; > 0,
g= l,ons . Also

p(A) =) ajay;  fiir A= (aj)j

Der Involutionsoperator ) ist auf ganz H,, definiert. Um die Polarzerlegung
von ) zu berechnen, wird zunachst @* bestimmt. @* ist als konjugiert-linearer
Operator durch folgende Gleichung definiert:

(@A, B) = (A,0*B) VA,BeH,, (16)
wobei (A, B) = (A, B)n, = ¢(B*A) das Skalarprodukt auf H, bezeichne.

(QA,B) = o(B*(Q A)) = p(B"A").

n
Das j-te Diagonalelement von B*A* ist > bxja;k.
k=il

= (QA,B) ch(Zbkjajk) (17)
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Zur Berechnung der rechten Seite von (16) setze C = Q*B.

(4,9°B) = (4,0)
= (C"A)

e zaa‘(zﬁ-jaka’)- (18)
3= k=1
Wihle speziell A = Ej; fiir feste 1 < j,k < n. Einsetzen in (18) ergibt:
(A,Q"B) = o
S (A,Q* B) = QkCjk-
Einsetzen von A = Ej; in (17):
(Q A, B) = a,by;.

Einsetzen in (16):

ajbkj = QCjk

o —

; e Il

= Cik = o ka

- on - (m),
il (g]:bjk)jk.

Berechnung von A = Q*Q :

QQB=QB = (gis)

Also ist
(044 o
Ty o (a—ﬂk_bjk)jk = T,BT;!
AbEs ((O(—i)%z%)ﬂc LR

g\ 3 B
denn der Operator T2 (-)Ty, ? ist eine Wurzel von T,(-)T;!, und er ist selbstad-
jungiert und positiv: Seien A, B € H,,.

(TEAT;H,B) = @(B'TAT;?)
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= 7(T;'T}B*T{AT,)

= (T, 2B"TZA)

= (A, T{BT.?).
(T?BT;%,B) = r(B*T:BTE)

n n

= > (ajon)2 bijby

j=1 k=1

v
> o

, (19)

wobei mit (-)2 immer die positive Wurzel gemeint sei.
Sei nun T, eine beliebige positive nichtsinguldre Matrix. Nach dem Spek-
tralsatz fiir Matrizen existiert eine unitare Matrix U € A, mit

PT L =" diagian 2 . . o] =T
1 sei das zu Ty, gehorige Gewicht:
Y(A) = 7(ATy) VA € A
¢ und v hangen wie folgt zusammen:

e(4) = 7(AT,)
= A0
% DT (AT, U
= (AU T,)
= (H(04AU). (20)

Seien @, bzw. @y die Involutionsoperatoren auf H, bzw. H,. Q7 ist bekannt,
da T, eine Diagonalmatrix ist. ), ist definiert durch

e(B A" =l B 4| Y4 B.gJH,.

Ersetze in dieser Gleichung A und B durch UAU* und U BU*:

e(UBU"(UAU*)") = o((Q5(UBU*))*UAU*)
=  G(UBUUVAUY) = o(QyUBU"))UAU")
. YU UB A UU) = (U U™ UAUU)
= P(B*A*) = d)(U* U*))*UA).
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Die linke Seite der letzten Gleichung ist

(QVJA’B)'H.,, =3 <AanlB>7‘iw

= Y((QyB)*A).
= Y((Q3B)*A) = (U (Q5UBU")UA) VAe A=H,
= {AQ B, = (AU QUUBEAN ), VA € Hy.

Da H, ein Hilbertraum ist, folgt
UQ,(UBU")U = @Q,B
QL (UBUY), = UQu(B)U".
Ersetze U BU* wieder durch B, also B durch U*BU:
Q,B = UQu(U*BU)U*

—  Q:Q.B = UQ:U*BU)U*
= UQyQ4(U*BUYU*

T LU BUde]U*
b 821 -

=l¢ =T;1

= (Q;Qw)% = TéBTL;% wie im Diagonalfall.
Der Operator B — Té BT;% ist positiv, da fiir A, B € H,, gilt:

(TEAT;,B) = ¢

(TiBT;%,B) = ¢(B*TiBT,?)

Il I

Pl T Sed
T %
Q éﬂ“l‘-‘ I
%’ﬂw]»— m
S s
m s
S
S‘ﬂnp—
T

=
Vg I

~

0.
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Es bleibt noch J zu berechnen, das definiert ist durch JAZ = Gk
JA:B = QB
ddll BT Rl B~
Ersetze B durch T;%BTé:
JTET;?BTET;? = (T5%BTE)
L VB Syt

7.2 Die 1-Norm

Da alle Operatoren, die mit A affiliiert sind, bereits zu A gehéren, @ = ¢ auf AT
gilt und ¢ endlich ist, sind L! und A als Mengen gleich, wenn man die Formen
mit den zugehdrigen Operatoren identifiziert. Es geniigt, die Funktionale o7 fiir
T € (My), (= L}) zu betrachten und (-linear fortzusetzen, um die 1-Norm zu
erhalten.

Seien S, T, A € A.
psir(A) = (T, JLT S < p{(TL4J S)'T).

Fiighgclen. J L, T55*T5 T
= JATIS*T,®
= TE(ATEIST;)T,*
= TIT,iSTSAT,?
s 8.0,
Damit ergibt sich fiir obiges Skalarprodukt:
@((JLaJ S)'T) e((SJA)T)
= ¢((JA)ST)
=, eIt aTisT) (21)
= AT TAT STT )
(
(T
(A

|»-c

= SiRIT? ATEST)
L WP AT: )
= T

T2S*TT2) (22)
Mit T anstelle von S*T' gilt nach (21)

er(A) = o(T;  ATET).
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SeiT € L! beliebig. T' = T1+1T, mit Ty, T> € L}. Eine solche Zerlegung exis-
tiert nach Proposition 1.6.1, da hier L' = A. Der isometrische Isomorphismus
von L! auf A, bildet T auf p7, + ip7, ab.!3

(b1 +i91,)(A) = ¢ (A) +101,(4)

= (T,

G
2

ATETy) + io(T; T ATST;)
(T AT L TR ATENE,)
e (T T Thadlol A3 1)

. T ATt

= o(To2ATET)
= pr(A).

Daher ist der Isomorphismus auf ganz L! definiert durch T' — ¢r.

Rl -
2

Satz 7.2.1 FirT e L' ist
1. 134
1Tl = |T¢TT¢ s,
wobei || - ||1,» die 1-Norm beziiglich T bezeichne.

Beweis:
1T = llerll
= sup{|pr(4)] : A€ A, ||A]| <1}
22

@ sup{|r(ATETTZ)| : A€ A, |A| <1}
15 1 1
© TR )N

7.3 Die p-Norm

Die Norm auf A werde mit || - || bezeichnet, die Norm auf LY mit || - ||, und
die Norm auf L? mit || - ||, ..

Lemma 7.3.1 Seien U,V € A partielle Isometrien und A € A beliebig. Dann
qgilt:

(1) WAV]e < [|Alle
lUAV || |Alloo, falls U und V unitir sind.

All.-
A1+, falls U und V unitir sind.

(11)  [[UAV|1,
HUAVHI,T

IA

I

13Zur Erinnerung: Der Isomorphismus ist zunichst nur fiir hermitesche Elemente definiert
und wird C-linear fortgesetzt.
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Beweis:

{) :

[UAV]loo < U]l [|Alloe [IV [lo < 1| Alloo-
—— N——

<1 <1
Falls U und V unitar sind;'so atich*¥/* und ¥*.

= | Alleo = [UTVAVV oo < Ul [[UAV [loo[|V"|loo = IUAV |l oo

WUAV|L, 2 sup{[r(SUAV)| : |IS]|eo < 1}
2 sup{|r(VSUA)| : |S]|eo < 1)
< sup{[r(54)| : ISl <1} (23)
2 Al

(23) gilt, weil die Abbildung S — V SU die Einheitskugel von A in sich abbildet.
Falls U und V unitar sind, ist diese Abbildung bijektiv. Die Umkehrabbildung
ist S — V*SU*, und die Norm bleibt erhalten wegen (z). Bei (23) steht in

diesem Fall ein Gleichheitszeichen.
=

Im folgenden Satz wird die p-Norm mit Hilfe der (p,7)-Norm dargestellt,
wobel ausgenutzt wird, dafl L? ein Interpolationsraum ist. Dazu zunachst fol-
gendes Lemma:

Lemma 7.3.2 Sei B € A positiv, dann ist die Abbildung z — B* holomorph
auf So = {2]0 < Rez < 1}. B* ist eine partielle Isometrie firt € IR und
unitar, falls B nichtsinguldr ist.
Fir f € F, = FLAAL 1=, = FEAL Wiist 2 — B finBre ..
Beweis: Es existiert ein unitares U € A, mit

'BU =dias(@ ... 40,0, B, 20Hrj=1,....n,
Fiir Polynome p gilt

p(diag(p, ..., B,)) = diag(p(B1), - - - ,P(ﬂn))-

Aus Korollar 1.3.5 folgt fiir f € C(o(B))

f(diag(By, . .., Bn)) = diag(f(5r), - -, f(Bn))-
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Mit Korollar 1.3.6 ergibt sich
g & (UL BUL Y
= (I BEIFbI
= bidiaglity. . . a5 U=,

1 1
(B* = Bo) '« (Udiag(5, ..., B;)U" — Udiag(B5°, . .., B2)U”)
2 =g Z— 20
1 ) 2al
i Al Udlag(ﬁ 7 * ’ﬂn ﬂ;LO)U
. Udiag(ﬁf—ﬁ Vigo i )U
= 20 Z— 20

— Udiag((87)'(20),-- -, (B7)(20))U" (2 = 20)

in jeder Norm, da alle Normen dquivalent sind. Also sind z — B? und mit f
auch z — B* f(z)B* holomorph.

Seit € IR:
B* = Udiag(8};:.., 85 U"
(BB o Udiag(ﬂ‘” ol ch B U T o e s i
L R e T el el g
= Ulieg( vy, - .- ,’yn)U*
wobei v; = { B oy 10
1 sonst

Somit ist B* unitar, wenn alle 3; gréfer als 0 sind, d. h. wenn B nichtsingular ist.
((B%)*B' = B'(B%)* ist offenbar auch erfiillt.) Andernfalls ist der Operator
Udiag(y1,...,7)U* eine Projektion und damit B eine partielle Isometrie. Fiir
den letzten Teil der Behauptung ist noch zu zeigen, daB B*f(z)B* in einer
beliebigen Norm an den Randern gegen 0 konvergiert, falls f dies tut.
] J 3.1
IBYf(it) B llee < [If(it)]leo = 0 (|t] = o0).

IB**f(1 +it)B* |l < [Blleollf(1 4 ét)leol| Blloo = 0. ([t] = 00).

Satz 7.3.3 Sei A€ L” (= A), dann ist TXPATZF € L? (= A), und es gilt
T
1Al = 1TE* AT lp,r-
Beweis: Sei § = 2, &> 0 und f € F, mit
f(6) = TEATE

8 0 ity
und || fllz, < TSP AT [|pr + e
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Definiere f € F,, durch

f € F, nach Lemma 7.3.2.
0) = LATRATST, ™
= A

Um eine Abschitzung fiir || A||, zu erhalten, wird die F,-Norm von f berechnet.

Sei t € IR beliebig.

1 @)leo = 1722 f(i) T 2 lleo = 11/ (i) oo
da T;i% nach Lemma 7.3.2 unitar ist.

S TE\ & 5 1
el ITZf(1 + )T 1.+

= ITET =5 £(1 + )Ty 22T s,

= 5.2 f A+ )T 2|1 »
Lemm:a 3.0 Hf(

171+ i)l

1+ 2t)]]q -
Die F,-Norm von f ist gleich der F,-Norm von f, denn
Iz, = sup{llF@)lloo, 171 + it)ll2}
telR
= sup{|[f(i1)leo, [ S (1 + ét)]l1,7}
telR
= |iflle-

Also ist nach Voraussetzung

5 S g od
Ifllz, < ITe" AT ||pr + €

= IIAHP = “TL/?;ATwTPHP,T' (24)

Sei nun umgekehrt f € F, mit
6 R Mo
f(0) = T,”AT,*
| g E Sl BER AT | + &

Definiere f € F, durch

R

Som

J(=) = T2 f(=)T2.

A
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f(0) = TFT,%AT,*TF = A
f(lt) == Tff(it)Tf
= ) Le . = {0

Auf der Gerade {Rez = 1} gilt

143t

Flittr = Y f(1+zt)T¢2

— TR aal yTIT

u|.~

L 3, ey 1 S\
a3l W f1+ i), = ITEF0+)TE s

= [F(1 + 2]
Fiir die F,-Norm von f ergibt sich

IFllz = f?g{n];(it)llomnf(l+it)”1,7}
= sup{|[f(it)]leo, IS (1 + ét) 1}
telR

= |I£l=,-

Also ist nach Voraussetzung
1flz < NTe ATy ®|lpr + e
= ||Allpr < ”TL;EATLP—ZHP YAgLae

Ersetze A durch T2F ATZ”

= |TZATZ |lpr < Al

zusammen mit (24):

ol Al
1Al = 1T ATS" [[.r-

Beispiele:
1. Die p-Norm von /.

ol b
1]l 175" ITS" ||+

e ”Tf”w
=}
)

=) ek

s

)

®
1
P,
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2i18ei' Tsrdilag( ey J.iviian)und Al=(ap)we B2

= Al = IT$ATS |2

n n

= (szlajklz)%~

=i =1

7.4 Erginzungen

Beim Beweis von Satz 7.3.3 wurde benutzt, dafl die 7-Norm bereits bekannt
ist, ohne eine explizite Funktion aus F, anzugeben, welche die gewiinschten
Eigenschaften hat. Die bei [L2] in der Schlulbemerkung fiir p = 2 angegebene
Funktion ist in verallgemeinerter Form fiir (A, Ll)[%], 1 < p < oo geeignet.

Satz 7.4.1 Sei ¢ ein treues halbendliches Gewicht auf A, A € A, ¢ > 0 und
l<p<oo. Seid (=T,) die rgumliche Ableitung von ¢ wie in Abschnitt 4. Sei

u[dflf’Adﬁ| die Polarzerlegung von 2 Ad? . Sei f:So — A definiert durch
f(z) = & Ped 3 u|d? Adw P d 5.
Dann ist f(0) = A fir 6 = 1 und || f||5, < ||All, bei geeigneter Wahl von c.

Bemerkung: f liegt allerdings nicht in F,, da f an den Réandern nicht gegen 0
konvergiert. f ist jedoch beschrinkt, so daB exp(8(8 — 2)?)f(z) in F, liegt und
die Abschitzungen um einen Faktor der Grofenordnung exp(é) stort, der bei
hinreichend kleinem ¢ beliebig nahe an 1 liegt.

Beweis (Satz 7.4.1):

f(0) = A'd %wu|dF Adw|'d %
= d %d Adwd %
= A
Sei t € IR beliebig.

f(it) = Pd-%u|d Adw|Pld s
1f @)oo = lel e [|d~5u|d? Adzs | #d~5 |
¢ |uld Adz 7o
¢ llulloo |11 Ad2 ™) o

G

AN /AN
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Auf {Rez = 1} gilt:
fA+it) = 7P 5 y|d% Adw|rtritd= 5
If(1+ ity = c?||d=3d= % u|d? Ad% |[PrPitd-5d- 5|,
= P||dEd=3d" 5 u|dF Ad P34 d5 |y,
¢'~7||uldzs Adzs PPy,

AP ||u|d? Ad? |P|d2F Ad% P, .

< cl_p|||d21_PAd515]pHLT nach Lemma 7.3.1 u. 7.3.2
= c7P||A|p.
Fir ¢ = ||A||, folgt
/@)l < [IAll
A+l < (AT = (| All

Ol Allwt = Al

]

Die Darstellung der Normen mit Hilfe einer Spur ist i. a. nicht méglich, da
auf einer beliebigen von Neumann-Algebra nicht notwendigerweise eine Spur
existiert. Es existieren jedoch stets treue halbendliche normale Gewichte auf
einer von Neumann-Algebra und damit auch auf ihrer Kommutante. Also gibt
es stets auch zugehorige raumliche Ableitungen.

Um eine Verallgemeinerung der Ergebnisse zu erméglichen, miiiten die Nor-

men unabhangig von 7, mit Termen, die nur von ¢ abhangen, dargestellt werden.
Nach Satz 7.3.3 ist fir A € A

[All, = [ld2 Adz ||,
= r(|d% Ad% )P, (25)
Fiir beliebiges B € A gilt
¢(B) = 7(BI,)
= 7(Bd)
= 7(d*Bd?)
= pld-2Bd 2} b a(dd eBd dz)
= g{B].
Einsetzen in (25) ergibt die gewiinschte Darstellung:
|All, = o(d2|d% Adw ).
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