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Notation

Obere Indizes

Untere Indizes

i
kk
x, Y, 2

Abkiirzungen

(1)v (2)v (2)korr
2d, 3d

CFL
DIRK(2)
FIELDS
FLOW
ILU

KP

KV

LES
LPS
PAC
POS
Raw
RCB
SKV
SKVF

()
1]

Approximation am Abwindpunkt
Wert am Knoten k

Approximation zum alten Zeitpunkt
Approximation am Aufwindpunkt

i-te Komponente bzw. i-ter Punkt
Spur eines Tensors
Komponenten in entsprechende Koordinatenrichtung

Diffusionsapproximationen fiir die Stabilisierung (siehe Abschnitt[2.5.2)
zwei bzw. drei Raumdimensionen
Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung

diagonal implizites Runge-Kutta-Verfahren (siehe Gleichung (2.5))
Stabilisierung nach Raw (siehe Gleichung (2.16))

Stabilisierung nach Karimian (siehe Gleichung (2.23))
Unvollstandige Dreieckszerlegung

Gitter- oder Knotenpunkt

Kontrollvolumen

Large Eddy Simulation

Linear Profile Skewed Upwind (siehe Abschnitt [2.5.1)

Physical Advection Correction (siehe Gleichung (2.25))

positives Aufwindverfahren (siehe Abschnitt[2.5.1))
Diffusionsapproximation fiir die Stabilisierung (sieche Abschnitt[2.5.2)
Rekursive Koordinatenbisketion

Teilkontrollvolumen

Teilkontrollvolumenflache

Ebenenmittelung

Norm oder MaB einer GroBe

Griechische Bezeichnungen

S
<

B b

Wirbelstarkendicke

Kroneckersymbol

Filterweite des Gitterfilters bzw. Laplace-Operator
Filterweite des Testfilters



At Zeitschrittweite

£8GS Subskalendissipation

K lineare Konvergenzrate

A Dampfungsparameter

I Impulsdicke

v kinematische Viskositat

Vg turbulente Viskositat

o Seitenverhiltnis

Tij Subskalenspannungstensor

w Wirbelstarke

Q Gebiet (Rechengebiet)

Qa Tragerbereich der Filterfunktion
Qkv, Gebiet des Kontrollvolumens &
v nichtlineare Konvergenzrate

Lateinische Bezeichnungen

bip Randintegrationspunkt

co Knotenpunkt des Gitters

C Modellparameter

Cy,,Cp,Cf,Cy Koeffizienten der Stabilisierung

d Dimension des zugrundeliegenden Raumes R¢

1, f gemittelte GréBen

G Kern der Filterfunktion

ip Integrationspunkt

L. Konvektionsldange

L?l Diffusionslange

L;; Leonard-Term

L7 Skalendhnlichkeitsterm

n duBerer Normalenvektor

Neo Knotenanzahl eines Elementes

NKP Anzahl Gitterpunkte

NSKV Anzahl der Teilkontrollvolumina eines Kontrollvolumens
NSKVF Anzahl der Teilkontrollvolumenflachen eines Kontrollvolumens
Ny Ansatzfunktion

N(u) nichtlinearer Operator, Konvektionsoperator

M, B, G Master-, Border- bzw. Ghost-Prioritat

p, p* Druckvariable, modifizierte Druckvariable

Siji 15| Schubspannungstensor und dessen Norm

t, tn Zeitvariable, diskreter Zeitpunkt

T Triangulierung

u = (u,v,w)’ Geschwindigkeitsvektor

u;, U Approximation, Naherungslosung

Up, normale Geschwindigkeit

x, x7 Losungsvektor des Gleichungssystems, zum Zeitpunkt
y Ortsvektor, lterierte



Einleitung

Strémungen, die in freier Natur vorkommen, sind meist von turbulentem Charakter, z.B. bei
der Umstromung von Korpern oder auch bei Mischungsprozessen. Sie sind wenig geordnet und
beinhalten auch zufillige Zustinde, die sehr schwer zu modellieren sind. Ein geeignetes Tur-
bulenzmodell zu entwickeln gestaltet sich daher schwierig. Eine Moglichkeit stellen die statis-
tischen Turbulenzmodelle dar, die jedoch nur statistisch stationdre Phanomene gut simulieren
konnen. Dabei werden wichtige und auch interessante Zwischenzustande durch die Mittelung
entfernt, da das Interesse nur auf die zeitlich gemittelten GréBen gelegt wird. Oft handelt es sich
jedoch um Strémungen, die eine Entwicklung in der Zeit beinhalten. Diese kénnen durch die
zeitgemittelten Modelle nur schlecht behandelt werden. Der direkte Ansatz, d.h. kein Turbu-
lenzmodell einzufiigen, dafiir aber eine sehr feine Auflosung in Raum und Zeit zu beniitzen, ist
nicht immer mdglich. Je nach Problemfall wird dabei eine so feine Auflosung benétigt, um alle
Strukturen darstellen zu konnen, daB selbst heute verfiigbare Rechnerkapazitdten dafiir nicht
ausreichen. Dies ist v.a. dann der Fall, wenn Grenzschichten involviert sind und die dort auf-
tretenden Stromungsgradienten addquat aufgelést werden miissen. Ein KompromiB zwischen
den beiden Extremen, alle turbulenten Strukturen zu modellieren bzw. aufzuldsen, stellt ein
Turbulenzmodell dar, das unter dem Namen Grobstruktursimulation bzw. im Englischen unter
Large Eddy Simulation (LES) bekannt ist. Dieses Modell basiert auf lokal raumgemittelten
GroBen. Dadurch ist eine zeitliche Historie der Stromungsstrukturen darstellbar, wobei kleine
rdumliche Variationen ausgemittelt werden. Diese kleinskaligen Variationen werden durch ein
Modell ersetzt. Dadurch fallt der Anteil der modellierten Strukturen wesentlich geringer aus
als bei den klassischen statistischen Modellen. Allerdings kénnen im Vergleich zu den statis-
tischen Modellen nur relativ kleine Reynoldszahlen realisiert werden, jedoch groBere als es
beim direkten Ansatz moglich ware. Die Beschrankung der Reynoldszahl Re resultiert dabei
aus der bendtigten Auflosung h des Rechengitters, die wiederum direkt mit der Reynoldszahl
gekoppelt werden kann. Fiir eine direkte Simulation ohne WandeinfluB ist z.B. eine Auflésung
von h ~ O(Re*%) erforderlich. Dies kann bei einer LES deutlich reduziert werden, jedoch ist
die Auflésung immer noch sehr fein bei groBen Reynoldszahlen. Beschrankt man sich also auf
Stromungsprobleme, die keine allzu groBen Reynoldszahlen erfordern, ist die Grobstruktursimu-
lation eine sehr interessante und attraktive Moglichkeit, komplizierte Stromungen zu simulieren
und dabei eine relativ genaue Darstellung der Phanomene zu erhalten. Eine Einfiihrung hierzu
findet sich in dem Buch von Sagaut [Sag02].

Turbulenzmodelle enthalten Parameter, die in geeigneter Weise bestimmt werden miissen.
Auch die Grobstruktursimulation besitzt einen Modellparameter, der bei der klassischen Va-
riante von Smagorinsky [Sma63] als konstant iiber das gesamte Rechengebiet gewahlt wird.
Naheliegend bei dem lokalen Ansatz der LES-Modellierung ist es jedoch, den im Modell enthal-
tenen Parameter ebenfalls lokal zu bestimmen, um raumliche Unterschiede zu beriicksichtigen.
Hierzu sind viele Ansdtze in der Literatur zu finden, wie das dynamische Modell von Germa-
no [Ger92] oder auch ein gemischter Ansatz von Zang et al. [ZSK93]. Diese beiden Modelle



haben sich bereits bewahrt und wurden auf vielerlei Probleme angewandt. Hierzu z3hlen die
Umstrémung eines Zylinders [RFBP97], [Vok97], [Fr698], die angetriebene Nischenstromung
[ZSK93] und auch die Umstromung eines Hindernisses in einem Kanal [YF93]. In dieser Arbeit
werden diese Turbulenzmodelle eingesetzt, um die nicht aufgelésten rdumlichen Strukturen
zu modellieren. Das Interesse liegt dabei aber nicht auf den physikalischen Eigenschaften der
Modelle und auch nicht auf deren Weiterentwicklung oder Modifikation, sondern vielmehr auf
dem Zusammenspiel der Diskretisierung mit den Turbulenzmodellen. Darunter ist zu verstehen,
daB im Falle einer turbulenten Simulation andere Anforderungen an die Diskretisierung gestellt
werden, als dies im laminaren Bereich der Fall ist. Dazu gehort die Approximation des Kon-
vektionsoperators, der moglichst wenig bis keine numerische Diffusion enthalten sollte, sowie
die Stabilisierung des diskreten Gleichungssystems, die auch im turbulenten Fall gew&hrleistet
sein muB. Je nach Einstellung der Diskretisierung kdnnen sich dabei drastische Unterschiede
ergeben.

Zu einer erfolgreichen turbulenten oder auch laminaren Simulation ist also eine ausreichend ge-
naue Diskretisierung erforderlich. Insbesondere ist es unerlaBlich die besonderen Eigenschaften
der eingesetzten Diskretisierung zu kennen. Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Stromungs-
simulationen beruhen auf einem inkompressiblen Ansatz, d.h. die Grundgleichungen bestehen
aus den inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen in primitiven Variablen. Die Anordnung der
Unbekannten auf dem Gitter ist dabei nicht-gestaffelt, wodurch ein unphysikalisches Schach-
brettmuster in der Druckldsung entstehen kann. Durch Einfiigen einer Stabilisierung kann dieser
Effekt verhindert werden. Hierzu sind diverse Moglichkeiten vorhanden, vom Hinzufiigen eines
kleinen kiinstlichen Diffusionstermes in der Kontinuitatsgleichung bis hin zu speziellen Interpo-
lationen der Geschwindigkeiten in Abhangigkeit vom Druck. Letztere Moglichkeit wird in dieser
Arbeit zugrunde gelegt, wobei die verwendeten Ansatze auf Raw [Raw85] und Karimian [KS95]
zuriickgehen. Diese Ansdtze bestimmen die Interpolation in Abhangigkeit der Impulsgleichung,
welche gerade die Beziehung zwischen Druck und Geschwindikeitskomponenten enthilt. Es
wird dadurch ebenfalls eine Art kiinstliche Diffusion in die Kontinuitatsgleichung eingebracht,
wobei deren GroBe jedoch nicht im Vorfeld festgelegt wird, sondern lokal aus der Stromungs-
situation heraus entsteht. Die Massenerhaltungsgleichung kann zur Stabilisierung zusatzlich
beriicksichtigt werden und fiihrt zu einer leicht modifizierten Interpolation im Vergleich zum
ersten Ansatz. Das Resultat sind zwei unterschiedliche Arten von Kopplungen zwischen den
Geschwindigkeitskomponenten und dem Druck, die wiederum zu leicht abweichenden Eigen-
schaften des resultierenden Gleichungssystems fiihren. Das Besondere an den beiden Inter-
polationen ist der rein lokale Charakter, so daB sich von Gitterpunkt zu Gitterpunkt leichte
Variationen ergeben kdnnen. Es gehen insbesondere auch keine globalen vordefinierten GroBen
ein, wie es bei einer ad hoc eingefiigten kiinstlichen Diffusion der Fall ist.

Durch den Vergleich der beiden Stabilisierungsvarianten anhand einfacher Testfille, wie z.B.
der Poiseuille-Strémung oder aber auch der angetriebenen Nischenstrémung, werden die je-
weiligen Eigenschaften der Varianten herausgearbeitet. Bei der Poiseuille-Strémung ergibt sich
kaum ein Unterschied. Im Falle der Nischenstromung entstehen jedoch, bedingt durch die
Wirbelstrukturen und die beiden enthaltenen Eckensingularitdten, deutliche Unterschiede. Das
Verhalten hingt also sehr stark vom Charakter der Stromung ab, bei der die Stabilisierung
angewandt wird. Ebenso sind die verschiedenen Mdoglichkeiten die Konvektion zu behandeln
von entscheidender Bedeutung, um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten. Auch der Beitrag eines
Quellterms wie er bei einem der verwendeten Turbulenzmodelle auftritt, kann die Ursache



fiir unterschiedliche Verhaltensweisen der Stabilisierung sein. Aber nicht nur allein die duBe-
ren Umstdnde der Strédmung an sich tragen zu eventuellen Schwierigkeiten bei, sondern auch
die durch das Gitter produzierten Probleme, die z.B. durch VergréBerung des Elementseiten-
verhiltnisses erzeugt werden. Auch in dieser Hinsicht muB eine Diskretisierung stabil bleiben,
so daB hier eine Untersuchung durchgefiihrt wird.

Durch die Stabilisierung, gleich welcher Form, wird ein Fehler in der Massenerhaltung erzeugt.
Hier muB3 ein KompromiB gefunden werden, bei dem der Storterm und damit der Massener-
haltungsfehler minimiert wird und gleichzeitig eine ausreichende Stabilisierungsstarke vorliegt,
so daB das System gel6st werden kann. Als Losungsverfahren werden dabei effiziente iterative
Methoden bevorzugt. Zu dieser Kategorie gehoren Mehrgitterverfahren, mit deren Hilfe das
Gleichungssystem schnell geldst werden kann. Dies hat auch in Bezug auf die Zeitintegration
den Vorteil, implizite Methoden in Betracht ziehen zu konnen. Diese unterliegen keiner Be-
schrankung durch die CFL-Bedingung, wodurch groBere Zeitschrittweiten moglich sind als bei
einem expliziten Ansatz. Allerdings sind dafiir schnelle Losungsverfahren fiir die resultierenden
Gleichungssysteme erforderlich, die durch die eingesetzten Mehrgittermethoden bereits vorlie-
gen. Desweiteren muB bei einem impliziten Ansatz beachtet werden, daB dadurch eine zeitliche
Mittelung eingefiigt wird. Viele Forscher praferieren daher explizite Methoden, wenn sie sich
mit zeitgenauen Simulationen beschéftigen, wie es z.B. bei einer LES der Fall ist. Jedoch ist
der EinfluB des impliziten Ansatzes bei Zeitschritten moderater Weiten als gering einzustufen,
sofern man die entscheidenden Entwicklungen ausreichend fein aufldst. Dies trifft auch auf la-
minare Simulationen zu, die eine zeitliche Evolution beinhalten. Auch dort wiirde eine zu grobe
zeitliche Auflosung genausowenig zum Ziel fiihren wie eine zu grobe rdumliche Auflésung, die
die in der Strémung vorhandenen Strukturen nicht darstellen kann. Jedoch mdchte man bei
einer impliziten Diskretisierung zumindest CFL > 1 erfiillen, um sich etwas von den expliziten
Verfahren abzugrenzen, die maximal CFL = 1 beniitzen konnen. Als Beispiel fiir den Einsatz
eines impliziten Verfahrens im turbulenten Fall, kann die Arbeit von John [Joh02] herangezogen
werden.

Die Bewertung des Diskretisierungsverfahrens inklusive der Stabilisierungsmethoden bei unter-
schiedlichsten Anwendungsproblemen ist das Hauptaugenmerk dieser Arbeit. Als Kriterien wer-
den dazu der Diskretisierungsfehler, v.a. der Massenerhaltungsfehler, das Konvergenzverhalten
des iterativen Losungsverfahrens sowie der Vergleich mit der exakten Lésung bzw. mit Ergeb-
nissen aus der Literatur herangezogen. Auch die Zeitintegration ist ein wichtiger Anhaltspunkt,
da auch die Stabilisierung vom Zeitschritt abhangt und dadurch einen groBen EinfluB auf das
Ergebnis der Simulation ausiibt. Im laminaren Regime werden dazu sowohl lineare, nichtlinea-
re, stationdre als auch instationdre Fille betrachtet, um die Eigenschaften der Diskretisierung
und die Auswirkungen auf die Ergebnisse herauszuarbeiten. Nach diesen grundlegenden Tests
im laminaren Bereich, kann die Diskretisierung schlieBlich auch im turbulenten Fall iiberpriift
werden. Dabei wird vor allem das Verhalten der beiden Stabilisierungsansitze in Kombination
mit den betrachteten Turbulenzmodellen untersucht.

Diese Untersuchungen der Diskretisierungsverfahren im laminaren und turbulenten Regime
werden mit Hilfe des in der Arbeitsgruppe Wittum entstandenen Programmpakets UG durch-
gefiihrt, dessen Struktur z.B. in [BBJ197]| und [BBJ198] vorgestellt wird. In [BJLT01] sind
einige Anwendungsbeispiele enthalten, die die Moglichkeiten des Pakets demonstrieren. Die Ba-
sis des Pakets sind unstrukturierte Gitter in zwei und drei Raumdimensionen, sowie ein flexibles
Datenmanagement. Es werden alle fiir die Gittergenerierung und Modifikation erforderlichen



Routinen zur Verfiigung gestellt. Auch die Portierung auf unterschiedlichste Rechnertypen
ist enthalten, insbesondere auf verschiedene Parallelrechnerarchitekturen. Die Parallelisierung
ist bei Simulationen in drei Raumdimensionen entscheidend, da die erforderliche Gitterfein-
heit wegen dem dafiir bendtigten Speicher- und Zeitaufwand ansonsten nicht erreicht werden
konnte. Vielfiltige Applikationen sind bereits in dem Programmpaket UG enthalten, unter
anderem die Problemklasse der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen [HNRR99]. Die
parallelen Simulationen dieser Arbeit erfolgten auf einem Beowulf-Cluster der Arbeitsgrup-
pe Wittum, bestehend aus 80 Prozessoren, bzw. auf dem Heidelberger Linux Cluster System
HELICS (http://helics.uni-hd.de) mit 512 Prozessoren.

Zusammenfassend liegt der Schwerpunkt der Arbeit auf der Untersuchung des Diskretisie-
rungsverfahrens, insbesondere der verschiedenen Moglichkeiten der Stabilisierung. Zur Einord-
nung der unterschiedlichen Moglichkeiten wird hierfiir neben Fehleruntersuchungen auch die
Konvergenz des Losungsverfahrens herangezogen. Diese Studien werden schlieBlich auf den
turbulenten Fall ausgedehnt. Besonders im Hinblick auf weitere Stromungsprobleme wie z.B.
die Zylinderumstromung oder auch die Stromung in statischen Mischern, ist es dringend er-
forderlich, die Konsequenzen der unterschiedlichen Diskretisierungsvarianten zu kennen. Dann
kann schon im Vorfeld entschieden werden, welches Verfahren iiberhaupt in Frage kommt.
Allein durch die Wahl der Diskretisierung des Konvektionsoperators, der im turbulenten Fall
von groBer Bedeutung ist, kann ein vollig anderes Ergebnis resultieren, wenn zuviel numeri-
sche Diffusion enthalten ist. Daher erfolgen diverse Untersuchungen im laminaren als auch
turbulenten Bereich, um die Eigenschaften der Diskretisierung inklusive der Stabilisierungen
herauszuarbeiten.

Der Aufbau dieser Arbeit sieht wie folgt aus. Die zugrunde liegenden Gleichungen inklusive der
Turbulenzmodelle und die Verdnderungen bzw. Anforderungen an das Gleichungssystem werden
in Kapitel [1 vorgestellt. Die Diskretisierung mit besonderer Konzentration auf die Stabilisie-
rungsvarianten und deren Besonderheiten, sowie die Art der Linearisierung und Zeitintegration
sind Gegenstand des zweiten Kapitels. Die diskrete Darstellung der Turbulenzmodelle und der
zugehdrigen Mittelungsoperatoren werden in Kapitel |3 beschrieben. Dazu gehdren auch Aus-
wertungsroutinen zur Aufbereitung der Ergebnisse. Wichtig in dem Zusammenhang sind die
Modifikationen des Lésungsalgorithmus, die sich auf den Transport der turbulenten Daten be-
ziehen. Das Losungsverfahren selbst, bestehend aus der Zeititeration, nichtlinearer und linearer
Iteration, wird in Kapitel [4 vorgestellt. Die lineare Iteration erfolgt dabei durch ein geometri-
sches Mehrgitterverfahren mit Standardtransferroutinen. Auch Krylov-Raum-Methoden werden
vorgestellt, die zur Beschleunigung des Mehrgitterverfahrens dienen. Kapitel [5 schlieBlich, ist
den numerischen Resultaten und deren Diskussion gewidmet.



1 Die Bewegungsgleichungen und das
Turbulenzmodell

1.1 Die Navier-Stokes Gleichungen

Zur Beschreibung der Stromungsphdnomene in inkompressiblen Fluiden dienen die Erhaltungs-
gleichungen fiir den Impuls und die Masse. In allgemeiner Form lauten sie:

dou V(ov(Vu+ (Vu)T)) + V- (ouu®) + Vp = f

ot
div(ou) =0
oder in komponentenweiser Notation:

d

Oou; 0 Ou; Gu] ap
at ; 0x; (9” (amj em)) Z 0a; (owiuy) 50 = fi
> -
Oz,
Die Herleitung dieser Navier-Stokes Gleichungen ist in gingiger Literatur zu finden und wird

in dieser Arbeit nicht weiter ausgefiihrt. Eine Einfiihrung ist etwa in [Wes01],[HC93], klas-
sisch in [LL66] oder auch in [FP97] zu finden. Dabei bezeichne v die kinematische Visko-

sitdt, u; mit ¢ = 1,...,d sind die Geschwindigkeitskomponenten des Geschwindigkeitsvektors
u = (u,...,uq)" in kartesischer Anordnung im d-dimensionalen Raum R¢, p ist der Druck
und £ = (f1,..., fa)T eine mogliche rechte Seite. Die Dichte o wird wegen der Inkompressibi-

litdtsannahme als konstant im gesamten Gebiet angenommen und kann daher auf 1 normiert
werden. Das Gleichungssystem dndert sich durch diese Normierung nicht in seiner Gestalt. Das
Resultat ist:

(1.1) %—? =V (Vu+ (Vu)h)) + V- (uu’) + Vp = f
div(u) =0

bzw. in komponentenweiser Notation:

Ou; = 0 Ou;  Ouy
ot _;%j (” (ax] Dz

\_/

d
0 o .
> TS
(1.2) B

Qv‘Qv
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In allen in dieser Arbeit betrachteten Fallen wird der Kraftterm in der Impulsgleichung ver-
nachlassigt. Insbesondere spielt die Erdbeschleunigung keine entscheidende Rolle bei den un-
tersuchten Stromungsproblemen und wird daher nicht mit einbezogen. Desweiteren wird auch
keine Temperaturabhingigkeit der Strémung vorausgesetzt, wodurch sich die Berechnung der
Transportgleichung fiir die Temperatur eriibrigt.

1.2 Turbulenzmodellierung

In laminaren Fallen, bei denen die Stromungsstruktur eher geordnet ist, reichen die oben
beschriebenen Gleichungen aus, um die Simulation durchzufiihren. Im turbulenten Fall muB
noch ein geeignetes Modell fiir die nicht addquat aufgelésten Strukturen hinzugefiigt werden.
Hierfiir gibt es verschiedene Mdglichkeiten. Einerseits ist es theoretisch moglich, die Auflosung
fein genug zu machen, um alle Strukturen darstellen zu kdnnen. Andererseits sind dann nur
sehr spezielle Probleme und vor allem keine groBen Reynoldszahlen realisierbar, da selbst bei
den heutigen GroBrechnern die Kapazitdt nicht ausreicht, um alle Strukturen darstellen zu
kdnnen. Es bleibt also nur die Méglichkeit, relativ einfache Probleme mittels dieses direkten
Ansatzes zu modellieren, oder aber die Reynoldszahl so klein zu halten, daB noch alle relevanten
Phanomene darstellbar sind. Vor allem wenn man auch Wandeffekte simulieren will, kann man
diesen direkten Ansatz, auch Direkte Numerische Simulation (DNS) genannt, nicht anwenden.
Die Anforderung an die Aufldsung der Randschicht sind dann viel zu hoch.

Eine weitere Moglichkeit ist es, nur die zeitlich gemittelten Phanomene zu betrachten. Dann
bendtigt man die zeitlich gemittelten Gleichungen (Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS))
und ein statistisches Modell, um die turbulenten GroBen zu approximieren. Dieser Ansatz ist
weit verbreitet und wird vor allem fiir praktische Probleme im Ingenieurswesen angewandt.
Allerdings kann man mit diesem Ansatz keine zeitliche Entwicklung der Strémung darstellen.
Im Normalfall ist man dabei auch nur an einer stationdren LOsung interessiert und nicht an
der zeitlichen Entwicklung. Will man jedoch den EntwicklungsprozeB abbilden, muB eine an-
dere Methode angewendet werden. Daher wurde ein weiterer Ansatz entwickelt, der ungefahr
zwischen den letzten beiden Moglichkeiten angeordnet werden kann. Er basiert darauf, die Glei-
chungen im Raum zu mitteln und soweit wie méglich die Strukturen aufzulésen. Nur die kleinen
Anteile der Stromung, die durch den MittelungsprozeB verloren gegangen sind, werden durch
ein Modell ersetzt. Dieses Vorgehen ist bekannt unter dem Namen Grobstruktursimulation
(Large Eddy Simulation (LES)) und wird im folgenden Abschnitt erliutert.

1.3 Die Grobstruktursimulation

Die Basis der Grobstruktursimulation ist die rdumliche Mittelung, um die groBen von den
kleinen Strukturen zu trennen. Dazu werden die Erhaltungsgleichungen (1.1) zundchst im
Raum gemittelt. Der Operator, der die Mittelung leistet, ist ein Faltungsintegral der Form

Fla,t) = /Q Gala,y)f(y.t) dV,
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wobei mit A die Filterweite bezeichnet wird. Sie charakterisiert die GroBe des lokalen Tragers
des Kerns Ga(x,.). Der Filteroperator muB auBerdem folgende Eigenschaft erfiillen:

/ GA(J:)y) dv = 1,
Q

da natiirlich konstante Funktionen durch diese Mittelung nicht verdndert werden diirfen. In
dieser Arbeit wird ein Box-Filter eingesetzt, d.h. der Kern ist von folgender Form:

1
(1.3) Galey) = | @ Y€ 2a@)
0 sonst.

Die Filterweite ist dabei definiert durch A = {/|Qa |, wobei mit d die Raumdimension und mit
|2 | das Volumen des Tréagerbereichs des Filters bezeichnet seien.

Der Filteroperator wird auf das Gleichungssystem angewendet und unter der Annahme, daB
sich Integration und MittelungsprozeB vertauschen lassen, erhdlt man:

d

8ul ou; 8u] 3]3
Zaxj (”(axj ax)) Za (@) + 5 =0

d
8u] _

83:]

Der ungeschlossene Konvektionsterm 2?21%(%%‘) muB  ersetzt werden durch
J

> ;-i:l %(mﬂj), der nur von bekannten GroBen abhingt. Um das Gleichungssystem
J
nicht zu verandern, ergibt sich als Korrekturterm der Subskalenspannungstensor

Tij = Uy — UUj.
Die Impulsgleichung sieht nun wie folgt aus:

d

o ) ou; | o, ) A R
(14) at‘;a—xj@(ax] m)) 2 iy )+ gy ¥ 2y =0

Der Subskalenspannungstensor 7;; muB nun geeignet modelliert werden. Dabei geht man davon
aus, daB sich die nicht darstellbaren Strémungsstrukturen annihernd isotrop verhalten und
daher leichter zu modellieren sind. Im Vergleich zu den statistischen Turbulenzmodellen sind
die Ansitze dadurch einfacher, da nicht das gesamte Turbulenzspektrum modelliert werden
muB, sondern nur der nicht darstellbare Anteil davon.

Es gibt verschiedene Ansdtze, um die kleinen Strukturen zu modellieren, unter anderem Wir-
belviskositats- oder Skalendhnlichkeitsmodelle. Erstere versuchen, die kleinen Strukturen durch
einen diffusiven Term abzubilden. Die Skalendhnlichkeitsmodelle dagegen gehen davon aus, daB
die kleinen unaufgeldsten Strukturen durch die kleinsten darstellbaren Strukturen modelliert
werden koénnen. Desweiteren gibt es auch gemischte Modelle, die beide Ansadtze miteinander
kombinieren.
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Das ilteste bekannte Modell wurde von Smagorinsky [Sma63] eingefiihrt und ist ein reines
Wirbelviskositatsmodell. Modifikationen dieses Modelles, die eine dynamische Bestimmung
des Modellparameters C' erlauben, wurde von Germano [Ger92| vorgestellt und spater von
Lilly [Lil92] modifiziert. Eine gemischte Variante stammt von Zang et al. [ZSK93]. Alle bereits
erwdhnten Modelle werden in den folgenden Abschnitten beschrieben.

In der Literatur sind wesentlich mehr Modelle zu finden, mit unterschiedlichsten Ansatzen.
Darunter ist ein Modell von Stolz und Adams [SA99, SAKO1], das auf der inversen Abbil-
dung des Filteroperators beruht, um die unaufgeldsten Strukturen zu approximieren. Die ldee
dabei ist, daB man die nicht aufgeldsten Strukturen durch die Anwendung der Inversen des
Filteroperators auf die gefilterten GréBen gewinnen kann. Diese Inverse wird approximiert, und
man erhilt dadurch eine Naherung der ungefilterten Strukturen, die in das Gleichungssystem
dhnlich wie beim Skalendhnlichkeitsmodell eingesetzt werden kdnnen. Allerdings wurde dieses
Modell nur fiir kartesische Gitter getestet.

Ein weiteres Modell wurde von Hughes, Mazzei und Jansen [HMJO0O] vorgestellt. Dieses mo-
delliert nicht den kompletten Subskalenspannungstensor, sondern nur den Anteil darin, der
von den kleinen unaufgelosten Strukturen stammt. Die anderen Skalen werden dabei exakt
bestimmt. Desweiteren gibt es auch ein Modell, das moglichst die Verbindung zu den statisti-
schen Turbulenzmodellen und zur direkten Simulation abdecken will. Es wurde von Magagnato
[MGO0O0] entwickelt und adaptiert je nach Aufldsung und Strémungssituation die statistischen
Modelle bzw. sogar eine DNS. Allerdings werden dafiir zwei weitere Gleichungen ben&tigt mit
diversen Parametern, die geeignet bestimmt werden miissen.

1.3.1 Wirbelviskositatsmodell von Smagorinsky

Das von Smagorinsky 1963 eingefiihrte Turbulenzmodell setzt fiir die nicht aufgelésten Struk-
turen einen diffusiven Term der Form
1

15 i —
( ) Tij 3

8ijTik = —20A2|S|[S,;

ein. Dabei wird der Schubspannungstensor ?ij = % (gg? + %) und dessen Norm definiert
J 7

durch |S| = \/Zd 2§ij§ij eingesetzt. Desweiteren definiert 75, den isotropen Anteil des

ij=1
Modellterms, bei dem die Einsteinsche Summenkonvention zur Verkiirzung der Notation ver-
wendet wird Ty = Z?Zl 7j;. Diese Konvention wird auch im Folgenden bei wiederholtem

Index k stets zugrunde gelegt.

Der Modellparameter C' ist bei diesem Modell positiv und iiber das gesamte Gebiet konstant.
Da von einem inkompressiblen Ansatz ausgegangen wird, kann nur der anisotrope Anteil durch
den Spannungstensor §ij modelliert werden. Der isotrope Beitrag 7 wird zum Druck addiert.
Dadurch erhélt man einen leicht modifizierten Druck gegeniiber dem direkten Ansatz (siehe
Abschnitt 1.3.4).

Definition: Ein Modell heiBt dissipativ, falls fiir die Subskalendissipation

d - .
ESGS 1= D4 j—1Tij i) Gilt:
esas < 0.
Dieses Phinomen wird auch als , forwardscatter” bezeichnet, da Energie von groBen
zu kleinen Strukturen flieBt.
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Da beim Smagorinsky-Modell der Modellparameter positiv ist, liegt also ein rein dissipatives
Modell vor. Insbesondere den EnergiefluB von kleinen zu groBen Strukturen, der als ,, backscat-
ter" bezeichnet wird, kann dadurch nicht abgebildet werden.

1.3.2 Dynamisches Modell von Germano/Lilly

Germano [GPMCO91],[Ger92] fiihrte eine Variante des Smagorinsky-Modelles ein, bei dem der
Modellparameter nicht mehr konstant iiber das gesamte Gebiet gewdhlt, sondern dynamisch
und rein lokal bestimmt wird. Der Modellansatz lautet:

L

1.6 i —
( ) Tij 3

(5ij7'kk = —2C(x,t)A2]§]§ij

mit einem vom Ort und der Zeit abhingigen Modellparameter C(z,t). Selbstverstandlich
sind auch der Schubspannungstensor S;;, und damit dessen Norm |S| vom Ort und der Zeit
abhangig. Um die Notation zu kiirzen, wurde aber auf einen expliziten Hinweis dieser Abhangig-
keiten verzichtet. Wichtig ist nur darauf hinzuweisen, daB im Gegensatz zum Smagorinsky-
Modell aus (1.5) der Parameter in Raum und Zeit variiert.

Die Idee beim dynamischen Modell ist, daB man durch eine zweite grobere Filterung des Glei-
chungssystems und Vergleich mit der ersten Filterung den Modellparameter bestimmen kann.
Zunichst definiert man eine groBere Filterweite A = Y124 ] > A mit zugehdrigem Kern G 5.
Zur Veranschaulichung des Tragerbereichs der beiden Filter sei auf Abbildung [1.1] verwiesen,
die die Trager der Filter der Weite A und A darstellt. Angedeutet ist dabei ein Teil eines
diskreten Gitters inklusive des zugehorigen dualen Gitters, um die Realisierung der Filteropera-
toren auf unstrukturierten Gittern, wie es in dieser Arbeit erfolgen wird, zu veranschaulichen.

Abbildung 1.1: Tragerbereiche der Filter Ga und G 3

Das mit GGz o Ga gefilterte Gleichungssystem lautet damit:

~ d ~ o~ d A~ d

ou; 0 ou; Ou,; 0 A~ op 0
1. L —_— ! J — (u;u,; —T;: = 0.
S ;axj <”<axj+axi>>+;axj (““JHam*Za% j=0
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Dabei wurde bereits der Modellterm, in diesem Falle der Testspannungstensor Tj;, eingefiigt:

Tij = UjU; — UU;.

Dieses System kann nun mit dem mit G 3 gefilterten Gleichungssystem (1.4) verglichen werden:

d - - d 5

o) Ju;  Ouy 9 —\, 9P 0~ _
Z o0 (y <8xj + (‘3%)) + o (uw;) + o + Z o, 7ij = 0.
]:1 J= ‘7:1

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen (1.7)-(1.8) erhalt man folgende Beziehung:

It
(L8 G-

—

(19) E]’ — 7/'1; = Uju; —iiij’ =: ng
Die rechte Seite der Gleichung wird als Leonard-Term bezeichnet und hangt nur von bekannten
GroBen ab. Insbesondere ist diese Beziehung unabhangig vom Modell erfiillt.

Setzt man jedoch das Wirbelviskositatsmodell ein und verwendet denselben Modellparameter
C fiir den Subskalen- und Testspannungstensor, erhalt man:

1 _
Tij — §5z'j7kk = —2C(x,t)A%|S[Sy;
Ty — lgikak = —QC(a:,t)A2\§\§ij

3

Lij — %&'ijk = —20(.%’,t)A2‘§‘§ij + 2C(x,t)A2\§]§ij = C(x,t)Mij.

Fiir die Bestimmung des einzigen Parameters C erhilt man hiermit ein System von 6 Glei-
chungen, das somit liberbestimmt ist. Als Ausweg schlug Lilly [Lil92] vor, folgenden Ausdruck
im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate zu minimieren:

1 jr— PP 2
@ = (L = 0L — 20 IS, - M55,

1 2
= <Lij — géiijk — C(ac,t)MiJ)
und erhalt

d
> i j=1 LijMij

(1.10) O(z,t) = .
i et MuMig

1.3.3 Gemischtes Modell von Zang/Street/Koseff

Das gemischte Modell von Zang et al. [ZSK93] enthélt auBer einem Wirbelviskositatsansatz
auch einen Skalenahnlichkeitsterm EZZ der definiert ist durch:

LT = Hl'ﬂj — il’u]

Dieser Term dhnelt sehr dem Subskalenspannungstensor 7;; = w;u; — u;u; und entsteht durch
die Ersetzung der unbekannten Geschwindigkeiten u; durch ihre gemittelten Werte w;. Die
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Annahme dabei ist, daB die kleinsten aufgelosten oder darstellbaren Strukturen die nicht dar-
stellbaren, zu modellierenden Strukturen der Stromung am besten abbilden kénnen, da sich ihr
Verhalten nicht allzu sehr vom Verhalten der kleinsten Strémungsphinomene unterscheidet.
Dieser Ansatz allein kann allerdings die Energiedissipation von groBen zu kleinen Wirbeln nicht
so gut darstellen. Daher wurde auch ein dissipativer Anteil durch das Wirbelviskositatsmodell
beigefiigt. Ahnlich wie im vorigen Abschnitt wird auch hier ein nicht konstanter Modellparame-
ter C = C(x,t) eingesetzt, der sich durch einen entsprechenden dynamischen ProzeB bestim-
men 13Bt. Zun&chst wird als Modell fiir den anisotropen Anteil des Subskalenspannungstensors

folgendes angesetzt:

(1.11) Tij — 15z‘j7kk = —20(x,t)A%8|8;; + L]} — %

3 0ij Lk

Setzt man nun in die Beziehung (1.9) die Modelle auf Subskalen- und Testebene ein:

1 — = 1
Tij — géika;k =— 20($,t)A2|S|SZ’j + ACZL - 5611'62‘;@

—

1 NS 1 . =
TZ']' - §5ika’“ = — 20(17,t)A2|S|SZ’j + ,Ci\f - 55”,6%1@ mit ,Cf\;[ = UiUj

erhilt man:
PP 1
Lij — =6ij Lk = — 2C(x,t) A?S|S;; + L1 gaijzﬁg
— —~ 1 —
+2C(z, ) A%(S8]Si; — L + 39 LT,
= C(a:, t)Mi]’ + ﬁ — %z%] — Uiy + ili]
1 V!
— 5% Lkk + 50 L7
EAS = 1 1 —_
= C(.%,t)MU — Uy + uju; — géwﬁ,% + gdwﬁzz
Mit Hilfe der Tensoren:
Hij :==7t; uj — %Z %j Skalenihnlichkeitsbeitrag
I = Ly + Zﬁk — L'% isotroper Anteil

M;; = —2A%[S|S;; + 2A%[S|S;;  Wirbelviskosititsbeitrag

|38t sich nun folgende Beziehung ableiten:

1

Wiederum entsteht ein System von 6 Gleichungen fiir den skalaren Parameter C, der durch

=lb

E

Minimierung des folgenden Ausdrucks im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt wird:

1
Q= (Lij —H;; — gdijfkk: — C’(x, t)ZMij)Q.
Man erhalt als Parameter:

d
b (L. — H. M
(1.12) C(z,t) = Zm—(li( ij i) i
> kie1 M My
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Da sich das hier beschriebene Modell nur durch den Skalendhnlichkeitsterm vom vorigen Modell
unterscheidet, sind auch die dynamisch bestimmten Modellparameter C' miteinander korreliert.
Aufgrund der Ahnlichkeit von L;; und H;; wird erwartet, daB der in Gleichung (1.10) bestimmte
Parameter groBer ist als der aus Gleichung (1.12).

1.3.4 LES Gleichungssystem

Nachdem die Modellparameter bestimmt sind, konnen die Modelle in das Gleichungssystem
(1.4) eingesetzt werden. Dabei wird die turbulente Viskositat zur Vereinfachung der Notation
eingefiihrt. Sie ist definiert durch:

(1.13) v := CA?%[S.

Bei allen vorgestellten Modellen ist zu beachten, daB der isotrope Anteil des Wirbelviskositats-

modelles indirekt zum Druck addiert wird:
=D+ !
= —
p p 3 kk

Da ein inkompressibler Ansatz vorliegt, 148t sich der isotrope Anteil nicht durch den Span-
nungstensor modellieren. Allerdings stellt der modifizierte Druckwert kein Problem beim Ldsen
des Gleichungssystems dar. Weiterhin ist insgesamt der Druck nur bis auf eine Konstante
bestimmt, wie im laminaren Fall.

Es ergeben sich also folgende turbulente Gleichungssysteme, die gelost werden miissen:

e fiir die Wirbelviskositatsmodelle:
d _ d
ou; 0 ou; 811,]' 0 __ op* .

d __
8uj

- al’j

=0.

J

e fiir das gemischte Modell:

d _ d d
ou; 0 ou;  Ou; o _ _ p* 0
50 " 2B <(”+”t> (a ; (%i)) 2 5 ) + g 9~
d 8ﬂj
— = 0.
81‘]’

Im Folgenden wird darauf verzichtet, die Driicke p und p* zu unterscheiden. Es geht aus dem
Zusammenhang hervor, welcher Druckwert gemeint ist.

Im Falle des gemischten Modells liefert der Skalendhnlichkeitsterm einen Beitrag zur rechten
Seite, da er zweifach gemittelte Terme enthilt, die den Stern der diskreten Darstellung ver-
groBern wiirden. Es wird im weiteren Verlauf stets auf diesen Term Bezug genommen, wenn
bei der Impulsgleichung von einem Quell- bzw. Modellterm gesprochen wird.



2 Diskretisierung

In diesem Kapitel soll die Diskretisierung des Systems (1.1) beschrieben werden, das zur ein-
facheren Notation in gekiirzter Form dargestellt wird. Alle Zeitableitungen werden im Vektor

"o = (o)

zusammengefaBt. Alle anderen Terme seien dann im Operator

_ T ) T
K(x,1) = < V(w(Vu+ (Vu)')) + V- (uu') + Vp)
V-u
und der rechten Seite b = <f)> enthalten, mit x := (;) Das zu diskretisierende System
lautet damit:
T
(2.1) 9 8(tX) + K(x,t) = b.

Es wird zunichst das Zeitdiskretisierungsverfahren eingefiihrt, anschlieBend die schwache For-
mulierung inklusive der Behandlung der Nichtlinearitdt und zum SchluB die Ortsdiskretisierung
vorgestellt. Letztere gliedert sich aus didaktischen Griinden in mehrere Abschnitte. Dazu wird
zunachst ganz allgemein das Finite Volumen Verfahren vorgestellt, bevor die Approximation der
einzelnen Terme behandelt wird. Ein weiterer Abschnitt befaBt sich mit der Stabilisierung des
Systems, die auch fiir die Behandlung der Konvektion wichtig ist, die anschlieBend vorgestellt
wird. Im letzten Abschnitt schlieBlich werden die Randbedingungen beschrieben.

2.1 Zeitschrittverfahren

Die Verfahren zur Zeitdiskretisierung werden von Verfahren fiir steife gewdhnliche Differen-
tialgleichungen abgleitet. Aus Griinden der Effizienz werden dabei allerdings keine expliziten
Varianten eingesetzt, da diese in der Regel nur sehr kleine Zeitschrittweiten At erlauben. Die
Einschréankung wird durch die CFL-Bedingung beschrieben:

max||u|| At

FL =
¢ Az

< L

Dabei sei Az ein MaB fiir die Gitterweite des zugrundeliegenden Rechengitters, und ||ul| eine
Norm fiir die Geschwindigkeit. Da die Weiten innerhalb eines unstrukturierten Gitters sehr
unterschiedlich sein konnen, kann dies bedeutende Einschridnkungen beziiglich der Wahl des

13
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Zeitschritts bedeuten. Bei impliziten Verfahren besteht diese Einschrankung nicht, daher wer-
den sie bevorzugt.

Zur Zeitdiskretisierung werden also ausschlieBlich implizite Methoden eingesetzt. Hierfiir sind
zahlreiche Verfahren anwendbar, wie die Mehrschrittverfahren oder Runge-Kutta-Verfahren.
Eine klassische Methode ist das implizite Euler-Verfahren, das sehr einfach zu implementieren
ist, aber nur ein Verfahren erster Ordnung darstellt. Ein klassisches Verfahren zweiter Ordnung
ist das Crank-Nicolson-Verfahren, bei dem allerdings unter Umstdnden sehr kleine Zeitschritte
gewahlt werden miissen, um Oszillationen zu vermeiden. Daher werden unter anderem das
Mehrschrittverfahren ,,Backward Difference Formula” von zweiter Ordnung (BDF(2)) oder
das diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (DIRK(2)) eingesetzt, die beide
stabil sind und keine so restriktiven Anforderungen an den Zeitschritt haben. ZusammengefaB3t
lauten die Verfahren fiir einen konstanten Zeitschritt At vom Zeitpunkt ¢ = ¢, nach t =
tn + At =ty

e Implizites Euler:

(2.2) T(x"+) — T(x') + At K (x"+1 t,11) = Atb.

e Crank-Nicolson:

1
(2.3) T(x!+1) — T(x™) + §At(K(xtn+1,tn+1) + K(x' t,)) = Atb.

4 1 2 2
(2.4)  T(x'") - gT(xtn) + §T(xt”—1) + 5At.f{(xtn+1,ztn+1) = §At b.

T(x'"te) — T(x')+alt K(x'"t t,,1,) = aAtb
(2.5) T(x!+1) — T(x' o)+ (1 — 2a) At K (X" t,14)
+alt K(x' t,11) = (1 — a)Atb.

Dabei bezeichne x7 den Lésungsvektor zum Zeitpunkt v und t,, 4 = t,+aAt sei ein Zeitpunkt
zwischen t,, und t,41. Hergeleitet werden die Gleichungen durch verschiedene Ansitze. Dies
kann am besten erldutert werden, wenn man von einer gewohnlichen Differentialgleichung der
Form:

(2.6) o' = f(2(t), 1)
ausgeht, die zum vorherigen Gleichungssystem (2.1) in Bezug gebracht werden kann durch
T
o = 9T i R = K(x.t) —b.

ot
Integriert man Gleichung (2.6) von t = t,, bis t = t,11 = t,, + At, ergibt sich:

(2.7) /f"+1 O dt = D(tyy1) — D(ty) = /:W F(O(t),t) dt.
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Wird nun die rechte Seite approximiert durch At f(®(ty41),tn+1), erhdlt man das implizite
Euler-Verfahren:

(I)(thrl) - q)(tn) = Atf(q)(tn+l)vtn+l)'

Wa3hlt man den Anfangspunkt des Zeitintervalls [t,,, t,+1] zur Approximation, erhilt man das
explizite Euler-Verfahren:

(I)(thrl) - (I)(tn) = Atf(q)(tn)vtn)'

Beniitzt man die Trapezregel, dann resultiert daraus das Crank-Nicolson-Verfahren:
1
D(tny1) — P(tn) = iAt (f(@(tn), tn) + F((tns1), tnt1))-

Die bisher beschriebenen Verfahren beruhen darauf, die Information von zwei Zeitpunkten ein-
zubeziehen. Mochte man mehr Information beriicksichtigen, dann gelangt man zu den Mehr-
schrittverfahren, die mehr als zwei Zeitpunkte zur Diskretisierung der Zeitableitung bendtigen.
Dabei wird die Zeitableitung mittels einer Differenzenformel approximiert (im Gegensatz zum
bisherigen Integrationsansatz der vorangegangen Beispiele). Man interpoliert dazu die Funkti-
onswerte an den k Stellen ®(tp,+1), ..., ®(t,—k+1) durch ein Polynom p vom Grad k:

O(tn1) — (tn)

PUE) = Dltnsn) + S Z )

und fordert, dal3
P'(tnt1) = F(P(tnt1)s tntt)

erfiillt ist (vergleiche Formel (2.6)). Fiir £ = 2 erhadlt man damit das BDF-Verfahren zweiter

Ordnung:

S {tn) — 20(0) SO (tm) = AL (B(t0i) )

Setzt man k£ = 1 ein, erhalt man wiederum das implizite Euler-Verfahren.

Die Runge-Kutta-Verfahren approximieren dagegen wiederum das Integral in Gleichung (2.7).

Sie benutzen hierfiir die Quadraturpunkte 71,...,7, mit den Gewichten by,...,b, und die
Quadraturformel:

q
(2.8) P(tnt1) — (tn) = Atz bi f(q)(thrTi)? tn+n)

i=1

mit t,4,, = tn, + 7;At. Fiir die Berechnung der ®(¢,,4,) wird ebenso obige Quadraturformel
mit denselben Quadraturpunkten und den Gewichten a;; verwendet:

(2.9) (tntr,) — P(tn) = At Z aijf(q)(tn—i-Tj)? tn+7j)-
j=1
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Die Formeln (2.8) und (2.9) definieren zusammen eine Runge-Kutta-Methode, die in folgendem
Schema dargestellt werden kann:

a1 -+ Qg | T1
(2.10)

Qg1 "+ Qqq | Tq

by - by ‘

Wiederum 138t sich das implizite Euler- und das Crank-Nicolson-Verfahren in diesem Schema

darstellen:
111
1
2

Implizites Euler Crank-Nicolson.

0
1
2
1
2

Die klassischen Formeln von Runge und Kutta waren explizit, d.h. a;; = 0 fiir 7 < 5. Somit
kdnnen die q Schritte des Verfahrens nacheinander bearbeitet werden. Die impliziten Runge-
Kutta Methoden mit voller Matrix a;; erfordern allerdings das simultane Lésen von ¢ impliziten
und nichtlinearen Gleichungen pro Zeitschritt. Um das zu umgehen, wurden die semi-impliziten
Verfahren eingefiihrt, die sich durch eine untere Dreiecksmatrix a;; auszeichnen und somit in
q sukzessiven Schritten realisiert werden kénnen. Das Schema von Alexander [Ale77], das in
dieser Arbeit verwendet wird, kann wie folgt charakterisiert werden:

Q 0|« 1
(2.11) l—a aofl mita:1—§\/§.
l—a «

Dieses Verfahren ist von zweiter Ordnung und stabil. Der Nachweis ist in [Ale77] zu finden.

2.2 Schwache Formulierung und Linearisierung

Das kontinuierliche System wurde bereits in Abschnitt 2.1 beziiglich der Zeitvariablen diskre-
tisiert. Es verbleibt nun das System sowohl in Bezug auf die Nichtlinearitat als auch im Raum
zu diskretisieren. Zunidchst geht man von einem schwachen Ansatz aus, um die Regularitat
der Lésung zu reduzieren. Das System (2.1) wird dafiir mit einem Testvektor v aus einem
Testraum V' multipliziert, d.h. fiir alle v € V gilt:

A(ag(ﬁ +K(x,t)—b> .VdV:/Q<<%jtl> _b> oy

+/ (—V(V(Vu +(Vu)1)) + V- (uul) + Vp> v dV
0

V-u

_ T T
:2/ u -vdV—/b-vdV+/ v(Vut (V)fn+unin+pn) 0
ot Jo \0 Q 0 u-n

_ T T
_/( u(Vu—l—(VUlll)T)—i-uu +pI>-VvdV:0.
Q
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Wenn man fiir die Lésung x hinreichende Glattheit voraussetzt, kann die Integration iiber 2 und
die partielle Differentiation nach der Zeit vertauscht werden. Somit 1Bt sich die Zeitdiskreti-
sierung exakt wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben durchfiihren mit den Operatoren

— T T
K ( v(Vu+ (Vu)' )n + uu n+pn> v dS
o0

u-n

B /Q <—V(Vu + (Vu);) +uul + pI) Ty dV

u

und T:/ u -vdV und der rechten Seite /b~vdV.
Q 0 Q

Durch partielle Integration erhdlt man sowohl Volumen- als auch Oberflachenintegrale, wobei
der Testraum V dabei noch naher spezifiziert werden muB. Wahlt man z.B. fiir V den Raum
der Funktionen, die

v(z) =0 fir z € 00

erfiillen und einen kompakten Trager haben, erhdlt man eine Finite Elemente Methode. Dabei
verschwindet das Randintegral in obiger Formel. Zu I&sen ist:

_ T T
a/ u de—/ v(Vut (Vu) ) +uut+ 1 Wmdvz/}»VMf

Vv e Vrg.

Eine Einfiihrung in die Finite Elemente Methoden kann z.B. in dem einfiihrenden Buch von
Braess [Bra97] nachgelesen werden.

Wa3hlt man fiir V' den Raum der auf einer Zerlegung Z2 = {Qp : k = 0,...,00} von
stiickweise konstanten Funktionen v mit v|o, = const, Q = [J;2, Q% und Q; N Q; = 0 fiir
i # j, kann man die partielle Integration wie folgt ausfiihren (0.B.d.A. v|q, = 1):

_ T T
22/ <u> dV+/ < v(Vu+ (Vu)")n + uu n—l—pn> dS—Z/ b dV |
- at Jo, \0 00, u-n — Jo,

Dies ist erfiillt, wenn fiir alle k gilt:

_ T T
(2.12) 2/ <u> dV+/ ( v(Vu+ (Vu)")n + uu n—l—pn> dS:/ bdV.
at Q 0 o0y, u-n Q.

d.h. man erhélt eine Finite Volumen Methode.

Unabhangig vom gewahlten Verfahren wird weniger Regularitdt der Lésung gefordert, als dies
in der starken Formulierung der Fall ist. Man definiert also als Losungsraum:

Definition: Der Sobolevraum, in dem die Lésung x zum Zeitpunkt t liegt, sei definiert
durch:
W= HY(Q) x Ly(Q).

Das in W definierte Skalarprodukt sei das libliche Lo-Skalarprodukt:

(u,v) ::/Qu-vdV.
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2 Diskretisierung

Das resultierende System (2.12) ist jedoch nichtlinear. Der Term uu’n muB noch geeignet
linearisiert werden. Ausgangsbasis hierfiir ist die Taylorentwicklung um eine Naherung q, die
nach dem Term erster Ordnung abgebrochen wird:

(2.13)

(u—1a)+O0((u—a)?

N(u) :=uu’n =N(a) + wgl(lﬁ)

=ai'n+a’n(u—a)+an’ (u - a) +0((u — a)?).

(1) ()

Aquivalent dazu lautet die Formel in komponentenweiser Notation mit d = 2, 3:

N(u) = (;uwﬂa)z 1
d d d d d
= (Z Ugung + Z ang(ui — ) + Zﬂm] (uj — @) )izl +0 ((us al)Q)rl
j=1 j=1 Jj=1

Prinzipiell hat man nun mehrere Moglichkeiten, die Linearisierung umzusetzen, d.h. die Jacobi-
Matrix % Zu approximieren.

Bei al

Eine Moglichkeit ist selbstverstandlich, obige Form einzusetzen. Das resultierende Ver-
fahren wird dann als vollstandige Newton-Approximation bezeichnet. Dabei beeinfluBt
aber der Beitrag des alten Geschwindigkeitsgradienten (2) die Eigenschaften der Jacobi-
Matrix, da die Diagonale dadurch geschwacht wird. Andererseits erreicht man durch diese
Strategie gute nichtlineare Konvergenz im spateren lterationsverfahren, sofern man eine
gute Ausgansglosung hat.

Eine andere Moglichkeit ist ein einfaches Fixpunktverfahren oder auch Quasi-Newton-
Verfahren. Dabei wird nur der Beitrag (1) der Taylor-Entwicklung beriicksichtigt. Das
Resultat ist eine schwichere nichtlineare Approximation, da die Geschwindigkeitskom-
ponenten bei dieser Strategie nicht direkt miteinander gekoppelt sind. Die nichtlineare
Konvergenz wird verlangsamt, aber das Verfahren konvergiert dabei in der Regel ohne
Schwierigkeiten.

Die letzte Alternative ist, die Jacobi-Matrix numerisch statt analytisch zu bilden. Diese
Variante wird allerdings in dieser Arbeit nicht eingesetzt, da eine analytische Jacobi-
Matrix vorliegt und kein Bedarf an weiteren Approximationen besteht.

len Varianten liegt nun ein lineares System vor, das durch Iterationsverfahren geldst

werden kann. Es verbleibt, die Diskretisierung des Systems (2.12) zu beschreiben. Diese wird
in den folgenden Abschnitten erl3utert.

2.3

Das Finite Volumen Verfahren

Zur vollstandigen Beschreibung eines Randwertproblems auf dem Gebiet 2 mit dem Rand
I' = 02 werden noch geeignete Randbedingungen RB bendtigt. Beispiele dafiir sind Wand-
randbedingungen, Vorgabe des EinfluBprofils, Vorgaben an AusfluBrandern, periodische und
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Symmetrierandbedingungen oder Gleitrandbedingungen. Somit liegt folgendes Problem vor,
das diskretisiert und gelost werden muB:

Problem: Suche V't € [0,T] einx € W := H*(Q) x Ly(f2), so daB

(5

+K(x,t),v):(b,v) Vv eVinQ
und x=RB auf T' = 09).

Die Diskretisierung dieses Systems soll moglichst flexibel auch auf unstrukturierten Gittern
sein. Daher scheiden Finite Differenzen Verfahren von vorneherein aus, da sie auf struktu-
rierte Gitter angewiesen sind. Schwache Ansitze wie die Finite Elemente oder Finite Volu-
men Verfahren lassen sich elementweise aufbauen, wodurch nicht unbedingt Information iiber
den Nachbarn erforderlich ist. Das hier gewahlte Verfahren ist ein Finite Volumen Verfahren,
das beziiglich des Aufbaus und der Strategie sehr dhnlich zu Finite Element Ansdtzen ist.
Eingefiihrt wurde das Verfahren von Raw [SR87],[Raw85] und eine Erweiterung stammt von
Karimian [KS95],[Kar94]. Es beruht auf einem Finite Elemente Gitter, wie in Abbildung 2.1
skizziert. Die Kontrollvolumina werden durch das zugehérige duale Gitter gebildet. Mit Hilfe
der Abbildung [2.1] erkennt man leicht, daB das duale Gitter einfach konstruiert werden kann,
indem man die Seitenmittelpunkte mit dem Schwerpunkt verbindet. Ganz analog geht man
vor, um in drei Raumdimensionen die Kontrollvolumina zu konstruieren. In Abbildung 2.1]ist
fiir ein Hexaeder-Element die Konstruktion des dualen Gitters skizziert und das zum markierten
Gitterpunkt gehdrende Teilkontrollvolumen hervorgehoben.

I
‘ /_4‘\7”1 Q <
/‘/ ! -
/7 A
i N
\\ . 7\ ~
- /i \\
Gitter und das zugehdrige duale Gitter Hexaeder mit einem Beispielknoten
(schwarze bzw. gestrichelte Linien) und sein Teilkontrollvolumen

Abbildung 2.1: Konstruktion der dualen Gitter in zwei und drei Raumdimensionen

Sowohl das Finite Elemente Gitter als auch die so konstruierten Kontrollvolumina definieren
auf ganz natiirliche Weise eine zuldssige Triangulierung 7 des Gebietes (2, die folgende Eigen-
schaften erfiillen muB:

Definition: Eine Triangulierung T des Gebietes ) mit

T = {T} : T} ein geschlossener Polygonzug A T}, C Q}

heiBt zulissig, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(CL) Q= U Tk @
k=1

o ein Knoten
(b) Vk#jgilt: TNT; =<
eine Kante

eine Seite (nur in 3 Raumdimensionen).
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Die unbekannten GroBen wy, us, ug und p sind in den Knoten des Gitters lokalisiert. Sie
lassen sich im Unbekanntenvektor x = () zusammenfassen. Es liegt also eine gekoppelte
Anordnung vor, wodurch fiir alle Unbekannten dasselbe Kontrollvolumen verwendet werden
kann. Der Nachteil dieser Anordnung ist, daB es zu einer Entkopplung der Geschwindigkeiten
vom Druck fiihren kann und somit ein Schachbrettmuster im Druck entsteht, sofern das System
nicht stabilisiert wird. Die Stabilisierung des Gleichungssystems zur Vermeidung dieses Effektes
wird in Abschnitt[2.5 erlautert.

Testraum
Der diskrete Testraum V besteht nun aus Indikatorfunktionen I iiber den nkp Kontrollvolumina
Qky, der gewahlten Zerlegung Ty = {Qky, : k=1,...,nkp} von

Tu(y) = {1 fir y € Qkv,

0 sonst.

Ansatzraum
Der diskrete Ansatzraum besteht aus stiickweise linearen, bilinearen bzw. trilinearen Funktionen
auf der Zerlegung 7g, bestehend aus allen np Elementen des zugrunde liegenden Gitters:

Tr = {E) : E) ein Element des Gitters ANk =1,...,ng}.

Die stiickweise (bi-/tri-) linearen Funktionen kdnnen durch eine nodale Basis dargestellt wer-
den. Diese Basisfunktionen oder auch Hutfunktionen erfiillen folgende Eigenschaften:

Ni(co;) = b fiir 1 <14,k < nkp und co; ein Knotenpunkt des Gitters,
Ni, stiickweise (bi-/tri-)linear,
N, =0 auBerhalb des kompakten Tragers.

Der Tragerbereich jeder Hutfunktion Ny, ist definiert durch die am Gitterpunkt coy anliegenden
Elemente. In Abbildung 2.2 ist eine Hutfunktion skizziert.

Abbildung 2.2: Skizze einer Hutfunktion bei anliegenden Viereckselementen

Obige Eigenschaften fiihren zu linearen Funktionen auf Dreieckselementen und Tetraedern, zu
bilinearen auf Vierecken und auf Hexaedern wiederum zu trilinearen Funktionen.

Der Ansatzraum fiir den Losungsvektor x ist dann:
W = span(S)U@+1), S ={Ni,...,Npyp}

mit d der Raumdimension und nkp der Anzahl der Gitterpunkte.
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Damit lassen sich alle Werte an den fiir die Diskretisierung relevanten Punkten y durch

nKp

FW) =" Niy)f(cox)
k=1

darstellen, wobei coy, ein Gitterpunkt ist und f eine beliebige Funktion darstellt. Ganz analog
1aBt sich damit auch ein Gradient (z.B. am Integrationspunkt ip) approximieren, sofern der
Punkt nicht auf einer Kante der Ansatzfunktion liegt (vergleiche Skizze):

Vi) = Y VN (o) baw. 9 () =3 T (o).
k=1 ! k=1 "

Die Approximation der verschiedenen Terme in der diskreten Form von Gleichung (2.12) wird
im Folgenden erldutert. Zur einfacheren Notation werden noch ein paar wichtige Bezeichnungen
fiir die Diskretisierung eingefiihrt. Die Volumenintegration iiber ein Kontrollvolumen Qxy, 4Bt
sich als Summe iiber die ngky(y) Teilkontrollvolumina (SKV) darstellen:

MSKV(k)

/| L=y Joy, TV

Das Integral iiber den Rand des Kontrollvolumens wird dann aufgeteilt in eine Summe von
nskvr(k) Integrationen iiber die Teilkontrollvolumenflichen (SKVF):

TUSKVF (k)
/m i ds= 3 Joe Y00 5.

Fiir die Integrationen iiber die nun entstandenen ebenen Flachen 3Bt sich die Mittelpunktsregel
als Quadraturformel 2. Ordnung anwenden.

.— Knotenpunkt (co)

Integrationspunkt (ip)

Element Kontrollvolumen (KV)

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Gitters inklusive wichtiger Punkte

Der Schwerpunkt einer Teilkontrollvolumenflache bzw. der Integrationspunkt wird mit ip be-
zeichnet. Der Knoten- oder Gitterpunkt sei mit co bezeichnet. Zur Veranschaulichung der
Positionen von allen relevanten Punkten dient Abbildung [2.3| in der Gitter- und Integrati-
onspunkte sowie das zugehdrige Kontrollvolumen skizziert sind. Zur Verdeutlichung sei noch
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darauf hingewiesen, daB der doppelt schraffierte Bereich ein Teilkontrollvolumen SKV dar-
stellt. Seine beiden Integrationspunktflichen werden jeweils mit SKVF bezeichnet. Mit diesen
Bezeichnungen und der Mittelpunktsregel konnen die Volumen- und Randintegrale fiir das
Kontrollvolumen Qky, approximiert werden durch:

NSKV(k) NSKV(k)
S [ fwav e 3 ISk o)
TUSKVF (k) TUSKVF (k) nKp
S [ fwdsx 3 ISKVR| S Nilin)flcon)
j=1 SKVF; =1 i1

2.4 Approximation der einzelnen Terme

Nachdem die Ansatzfunktionen definiert worden sind, gilt es die Diskretisierung der einzelnen
Terme zu beschreiben. In diskreter Form stellt sich das Gleichungssystem (2.12) dar als:

P TSKV (k) u TSKV (k)
= av — b dV
ot ; /5va <0> ; SKV;

TSKVF (k)

n Z / (—V(Vu + (Vu)")n + uu’n +pn> 4 =0
o JsKvF, '

u-n

Aus Griinden der einfacheren Lesbarkeit werden die Beitrdge separat beschrieben.

2.4.1 Impulserhaltung

Die Impulsgleichung wird in diffusive, konvektive, druckabhingige und zeitabhangige Terme
unterteilt. Dabei wird mit co; der Gitterknoten 7 bezeichnet, n; ist beziiglich des zugehdrigen
Kontrollvolumens die duBere Normale skaliert mit der Flache [SKVF;| und ip; ist der zu dieser
Teilfliche gehorende Integrationspunkt. Mit diesen Bezeichnungen sehen die Approximationen
wie folgt aus.

Diffusion:

NSKVF (k)

— 14 u uTn
; /SKVFj (Vu+ (Vu)")n ds

NSKVF (k) nKp
Y v(VN;(ipj)u(co;) + (VN;(ipj)u(co;))" )n;
=1

V

—_

<
=

Konvektion:
MSKVF (k) MSKVF (k)
T ~ . . N\T
/ uu' ndS = Z u(ip;)u(ip;) n;
j=1 SKVFJ- j=1
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Druckgradient:

NSKVF (k) NSKVF(k) nKp

/ pndS =~ Z ZNi(ipj)p(coi)nj
SKVF; j=1 =1

j=1
Zeitterm:
o NSKV (k) 9 NSKV (k)
— Z udV ~ — Z ISKV;| u(coy)
Quellterm:
NSKV(k) NSKV (k)
> / fdV ~ > [SKV,|f(cop)
i Jsky, =

AuBer im konvektiven Beitrag sind bereits alle Werte, die urspriinglich am Integrationspunkt
ausgewertet werden muBten, durch Knotenwerte ersetzt worden. Speziell der konvektive Term
enthalt natiirlich die verschiedenen Moglichkeiten der Linearisierung, wie bereits in Abschnitt
2.2 beschrieben. Hier wurde explizit auf eine spezielle Variante verzichtet, um die Darstellung
klar zu gestalten. Allerdings hdngt der Beitrag noch von Integrationspunktvariablen ab und
muB geeignet auf Knotenwerte abgebildet werden. Da es sich um eine Konvektion handelt,
liegt es nahe, Aufwinddifferenzen einzusetzen oder zentrale Differenzen zu verwenden. Zentrale
Differenzen entstehen dann, wenn man die Ansatzfunktionen Ny zur Approximation verwendet.
Aufwinddifferenzen bendtigen eine kompliziertere Darstellung und werden in Abschnitt 2.5
naher erlautert. AnschlieBend wird in Abschnitt 2.6 die genaue Behandlung der Konvektion
dargestellt.

Bei laminaren Berechnungen ist der Quellterm nicht vorhanden. Allerdings liefert bei turbu-
lenten Simulationen mittels des gemischten Modells aus Abschnitt [1.3.3] der Skalen&hnlich-
keitsterm einen Beitrag zur rechten Seite, der auf die oben beschriebene Weise diskretisiert
wird.

2.4.2 Massenerhaltung

Fiir die Divergenzbedingung erhilt man:

NSKVF (k) NSKVF (k)

2.15 / u-ndS= u(ip;) - n;
(2.15) ]Z:; . > ulip) my

Jj=1

mit n; der duBeren Flachennormalen bezogen auf das zugehérige Kontrollvolumen und ska-
liert mit der Flache |SKVF;|. Damit muB nur noch die Integrationspunktvariable u(ip;) in
Abhangigkeit der Knotenwerte gebracht werden. Entscheidend dabei ist, dies in einer Weise
zu tun, daB die Geschwindigkeit und der Druck nicht entkoppeln und kein Schachbrettmuster
im Druck entsteht. Hier kommt die Stabilisierung zum Einsatz, die im nichsten Abschnitt
beschrieben wird. Sie modifiziert die Divergenzbedingung, indem sie eine Druckabhangigkeit
einfiihrt, die mit kleiner werdender Gitterweite verschwindet.
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2.5 Stabilisierung

Im vorangegangenen Abschnitt blieben die Integrationspunktgeschwindigkeiten u(ip) unbe-
stimmt. Sie miissen in Abhangigkeit zu den Unbekannten in den Knoten gebracht werden.
Dies soll so geschehen, daB die Geschwindigkeit und der Druck nicht entkoppeln und somit das
System instabil wird. Die hier angewandte Stabilisierung beruht auf einer Idee von Raw [Raw85]
bzw. einer Modifikation von Karimian [KS95]. Diese basieren darauf, auf Elementebene eine
Kopplung zwischen den u(ip;) und den Knotenwerte der Geschwindigkeit und des Drucks zu
konstruieren, um das System zu stabilisieren. In Abbildung[2.4 ist ein Beispielelement darge-
stellt, worin alle relevanten Punkte eingetragen sind: die Integrationspunkte ip1,...,ips und
ein Aufwindpunkt up.

.
.

Abbildung 2.4: Beispielelement

Um nun eine Abhangigkeit der u(ip;) zu den Knotenwerten zu bekommen, approximiert man
lokal auf jedem Element, in jedem Integrationspunkt eine Finite Differenzen Darstellung der
Impulsgleichung der vereinfachten Form:

Dabei geht man fiir den konvektiven Term von einer einfachen Fixpunkt-Linearisierung um eine
Naherungslosung a aus:

d

Damit erhdlt man am Integrationspunkt ¢p; die Approximation:

w—u? > NyUF — } u? & ONk
2.16 L — L E . -
( ) At v Lg || || 8.%'1 f’L ‘Zpl
. Quell-,Modellterm
Zeitterm Diffusion Konvektion

Druckgradient

deren Diffusions- und Konvektionsterm im Folgenden genauer betrachtet werden.

Es bezeichnen GroBbuchstaben Werte an den Knoten und Kleinbuchstaben Werte an den In-
tegrationspunkten. Zur Verkiirzung der Notation wird dabei Uik := Uj;(cog) und entsprechend
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P¥ = P(coy,) definiert. Die alte Integrationspunktgeschwindigkeit zum vorangegangenen Zeit-
punkt wird mit u¢ bezeichnet und u;” sei die Aufwindgeschwindigkeit wie in Abbildung (2.4
fiir den Integrationspunkt ip4 skizziert. L. und Lfl sind die Konvektions- und Diffusionslangen.
SchlieBlich bezeichne n., die Anzahl der Ecken des Elementes. Setzt man fiir alle Integrations-
punkte Gleichung (2.16) an, erhilt man fiir das Beispielelement ein System von 8 Gleichungen
fiir die u;(ip), die lokal gelst werden miissen. Das Losen stellt kein Problem dar, da es sich um
ein diagonaldominantes Gleichungssystem handelt. Die Nebendiagonaleintrage kdnnen allen-
falls durch den konvektiven Term entstehen:

up ~

e

Cc (&

der durch die Aufwinddifferenz je nach Verfahren auch Abhidngigkeiten von anderen Integra-
tionspunkten liefern kann. Die Diagonale dagegen wird gebildet durch:
g (7

E—FVLZ

Tl - Gt
Le

Damit ist die Diagonale stets groBer als die Nebendiagonale und das System kann problemlos
invertiert werden. Es handelt sich um ein sehr kleines System, daher wird zu diesem Zweck
eine GauB-Elimination durchgefiihrt. Nach dem L&sen erhilt man eine Darstellung der Form:

Nco

(2.17) wi(ip) = Y, (Culeo) - UF + Ch(coy) - P*) + Cy fi + Cru?
k=1

mit Koeffizienten Cy,(coy,), die die Abhingigkeit von den Knotengeschwindigkeiten UF des
Elementes beschreiben, und Koeffizienten Clig(cok), die die Abhangigkeit von den Druckwerten
in den Knoten wiedergeben. Cy und C; sind entsprechende Faktoren fiir den Quell- bzw.
Modellterm und die alte Integrationspunktgeschwindigkeit im instationaren Fall.

Diese Approximation der Integrationspunktgeschwindigkeit u;, man kann es auch als spezi-
elle Interpolation auffassen, erzeugt also eine Abhangigkeit von der i-ten Komponente des
Geschwindigkeitsvektors in den Knoten und von den Knotendruckwerten. Eine Beziehung zu
den weiteren Geschwindigkeitskomponenten wird jedoch nicht erzeugt. In Abschnitt [2.5.4 wird
dagegen eine Modifikation dieser Interpolation vorgestellt, die Abhangigkeiten zu allen Ge-
schwindigkeitskomponenten liefert.

2.5.1 Aufwinddifferenzen

Fiir die Bestimmung der Aufwinddifferenzen gibt es verschiedene Moglichkeiten mit jeweils un-
terschiedlichen Eigenschaften bzw. Auswirkungen auf die resultierende Losung. Als einfachstes
Beispiel, einen geeigneten Aufwindpunkt fiir den diskretisierten Konvektionsterm zu finden,
kann das volle Aufwindverfahren angefiihrt werden. Dabei wird zwischen den beiden Gitter-
punkten der nichstgelegenen Elementkante derjenige gewdhlt, der in Aufwindrichtung liegt.
In Abbildung 2.5(d) ist eine Beispielsituation eingetragen, aus der folgende Wahl fiir den Auf-
windpunkt hervorgeht:

u? = U3.
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Dieses Verfahren ist sehr einfach zu implementieren, allerdings enthilt es einen groBen Anteil
an kiinstlicher Diffusion und ist daher nicht unbedingt das Verfahren der Wahl. Eine weitere
sehr einfache Moglichkeit bietet das Skewed Upwinding, bei dem sich die Suche auf alle Punkte
des Elementes erstreckt und derjenige Knoten als Aufwindpunkt gewahlt wird, der am ehesten
in Aufwindrichtung liegt. Im angegebenen Beispiel in Abbildung 2.5(c) resultiert dies in:

u? = Uo.

Auch bei diesem Verfahren ist die kiinstliche Diffusion sehr hoch, da es wiederum nur von
erster Ordnung ist.

(c) Skewed Upwind (d) Volles Aufwindverf.

Abbildung 2.5: Verschiedene Aufwindverfahren

Ein etwas aufwendigeres Verfahren stellt das Linear Profile Skewed Upwinding dar, das im
weiteren Verlauf mit LPS bezeichnet wird. Dabei wird der Aufwindpunkt gesucht, indem die
Stromungsrichtung am Integrationspunkt zuriickverfolgt wird, bis eine Elementkante geschnit-
ten wird. Im Beispiel in Abbildung 2.5(a) ergibt sich als Approximation fiir den Aufwindpunkt:

b a
up _ U
" a+b O+a+b

Dieses Verfahren kann negative Koeffizienten in die Matrix eintragen, allerdings ist die Appro-
ximationsordnung hoher als bei den ersten beiden Verfahren.

U;.

Bei den bisher vorgestellten Mdoglichkeiten, den Aufwindpunkt zu approximieren, werden nur
Knoten- und keine Integrationspunkte beriicksichtigt, wodurch eine reine Diagonalmatrix aus
(2.16) entsteht, die trivial gelost werden kann.
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Eine zum LPS-Aufwindverfahren 3hnliche Méglichkeit, den Aufwindpunkt zu bestimmen,
ist das von Raw in [Raw85, SR87] vorgestellte Regular Upwinding (REG). Dabei wird die
Stromungsrichtung soweit zuriickverfolgt, bis eine Elementseite oder eine Kontrollvolumen-
flache geschnitten wird. Dieser Schnittpunkt wird dann als Aufwindpunkt gewahlt. Es kdnnen
dabei Abhangigkeiten von anderen Integrationspunkten entstehen, wodurch aus (2.16) keine
reine Diagonalmatrix mehr entsteht. Im Beispiel aus Abbildung 2.5(b) fiihrt dies zu:

b a
u a—i-bu(Zpg) + a+bu(1p1).

Dieses Verfahren verhilt sich sehr dhnlich zum LPS-Aufwindverfahren, da es je nach
Strémungssituation zu den fast gleichen Approximationen fiihren kann. Allerdings ist die Im-
plementierung in drei Raumdimensionen im Vergleich zum LPS-Verfahren sehr aufwendig, so
daB auf die weitere Verfolgung dieser Methode verzichtet wird, zumal in einfachen Tests in
zwei Raumdimensionen keine gravierenden Unterschiede ausgemacht werden konnten.

Um das Problem der negativen Koeffizienten zu umgehen, wurde von Schneider und Raw
in [SR86] ein Verfahren vorgestellt, das keine negativen Koeffizienten liefert, allerdings einen
gewissen Anteil an kiinstlicher Diffusion in das System einbringt, der aber wesentlich geringer
ausfillt als z.B. beim vollen Aufwindverfahren. Dieses Schema wird mit Positive Upwinding,
kurz POS, bezeichnet. Dabei werden die Massenfliisse iiber die Kontrollvolumenflachen zur
Bestimmung des Aufwindpunktes beriicksichtigt. Da man einen Aufwindpunkt sucht, gilt fiir
den MassenfluB des betreffenden Integrationspunktes:

d
Mip = Zuj(ip)nj > 0,
j=1
d.h. die Masse, die iiber diesen Integrationspunkt ausflieBt, kann nur iiber eine anliegende Teil-
kontrollvolumenfliche oder den zum Kontrollvolumen gehdrenden Knoten in das Teilkontroll-
volumen hineingeflossen sein. Zur Bestimmung des Aufwindpunktes wird daher der GesamtfluB
der in das Teilkontrollvolumen ein- bzw. ausstromenden Massen beriicksichtigt:

MSKVF TSKVF
Mip = E —Mip, bzw. Mo = g Mip, -
=1 j=1
mipj <0 mipj >0

Dann ergibt sich als Approximation des Aufwindpunktes:

e TSKVF
u? = (1 - Fl‘")Uk + E a;u(ip;)
=1
mipj <0
i = : =My Min _ NUSKVF ) . . —
mit F' = max(mgn, Mout), @j = — 7 und =2 = ijl,mwﬁo ;. Dabei lassen sich drei Falle

unterscheiden:
> my, = 0:
Es liegt an allen Teilkontrollvolumenflachen AusfluB vor, d.h. die Information kann nur
aus Richtung des Knotens kommen, deshalb wird als Aufwindpunkt der anliegende
Knoten gewdhlt (im Beispiel Ugs). Dies entspricht der Approximation des vollen
Aufwindverfahrens.
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> 0 < e <1
Hierbei wird zwischen dem Knoten und den anliegenden Integrationspunkten gewichtet,
da sowohl ein Teil iiber die Kontrollvolumenflachen als auch iiber den Knoten einflieBt
(im Beispiel zwischen Us und ip3).

> e > 1
Bei tdiesem Fall erhdlt man keine Abhangigkeit des Knotens, da der FluB iiber die Seiten
erfolgt. Der Aufwindpunkt hangt dann nur von den anliegenden Integrationspunkten ab
(im Beispiel also von ip3).

In Abbildung 2.5 sind zur Verdeutlichung die Verfahren graphisch dargestellt. Da das POS-
Verfahren durch die Abhangigkeiten von den Massenfliissen etwas komplizierter ist, wird in
diesem Fall zur Verdeutlichung auf die Referenzen in der Literatur verwiesen: [Raw85], [SR86]
oder auch in den Arbeiten von Rentz-Reichert [RR96] und Metzner [Met03].

Die Konvektionslange schlieBlich, entspricht dem Abstand des Aufwindpunkts zum Integrati-
onspunkt L. := ||yip — Yupll-

2.5.2 Diffusion

Zur Approximation des Laplace-Operators wird ein 5-Punkt-Stern eingesetzt, wobei man von
einem nicht-dquidistanten Ansatz ausgeht. Das wird am deutlichsten, wenn man sich eine
Skizze der Situation in zwei Raumdimensionen (2d) in Abbildung 2.6 vor Augen hilt.

3 2 3 2
t A
1
* '

rrrrrrr R SRR SRR Ay s:s Ay
1 ]
______ +_______ ______+_______

¥ L

0 1 0 1

Az Az
(a) Ansatz (1) (b) Ansatz (2)

Abbildung 2.6: Zwei Ansatze fiir die Diffusionsapproximation

Im Ansatz (1) in Abbildung 2.6(a) wird der Laplace-Operator approximiert durch:

+ - + -
P¢ iy & 220107 P 20ty
p 8.%‘22 iAl‘z %Agﬂ

3B+ 1Py — 204 B0+ 1P3  1(Po+ Py + Po + D3) — 20 + (Do + 1)
- 1 2 + 1 2
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8 32 3 1

— <m+?> <§(<I>0+‘I’1)+§(‘I’2+¢’3)_90>
8 32 Nco .

(5 +27) (kzl Nkl @>

Dagegen ergibt sich fiir den Ansatz (2) (siehe Abbildung 2.6(b)):

+ —
Y —p p—pY

+ - @ _
00 iy & 20407 | Tvm=inl ~ T~y
972 1 Az? Myt =y |
_ 301 + 1Py — 20+ 300 + 1 @3 n 3 (P2 + P3) — ¢ B ©— 3 (Do + P1)
%A:UQ %Ayz %Ayz

(e ) e oo )

:( 3Ay><§N“pq)k_ >

In der Dissertation von Raw [Raw85] wurde der Ansatz (2) verwendet, allerdings als Diffusi-

onslange:
1\ ! 8 32 \ !
[2 — _ 2= 2

gewdhlt. Diese Approximation wird bei Raw aus dem eindimensionalen Fall abgeleitet und re-
sultiert daher nicht wie oben aus dem direkten Ansatz. Trotzdem 138t sich eine Analogie mittels
einer , falschen Inversion herleiten. Allerdings spielt das fiir die Rechnung keine so groBe Rolle,
da es dabei nur wichtig ist, daB der EinfluB der Stabilisierung mit der Gitterweite gegen Null
geht. Viel entscheidender ist, eine korrekte Druckabhdngigkeit fiir die Massenerhaltungsglei-
chung zu erhalten. Die ist von dieser Approximation bis auf einen Vorfaktor unabhangig. In
Abschnitt [2.5.3 wird dies n3her erldutert. Betrachtet man jedoch das Verhalten der Diffusi-
onslangen bei gestreckten Elementen, stellt man einen deutlichen Unterschied fest. Sei o = ﬁ—‘;
das Seitenverhiltnis und hilt man Az fest, so erhidlt man fiir ¢ — oo:

1 1 32 om0 8

L2 T IA2 4 ZA2 T 4A27 + 3Ay2 Az?’

l>‘Oo

~
an™

Fiir die Diffusionslange aus Ansatz (2) erhilt man dagegen:

1 8 32 32024+ 24 50

Li( ) N + 3Ay2 T T 3Ax2

Daraus folgt, der Ansatz nach Raw ist stabiler bei gestreckten Elementen, da man stets einen
beschrankten EinfluB des Diffusionstermes erhalt. Beim Ansatz (2) geht dieser EinfluB aller-
dings gegen Unendlich, und man erhilt keine korrekte Kopplung mehr zwischen dem Druck
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und den Geschwindigkeitskomponenten. Betrachtet man Gleichung (2.16) und 138t # gegen
d

Unendlich streben, dominiert der Diffusionsterm die Gleichung und der EinfluB der restlichen
Terme verschwindet. Somit reduziert sich der komplette Stabilisierungsansatz zur Verwendung
der reinen Ansatzfunktionen, und man verliert dadurch natiirlich die Kopplung zwischen u
und p. Um diesem Problem entgegenzuwirken, 13Bt sich eine geringe Modifikation des An-
satzes (2) einfiihren, die sich jedoch leichter anhand von Elementdaten wie Normalen und
Volumina beschreiben 13Bt. Daher wird zunichst noch die Situation in drei Raumdimensionen
(3d) besprochen, bevor die Verallgemeinerung mittels Elementdaten und die Modifikation dazu
vorgestellt wird.

In 3d ergibt sich ein ganz dhnliches Problem. Betrachtet man wiederum den Ansatz (2) und
den Ansatz nach Raw, erhdlt man die folgenden Ausdriicke:

18 32 8
L2 Az?  3Ay?  3A2?
(2)
b 1 1
zw. = :
L%Raw %A:rQ + %(AyQ + Az2)

Entsprechend ergibt sich auch in 3d fiir den Ansatz Raw eine Analogie mittels einer , falschen
Inversion des Ansatzes (2):

-1 1
1 8 32 32 1 3
( ) - ( + + ) =~ §A932 + @(AyQ + Azz) =: LiRaw'

Lfl(g) Az?  3Ay?2  3Az2

Die Herleitung der entsprechenden Ausdriicke des Ansatzes (1) und (2) in 3d wird im Anhang

‘A ausgefiihrt. Fiihrt man die zwei Seitenverhiltnisse o1 = ﬁ—z und oo = % ein, so kann man

auch in 3d entsprechende Konvergenzaussagen machen:

1 o 1 01,02—00 8
LL%RW %A:UQ -+ %Amz((}% + JL%) Ax?
1 8 3207 3207 o1.00—00
bzw. _ 1 2 1,02
2w L?I(Q) Ax? + 3Ax? + 3Ax?

Der Ansatz (2) liefert somit fiir groBe Seitenverhiltnisse keine Stabilisierung mehr. Dies kann
allerdings durch eine Modifikation umgangen werden, die im Folgenden vorgestellt wird.

Zur Verallgemeinerung auf unstrukturierte Elemente werden die Diffusionslangen L?l nun in
Abhangigkeit von Elementdaten ausgedriickt, die auch schon fiir die Diskretisierung benétigt
werden. Der Normalenvektor am Integrationspunkt ipg, skaliert mit der anliegenden Flache,
und das am Integrationspunkt anliegende Teilkontrollvolumen haben die Form:

Az Ay

Ay Ay
Il =1 () 1= 52 wna fsrval = 5752

Damit 148t sich die Diffusionslange aus Ansatz (1) ausdriicken als:
L 2fnip|? 8

7, " TSV T g2
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Entsprechend ergibt sich fiir den Ansatz (2):

1 2|, ||? 8
(2.18) = m
Ly, — 1SCVol*  3[nip, |
und fiir den Ansatz nach Raw:
s |SCW[?

2 i 2
dRaw — 2||nip0||2 ] ) .

Fiir alle anderen Integrationspunkte ergeben sich entsprechende Ausdriicke fiir die Diffusi-
onslangen, die somit allgemeingiiltig eingesetzt werden kdnnen. In drei Raumdimensionen er-
gibt sich ebenfalls eine dhnliche Darstellung, die leicht hergeleitet werden kann:

L 2fmig | | 8d?

Ansatz (1): =
2. TSOWE " Tag P
1 2|0, ||? 8d>
Ansatz (2): = PO+
2.~ 1SCWP 3yl
2
Raw: 2 _ |SCV| 3d2

d aw Q
e 2ngp, |28

mit d der Diagonalen der zum Integrationspunkt gehdrenden Teilkontrollvolumenflache. Dies
entspricht der Strecke vom Mittelpunkt der anliegenden Kante zum Schwerpunkt des Elements.

Um auf die Problematik der verschwindenden Stabilisierung durch den Ansatz (2) zuriickzu-
kommen, soll nun die Korrektur vorgestellt werden, die dafiir sorgt, einen beschrankten EinfluB
des Diffusionstermes und somit unter anderem einen gewissen Beitrag des Druckgradienten zu
erhalten. Legt man die Darstellung in Gleichung (2.18) zugrunde, so kann durch Austausch
von |y, [|? durch ||nmin||? im ersten Term und durch ||nag®> im zweiten Term ein nach
oben beschrinkter Ausdruck gewonnen werden. Dabei ist ||[nmin||> = mingegement ||n||? das
Minimum aller Normen der zum Element gehorenden Normalen und das mittlere MaB aller

Normalen ||naygl|? ist durch nlco oo |ng||* definiert. Dies ergibt folgenden Ausdruck:
1 2| min ||? 8

2.19 Ansatz (2 : = :

( ) ( )korr L(Zi(g)k |SCV|2 3Hnavg||2

Fiir ein orthogonales Gitter ergibt sich fiir o — oo:

1 8 64 88+24L . 88

2 A 3(A2 1Ay 3A22(1+ L) 3A42

d<2)korr

Dadurch wird der Beitrag des Diffusionsoperators nicht dominant, und der Stabilisierungsan-
satz liefert eine Abhangigkeit der Integrationspunktgeschwindigkeiten von den Druckwerten an
den Gitterpunkten. Dies wird in Abschnitt 2.5.3 deutlicher werden, in dem genau beschrie-
ben wird, welche Abhangigkeiten durch die Stabilisierung entstehen. In drei Raumdimensionen
muB zusdtzlich noch die Diagonale d durch dpj, = mingcgjement d ersetzt werden, um einen
beschrankten Ausdruck im Limit zu erhalten.
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2.5.3 Resultat der Stabilisierung

Nun soll gekldrt werden, inwiefern die Massenerhaltungs- bzw. Kontinuitatsgleichung durch
die Stabilisierung modifiziert wird. Dazu schreibt man die Gleichung (2.17) wie folgt um:

& oP . )
ui(ip) =Y _ Cu,(cor) - U + Cp D, (ip) + Cy fi + Cru;
k=1 !

mit einem Koeffizient Cp, der im wesentlichen die inverse Diagonale des zu lésenden Glei-
chungssystems enthilt. Setzt man das Resultat in die Massenerhaltungsgleichung (2.15) ein,
so erhilt man qualitativ:

Z w;(ip)n;(ip) = Z <ZCO: Cy,(cog) - UF + Crfi + C’m?) n;(ip)

7 k=1

oP . .
+Cp Y o—(ip)niip)

diskreter Laplace

D.h. man erhilt als Eintrag in die Massenerhaltungsgleichung einen Term der Form
Ch*AP,

wobei die Skalierung mit h?, einem MaB fiir die Gitterweite, durch den Diffusionsterm in der
Stabilisierung entsteht. Eine Herleitung fiir diesen Faktor am Beispiel der Stokes-Gleichung
soll nun zur Veranschaulichung dienen. Das verwendete Gitter sei dquidistant mit den Git-
terabstdnden Az in x-Richtung und Ay in y-Richtung. Somit 148t sich das Seitenverhiltnis

o= ﬁ—z einfiihren, womit die Notation etwas kirzer wird.

ip6 ips
R et B A=
ip7 T L ips
1 - }
ipo + + ip3
|
Lo (I Ay
p1 ip2
Ax

Abbildung 2.7: Knoten, sein Kontrollvolumen und die Bezeichnung der Integrationspunkte

Stokes

Der Ausgangspunkt ist die Finite Differenzen Form der Stokes-Gleichung (statt Gleichung

(2.16)):

e NUF = N ”Z ONy

L2 .
d k=1 ipy



2.5 Stabilisierung 33

Nach der Integrationspunktgeschwindigkeit u; aufgeldst ergibt sich:

n
co aN
u = NUF - “p

ipy

Setzt man nun diese Form in die Massenerhaltungsgleichung (2.15) ein, erhdlt man folgenden
Differenzenstern fiir die Druckabhangigkeit an einem im Gebiet liegenden Gitterpunkt:

SR Lh) (TR IR0) Y4 L 4 1)
(2.20) —1 (L2 - Lho)  5(L4s+ILho) —3(L45—L0)
_é (L¢211c17+L ) ( L§1¢17+L323O—) é(L§1<17+L ) P

mit L¢211 der Diffusionsldnge, die von senkrechten Teilkontrollvolumenflachen stammt, und Lfb
der Diffusionslange von horizontalen Teilkontrollvolumenflachen. Fiir die Geschwindigkeitskom-
ponenten erhdlt man die Sterne:

1.9 1 103 1
1 8 8 1 8 4 8
221 “Ay|-2 0 2| +=Az| 0 0 O
( ) 5 Yy 1 1 9
1.9 1 1 .3 _1
8 81U 8 4 81V.

Diese entsprechen der einfachen Approximation der Divergenzbedingung:

d d nkp
Zuj(ip)nj = Z Z Nk(ip)U]knj .
j=1 7j=1k=1

Betrachtet man den Stern (2.20) und vergleicht ihn mit der Approximation des Laplace-
Operators

Nco

/ —ApdV:/ ~VpndS~-— > ZZaN’“
Qv kv SKVF k=1 j=1
die zu folgendem Stern fiihrt:
H(bra) d(E+a0) (o
—i(z-0) 3G+o) -1(G-0)
L(Ero) f(-dta0) (o

stellt man fest, daB durch die Stabilisierung ein Term der Form

0°p 0%p
_<L?l1a 2+Ldza 2)

in die Massenerhaltungsgleichung eingefiihrt wurde, also ein anisotroper Laplace, wie es schon
am Anfang des Abschnitts erldutert wurde.

Fiir die Diffusionsapproximation aus Ansatz (1) erhilt man dabei praziser

2 _ Ax?Ay?
47 39Az2 + 8Ay?

Az?Ay?

d L3 =y s
U S T QA2 T 3242
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—— Raw
Ansatz (2)
--------- 1. Versuch
Ansatz (2)korr
Ansatz (1)

0.1 sz

0.01
10

(a)o>1

—— Raw
Ansatz (2)
......... 1. Versuch
Ansatz (2)korr
Ansatz (1)

0.01
0.1
o

(b)o<1

Abbildung 2.8: Stokes-System: Diagonaleintrdge der Massenerhaltungsgleichung in 2d

mit L§1 und ng von der Ordnung O(h?) und h einem MaB fiir die Gitterweite abhingig von
Ax und Ay. Legt man ein kartesisches Gitter zugrunde mit h = Az = Ay, erhilt man einen

Beitrag der Form:
1
——h2Ap.
T

Setzt man dagegen die Approximation aus Ansatz (2) bzw. den Ansatz von Raw voraus, erhilt
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man fir
3Az2Ay? 3Az2Ay? 3
Ansatz (2): L2 = L2 = _ 2 2A
nsatz (2): L, 32A1:2 F24Ay2 T T 94AL? 1 32Ay T 7P
bzw. Raw: Ld1 gAx + 33 Ay? L32 = B%Al' + 8Ay — = 312h2Ap

Fiir anisotrope Elemente bekommt man durch die Ansitze von Raw, (1) und (2) bzw. der
korrigierten Version (2.19) Diagonaleintrage in der Druckgleichung, die in Abbildung 2.8 iiber
dem Seitenverhiltnis o = % dargestellt sind. Dabei sei Az festgehalten und auf 1 normiert.
Man erkennt sofort, daB der Ansatz von Raw einen um ein Vielfaches groBeren Beitrag zur
Diagonalen liefert und sowohl fiir 0 — oo als auch fiir & — 0 von Null weg beschrankt ist.
Dagegen strebt der Ansatz (2) im ersten Fall gegen Null und liefert dadurch keine Stabili-
sierung mehr. Die korrigierte Version verhilt sich dhnlich wie der Ansatz von Raw, allerdings
um eine GréBenordnung kleiner, wodurch die Korrektur in der Massenerhaltung und damit die
Verletzung der Divergenzfreiheit geringer ausfallt. In der Abbildung ist zum Vergleich auch
eingetragen (mit der Bezeichnung ,, 1. Versuch"), wie sich der Ansatz (2) verhalten wiirde,
wenn man nur die Korrektur im zweiten Term einfiihrt, wie es am Ende des vorigen Abschnitts
bei Gleichung (2.19) beschrieben wurde. Allerdings verbessert sich dadurch das Verhalten nur
minimal und ist also in Bezug auf die Stabilisierung nicht ausreichend. Auf die Korrektur des
Ansatzes (1) analog zur Korrektur von Ansatz (2) wurde verzichtet, da die beiden Verfahren
bei steigendem bzw. fallendem Seitenverhiltnis ein dhnliches Verhalten aufweisen. In den Si-
mulationsergebnissen wird sich auch erweisen, daB die Version nach Ansatz (2) besser ist, auch
wenn sich das in den Konstanten nicht unbedingt wiederspiegelt (sieche Abschnitt 5.1.1).

Ganz entsprechende Resultate erhdlt man im dreidimensionalen Fall. Fiir ein kartesisches Gitter
lauten die Beitrage in der Massenerhaltungsgleichung:

Ansatz (1): — ﬁhQAp,

Ansatz (2): — §h2Ap,

bzw. Raw:  — EhQAp.
16

Um den Verlust des Stabilisierungseffektes des Ansatzes (2) zu demonstrieren, wird in Abbil-
dung[2.9] der Diagonalbeitrag der MassenerhaItungsgleichung:

gAx pap Ld1 —|— Ld2 —|— L
dargestellt. Lgl, L?IQ und L?l3 entsprechen den Diffusionslangen, die zu Teilkontrollvolumen-
flichen gehoren, die orthogonal zur x-, y- bzw. z-Achse sind. Wiederum liefert der Ansatz nach
Raw einen um ein Vielfaches hoheren Diagonalterm gegeniiber den Ansitzen nach (2) bzw. der
korrigierten Version (2)yorr. Auch das Verhalten des Ansatzes (2) fiir 01,02 — oo entspricht
dem Verhalten des 2d-Falles. Die vorgestellte Modifikation resultiert in einem ganz dhnlichen
Verhalten des Diagonalterms wie beim Raw-Ansatz und liefert dadurch ein gutartiges System.

Die SchluBfolgerung daraus ist also, daB die GroBe der Stoérung in der Massenerhaltungsglei-
chung entscheidend davon abhingt, wie die Diffusion auf Integrationspunktebene behandelt
wird.
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Abbildung 2.9: Stokes-System: Diagonaleintrdge der Massenerhaltungsgleichung in 3d fiir
o122>1

Navier-Stokes

Betrachtet man nun den stationdren Navier-Stokes-Fall mit einer uniformen Geschwindigkeit
u = (}) und dem LPS-Aufwindverfahren zur Approximation des konvektiven Terms, erhilt
man folgende Gleichung fiir die Integrationspunktgeschwindigkeiten:

NeUF — u; —u? KON,
_V&k—ﬂ+“ﬁ‘|u+ Zlkpk
Ld Lc 83;, )
k=1 p]

Da in diesem Fall das LPS-Verfahren angewandt wird, kann dieser Ansatz sofort nach wu;

aufgelost werden:

W = L_i_i - LZNU]‘H—iu“p—gi%Pk
L2 T L L3 T L T e o |
= ipy

Damit ergibt sich folgender Stern fiir die Druckabhangigkeit:

(i Bo) <3 (RS 3B F)o) —}(Fp+ Fio)
—1(Az—Fo) 5 (Rz+3(F+ o) —3(Fg - o)
—3s(Fit+Fo) —i(-RAi+3(R+FR)o) —5(Fz+Fo)]|,

-1 -1 -1
m) R () R () end L = g
L., = %Aaz, L., = %Aaz und Lﬁ, wie bereits oben beschrieben. Falls keine Konvektion vorliegt,

erhilt der Stern wiederum die Form aus Gleichung (2.20). D.h. es liegt ebenso wie zuvor eine
Art Laplace-Operator fiir den Druck als Modifikation der Kontinuitatsgleichung vor. Fiir die
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Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich folgende Sterne, aufgespalten in den diffusiven
Anteil Uy bzw. V; und den konvektiven Beitrag U, bzw. V_:

1 v 1 v 1.1 11 .
SL(211F1 0 8L§1Fl _ZLCIFI ZLClF‘1 0
1 1
Say | IR0 A play|-iR AR 0
1
1 v 1 v
—=F =Lt F _1.1 1.1
sz 1 8Lz 1 U, 4LClF1 4L81F1 0] ..
TPy 35 (R4 Fs) 14 F T 3F 0]
1 do do do 1 c2 c3
§Ax 0 0 0 +§A1: 0 0 0
_1 v _3_ v ! _1 v 1.1 1.1
8L§2F2 517 (Fo + F3) —3 32F3 v, —§L62F2 —5L63F3 0) .

Daraus erkennt man, daB sich fiir die Geschwindigkeiten eine Mischung zwischen zentralen Dif-
ferenzen (analog zu den Sternen (2.21)) und Aufwinddifferenzen ergibt. Die zentralen Differen-
zen entstehen durch die Approximation des diffusiven Terms in der bestimmenden Gleichung
fiir die Integrationspunktgeschwindigkeiten. Entsprechend erhalt man durch den Aufwindansatz
fiir den konvektiven Term auch einen Aufwinddifferenz-Charakter des resultierenden Sterns. Bei
verschwindender Konvektion erhidlt man einen reinen zentralen Differenzenansatz und umge-
kehrt bei verschwindender Diffusion ein reines Aufwindverfahren. Dabei reduziert sich allerdings
die quadratische Abhangigkeit von der Gitterweite des Druckbeitrags zu qualitativ:

O(h)Ap.

2.5.4 Modifikation der Stabilisierung

Im vorangegangen Abschnitt wurde eine Art der Stabilisierung beschrieben, die auf Raw
[Raw85] zuriickgeht. Im weiteren Verlauf wird sie mit FIELDS (engl. Finite Element Differential
Scheme) bezeichnet. Spater entstand eine Modifikation, die von Karimian [KS95] eingefiihrt
wurde. Diese ist fiir schwach kompressible Ansitze geeignet, bei denen die vorher beschriebene
Stabilisierung zu Druckoszillationen gefiihrt hatte. Die Basis war eine Finite Differenzen Dar-
stellung der Impulsgleichung. Man kann die Gleichung auch als eine Fehlergleichung fiir den
Impuls am Integrationspunkt betrachten. Dementsprechend wurde der Fehler der Massenerhal-
tung am Integrationspunkt nicht beriicksichtigt. Hier setzte Karimian an und forderte, daBB am
Integrationspunkt nicht nur der Impulsfehler, sondern auch der Divergenzfehler beriicksichtigt
wird. Um dies zu erreichen, kombinierte er die beiden Gleichungen derart, daf3

ou; d ou;  Op
' A il — f = u di
ot vau; + j; i al'j + 8331 fz uzw

=£

=€

an jedem Integrationspunkt erfiillt sein muB. Dabei bezeichne ¢ den Impulsfehler und & den
Divergenzfehler. In Kurzform lautet die Gleichung also:

é—uié':().
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Dabei wird als Vereinfachung der Skalierungsfaktor des Divergenzfehlers aus der letzten lte-
rierten approximiert, d.h. u; &~ ;. Zur Approximation des Divergenzfehlers an jedem Integra-
tionspunkt bestehen mehrere Mdoglichkeiten:

d
.. S ONg
W€ & U E 8—U7k
j=1k=

Oder unter Ausnutzung, daB sich u;div(u) auch schreiben 13Bt als:

d d
ou; ou; 6u]
uzs—Zu]ax Z ‘ <uj% 83; >
= R Ry J J

erhdlt man die zweite Moglichkeit:

d" uuP 2 3Nk 8Nk
we a5 > (w5evt - a5t )

j=1,j#i k=1

mit Lg, der Lange vom Aufwindpunkt v, zum Abwindpunkt yg,. Letztere Variante wird zur
Unterscheidung im Folgenden mit FLOW bezeichnet.

Nach Anwendung der Finiten Differenzen lautet der Ansatz:

up —uf ZkaU o — gt CXON ONk 1
2.22 ! i Pk — L
( ) At L% + [l L. +k:1 ox; “ Zk: Ox; 7 /
bzw.
s —u-o Zk NkU ~ < (9Nk
2.2 C
e2) "4 Tt Y
k=
Coudn g A& 6Nk 6Nk
— A==+ > Z T s = fi.
n j=1,j#i k=1

Im Gegensatz zur Approximation aus (2.16) erhdlt man in diesen beiden Fillen eine Abhangig-
keit der Geschwindigkeitskomponenten untereinander. Man kann also die Gleichungen umfor-
men zu:

Neco d
wi(ip) = > [ D Cu,(cop) - UF + Ch(cop) - P¥ | + Cpfi + Couf.
k=1 \j=1

Die Koeffizienten CUJ,, C};, Cy und C} sind analog wie in Gleichung (2.17) definiert. Durch
den zusatzlichen Term div(u) im Ansatz fiir die Integrationspunktvariablen, erreicht man ei-
ne Abhdngigkeit der u; von allen Knotengeschwindigkeiten U;, im Gegensatz zur vorherigen
Abhingigkeit von U; allein, vergleiche Gleichung (2.17). Betrachtet man fiir diesen Fall den
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entstehenden Differenzenstern fiir den stationdren Navier-Stokes-Fall mit der direkten Appro-
ximation des Divergenzfehlers, bekommt man zuséatzliche Eintrage der Form:

[ iy — o (Gi7 + Tiy) iy
Fy %(ﬂo—l—fw) —i(u0+U3—|—U7+u4) %(ﬂ3+a4)
o — 35 (to + u3) i3 U
[ —176 76 0 0 105 — 105
+F | (01 —0) —§(01—10) O +F3|0 1(05—02) —3F3(05— 2)
| Ih 1% 0], 0 —iw 10 U
fiir die u-Komponente der Geschwindigkeit und entsprechend fiir die v-Komponente
[ qur (7 — y) — iy
Fy | =10+ @7) —1(lo — Gg + G — @)  5(U3 + Ta)
) 1(Go — 3) —3u3 |y
[0 20175 30Us %066 2066 0
+F3 |0 —20(by+05) —40(D2a+705)| +Fo |—30(014+06) —20(01+7) O
0 300, 200, . tohy 3ot 0],

Anhand numerischer Tests kann festgestellt werden, daB die FLOW-Version zum einen einen
geringeren Massenerhaltungsfehler liefert und zum anderen v.a. bei stark wirbelbehafteten
Strémungen, wie z.B. bei der Nischenstromung (siehe[5.1.2) oder dem Mixing-Layer-Problem
(siehe[5.2.1)), eine deutlich bessere nichtlineare Konvergenz aufweist. Auch wenn Modellterme
hinzukommen, wie beim gemischten Modell aus Abschnitt [1.3.3, sind die Eigenschaften der
Diskretisierung wesentlich stabiler als bei FIELDS. Dies duBert sich z.B. dadurch, daB beim
Wechsel des Turbulenzmodelles die zeitliche Entwicklung bei der Variante mit FIELDS starke
Unterschiede aufweist, wohingegen bei der Verwendung von FLOW die Entwicklung in der
Zeit dquivalent ist. Ebenso kann bei FIELDS ein Fehlverhalten beziiglich des Energieverlaufs
und der Entwicklung des Massenerhaltungsfehlers auftreten, was bei FLOW nicht der Fall ist
(vergleiche z.B. Abbildungen [5.31 und|[5.32).

2.5.5 Verhalten der Stabilisierungen im Grenzfall

SchlieBlich sollen noch die Grenzfille der Stabilisierung bei h — 0 und At — 0 betrachtet
werden. Hierzu wird Gleichung (2.16) umgeformt zu:

1 vy o k HUII  — < ON g
( + =+ u; = At’ ZNRU G, —Epk4



40 2 Diskretisierung

bzw.

U; =

- v k |u” up < ONE
(Atul—’_ ZNU D —P "+ f;

A <% ON
_ 3 _ z ZN Uk ||11|| up 0 kPk + fz .
L+ Aty + AtlEl At < Ox;

1
At

Dabei verhalten sich L2 wie O(h?), L. wie O(h) und %];7’“ wie O(%) Daraus ergeben sich fiir
den Fall h — 0 folgende Limes.

At 1
Zeitterm: —uy —0
1+ At +At” A At
At v
Diffusion: NUF =1
L+ At gy + AR L?zzk: '
At 0
Konvektion: . (it u;? — 0
1+ At + ARl L
d c
At <2 dN;
Druckgradient: H~H E k pk —0
L+ Aty + At ul e~ Oz
At
Quell-, Modellterm: fi — 0
L+ Aty + At

Das Resultat ist dadurch fir h — 0:
Z N UF,

d.h. im Grenzfall fiir unendlich feine Darstellung verschwindet die Stérung der Massenerhal-
tungsgleichung, wie es im Kontinuierlichen der Fall ist. Das Verhalten der Stabilisierung fiir
diesen Fall ist daher korrekt.

Fiir den Grenzfall unendlich feiner zeitlicher Auflésung At — 0 ergibt sich:

At 1
Zeitterm: —uy —1
L+ Aty + ARl At
At v
Diffusion: Z NkU-k —0
T2 %
At 3
Konvektion: & Hu”ui“p -0
L+ Aty + AtlZL Le
At <2 AN,
Druckgradient: HUH Z 5 k pk —0
L+ Aty + AtpL = 0%
At
Quell-, Modellterm: fi —0

L+ Aty + At”“”
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und damit folgende Reprédsentation der Integrationspunktgeschwindigkeit:

o
u; = uy = g N UEF.
k

Auch in diesem Grenzfall verhilt sich der Stabilisierungsansatz korrekt, da bei unendlich kleiner
Schrittweite die Stromung quasi keine Verdnderung vornimmt und dadurch die Approxima-
tion der Integrationspunktgeschwindigkeit mittels der alten Geschwindigkeiten zum vorherigen
Zeitpunkt ausreichend ist.

Ganz entsprechende Resultate ergeben sich auch fiir die zwei Modifikationen der FIELDS-
Stabilisierung aus dem vorangegangenen Abschnitt. Die zusétzlichen Terme lassen sich analog
zum Limit des Druckgradienten bzw. des Konvektionsterms einordnen und liefern daher fiir die
Grenzwerte h, At — 0 keinen Beitrag.

2.6 Spezielle Behandlung der Konvektion

Im konvektiven Term der diskretisierten Impulsgleichung blieb die Integrationspunktgeschwin-
digkeit ebenso unbestimmt wie in der Massenerhaltungsgleichung. Um diesen Term durch Kno-
tenwerte auszudriicken, kann man verschiedene Methoden anwenden. Bevor diese beschrieben
werden, wird zur Rekapitulation der Eintrag des konvektiven Terms in die Steifigkeitsmatrix
bei voller Newton-Linearisierung (vergleiche Gleichung (2.14)) wiederholt:

d d
Zﬂjnj(ui - ’L~Li> + Z ﬁmj(uj — ﬁj).
P =1

Grundsatzlich wird die alte bzw. letzte Ndherung der Integrationspunktgeschwindigkeit #; mit-
tels der Ansatzfunktionen dargestellt. Fiir die Integrationspunktgeschwindigkeit u; werden nun
verschiedene Methoden beschrieben, die sie auf Knotenwerte zuriickfiihrt.

Zentrale Differenzen

Fiir die u; kann man unter anderem die Ansatzfunktionen einsetzen, um sie durch Knotenwerte

auszudriicken:
Nco

ui(ip) = Y Ny(ip)UF.
k=1

Das fiihrt zu zentralen Differenzen, die fiir stark konvektionsdominante Falle wegen der zu
starken Gewichtung der Abwindknoten ungeeignet sind. Dies wiirde zu einer unphysikalischen
Losung fiihren.

Reines Aufwindverfahren

Statt zentraler Differenzen 13Bt sich auch eine Aufwindmethode wie in Abschnitt [2.5.1] be-
schrieben anwenden, die in folgender Form geschrieben werden kann:

(2.24) u; (ip) = u;”
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mit geeignet aus Knotenwerten interpoliertem u;”. Diese Strategie ist fiir stark konvektionsdo-
minante Fille geeignet, jedoch ist die Qualitdt der Losung enorm von der durch das Verfahren
eingebrachten kiinstlichen Diffusion abhangig.

PAC-Aufwindverfahren

Eine dritte Methode ist, eine Darstellung mittels physikalischer Abhangigkeiten zu erzielen.
Man bezeichnet dieses Verfahren dann als PAC-Aufwindverfahren (engl. Physical Advection
Correction). Hierzu werden die durch die Gleichung (2.16) bestimmten Integrationspunktge-
schwindigkeit u;(ip) verwendet. Diese Gleichung 138t sich auch interpretieren in der Form:

2.25 w;(ip) = WP + du; = W
1

7

wodurch die Integrationspunktgeschwindigkeit mit einer verallgemeinerten Aufwindgeschwin-
digkeit u;” in Beziehung gesetzt wird. Der Korrekturterm du; ist dabei von folgender Form:

5 LA T V%NU"‘ PEALTIN
U=\t -3 ~ T 7 ;o a5 i
At 12 L, At T LN o

und

(L v R Tl
U, =\ttt L—ul
C

entspricht einer skalierten Variante der Aufwindgeschwindigkeit aus (2.24). Dieser Ansatz ist
eine Verallgemeinerung der schiefen Aufwindmethoden, die Raithby [Rai76] eingefiihrt hat:

ui(ip) = u;? + Aug,

wobei Au; die Verdnderung von u; zwischen dem Integrationspunkt und dem Aufwindpunkt
darstellt. In Gleichung (2.25) wurde allerdings nicht streng nach Konvektion und allen anderen
Termen getrennt, bevor die Auflosung nach dem Integrationspunkt durchgefiihrt wurde. Trotz-
dem stellt dies ebenso eine Aufwindmethode dar, wie die von Raithby vorgestellte. Desweiteren
erhoht sich die Ordnung der Approximation gegeniiber einer reinen Aufwindmethode wie in
Gleichung (2.24). Anschaulich erldutert wird das anhand eines Testproblems in Abschnitt/5.1.2.
Dort erzielt das hier vorgestellte PAC-Aufwindverfahren eine deutlich sichtbar hohere Ordnung
als das reine Aufwindverfahren.

Die Strategie dieser Methode ist sofort erkennbar. Man mdchte einen méglichst durch die
Gleichung lokal auf Elementebene gegebenen EinfluB zur Bestimmung der konvektierten Ge-
schwindigkeit u;(ip) erhalten. Dies ist durch den Ansatz fiir die Stabilisierung bereits gegeben
und 13Bt sich in diesem Zusammenhang als eine Methode unter Ausnutzung der physikalischen
Eigenschaften interpretieren.

Peclet-Blending

SchlieBlich ist es oft auch ratsam, keine reinen zentralen Differenzen bzw. Aufwindmethoden
zu verwenden, sondern zwischen beiden Extremen zu wichten. Dies ist insbesondere deswegen
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ratsam, da innerhalb des Stromungsgebietes sowohl die Konvektion als auch die Diffusion
dominieren kann. Im ersten Fall ist eine stirkere Wichtung hin zu Aufwindmethoden ratsam,
wohingegen im zweiten Fall die zentralen Differenzen geeigneter sind. Man setzt also eine
Konvexkombination zwischen beiden an, ganz dhnlich wie bei Raithby und Torrance [RT74]:

Tco

(2.26) ui(ip) = wu;” + (1 — w) Z N (ip)UF
k=1

mit u;? aus Gleichung (2.24) oder als die verallgemeinerte Aufwindgeschwindigkeit ;?5 aus
(2.25). Die Wichtung wird dabei rein lokal auf jedem Element und abhiangig vom lokalen
Verhaltnis der Konvektion zur Diffusion bestimmt mit Hilfe der Peclet-Zahl:

Pe? UnL

w:m mit Pe = L

Zur Bestimmung der Peclet-Zahl gehen die normale Geschwindigkeit am Integrationspunkt als
Referenzgeschwindigkeit und die Lange der am nachsten liegenden Kante als Referenzlange ein.
Die Bestimmung von w erfolgt dabei wie in der Arbeit von Rentz-Reichert [RR96] beschrieben.

2.7 Randbedingungen

Die zur vollstandigen Beschreibung des Randwertproblems notwendigen Randbedingungen wer-
den in diesem Abschnitt vorgestellt. Hierfiir bendtigt man die Darstellung des Randkontrollvo-
lumens und seiner Integrationspunkte, die durch nachfolgende Skizze verdeutlicht werden.

T | : !
[ =4 - _ _ ! \% R
| B
o«
> A \
_ k > Kontrollvolumen
Lo \

\

Integrationspunkt

Randkontrollvolumen
Randintegrationspunkt

Abbildung 2.10: Randkontrollvolumen und dessen Integrationspunkte

Das Randkontrollvolumen besteht also aus einem , halben® inneren Kontrollvolumen und be-
sitzt zusatzliche Integrationspunkte am Rand, die Randintegrationspunkte. In der Behandlung
des Randkontrollvolumens besteht kein Unterschied zu inneren Kontrollvolumen bis auf die
Auswertungen an den Randintegrationspunkten (bip) selbstverstandlich. Diese Auswertungen
werden im Zuge der diversen Randbedingungen beschrieben, insofern sie dort bené&tigt werden.
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EinfluBrandbedingung

EinfluBrander charakterisieren sich durch ein vorgegebenes Geschwindigkeitsprofil und somit
auch durch einen vorgegebenen MassenfluB. Der Druckwert bleibt frei an diesen Randern und
stellt sich in Abhangigkeit von der Stromung und den Randbedingungen ein. Es wird also an die-
sem Rand die Geschwindigkeit u;, vorgegeben. Dies entspricht einer Dirichlet-Randbedingung,
wodurch am EinfluBrand die Impulsgleichung am betreffenden Gitterpunkt ersetzt wird durch
die entsprechenden Gleichungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten mit den vorgegebenen
Werten:
u(coy) = uin(cor) Veoy € EinfluBrand.

Die Kontinuitatsgleichung wird am Rand diskretisiert, indem der bekannte MassenfluB
uin(bip) s Npip

eingesetzt wird. Dabei entfdllt die sonst im Innern angewandte Stabilisierung, d.h. man
bestimmt in diesem Falle keine Abhangigkeit der Randintegrationspunktgeschwindigkeiten
von den Knotengeschwindigkeiten und Druckwerten. Die Folge ist eine Art Neumann-
Randbedingung:

op

o =
da am Rand kein Beitrag fiir den Laplace-Operator hinzugefiigt wird, der durch die Stabi-
lisierung entsteht. Das steht im Widerspruch zu einem Druckgradienten ungleich Null, der
am EinfluBrand vorliegen muB. Allerdings ist dieser Effekt auf feineren Gittern immer weniger
spiirbar durch die verschwindende Stabilisierung und stellt beim Lésen des Gleichungssystems
auch kein Problem dar. Daher wurde in dieser Arbeit auf eine Modifikation am EinfluBrand
verzichtet.

Oy

AusfluBrandbedingung

An AusfluBrandern soll die Stromung das Gebiet moglichst ungestort verlassen kénnen. Unter
anderem kann daher im inkompressiblen Fall der Druckwert Null vorgegeben werden. Dieser soll
einen unveranderten oder unbeeinfluBten Verlauf der Stromung nach dem AusfluBrand charak-
terisieren. Das setzt natiirlich eine gleichmaBige Stréomung voraus, die nicht immer vorliegt. Fiir
den AusfluBrand gibt es also zwei Alternativen. Die eine Alternative erlaubt der Geschwindigkeit
ein freies AusflieBen aus dem Gebiet mit gleichzeitiger Vorgabe der Dirichlet-Bedingung:

p(cor) =0 Veoy € AusfluBrand

an den Druck. Die parallele Ausstromung wird dadurch realisiert oder erzwungen, indem die
Flisse iiber die Rand-Teilkontrollvolumenflachen durch Projektion der Fliisse iiber entspre-
chende innere Teilkontrollvolumenflachen auf den Rand bestimmt werden. Jedoch ist diese
Randbedingung fiir turbulente Strémungen nicht unbedingt geeignet, da sie einen konstan-
ten Druckwert am gesamten AusfluBrand verlangt. Durch das Turbulenzmodell wird aber ein
nicht konstanter Druck erzeugt. Daher wird die zweite Alternative als AusfluBrandbedinung im
turbulenten Fall verwendet, die einen verschwindenden Mittelwert fiir den Druck fordert:

/ pdS =0.
AusfluBrand
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Diese Bedingung wird in der Diskretisierung realisiert, indem alle Druckfliisse iiber den Aus-
fluBrand gleich Null gesetzt werden:

/8 L pnidS = > pni=> plipmi+ > plbip)n

SKVF ip bip
bipgAusfluBrand
Alle anderen Fliisse in der Impulsgleichung werden analog zu den Approximationen an in-
neren Integrationspunkten am Randintegrationspunkt bip ausgewertet. Fiir den konvektiven
FluB werden zentrale Differenzen eingesetzt, da diese am Rand etwa einem Aufwindverfahren
dhneln. Die Stabilisierung und damit auch das PAC-Aufwindverfahren [4Bt sich an diesem
Rand ebensowenig wie am EinfluBrand einsetzen, da keine geeignete Randintegrationspunkt-
geschwindigkeit vorliegt bzw. ein Mapping von inneren Integrationspunkten einen parallelen
AusfluB voraussetzen wiirde. AuBerdem wird fiir den normalen diffusiven FluB o,, verlangt:

d ou;  Ou;
o,=0 mito, = E 14 (8; + 8$]> ;.
7 3

4,j=1

=0

Das bedeutet fiir den tangentialen diffusiven FluB:

d d d
Zafjnj = Z (O‘Z'jnj — Zajmmjni> ,
j=1 j=1 =1

woraus dann die Bedingung o, = 0 folgt. Diskret lautet die Bedingung:

d n d
“(, (ONkg , ON: ONi i ONi
gz( ( ot 4+ 5 ) By <axlU 8—Ul>nmjm'>

=1

bib
Symmetrierandbedingung

Symmetrierander werden immer dann eingesetzt, wenn die Strdmung in etwa eine Symmetrie-
achse aufweist und man das Rechengebiet somit verkleinern kann. Das bedeutet dann, daB
der FluB normal zum Rand identisch Null sein muB und die tangentialen viskosen Krafte ver-
schwinden, d.h.

un=0 A =0 mito;= Zaijnjti
ij=1
Am Symmetrierand muB also nur der DruckfluB und der normale viskose FluB assembliert
werden, da der konvektive FluB verschwindet:
—Ojn; + pn;.
Die diskrete Form dieser Randbedingung lautet:

d nNeco
ZZV 8NkUk %Ul nmi—i-NkPkni
o \Om Oz

bib
Der MassenfluB ist ebenfalls durch die Randbedingung zu Null vorgegeben und ist dadurch
schon auf natiirliche Art und Weise assembliert.
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Wandrandbedingung

Da eine reibungsbehaftete Stromung vorliegt, muB die Geschwindigkeit am Rand der Wand-
geschwindigkeit entsprechen, wobei diese im Normalfall Null ist:

u(cor) = uwand(cox) Veor € Wandrand.

Diese Randbedingung entspricht wiederum einer Dirichlet-Bedingung an die Geschwindig-
keit und wird analog zur EinfluBrandbedingung behandelt. In diesem Falle ist die indirekte
Neumann-Bedingung an den Druck sogar korrekt und verursacht dadurch keine Schwierig-
keiten.

Periodische Randbedingung

Die periodischen Rander stellen fiir einen unstrukturierten Ansatz, der dem hier verwendeten
Softwarepaket UG zugrunde liegt, eine Herausforderung dar, da die zueinander gehorenden
Punkte erst gefunden werden miissen. Es liegt keine Information vor, welche Lage jeder Gitter-
knoten relativ zu seinen Nachbarn besitzt. Bei einem strukturierten Programm lieBe sich das
noch durch Speichern eines Index oder Ahnlichem realisieren, aber bei einem vollig unstruktu-
rierten Programm muB vor der Rechnung Vorarbeit geleistet werden, auch wenn das tatsachlich
verwendete Gitter durchaus strukturiert ist. Wenn diese Arbeit erledigt ist, ist die Realisierung
der periodischen Randbedingung denkbar einfach. Da alle Beitrage bereits aus dem Innern
geliefert werden, muB an diesem Rand kein zusadtzlicher Term approximiert werden. AuBerdem
stellt ein periodischer Rand keinen Rand im klassischen Sinne dar, sondern entspricht einem
Teil eines unendlichen und sich immer wiederholenden Gebietes.

X9 X3

periodische Richtung

X1

Abbildung 2.11: Periodische Identifizierung

Bevor das Konzept der periodischen Rander beschrieben wird, soll kurz auf das Parallelisie-
rungskonzept im Programmpaket UG eingegangen werden. Dieses beruht darauf, auf zwei oder
mehr Prozessoren verteilte Objekte, die logisch identisch sind und insbesondere dieselbe Po-
sition im Rechengebiet besitzen, durch geeignete Routinen zu identifizieren/gleichzusetzen.
Dabei werden auch Prioritdten verteilt, um spater Daten konsistent zu machen oder Daten
zu verteilen und dergleichen. Solche verteilten Objekte gelten nach der Identifikation als ein
logisches Objekt. Dieses Konzept der Identifizierung von verteilten Objekten kann auf die peri-
odischen Rénder iibertragen werden. Auch hier liegen , verteilte * Objekte vor, allerdings sind
diese nicht unbedingt auf mehrere Prozessoren verteilt, sondern rdumlich getrennt voneinan-
der. Um sie trotzdem als ein Objekt zu erfassen, werden ldentifizierungsroutinen benétigt, die
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die rdumlich getrennten Objekte als logisch identisch klassifizieren. Insbesondere wird dabei
den periodischen Punkten ein gemeinsamer Datenplatz zugewiesen. Das Besondere an perio-
dischen Gitterpunkten ist, daB der zugehorige Differenzenstern identisch zu entsprechenden
inneren Punkten ist. Normalerweise ist der Differenzenstern an Randpunkten kleiner als im
Innern, doch nicht am periodischen Rand. Es liegt dort statt den Randkontrollvolumen an an-
deren Randern des Gebietes ein vollstindiges Kontrollvolumen vor. In Abbildung 2.11!ist dies
durch die schraffierten Bereiche angedeutet. Sie stellen jeweils ein Teilstiick des periodischen
Kontrollvolumens dar und werden ,,zusammengeklebt” zu einem periodischen Randkontrollvo-
lumen. Dadurch erhilt der periodische Randpunkt Abhangigkeiten von inneren Punkten, die
urspriinglich nur der gegeniiberliegende Randpunkt besaB.

Periodische ldentifizierung:

Man startet auf dem grobsten Gitter der Gitterhierarchie. Dort werden alle an einem periodi-
schen Rand liegenden Punkte gesammelt, sortiert und anschlieBend als periodisch identifiziert.
Insbesondere erhalten sie denselben Speicherplatz fiir die Unbekannten. In Abbildung 2.11]ist
schematisch dargestellt, wie die zugehorigen Knoten einen gemeinsamen Datenspeicherplatz
x erhalten. Die Zuordnung der zugehorigen Knoten geschieht iiber eine affine Abbildung, die
die beiden Rander aufeinander abbildet. Mit Hilfe dieser Abbildung kann entschieden werden,
welche Punkte periodisch identifiziert werden miissen. Sobald das grobe Gitter identifiziert ist,
kénnen die feineren Gitter hierarchisch anhand der Information des groben Gitters ebenfalls
periodisch identifiziert werden. Dies wird in Abbildung [2.12 verdeutlicht. Dabei bezeichnen
Kreise grobe und Dreiecke feine Gitterknoten, die am periodischen Rand liegen.

Abbildung 2.12: Hierarchische Identifizierung der periodischen Knoten

Im Programmpaket UG startet die Gitterhierarchie beim groben Gitter, die weiteren Ebenen
entstehen durch sukzessive Verfeinerung. Dabei bekommen die neu entstandenen Elemente die
Information, aus welchem groben Element sie hervorgegangen sind. Ebenso erhalten die neu
entstandenen Knoten eine , Vaterrelation®. Jeder Knoten auf dem feinen Gitter besitzt entweder
die gleiche geometrische Position wie ein grober Gitterknoten (sein Vaterknoten), oder er
entstand durch Verfeinerung einer Kante (seiner Vaterkante) oder Seite (seiner Vaterseite).
Dadurch kann man jedem feinen Gitterknoten einen bis maximal vier Vaterknoten auf dem
groben Gitter zuordnen: sein Vaterknoten, oder die zwei an der Vaterkante anliegenden Knoten
bzw. die zur Vaterseite gehdrenden Knoten. Mit Hilfe dieser geometrischen Information kann
man zu den algebraischen Daten der “Vater" gehen und entscheiden, ob diese periodischer
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Natur sind oder nicht. Nur fiir die mittels der affinen Abbildung als periodisch erkannten
Gitterpunkte ist dieser Weg erforderlich. Die Kriterien zur periodischen Identifizierung auf dem
feinen Gitter sind:

» Die Anzahl der Vaterknoten stimmt iberein.

» Die affine Abbildung bildet die beiden Punkte aufeinander ab.

» Die algebraischen Daten der Vater stimmen {iberein, d.h. sie haben
dieselben globalen Nummern.

Um die parallele Situation zu beschreiben, muB ganz allgemein die Datenverteilung auf meh-
rere Prozessoren im Programmpaket UG beschrieben werden. Diese ist elementbasiert, d.h.
die Elemente werden den einzelnen Prozessoren zugewiesen. Diese Verteilung auf die Prozes-
soren ist eindeutig, allerdings wird fiir die in UG verwendeten iterativen Loser und fiir den
GitteradaptionsprozeB eine gewisse Uberlappung am Prozessorrand benétigt. Die Nachbarn
der am Prozessorrand liegenden Elemente werden daher als Kopien ebenfalls abgespeichert
(horizontale Uberlappung). Fiir das Mehrgitter wird desweiteren auch das Vaterelement jedes
Elementes benétigt, um den Gittertransfer onne Kommunikation durchfiihren zu kénnen (ver-
tikale Uberlappung). Durch die Lastverteilung der Elemente erhalten auch die zum Element
gehorenden Knoten und algebraischen Daten eine Verteilung auf die einzelnen Prozessoren.
Durch die mehrfache Speicherung der unterschiedlichen Daten ist die Zuteilung nicht eindeu-
tig, und fiir die logisch identischen Objekte muB aus diesem Grund eine Hierarchie eingefiihrt
werden. Hierfiir werden den einzelnen Objekten Prioritdten zugewiesen, die den unterschiedli-
chen Charakter der Objekte auf den jeweiligen Prozessoren reprisentieren. Die verschiedenen
Prioritdten sind:

o MasterType: Master, Border,
e GhostType: HGhost, VGhost, VHGhost.

In Bezug auf die exakte Definition der Prioritdten und die parallele Philosophie im Programm-
paket UG sei auf die Arbeit von Lang [Lan01] verwiesen. Fiir das Verstandnis der Situation
bei periodischen Randern ist es ausreichend, die unterschiedlichen Prioritaten nur kurz zu be-
schreiben. Jedes Element, das nicht als Kopie auf einem Prozessor vorliegt, erhilt die Prioritat
Master, die horizontalen Kopien HGhost und die vertikalen entsprechend VGhost bzw. VH-
Ghost, falls sie sowohl horizontale als auch vertikale Kopien sind. Davon abgeleitet werden
die Prioritdten der zum Element gehdrenden Objekte, insbesondere der Knoten und der al-
gebraischen Daten. Jedes Objekt erhalt die hochste Prioritat, die den Elementen zugewiesen
wurde, zu dem das Objekt gehért. Die einzige Einschrankung dieser Strategie der Prioritdten-
zuweisung erfolgt bei den Objekten der Master-Elemente. Bei einem Master-Element gehéren
die am Prozessorrand liegenden Daten oder Objekte zu mehreren Prozessoren und dadurch
auch zu mehreren Master-Elementen. Da aber nur einer der logisch identischen, aber parallel
verteilten Objekte auf einem Prozessor Master sein kann, erhalten alle anderen logisch Identi-
schen die Prioritat Border, um eine Unterscheidung einzufiihren. In Bezug auf die periodischen
Rander sind zusdtzliche Identifizierungsroutinen erforderlich, die diese speziellen periodisch
identifizierten algebraischen Daten auch parallel identifizieren. Dadurch wird ein kiinstlicher
Prozessorrand eingefiihrt, der sich allerdings nur auf die algebraischen Daten erstreckt. Die
rein geometrische Lastverteilung erfolgt wie oben beschrieben ohne Modifikation im periodi-
schen Fall. Diese erwdhnten algebraischen Daten werden zusatzlich als ein parallel verteiltes
Objekt definiert. In Abbildung 2.13|ist eine einfache Situation auf zwei Prozessoren skizziert,
um den Sachverhalt zu verdeutlichen. Dabei sind sowohl die verteilten Objekte Element mit
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Master-Prioritat M und Ghost-Prioritdt G, als auch die periodischen algebraischen Datensitze
mit entsprechenden Prioritdten Master (M) und Border (B) eingezeichnet. Die Zugehdorigkeit
der verteilten periodischen Daten ist durch gleiche Symbole angedeutet. Der periodische Rand
stellt somit einen weiteren Prozessorrand dar, ohne allerdings die zugehdrigen Elemente zu
verteilen. Daher bezieht sich der zusatzliche Prozessorrand ausschlieBlich auf die periodisch
verteilten algebraischen Objekte, wobei die Geometrie und somit Elemente und Knoten davon
unbetroffen bleiben.

| Proc 0 I Proc 1 |
M . ! ‘B
M M G : G M M
2 3 6 i3 6 7
ML o L 7777777 B
M M Gl G M M
0 1 4 : i 1 4 5
M 4 : o 4B
| | i
Prozessorrand

Abbildung 2.13: Verteilte Objekte im periodischen Fall

2.8 Zusammenfassung

Aufgrund der Lange dieses Kapitels sollen hier ganz kurz die wichtigsten Punkte rekapituliert
werden. Auch in Bezug auf die numerischen Resultate und deren Diskussion, bietet sich eine
kurze Auflistung der wichtigsten Begriffe an.

o Zeitdiskretisierung:
Es wurden diverse Zeitschrittverfahren vorgestellt, um mehrere Moglichkeiten zur Diskre-
tisierung des Zeitgradienten aufzuzeigen. In den numerischen Simulationen wird jedoch
nur auf das DIRK(2)-Verfahren aus Formel (2.5) Bezug genommen. Es wird nur die-
ses Verfahren betrachtet, da es sich als robust erwiesen hat und ein Verfahren zweiter
Ordnung darstellt.

e Ortsdiskretisierung und Stabilisierung;:
Als Diskretisierungsmethode wird das Finite Volumen Verfahren verwendet, mit nicht
gestaffelter Anordnung der Unbekannten. Daraus folgt, daB das Gleichungssystem sta-
bilisiert werden muB. Zwei Stabilisierungsverfahren wurden vorgestellt:
FIELDS aus Gleichung (2.16) und FLOW aus Gleichung (2.23).
Fiir die Bestimmung dieser Stabilisierungsansitze wurden Aufwinddifferenzen und Diffu-
sionsapproximationsansatze bendtigt.

— Aufwinddifferenzen:
Bei den numerischen Resultaten werden die beiden in Abschnitt [2.5.1 vorgestellten
Aufwinddifferenzen POS und LPS betrachtet. Aus zweierlei Griinden beschranken sich
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die Untersuchungen auf diese beiden Verfahren. Zum einen haben sie per Konstruk-
tion einen deutlich unterschiedlichen Charakter, und zum anderen sind die restlichen
vorgestellten Aufwindverfahren sehr diffusiv. Die Approximation ist dadurch wesent-
lich schlechter, und auf einen Vergleich mit diesen Methoden wird daher verzichtet.

— Diffusion:
Die in Abschnitt [2.5.2] vorgestellten Ansitze zur Approximation des Diffusionsterms
(1), (2), (2)korr und Raw, bestimmen unter anderem die GréBe des durch die Stabi-
lisierung eingefiihrten Stérterms in der Kontinuitatsgleichung. Sie sind daher fiir den
Divergenzfehler von groBer Bedeutung, wie es sich in Abschnitt [2.5.3]| gezeigt hat.

Konvektion:

Die Behandlung des Konvektionsterms in der Impulsgleichung wurde ausfiihrlich vor-
gestellt. Zu den Aufwindmethoden gehdren dabei das reine Aufwindverfahren aus Glei-
chung (2.24) und das PAC-Verfahren aus Gleichung (2.25). Die zentralen Differenzen
werden dabei mit durch das vorgestellte Peclet-Blending bzw. Verschieben hin zu zentra-
len Differenzen abgedeckt. Dies ist eine sehr vorteilhafte Strategie, um lokal angepaBte
Methoden fiir die Konvektion verwenden zu kdnnen.



3 Diskretisierung des Turbulenzmodells

Zur Diskretisierung der Turbulenzmodelle aus Abschnitt[1.3]ist es erforderlich, die Realisierung
des Filter-Operators, der gemittelten Daten und die Berechnung der benétigten Tensoren zu
beschreiben. Auch der Transport relevanter Daten auf grobe Gitter und Routinen, die zur Aus-
wertung der Resultate bendtigt werden, werden in den nun folgenden Abschnitten vorgestellt.

3.1 Diskrete Filteroperatoren

Die Realisierung der diskreten Filteroperatoren, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet werden,
bedarf einer ndheren Untersuchung. Kontinuierlich sind sie wie folgt definiert (vergleiche die
Definition aus (1.3)):

1

_— dV'.
2@ oy @Y

f(z,t) = /QGA(CE,y)f(y,t) dv =

Sie sind vom Typ eines Box-Filters und daher sehr einfach auch auf unstrukturierten Gittern
realisierbar. Es verbleibt also nur noch, den Tragerbereich zu definieren, um die diskrete Form
des Filteroperators beschreiben zu konnen.

Bedenkt man, daB die zugrunde liegende Diskretisierung eine Finite Volumen Methode ist, und
wahlt man das zum Punkt z gehdrende Kontrollvolumen Qv (z) als Tragerbereich Qa(z),
kann man einen Box-Filter der Form

— 1
flz,t) = o @)l o) f(y,t) av

definieren. Dadurch werden die Subskalen, also alle nicht mehr darstellbaren Strukturen, durch
diesen Filter mit Filterweite A = |Qyv| entfernt. Andererseits entspricht dies bis auf die
Skalierung genau dem Ansatz des Finite Volumen Verfahrens, das die Gleichungen nur im
schwachen Sinn erfiillt, siehe Gleichung (2.12). Das Finite Volumen Verfahren kann man auch
interpretieren in der Form, daB die Gleichungen im Raum gemittelt geldst werden, wie es fiir
die Grobstruktursimulation notwendig ist. Somit wirkt das Diskretisierungsverfahren selbst als
Filter und wird im Folgenden mit Gitterfilter bezeichnet.

Zur Verdeutlichung des Filtercharakters der Diskretisierung werden die Repradsentanten der
relevanten Terme nadher betrachtet: Zeitableitung, Ortsableitung und Quellterm. Diese drei
decken alle in der Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichung auftauchenden Terme ab, so
daB die Notation etwas verkiirzt werden kann. Die Beitrdge durch das Finite Volumen Ver-
fahren (FV-Beitrage) werden jeweils gesondert bezeichnet. Wenn man annimmt, daB sich der

51
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Losungsvektor x = () auf den Kontrollvolumina nicht zu stark veridndert, kann man die

Integration und Differentiation vertauschen, d.h. fiir die Zeitableitung ergibt sich

1 of(y,t) 1 0 /
—_— aV=——— fly,t)dV
Q@] o 0 (@] 9% Joyy
FV-Beitrag
of
- E(J%t)
und entsprechend fiir die Ortsableitungen
1 of(y,t) 1 0 /
—_ dV=———— fly,t)dV
@] Sy O @) 921 Sy T
of
= t
a$i (x? )
bzw. ohne Vertauschung: = ! f(y,t)n; dS'.

Qv ()] Joagy ()

FV-Beitrag
Analog erhdlt man natiirlich fiir den Kraft- oder Quellterm:

1 —
@] Joo o fly,t) dV = f(,t).

FV-Beitrag

Daraus kann man sofort schlieBen, daB die Finite Volumen Methode, die in dieser Arbeit als
Diskretisierung verwendet wird, selbst als Filter wirkt. Man interpretiert also die schwache
Losung als im Ort gemittelte Lésung, wodurch die Filterung der Daten zur Entfernung der
Subskalen entfillt.

Testvolumen Q1v, Weite A

Filterintegrationspunkte

ﬁ Gittervolumen Qgyv, Weite A

Abbildung 3.1: Tragerbereiche und Approximationspunkte der Mittelungsoperatoren: Gitter-
und Testfilter; vergleiche auch Abbildung (1.1

Allerdings bendtigt man fiir die dynamischen Modelle einen Filter mit einer groBeren Filterweite
A, wie es in Abschnitt 1.3.2 bei der Beschreibung des dynamischen Modells von Germano
bereits erlautert wurde. Dieser Filter wird im weiteren Verlauf als Testfilter bezeichnet.
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Fiir das dynamische Modell aus (1.6) und das gemischte Modell aus (1.11) werden zweifach
gemittelte GroBen bendtigt. Die grobe Mittelung mit dem Testfilter G5 erfolgt durch Sum-
mation aller Beitrage, die mittels den Ansatzfunktionen an den Filterintegrationspunkten, wie
in Abbildung 3.1 angedeutet, entstehen:

T
npts Nco

~ 1
(3.1) [~ W;BKVHI;NMZU)JC(C%)-

Dabei bezeichne |Qty| die Norm des Testvolumens (In Abbildung(3.1 entspricht das der gesam-
ten Flache der fiinf Gitterelemente.). Die Anzahl der Filterintegrationspunkte y; im Testvolu-
men wird mit ng;s bezeichnet, cog sind wie gewohnt die n., Knoten der zugehorigen Elemente
(in der Abbildung durch schwarze Quadrate markiert), und |SKV;| ist das zum Filterintegra-
tionspunkt y; gehdrende Volumen.

Fiir das gemischte Modell aus (1.11) werden dagegen mit dem Gitterfilter Ga zweifach ge-
mittelte Daten fiir den Skalen3dhnlichkeitsterm L7 gebraucht. Um in diesem Fall iberhaupt
eine Aussage zu bekommen, d.h. einen echten Mittelungseffekt zu erhalten, wird iiber alle
Integrationspunkte des Gittervolumens (dies entspricht der schraffierten Flache) summiert, um
das Volumenintegral zu approximieren:

G
npts Neco

— 1
(3.2) [~ o] ; ISKV;| ;Nk(yj)f(cok)-

|Qkv | bezeichnet die Norm des Gittervolumens, das mit dem Kontrollvolumen der Diskretisie-

rung iibereinstimmt und ngs ist die Anzahl der Filterintegrationspunkte y; des Gittervolumens.

3.2 Berechnung der Spannungstensoren

In Kapitel [1/wurden die Turbulenzmodelle ausfiihrlich beschrieben. Fiir alle dort vorgestellten
Modelle bendtigt man zur Bestimmung des Modellparameters C' gemittelte Spannungstenso-
ren .S;; und deren Norm. In Ubereinstimmung mit der Diskretisierung des Gleichungssystems
werden diese mittels eines Finite Volumen Ansatzes berechnet:

— 1
Sij = —— Sij dV
T %] o
1 1 /0u; Ou;
= = + J> av
|QK\/‘ Qxv 2 <8xj 6%1
1 1

= — = (uinj +ujn;) dS.
|QKV‘ 9%y 2( 2] ) l)

Analog zur Diskretisierung wird die Integration liber den Rand des Kontrollvolumens weiter
aufgeteilt und liefert:

1 1 NSKVF

1
— (u;m: + uin, dS = / “(wins + win; ds
Qv oo 2( ¥ it) Qv | ; SKVF, 2( ing i)

1 TSRy Neo

~ ] O 5ISKVRIY Nalip) (U + U,
=1 k=1




54 3 Diskretisierung des Turbulenzmodells

Somit kann auch die Norm des Spannungstensors |S| = \/231-]-?“ leicht ausgerechnet werden.
Fiir die dynamischen Modelle bendtigt man auch einen mit G 3 gemittelten Spannungstensor,
der analog zu Formel (3.1) mit f = S;; bestimmt wird.

3.3 Mittelung des Modellparameters

Die Bestimmung des Modellparameters C' bei den dynamischen Modellen wurde in den Ab-
schnitten(1.3.2 und1.3.3 beschrieben. Jedoch kann der Parameter nach der Bestimmung stark
im Ort und in der Zeit oszillieren. Um numerische Probleme zu vermeiden, wird er gemittelt,
bevor er endgiiltig ins Modell eingesetzt wird. Dies stellt keine Einschrankung des dynamischen
und lokalen Charakters des Parameters dar, da er trotzdem noch in Raum und Zeit variiert,
allerdings etwas gedampft. Zu seiner Bestimmung wurde ein Minimierungsansatz verwendet,
daher diirfte die anschlieBende Mittelung des Parameters zur numerischen Stabilisierung keine
Verschlechterung des Resultats zur Folge haben.

Mittelung im Raum

Um die Oszillationen im Raum zu dampfen, wird der Parameter iiber dem Testvolumen gemit-
telt. Dies entspricht der Anwendung des Filteroperators G ; analog zu Formel (3.1):

T
Mpts Neco

1
C(x,t) = vl D ISKV;| Y Ni(y;)Ccon, ).
j=1 k=1

Dadurch werden die starken Oszillationen geddampft, aber trotzdem bleiben natiirlich noch
raumliche Variationen erhalten, die erst nach mehrmaliger Anwendung dieses Mittelungsopera-
tors immer schwacher wiirden.

Mittelung in der Zeit

Der Modellparameter kann nicht nur im Raum, sondern auch in der Zeit sehr stark variieren.
Entsprechend kann auch fiir diesen Fall eine Mittelung oder Dampfung eingebracht werden.
Dies erfolgt durch einen Tiefpassfilter, analog zu dem von Breuer [BR94| verwendeten, der alle
hohen Frequenzen entfernt und nur die tiefen Frequenzen durchlaBt:

C(z,tps1) = (1 —e)C(z,ty) + eC(x,tpt1) und € € (0,1).

Dadurch wird unter anderem verhindert, daB vor allem am Anfang der Simulation groBe zeitliche
Veranderungen des Parameters dem Zeitschrittverfahren und seinen internen Losern Schwie-
rigkeiten bereiten. Typischerweise wird dabei ¢ = 1073 gewshlt.

Beschrankung der turbulenten Viskositat

Ein weiteres Problem kann entstehen, falls die turbulente Viskositat (die negativ sein kann) die
kinematische Viskositdt v ausloscht. Um dies zu verhindern, wird v; von —v weg beschrankt:

v+ =€ mit €€ (0,1].
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Das hat dann fiir den Modellparameter C' zur Folge:

vy =CA?|S| > (€ - 1)v

v
= C=>=2(&-1 — .
€= g

Die Division mit der Norm des Spannungstensors ist problemlos moglich, da nur im Falle einer
von Null verschiedenen turbulenten Viskositdt eine Beschrankung in obiger Form erfolgt, d.h.
fiir den betrachteten Fall gilt |S| # 0.

3.4 Transport der turbulenten Daten auf grobe Gitter

Innerhalb dieser Arbeit wird eine Gitterhierarchie, statt eines einzelnen Rechengitters verwen-
det. Insbesondere wird ein Mehrgitterverfahren zur Ldsung des resultierenden Gleichungssy-
stems eingesetzt, das spater in Abschnitt [4.3.4) vorgestellt wird. Im Hinblick darauf muB
natiirlich beachtet werden, welche Verdnderungen oder Anpassungen des Turbulenzmodells
erforderlich sind. Bei der Modellbildung ist es v.a. wichtig, beziiglich der raumlichen Auflsung
fein genug zu sein, um das Modell einsetzen zu kdnnen. SchlieBlich ist die Modellannahme,
groBe Strukturen aufzulGsen, also darstellen zu kdnnen, und nur die kleinen, nicht mehr dar-
stellbaren Strukturen zu modellieren. Dies ware aber auf groberen Gittern definitiv nicht mehr
der Fall. Aus diesem Grunde miissen in geeigneter Weise die Teile des Modells, die auf groben
Gittern nicht addquat bestimmt werden konnen (wie der Modellparameter C'), vom feinsten
Gitter zu den groberen Gittern transportiert werden. Dieser Transport kann als Teil der Tur-
bulenzmodellierung aufgefaBt werden und erfolgt unabhingig vom Ldsungsalgorithmus, um
die einzelnen Komponenten Diskretisierung, Turbulenzmodellierung und L&dsung soweit wie
moglich getrennt behandeln zu konnen.

Beriicksichtigt man also, daB innerhalb des Mehrgitterverfahrens ein Grobgitteroperator auf-
gestellt werden muB, so hat das Auswirkungen auf die turbulente Viskositat v, aus Gleichung
(1.13), die unter anderem auch den Modellparameter C' enthélt. Selbstverstandlich leistet v
einen direkten Beitrag zum Grobgitteroperator und muB daher auf die gréberen Gitter transpor-
tiert werden. Als einfachste Moglichkeit wird zum Transport eine einfache Injektion eingesetzt,
da kompliziertere Methoden unter Umstanden eine zu starke Mittelung von vy zur Folge hatten.
Bei der Injektion ist zumindest an gleichen Punkten im Raum auch dieselbe Viskositdt gege-
ben, was bei anderen Transportroutinen nicht mehr der Fall ware. Dadurch kann eine gewisse
Konsistenz der einzelnen Ebenen sichergestellt werden. Es stellt sich auch die Frage, in welcher
Weise die Viskositat transportiert werden sollte, sofern man nicht die Injektion anwendet. Je
mehr Gitterebenen zum Einsatz kommen, desto weiter wird der Bereich, iiber den die turbu-
lente Viskositat letztendlich gemittelt wiirde, egal welche Strategie dabei verwendet wird. Nur
bei der Injektion kann man diesen Effekt verhindern, wodurch insgesamt das Turbulenzmodell
auch auf dem groben Gitter im Ort variiert, so wie es auf der feinsten Ebene der Fall ist.

AuBer der turbulenten Viskositat, kann der Skalendhnlichkeitsterm L7 in das Gleichungssystem
eingehen. Wie bereits am Ende des Abschnitts [1.3.4 erwahnt, liefert dieser Term nur einen
Beitrag zur rechten Seite und damit zum Defekt. Dieser muB nicht gesondert transportiert
werden, da der Transport des Defekts bereits durch den Losungsalgorithmus abgedeckt wird.
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3.5 Auswertungsroutinen

3.5.1 Mittelung in periodische Richtungen

Bei turbulenten Simulationen besitzt die Strémung sehr hiufig eine periodische Richtung.
Zumindest nimmt man meistens eine Richtung als annadhernd periodisch an. Dies geschieht
hauptsachlich zur Reduktion des Rechenaufwandes. Wenn nun eine periodische Richtung vor-
gegeben ist, wird ein Integralmittel in diese Richtung gebildet, um die Daten von unterschied-
lichen Gittern bzw. Verfahren vergleichen zu kdnnen. In zwei Raumdimensionen entspricht das
Integralmittel einer Mittelung entlang einer Geraden, in drei Raumdimensionen ist es typischer-
weise eine Mittelung iiber eine Ebene. Daher wird auch im weiteren Verlauf statt von einem
Integralmittel von einer Ebenenmittelung gesprochen, da man eine Hyperflache (in 2d eine
Gerade, in 3d eine Ebene) auch als Ebene bezeichnen kann. Zur Integration iiber eine solche
Ebene E wird wiederum von der Mittelpunktsregel Gebrauch gemacht, um die Beitrage kleiner
Flachenteilstiicke e mit E = | e zu approximieren:

1
mzaémms

(33) 1 1
=5 Zej/ef(y) ds ~ & 263 le|f(MP(e)),

wobei M P(e) den Mittelpunkt von e bezeichne, und |.| sei das MaB der Fliche bzw. des
Flachenteilstiicks. Bei einem unstrukturierten Ansatz, wie in dem hier verwendeten Programm-
paket UG, ist es schwierig festzustellen, welche Punkte zu welcher Ebene einen Beitrag liefern,
da keine direkte Information iiber die Lage relativ zu den Nachbarn vorhanden ist. Diese In-
formation je Punkt 1438t sich mit einem Aufwand von O(C(nkp)nkp) generieren, mit nkp der
Anzahl der Gitterpunkte. Die Konstante C'(nkp) kann jedoch sehr hoch sein. Um dieses Aus-
wertungsverfahren trotzdem relativ einfach anwenden zu kdnnen, wurde zunichst eine kleine
Einschrankung gemacht, indem die Datenpunkte entsprechend sortiert sein miissen. Wenn zu
einer Ebene gehdrende Punkte hintereinander liegen, 13Bt sich die Ebenenmittelung relativ ein-
fach realisieren, v.a. mit einem wesentlich geringeren Aufwand als O(C(nkp)nkp). Zunachst
ist es dafiir erforderlich, fiir jede Ebene einen Referenzpunkt z,.s zu suchen, mit dessen Hilfe
die Zugehorigkeit zur jeweiligen Ebene bestimmt werden kann. Dabei wird die Hessesche Nor-
malform fiir Ebenen zugrunde gelegt. In Algorithmus 3.1 ist die Vorgehensweise beschrieben.
Man 138t eine geringe Abweichung der Normalen der Ebenenteilstiicke beziiglich der gewiinsch-
ten Normalenrichtung zu, indem eine geringe Toleranz, typischerweise tol ~ 1073, vorgegeben
wird. Man fordert also nur:

|4 — res) 1| < tol

fiir alle 5, der Ebene zum Referenzpunkt x,.; mit der Normalenrichtung n, die von vorne-
herein durch die Problembeschreibung festgelegt ist. Nachdem die Liste der Referenzpunkte
und das an jedem Gitterpunkt anliegende Teilstiick der Ebene bestimmt sind, kann die Berech-
nung der Ebenenmittel durch einen einmaligen Durchlauf iiber alle Gitterpunkte abgearbeitet
werden, d.h. der Aufwand ist dann O(nkp). Der Ablauf dieser Routine ist in Algorithmus (3.2
dokumentiert.
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Algorithmus 3.1 Vorbereitung der Ebenenmittelung

Require: tol
Ensure: Punkte ebenenweise sortiert
k=1,N=0
pos = yj
pointlist[0] = pos
N=N+1
while (k < TLKP) do
E=k+1
if ((yx — pos)-n > tol) then
Pos = Y,
pointlist[N] = pos
N=N+1
end if
end while

for (El = 0, . ,nEl) do
for (Seite = 0,...,N5citen) do
if (ng-n>1—tol) then
for all (y, € Seite) do
A(yr) += ————|Seite|

NKP(Seite)

end for
end if
end for
end for

(Toleranz fiir Ebenenzugehdrigkeit)
(Zahler Gitterpunkte, Referenzpunkte)

(erster Referenzpunkt)

(neuer Referenzpunkt)

(Bestimmung der Flachenteilstiicke)

Algorithmus 3.2 Ebenenmittelung

Require: pointlist und tol
kstart =0
for all (z,.; € pointlist) do
mean = area = (
for all (yk mit k > kstart) do
if (|(ref —yr,mn)| < tol) then
mean += A(yx) - W (yx)
area += A(yx)
else
kstart =k
end if
end for
if (area > 0) then
mean/ = area
end if

(Liste der Referenzpunkte und Toleranz)

(Startvektornummer)

(Mittelwert und Flache der Ebene)

(Flache - der zu mittelnde Wert)

(Startvektor fiir nachste Ebene)

PostProc (< Auswertungsroutinen, die die Ebenenmittelung bendtigen)

end for
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3.5.2 Wirbelstarkendicke

Fiir das ,Mixing Layer” Problem, das in Abschnitt |5.2.1] beschrieben wird, ist es iiblich, zu
Vergleichszwecken die Wirbelstarkendicke ¢ zu berechnen, siehe z.B. bei John [Joh02] oder
Lesieur et al. [LSLRC88]. Sie wird hier definiert durch:

2Us

3.4 b= ——
54 max] {2} (3. ]

wobei es sich bei (.) um eine Ebenenmittelung wie im vorigen Abschnitt beschrieben handelt,
und w, ist die z-Komponente der Wirbelstarke:

w=Vxu.

Dadurch 138t sich sowohl in zwei als auch drei Raumdimensionen die Wirbelstarkendicke be-
stimmen, die ein MaB fiir die GréBe der vorhandenen Wirbel darstellt. In zwei Raumdimensionen
ist also die Wirbelstarkendicke aussagekraftig. Fiir drei Raumdimensionen wird sie allerdings
nur fiir die Initialisierung des Problems verwendet bzw. sie wird dazu benutzt, die Gleichungen
dimensionslos zu schreiben, siehe Abschnitt [5.2.2. Da die Wirbelstiarke durch Differentiation
bestimmt wird, unterliegt sie natiirlich auch einer starken Abhangigkeit von Fluktuationen im
Vergleich zur Impulsdicke, die im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt wird.

Berechnet wird die Wirbelstarkendicke ¢ iiber die schwachen Gradienten des Stromungsfeldes:

1
o, ~ Ouy 0w 0,
|QKV| Quy 8.1‘1 8%2
1

= uU2m1 — UIN2 dS
‘QKV| 0Qkv

1 NMSKVF Mco

Z ZNk(ipj)(U§n1 + Ut'ny)
Qx|
=1 k=1

~
~

und iiber die Ebenenmittelung nach Formel (3.3)

nKp

1 1
(wz) = 3] Y lelws(MP(e)) ~ T D lel Y Ne(MP(e))w:(cor).
e e k=1
Eingesetzt in Formel (3.4) liefert schlieBlich das Resultat.

3.5.3 Impulsdicke

Fiir dreidimensionale Strémungen vom Scherstromungscharakter wie das Mixing Layer Pro-
blem aus Abschnitt [5.2.2 ist es iiblich, statt der Wirbelstiarkendicke die Impulsdicke zu be-
trachten. Die Impulsdicke dieser Scherschicht wird aus folgender Beziehung abgeleitet (siehe
z.B. [Lei90]):

(Uso = (=Uso))u(t) = /y1 (Voo = (u)(t,9)) ((u) (£, y) — Uso) dy -

Yo
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Daraus resultiert der auch von Vreman et al. [VGK97] und Moser und Rogers [MR93] verwen-
dete Ausdruck:

(3.5) u(t) = i/y:l (1_ (%)j dy.

Dabei sei y orthogonal zu den periodischen Richtungen, und yg, y1 charakterisieren den un-
teren bzw. oberen Rand des Gebietes an dem gilt: ©w = +U,. Wiederum bezeichnet (.) eine
Ebenenmittelung in periodischer Richtung.

Die Impulsdicke quantifiziert die Aufweitung des mittleren Geschwindigkeitsprofils. Als integrale
GroBe unterliegt sie dabei weniger starken Stérungen durch Fluktuationen, wie es bei der
Wirbelstarke der Fall ist.

Die Berechnung der Impulsdicke erfolgt iiber die Ebenenmittelung des Geschwindigkeitsfeldes
mit anschlieBender Approximation des Integrals. Dabei wird die Liste der Referenzpunkte ab-
gelaufen, um mit Hilfe der Trapezregel das Integral zu bestimmen. Diese Routine wird eng mit
der Ebenenmittelung verwoben, d.h. sobald ein Ebenenmittelwert bestimmt ist, kann schon ein
Teil der Integration durchgefiihrt werden. Dies geschieht in Algorithmus (3.2 in der PostProc-
Anweisung.

3.5.4 Totale kinetische Energie

Die totale kinetische Energie gemittelt iiber das zugrunde liegende Gebiet

1 d
 Jo 2

wird auch zum Vergleich der Ergebnisse herangezogen. In der Regel ist bei turbulenten Prozes-
sen ein Abklingverhalten der totalen kinetischen Energie zu beobachten, da Energie von groBen
zu kleinen Strukturen flieBt und dadurch dissipiert wird. Man kann also diese GroBe bestim-
men, um z.B. auch ein Fehlverhalten des Turbulenzmodelles beobachten zu kénnen bzw. auch
unterschiedliche Modelle miteinander zu vergleichen. Berechnet wird diese GroBe wie folgt:

nKp d

Biin ~ ﬁ SOk S Uk,
k=1 =1

3.5.5 Subskalendissipation

Eine weitere interessante GroBe ist die Subskalendissipation gemittelt iiber das Gebiet

d
(3.7) £sas = /Q€SGS dv = /Q > 7Sy dv.

2,7=1

Sie reprasentiert den EnergiefluB von den aufgeldsten Skalen zu den Subskalen. Fiir das
Smagorinsky-Modell ist diese GroBe negativ und entzieht dadurch den aufgelsten Skalen
Energie. Bei den dynamischen Modellen kann eggg auch positiv werden und wird dann als
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»backscatter” bezeichnet, da Energie von den kleinen zu den groBen Skalen flieBt. Dies kann
unter Umstanden zu numerischen Schwierigkeiten fiihren. Aus diesem Grund erfolgt auch die
Beschrankung der turbulenten Viskositat, wie es bereits zuvor bei der Mittelung des Modell-
parameters beschrieben wurde.

Die Berechnung erfolgt analog zur Energie:

nKp d

[ esas v =3 KVI S iy(con)Siseon)
Q k=1

ij=1

mit den an den Knoten vorliegenden Spannungstensoren gij und den je nach Modell unter-
schiedlichen Modelltermen 7;;.



4 Das Losungsverfahren

In Kapitel 2 wurde sowohl die Zeitdiskretisierung als auch die Linearisierung des Systems bereits
geschildert. Allerdings wurde es in dem dortigen Rahmen nur in Bezug auf die diskrete Darstel-
lung beschrieben. In diesem Kapitel soll nun auf die Lésung des diskreten Systems eingegangen
werden. Dafiir wird zunichst die Zeititeration erldutert, die das nichtlineare Lésungsverfahren
aufruft, das wiederum ein lineares Iterationsverfahren zur Losung der linearen Teilprobleme
verwendet. Aufgrund dieser Abhangigkeiten wird zuerst die Zeitschrittiteration, anschlieBend
der nichtlineare Loser betrachtet und zum SchluB die linearen lterationsverfahren vorgestellt.

4.1 Zeititeration

In Abschnitt [2.1] sind bereits die verschiedenen Arten der Zeitdiskretisierung vorgestellt wor-
den. Diese beziehen sich allerdings immer nur auf einen Zeitschritt. Die Integration in der
Zeit wird durch einen duBeren Algorithmus gesteuert, der unabhangig von den verschiedenen
Diskretisierungen ist. Insgesamt ist das Losungsverfahren fiir 1,4, Zeitschritte in Algorithmus
4.1 zusammengefaBt.

Algorithmus 4.1 Das Losungsverfahren
Require: wihle ein Zeitschrittverfahren (sieche Abschnitt 2.1)
Require: tg, Atyin, Atmas (Anfangszeitpunkt, Schranken fiir Zeitschrittweite)
wahle Startzeitschrittweite At mit At € [Atpin, Atmaz]
for (n=0,...,npe — 1) do
while (At > 0) do
tni1 =ty + At (neuer Zeitpunkt)
Startwert fiir Zeitpunkt t,,11 ist x(¢,,)

lose 2209 4 K (x,t) — b = 0‘ (Aufruf Nichtlinearer Léser)

tn+1
if (nichtlineares Verfahren divergent) then

At = 0.5At (halbiere Zeitschritt)
if (At < Atpin) then
At = Atymin
end if
else
break
end if
end while
wahle neue Zeitschrittweite At abhdngig vom Lésungsverhalten
end for

61
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Die Zeitschrittweitensteuerung hangt dabei vom Verhalten des nichtlinearen L&sers ab. Wenn
dieser weniger Schritte als erwartet bendtigt, kann der Zeitschritt vergroBert werden. Falls
allerdings mehr Schritte erforderlich sind, kann der nichste Zeitschritt entsprechend kleiner
gewadhlt werden, um unnétige Zeitschritthalbierungen moglichst zu vermeiden. Das Kriterium
zur Wahl des Zeitschritts lautet:
Agrer = I A
Nt

abhangig von der Zahl der erwarteten Schritte n,,; und der Anzahl der tatsachlich durchgefiihr-
ten lterationsschritte n;. Je weniger nichtlineare Schritte durchgefiihrt werden, desto groBer
wird mittels dieses Kriteriums der nachste Zeitschritt. Bei vielen nichtlinearen lterationen dage-
gen kann der nachste Zeitschritt auch relativ klein gewahlt werden. Wie gut oder schlecht diese
Strategie funktioniert, hdngt unter anderem von der Wahl der erwarteten Iterationsschritte n,,
ab. Diese konnen z.B. auch sehr groB gewahlt werden, wenn man einen moglichst schnellen
Ubergang von kleinen zu groBen Zeitschritten erzielen will. Das ist aber nur angebracht, wenn
man die Entwicklung der Stromung genau kennt und nur am Anfang der Simulation Proble-
me durch zu groBe Zeitschrittweiten entstehen wiirden. Eine zu optimistische Wahl von n,;
dagegen kann zu sehr kleinen Zeitschritten fiihren und resultiert dadurch in langen Simulations-
zeiten. Zusatzlich wird die Zeitschrittweitensteuerung noch von den vorgegebenen Schranken
fiir At beeinfluBt, die zu kleine bzw. zu groBe Schrittweiten verhindern. Insgesamt ist natiirlich
fir jedes Anwendungsproblem eventuell eine andere Kombination von ny,; und At /ma. €r-
forderlich. Ratsam ist auch, bei der Wahl des Zeitschritts die CFL-Zahl zu beriicksichtigen. Es
ist bei einem impliziten Ansatz wiinschenswert, eine CFL-Zahl groBer als 1 zu erhalten. Fiir
kleinere CFL-Zahlen lassen sich explizite Ansidtze anwenden, die dann im Normalfall deutlich
schneller sind, da dafiir — wenn {iberhaupt — nur eine reduzierte Matrix geldst werden muB.
Auch beim Speicherbedarf sind explizite Methoden deutlich sparsamer, daher sollte man dem
Aufwand entsprechend tendenziell groBere Zeitschrittweiten beniitzen.

Bei turbulenten Simulationen allerdings muB man beriicksichtigen, daB durch die Zeitdiskre-
tisierung eine zusatzliche Mittelung in der Zeit hinzukommt. Daher sollte man in diesem Fall
auch keine zu groBen CFL-Zahlen verwenden. Typischerweise werden dabei Werte zwischen
1 und maximal 8 verwendet, siehe Seite 116 bzw. [122. In 2d kdnnen eher groBe CFL-Zahlen
erlaubt werden, aber die 3d-Probleme erfordern CFL-Zahlen naher bei 1, um die zeitliche
Entwicklung der Stromung mdglichst exakt nachzuvollziehen.

Beim Aufruf des nichtlinearen Losers geht die Art des Zeitschrittverfahrens ein, da der Defekt
und die Massen- bzw. Steifigkeitsmatrix entsprechend skaliert werden miissen. Der nichtlineare
Loser erhdlt dabei eine Matrix und die zugehorige rechte Seite, die Skalierungen werden jedoch
vom duBeren Zeitschrittverfahren geliefert. Diese werden durch Faktoren s, vor der Massen-
matrix, die durch die Diskretisierung von Mé(tx) entsteht, bzw. s, vor der Steifigkeitsmatrix, die
aus der diskreten Darstellung von K(x,t) resultiert, umgesetzt. ZusammengefaBt kann dies

ausgedriickt werden durch

s T+ s, KM — s,b =R,

wobei mit 7"t und K"t die Massenmatrix bzw. Steifigkeitsmatrix jeweils zum Zeitpunkt
tn+1 bezeichnet wird. Bei jedem Verfahren entsteht auch ein zusatzlicher Beitrag zur rechten
Seite, der mit R ausgedriickt wird. Die erwdhnten Vorfaktoren s, und s, variieren je nach
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Sm Sa R
implizites Euler 1 At Tm
Crank-Nicolson 1 TAL T" — s54(K™ —b)
BDF(2) 1 ZAt 3T — 3T !
1 aAt Tm 1. Teilschritt
DIRK(2) 1 aAt T — (1 —20) ALK —b) 2. Teilschritt

Tabelle 4.1: Skalierungen der unterschiedlichen Zeitschrittverfahren

Verfahren. Fiir die in Abschnitt 2.1 beschriebenen Verfahren sind sie in Tabelle 4.1 aufgeli-
stet. Analog zu den Bezeichnungen in Abschnitt [2.1 wird dabei das Kiirzel n beniitzt, um
die Auswertung zum alten Zeitpunkt ¢, = t,+1 — At auszudriicken. Entsprechend steht die
Bezeichnung n + « fiir einen Zeitpunkt zwischen dem alten Zeitpunkt ¢,, und dem neuen Wert

bt

4.2 Nichtlineare lteration

In Abschnitt|2.2)wurde die Linearisierung des nichtlinearen Operators beschrieben. Hier soll dies
noch einmal in allgemeinerer Form und fiir das System als Ganzes geschehen, d.h. es wird das
Gesamtsystem linearisiert, auch wenn nur Teile davon nichtlinear sind. Doch das vereinfacht
die Notation und das Verstdndnis.

Ausgangspunkt fiir die nichtlineare Iteration ist das Newton-Verfahren, wie z.B. im Buch von
Deuflhard und Hohmann [DH91] beschrieben. Hier soll kurz das Vorgehen erldutert werden.
Man entwickelt das System um eine Ndherung X und bricht nach dem Term erster Ordnung

ab:
ON (x)
ox

fur einen nichtlinearen Operator A/, der in diesem Falle definiert ist als (vergleiche Formel

(21)):

N(x) =N(x) + (x — %)+ O((x — %)%

T (x)
ot

bzw. dessen schwache Formulierung aus Abschnitt[2.2. Dabei sind natiirlich auch lineare Terme
enthalten, die aber in der allgemeinen Darstellung keine Probleme bereiten.

N(x) = + K(x,t) —b

Die Entwicklung des Operators kann auch mittels der Jacobi-Matrix J mit

_ 0N (x)
- 0x

J (%)
geschrieben werden. Damit lautet das Verfahren zur Lésung des Gleichungssystems A/ (x) = 0:
J(x)-c=—-d

mit der Korrektur ¢ = x—% und dem Defekt d = A/ (X). Das nun rein lineare Gleichungssystem
kann mit einem im nachsten Abschnitt vorgestellten linearen Iterationsverfahren gelost werden.
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AnschlieBend erfolgt die Aktualisierung der Lésung mittels der neu berechneten Korrektur c:

Xneu — i _|_ C
Dabei besteht die Moglichkeit, eventuelle Konvergenzprobleme der nichtlinearen lteration zu
umgehen, indem nicht die volle Korrektur verwendet wird, sondern nur ein gedampfter Teil:

X" =x4+ A

mit A € (0,1] bzw. A € (Anin, Amaz] und 0 < Apin < Amaz < 1. Der Dampfungsparameter
A kann fest vorgegeben oder aber optimal durch eine Liniensuche bestimmt werden. Das
Kriterium zur Wahl des Dampfungsparameters ist die Fehlerreduktion r des mit der neuen
Losung berechneten Defektes d™¢%:

B aT(Xneu)

d’I’LEU — N(Xneu) 8t

+ K(x"") b

gegeniiber dem alten Defekt d:

dneu
= | | <tol mit tol <1
]
und ||.|| der Euklidischen Norm iiber den kompletten Unbekanntenvektor bzw. in diesem Falle

den Defektvektor. Die Liniensuche wird mit der besten Korrektur A = \,,4, gestartet. Der
neue Defekt d™*" wird berechnet und das Konvergenzverhalten {iberpriift. Falls die gewiinschte
Reduktion nicht erreicht wird, kann der Dampfungsparameter sukzessive halbiert werden, bis
entweder der minimale Dampfungsparameter \,,;, oder die gewiinschte Reduktion erreicht
wird. Dieses Verfahren ist eine sehr einfache Strategie, Probleme beim L&sen zu umgehen.
Die Toleranz wird dabei zunichst vorgegeben, allerdings im Laufe der lteration so gewahlt,
daB eine quadratische Konvergenz angenommen wird, d.h. die neue Toleranz fiir den néchsten

Schritt ist:
Hdneu ”2

tol™ = min{tol, ————1}.
[

4.3 Lineare lterationsverfahren

Zur Losung des linearen Teilproblems, das innerhalb des nichtlinearen Verfahrens gelst werden
muB, kdnnen direkte Methoden aufgrund der ProblemgréBe in der Regel nicht angewandt
werden. Daher kommen iterative Verfahren zum Zuge. Leider sind klassische Methoden wie
GauB-Seidel oder Jacobi viel zu langsam, um effektiv eingesetzt werden zu kénnen. Sie kommen
allenfalls als Glatter in Frage, wobei das duBere Verfahren effizient sein muB, d.h. méglichst
von der Ordnung O(n), mit n der Anzahl der Unbekannten.

Das zu l6sende Problem ist von der Form:
(4.1) Ay =b

mit einem Unbekanntenvektor y = (uk,vk,wk,pk)lemwp, der an jedem Gitterpunkt k die
unbekannten Geschwindigkeits- und Druckwerte enthilt.
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Unabhangig von der Tatsache, daB die zu l6sende Matrix aus der Diskretisierung eines Systems
partieller Differentialgleichungen entstand, soll zunichst ganz allgemein auf lineare Iterations-
verfahren eingegangen werden. Hierfiir ist natiirlich Voraussetzung, daB die Matrix A regular
ist. Eine sehr umfassende Einfiihrung in die Losung groBer schwachbesetzter Gleichungssysteme
findet sich in dem Buch von Hackbusch [Hac93]. In Anlehnung an dessen Darstellung, erfol-
gen kurze Ausziige liber wichtige Verfahren, die dem Verstdndnis dienen bzw. in dieser Arbeit
verwendet werden.

4.3.1 Klassische lterationsverfahren

Die klassischen Iterationsverfahren, wie z.B. Jacobi und GauB-Seidel, leitet man mittels einer
additiven Zerlegung der Matrix A her:

A=M - R.

Dabei sei M regular und leicht invertierbar und R wird als Restmatrix bezeichnet. Daraus 158t
sich dann leicht ein Iterationsverfahren konstruieren. Wegen

Ay=(M — R)y=b

folgt
My =Ry+b bzw. y=M 'Ry + M 'b.

Daraus 138t sich sofort das lterationsverfahren in der ersten Normalform ableiten:
y"t =M"Ry'+ M 'b.

Diese kann ganz leicht unter Ausnutzung der Beziehung R = M — A umgeformt werden in
folgende Darstellung, die als zweite Normalform bezeichnet wird:

yitl — yi _ -1 (Ayi —b) —yi— Mldi

mit dem Defekt d’ = Ayi — b. In dieser Version kann man leicht erkennen, daB M ~1 eine
Niherung fiir A~! darstellt. Aus diesem Grund bezeichnet man M ! als angeniherte Inverse
fiir die Matrix A. Zusatzlich kann daraus auch ein gedampftes Verfahren abgeleitet werden mit
einem skalaren Dampfungsparameter A:

yi+1 — yl o )\Mfldi_
Die gedampfte Form der Iteration wird eingesetzt, um eventuell eine Konvergenz zu erreichen,
falls das ungedampfte Verfahren keinen Erfolg aufweist.

Nachdem nun die Form der lteration festgelegt ist, bleibt noch die Wahl der Matrix M zu
beschreiben. Dafiir bendtigt man eine weitere Aufspaltung der Ausgangsmatrix A in eine strikte
untere Dreiecksmatrix L, eine Diagonalmatrix D und eine strikte obere Dreiecksmatrix U:

A=D—-L-U.
Fiir das Jacobi-Verfahren wird M wie folgt gewahlt:

M =D,
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wodurch sich die (geddmpfte) lterationsvorschrift ergibt zu:
yi+1 — y’L o )\Dildi.

Die Konvergenz dieses Verfahrens ist sehr langsam, dafiir ist es sehr einfach zu verstehen und
zu implementieren.

Im Falle der GauB-Seidel-lteration lautet die Wahl:
M =D - L.
Das fiihrt zu folgender Vorschrift:
y Tl =y —X(D - L)f1 d’.

Die Konvergenz ist etwas schneller als beim Jacobi-Verfahren, da auch neue Werte beriick-
sichtigt werden, sobald sie vorhanden sind. Allerdings ist die Konvergenz trotzdem noch relativ
langsam. Hinzu kommt auBerdem die Abhangigkeit von der Anordnung der Unbekannten, die
beim Jacobi-Verfahren nicht entscheidend ist.

Aus dem GauB-Seidel-Verfahren wird durch Extrapolation das SOR-Verfahren (engl. Successive
Overrelaxation) konstruiert, vergleiche z.B. Barrett et al. [BBCT94]. Aufgrund des leichteren
Verstandnisses wird zunachst die Darstellung in komponentenweiser Notation gewahlt:

» - ‘
i =wy| 1wy

mit dem Uberrelaxationsparameter w € (0,2) und der GauB-Seidel-Iterierten yj*l s Insge-

samt lautet damit das Verfahren analog zu den bisherigen Darstellungen:
y =y — A (D —wL) ' d.
Das entspricht der Wahl von M als

M=—-D-1L.
w
Die Konvergenz kann gegeniiber dem GauB-Seidel-Verfahren deutlich schneller sein, allerdings
erfordert das die Wahl eines optimalen Relaxationsparameters, der in der Regel nur fiir einfache
Fille exakt bestimmt werden kann. Fiir die Wahl von w = 1 erhdlt man wiederum das GauB-
Seidel-Verfahren selbst. Fiir eine Uberrelaxation bewirkt das Verfahren eine Schwichung der
Diagonalen in M, wodurch im Allgemeinen eine Konvergenzbeschleunigung erreicht wird.

Die vorgestellten Verfahren liefern nur fiir stark diagonaldominante bzw. zumindest symme-
trische Matrizen A eine gute Konvergenz oder hingen stark von der Wahl eines optimalen
Parameters ab. Die Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen resultiert im allgemeinen
Fall allerdings weder in einer stark diagonaldominanten noch in einer symmetrischen Matrix.
Auch die Wahl eines optimalen Parameters ist in der Regel nicht moglich, daher wird das
Augenmerk auf andere Verfahren gelegt, um als lineare Losungsverfahren eingesetzt zu wer-
den.
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4.3.2 Unvollstandige Dreieckszerlegungen

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen klassischen Iterationen, beruht die Idee der unvoll-
standigen Dreieckszerlegung, auch ILU-Iteration genannt, auf einer multiplikativen Zerlegung
der Matrix A, die durch eine GauB-Elimination entsteht:

A=LU

mit einer unteren Dreiecksmatrix L und der zugehorigen oberen Dreiecksmatrix U. Dabei ent-
stehen allerdings viele Nichtnull-Eintrage in den Matrizen L und U, die in der Ausgangsmatrix
A nicht enthalten waren. Dieses Phianomen des Auffiillens wihrend der Elimination ist bei
schwach besetzten Matrizen unerwiinscht. Um das zu verhindern, wird keine exakte Zerlegung
durchgefiihrt, sondern eine unvollstindige, wodurch eine Restmatrix R eingefiihrt wird:

(4.2) A=LU-R.

Das Kriterium fiir die unvollstindige Zerlegung ist das Besetzungsmuster der Matrix A. Es
werden nur solche Eintrdge in den beiden Zerlegungsmatrizen L und U zugelassen, die auch
schon in A vorhanden sind, d.h. mit L = (I;;)7",_1, U = (u45)7 ;=1 und A = (a;;)},—; gilt:

lij=0firi<j A aij # 0= 1;; # 0 (gegebenenfalls),
uj =0 firi>j A aij # 0= u;; # 0 (gegebenenfalls).

Entsprechend der Darstellung der klassischen lterationsverfahren aus dem vorangegangenen
Abschnitt wird fiir die ILU-Iteration die Matrix M gewahlt als:

M=LU
mit der Definition von L und U aus (4.2). Das lterationsverfahren lautet damit:
yitl — yi _AUILNd

bzw. es kann auch wie folgt formuliert werden mit der Diagonalmatrix D = diag(U), der
strikten oberen Dreiecksmatrix U’ = U — D und der strikten unteren Dreiecksmatrix L' =
(L-1)D: ' , '

y* =y - AD+U)'D(L' + D) 'd"
Eine Modifikation dieser ILU-Iteration kann erreicht werden, wenn die Restmatrix R =
(rij)ﬁjzl nicht vollig ignoriert wird, sondern die Betrage der bei der Zerlegung vernachlissig-
ten Eintrage skaliert mit einem Faktor § zur Diagonalen von U addiert werden. Das ergibt
folgende Zerlegung der Matrix A:

A= Mg — Rg,

wobei M3 und Rg definiert sind durch (vergleiche [Wit89]):

Mg = (L' + Dg)D5"(Dg+U') mit Dg =D +diag(8 Y |rijl),
g i#i
Rg=Mg—M+R=L(Dg' =D "YU +Dg—D+R.

Diese Variante wird auch mit ILUg bezeichnet und wurde unter anderem von Wittum [Wit89]
eingefiihrt. Fiir 8 = 0 erhalt man das normale ILU-Verfahren, auch als ILUg bezeichnet. Fiir
die Wahl von § = —1 erhilt man eine Verbesserung der Kondition, andererseits erreicht man
fir B > 0 eine Art Dampfung, die forderlich fiir die lteration sein kann.
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4.3.3 Blockung

Das zu losende Gleichungssystem aus (4.1) besteht aus Variablen unterschiedlicher Bedeu-
tung, namlich aus den Geschwindigkeitskomponenten und den Druckwerten. Diese gehéren
zu Gleichungen unterschiedlichen Typs und verhalten sich dementsprechend nicht dquivalent.
Man muB also noch spezifizieren, wie diese Gleichungen angeordnet werden sollen, bevor sie
geldst werden, um ein praktikables Verfahren zu erhalten. Grundsatzlich ergeben sich zwei
verschiedene Moglichkeiten der Anordnung:

e punktweise:
Die Unbekannten werden in nkp Blocke der GréBe d + 1 angeordnet. Dies entspricht der
Anordnung, wie sie bereits im Unbekanntenvektor y am Anfang des Abschnitts ange-
deutet wurde:
(U1,’U1,w1,p1, <oy Unyp  Ungp wnKP7anP)T
Die dazugehdrige Matrix besteht damit aus nkp ((d+1) x (d+1))-Blécken, den Punkt-

blocken.

e gleichungsweise:
Die Unbekannten werden gleichungsweise sortiert, d.h. es entstehen d 4+ 1 Blocke der
GroBe nkp. Der Losungsvektor hat dann die Form:
(ULy ey Ungps U1y -« s Unggps Wy -« s Wiyeps Pls - - - > Prgp
und die Matrix besteht in diesem Fall aus d + 1 (nkp x nkp)-Blocken.

)T

Die gleichungsweise Anordnung fiihrt zu sehr groBen Blécken, die im Zuge der lteration nur
anndherungsweise invertiert werden kdnnen. Die punktweise Blockung dagegen resultiert in
sehr kleinen Blocken, die leicht und sogar exakt invertiert werden kénnen. Dadurch lassen sich
Verfahren aus dem skalaren Fall, wie sie in den vorangegangen Unterabschnitten beschrieben
wurden, ohne groBen Aufwand auf Blockverfahren fiir Systeme erweitern. Die Zerlegung der
Matrix A in die Matrizen L, D, U und R bezieht sich dann auf die Blockversion der skalaren
Falle. Man spricht dann von (strikten) unteren/oberen Blockdreiecksmatrizen und Blockdiago-
nalmatrizen bzw. von Block-Restmatrizen. Ansonsten kann die Iteration analog zum skalaren
Pendant erfolgen, wobei auch die meisten Konvergenzaussagen iibertragen werden kdnnen.

Aufgrund des geringeren Aufwands und der besseren Kopplung der unterschiedlichen Unbe-
kannten untereinander, wird in dieser Arbeit die Punktblock-Anordnung gewdhlt. Die glei-
chungsweise Anordnung und verwandte Verfahren dazu wurden von Rentz-Reichert [RR96]
behandelt und kénnen dort nachgelesen werden. Im Folgenden wird darauf verzichtet, speziell
auf die Punktblock-Strategie hinzuweisen, wenn die eingesetzten Verfahren genannt werden,
da nur diese Anordnung in der Arbeit zum Einsatz kommt.

4.3.4 Das Mehrgitterverfahren

Analysen des Konvergenzverhaltens (siehe z.B. [Hac85], [Wes92]) der bisher beschriebenen
Iterationsverfahren zeigen, daB die hochfrequenten Fehleranteile sehr schnell abklingen bzw.
geglattet werden, die langwelligen jedoch so gut wie nicht reduziert werden kdnnen. Bei immer
feiner werdenden Darstellungen, d.h. bei immer feiner werdenden Gittern, verschlimmert sich
dieses Verhalten und resultiert in immer langsamerer Konvergenz. Andererseits bezieht sich die



4.3 Lineare lterationsverfahren 69

Bezeichnung , hochfrequent” bzw. , glatt" auf die Darstellbarkeit des jeweiligen Gitters. Auf ei-
nem groberen Gitter kann somit ein hochfrequenter Fehleranteil beziiglich des feineren Gitters
nicht mehr dargestellt werden. Allerdings ist der zuvor langwellige Anteil auf dem groben Gitter
darstellbar, wird aber nun zu einem Hochfrequenten beziiglich der gréberen Auflésung. Dort
laBt sich dieser Fehleranteil mit den beschriebenen Verfahren schnell glatten, wohingegen der
Langwellige weiterhin langsam reduziert wird. Verfolgt man die eben angesprochene Strategie
weiter, erhidlt man eine ganze Hierarchie von Gittern, wobei die jeweiligen Fehleranteile auf
dem dazu passenden Gitter behandelt werden. Die Idee dabei ist nun, wenige Iterationsschritte
mit einem der beschriebenen lterationsverfahren auszufiihren, um dann den nun geglatteten
Anteil auf ein groberes Gitter zu transferieren. Dort kann er einfacher gelost bzw. geglattet wer-
den. AnschlieBend wird die Korrektur auf das feine Gitter iibertragen, um die Gesamtldsung
zu aktualisieren. Diese Strategie entspricht dem Zweigitterverfahren, das in der Regel aber
nicht angewandt wird. Stattdessen wendet man dieses Verfahren rekursiv weiter an, bis man
auf einem sehr groben Gitter angekommen ist, so daB das System exakt gelést werden kann.
Die Korrektur wird danach auf die nachsthohere Ebene transportiert und kann dort nochmals
geglattet werden. Das wird solange fortgesetzt, bis man wieder auf der héchsten Ebene ange-
kommen ist. Dieses Verfahren bezeichnet man als Mehrgitterverfahren. ZusammengefaBt ist
es in Algorithmus 4.2 dargestellt. Eine kurze Motivation fiir Mehrgitterverfahren kann auch in
[Wit95] nachgelesen werden. Ausfiihrlichere Darstellungen sind in den Biichern von Hackbusch
[Hac85] und Wesseling [Wes92] enthalten.

Die einzelnen Komponenten, die fiir ein Mehrgitterverfahren benétigt werden, sind: Glattungs-
operatoren zur Vor- und Nachglattung, Gittertransferoperatoren zur Restriktion und Prolon-
gation und die Grobgitterkorrektur.

Algorithmus 4.2 Mehrgitterverfahren MGV (1, y;,b;)
if ({ =0) then

yo = Ay 'bg (exakte Losung)
else

yi = S"(y1,bi) (Vorglattung)

d; =b;— Ay, (neuer Defekt)

di—1 = R'd (Restriktion)

Cl_1 = 0

for i=1,...,7) do

MGV (I —1,¢;-1,d;—1) (Grobgitterldsung)

end for

Yi=Yy + Pll_lclfl (Prolongation)

yi = 5" (yi,br) (Nachglittung)
end if

Gitterhierarchie

Zur Anwendung eines Mehrgitterverfahrens wird eine Gitterhierarchie bendtigt. Ein Gitter der
Ebenel mitl =1, ..., max wird mit 7; bezeichnet. Es definiert eine zuldssige Triangulierung des
zugrunde liegenden Rechengebietes 2. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Gitter geschachtelt
sind in folgendem Sinne: Die feineren Gitter sind aus den gréberen Gittern entstanden und
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aufgrund dessen ineinander verschachtelt. Ausnahme sind reine Randelemente, die durch die
Randanpassung diese Schachtelung verletzen. Zur Verdeutlichung dient Abbildung[4.1.

VA,
<=

Abbildung 4.1: Randanpassung bei Verfeinerung

Im linken Teil des Bildes ist das grobe Gitter angedeutet. Ein Element ist hervorgehoben, dessen
Verfeinerung im rechten Teil ebenfalls markiert ist. Daraus erkennt man sofort, daB die Verei-
nigung der Feingitterelemente groBer als das grobe Element ist. Allerdings wird die Geometrie
durch diese Strategie und damit das Rechengebiet als solches wesentlich besser aufgeldst als
durch das grobe Gitter selbst. Da das Rechengebiet und dessen Rand eine entscheidende Rolle
wahrend der Rechnung spielen, ist es natiirlich wiinschenswert, diese Information nicht zu ver-
nachlassigen. Der Fehler durch die Verletzung dieser Schachtelung wird bei Verfeinerung auch
immer kleiner, so daB der Effekt immer weniger zum Tragen kommt. Insbesondere tritt das
Problem natiirlich nur bei gekriimmten Randern auf. Viel problematischer als das oben skiz-
zierte konvexe Gebiet sind die konkaven Rinder, da dabei die Elemente teilweise (oder sogar
groBtenteils) auBerhalb des Gebietes liegen konnen und dadurch die Massenerhaltung verlet-
zen. Doch auch hier gilt, sofern das grobe Gitter (das nicht zu grob sein darf) die Geometrie
einigermaBen abbilden kann, ist die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens nicht gefahrdet.

Glattungsoperatoren

Bevor der Defekt mittels der Restriktion auf das grobere Gitter iibertragen wird, erfolgt
zundchst eine Glattung, um die hochfrequenten Fehleranteile zu dampfen. Entsprechend wird
nach der Prolongation die Korrektur geglattet, um wiederum die hochfrequenten Anteile zu be-
handeln. Zu diesem Zweck werden lineare Iterationsverfahren, wie sie bereits zuvor beschrieben
wurden, eingesetzt. Speziell fiir die Navier-Stokes Gleichungen, die zu einem unsymmetrischen
und indefiniten System fiihren, kann man oft nur die ILU-Iteration verwenden, da die anderen
Verfahren zumeist divergent sind. Schon in den Arbeiten von Rentz-Reichert [RR96], Huurde-
man [Huu99] und Metzner [Met03], die dhnliche Diskretisierungsverfahren einsetzten, wurde
das ILUg-Verfahren als wesentlich robuster gegeniiber anderen Glattungsverfahren erachtet.
Prinzipiell kann zur Vor- und Nachglattung jeweils ein anderer Operator bzw. ein anderes
Iterationsverfahren eingesetzt werden, jedoch wird in dieser Arbeit stets dasselbe Verfahren
verwendet. Die Zahl der Glattunsschritte zur Vor- und Nachglattung vy und v kann natiirlich
auch variieren. In den betrachteten Fallen werden sie jedoch auch gleich gewahlt.

Restriktion und Prolongation

Durch die Konstruktion der Gitter 7; durch sukzessive Verfeinerung und die Verwendung kon-
former Ansatzraume bestehend aus stiickweise linearen Ansatzfunktionen, kann im Folgenden
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davon ausgegangen werden, daB fiir die zugehdrigen Ansatzraume gilt (vergleiche Kapitel 2,
Seite 20/ und die Bezeichnungen dort):

Wl,1 C I/Vl

Diese Beziehung gilt fiir alle Elemente der Gitter 7; bis auf Randelemente bei gekriimmten
Randern, wie es bereits bei der Diskussion der Gitterhierarchie angedeutet wurde.

Jeder Vektor v; € W; kann demnach dargestellt werden als Linearkombination der Basisfunk-
tionen des Ansatzraumes (vergleiche die Darstellung in [RR96]):

nKPp,

\a— E Ck-Nk = IlCl
k=1

mittels eines Koeffizientenvektors ¢; € R™ ™ = (), d.h. ¢; = (CQ,...7CnKPl)T. Desweite-
ren kann auch jeder Vektor v; 1 € W;_; dargestellt werden durch die Ansatzfunktionen des
feineren Raumes:

Vi1 = Ilcl-

Dadurch 138t sich eine kanonische Abbildung vom groben Raum Cj_; auf den feinen Raum
definieren, die Prolongation:

Pl,:C—C mit PLy=I""I_,.

Die Restriktion Rf_l von Gitterebene [ nach [ — 1 wird als Adjungierte der Prolongation
gewahlt:
Bt = (PLy)"

Insgesamt ergeben sich fiir ein kartesisches Gitter in zwei Raumdimensionen folgende Opera-
toren in Sterndarstellung:

L2 121
13;,1:1242 und  RIT'=_— 12 4 2
121 121

Grobgitterkorrektur

Die Grobgitterkorrektur auf Ebene [ = 0 wird im Normalfall durch einen exakten Léser gebildet.
Das System ist in der Regel so grob, daB man eine LU-Zerlegung durchfiihren kann, ohne groBe
Zeitverluste hinnehmen zu miissen. Sofern das System regular ist, verursacht dieses Verfahren
keine Schwierigkeiten. Im Falle der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen ist allerdings der
Druck unter Umstanden nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, wodurch das System
singuldr wird. Dieses Problem wird in Abschnitt[4.3.5/noch naher erliutert.

Wahl des Grobgitteroperators

Auf jeder Gitterebene [ liegt ein diskretes Problem der Form

Alylzbl fiir lZl,...,lmaX
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vor. Aufgrund der Gitterhierarchie und der Hierarchie der Ansatzraume kénnen die Operatoren,
die aus dem Diskretisierungsschema entstehen, auf jeder Gitterebene separat bestimmt werden.
Insbesondere erhalt man dadurch die Méglichkeit, auf allen Gitterebenen Aufwind-Techniken
einzusetzen, die beim Galerkin-Ansatz:

Ay =RTTAP

durch die Anwendung der kanonischen Transferoperatoren zunehmend zu zentralen Ansatzen
mutieren wiirden. Dieses Phianomen kann leicht erklart werden. Die Restriktion verteilt die
Information durch volle Gewichtung auf alle groben Nachbarpunkte. Umgekehrt erzeugt die
Prolongation ebenfalls eine Art Mittelung der groben Daten beziiglich der feinen Gitterpunkte.
Bei einem konvektionsdominanten Problem ist man allerdings nicht daran interessiert, durch
diese Mittelungen eine Aufwinddiskretisierung zu verfilschen. Dies wiirde durch die zentralen
Ansatze jedoch passieren, wodurch ein Galerkin-Ansatz mit Hilfe der kanonischen Transferope-
ratoren ausgeschlossen wird. Mit trickreicheren Transferroutinen, die die Stromungsrichtungen
beriicksichtigen, kdnnte man den Galerkin-Ansatz ins Auge fassen, siehe z.B. de Zeeuw [Zee90],
oder Wesseling [Wes92] und die dort beschriebenen Matrix-abhangigen Transferroutinen. Al-
lerdings ist die Konvergenz des Verfahrens mit dem einfacheren direkten Ansatz, bei dem die
Grobgittermatrizen direkt assembliert werden, schon ausreichend. Daher wurde auf die Wahl
spezieller Operatoren und den Galerkin-Ansatz verzichtet.

Zyklusarten

In Algorithmus (4.2 wurde der Parameter ~ eingefiihrt, der die Art des Mehrgitterzyklus be-
schreibt. Der einfachste Zyklus ist der V-Zyklus mit v = 1, der nur eine Grobgitterkorrektur
durchfiihrt. Der W-Zyklus mit v = 2 fiihrt im Gegensatz dazu mehrere Grobgitterkorrekturen
durch, wodurch natiirlich auch das Grobgitterproblem mehrmals exakt geldst werden muB. Da-
durch ergibt sich pro Iteration ein erhohter Aufwand gegeniiber dem einfacheren V-Zyklus, der
nicht unbedingt durch weniger Iterationen wieder gut gemacht werden kann. Bei fiinf Mehrgit-
terebenen muB z.B. beim W-Zyklus acht mal exakt geldst werden, im Gegensatz zum V-Zyklus
mit nur einem Grobgitterproblem.

e Glattung

m Exakte Losung

(a) V-Zyklus (b) W-Zyklus

Abbildung 4.2: Mehrgitterzyklen

Desweiteren kann zur Verbesserung der Startlosung eine geschachtelte Iteration mit den ver-
schiedenen Zyklen kombiniert werden, die dafiir sorgt, daB das duBere nichtlineare Iterations-
verfahren einen besseren Startwert fiir die nichtlineare lteration erhilt, siehe z.B. in Wesseling
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[Wes92], Hackbusch [Hac93]. Fiir die Verbesserung der linearen lteration hat dies keine Auswir-
kungen auBer der schnelleren Konvergenz durch die geringere ProblemgroBe auf den groberen
Gittern.

4.3.5 Druckprojektion

Ein inhdrentes Problem der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen ist der nur bis auf eine
Konstante bestimmte Druckwert. Falls eine Druckrandbedingung vorliegt, sieht die Situation
anders aus, da dabei die Konstante durch die Randwerte fixiert wird. In allen anderen Fillen
muB jedoch eine zusitzliche Bedingung an das Gleichungssystem gestellt werden, um es
eindeutig 16sbar zu machen. Es wird also zur Regularisierung des Systems eine Druckprojektion
eingefiihrt, die einfach fordert, daB der Druck im Mittel gleich Null ist:

1 nKp
(4.3) - k}_:_l
Man modifiziert dafiir den Druck durch
1 nKp
== —> m
nKP 1=

Diese Druckkorrektur ist beim Losen des Grobgitterproblems erforderlich und kann auch nach
dem Glatten durchgefiihrt werden. Falls nach dem Glatten eine Druckprojektion stattfand, muB
auch der Defekt innerhalb des Mehrgitterzyklus korrigiert werden, da durch die Druckmodifika-
tion natiirlich auch der restringierte Defekt entsprechend angepaBt werden muB. Verzichtet man
dagegen auf eine Modifikation nach dem Glatten, erhalten die Druckwerte auf verschiedenen
Ebenen unterschiedliche Konstanten. Da aber nur der Gradient des Drucks in das Gleichungs-
system eingeht, spielt das fiir die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens keine Rolle. Beziiglich
des Grobgitterproblems ergibt sich jedoch ein Problem, falls dort ein exakter Léser verwendet
wird. Die LU-Zerlegung existiert nicht fiir eine singuldre Matrix A. Jedoch tritt wihrend der
Zerlegung erst im letzten Block eine singuldre Blockdiagonalmatrix auf. Diese kann durch das
Ersetzen des entstandenen Null-Eintrags auf der Diagonalen durch eine 1 regularisiert wer-
den. Somit wird willkiirlich der Druckwert festgelegt, allerdings erfiillt er dadurch natiirlich
nicht mehr die Mittelwertbedingung (4.3) und kann nach dem Ldsen, wie oben beschrieben,
modifiziert werden.

4.3.6 Krylov-Raum-Verfahren

Bei der Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen entstehen sehr komplexe Matrizen, die
weder positiv definit noch symmetrisch sind. Infolgedessen kénnen reine Mehrgitterverfahren
nicht so leicht angewandt werden, da es abhangig vom resultierenden Gleichungssystem immer
schwieriger wird, ein geeignetes Glattungsverfahren zu generieren. Um die Konvergenz zu ver-
bessern, konnen die Krylov-Unterraum-Methoden zur Beschleunigung eingesetzt werden, wobei
die Komplexitit des Gesamtverfahrens nicht verschlechtert wird. Diese Krylov-Raum-Verfahren
beruhen darauf, die nachste lterierte y,,, aus einem Raum yg + K,,, zu bestimmen, mit dem
Krylov-Raum K, = span{rg, Arg,..., A" 'ry}. Dies erfolgt unter der Bedingung, daB die
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nichste lterierte optimal ist. Einen Uberblick iiber die verschiedenen Krylov-Raum-Verfahren
ist in Meister und Witzel [MW99] zu finden, und in Barrett et al. [BBCT94] wird diesbeziiglich
mehr auf die Art der Implementierung eingegangen. Das einfachste und dlteste Krylov-Raum
Verfahren stammt von Hestenes und Stiefel [HS52]. Sehr anschaulich erldutert wird es im
Buch von Deuflhard und Hohmann [DH91]. Eine ausfiihrlichere Darstellung ist im Buch von
Hackbusch [Hac93] zu finden. Hier soll nur ganz kurz auf die Prinzipien eingegangen werden.
Gesucht ist eine nachste lterierte y™ des Problems (4.1). Wenn man nun die Matrix A als
symmetrisch und positiv definit annimmt, kann man dem Problem (4.1) folgendes Funktional

zuordnen: )
F(x) = §XTAX —blx

mit der Ableitung F’'(x) = gradF'(x) = Ax — b = —r. Dieses Funktional nimmt einen Mini-
malwert an, falls Ax = b erfiillt ist. Die Minimierung des Funktionals ist also mit der Lésung
des gegebenen Gleichungssystems dquivalent. Die Minimierung erfolgt dabei in Richtung des
steilsten Abstiegs unter der Nebenbedingung, daB diese Suchrichtung A-orthogonal zu den
vorangegangenen Richtungen ist, um optimal beziiglich aller Suchrichtungen zu bleiben. Die
neue lterierte wird also gesucht im Raum yo+ K, mit K,,, = span{po, ..., Pm—1} dem Raum
der m Suchrichtungen. Die neue lterierte 13Bt sich bestimmen durch:

(rmflv pmfl)
(Apmfla mel) .

Ym =¥Ym-1+ Aoptpmfl mit )\opt =

Der optimale Parameter \,,; wird dabei bestimmt durch die Minimierung von

F(ym—1+APm-1) = F(ym-1) = AM(tm-1,Pm-1) + %V(Apm—h Pm-1)
beziiglich . Fiir das neue Residuum ergibt sich somit:
Ty = Tm—1 — AoptAPm—1.
Da A symmetrisch positiv definit ist, gilt

(p,Ap) >0 Vp #0,

und damit bricht die Konstruktion genau dann ab, falls p,,, = 0 bzw. damit auch r,, = 0 und
die Lésung des Gleichungssystems erreicht ist. Aufgrund der Optimalitatsforderung beziiglich
aller Suchrichtungen, wird die neue Richtung p™ durch das Residuum r,, = b— Ay,,, bestimmt
unter der Bedingung, daB es A-orthogonal zu den vorangegangenen Suchrichtungen ist. Als
erste Suchrichtung po wahlt man analog zum Verfahren des steilsten Abstiegs rq. Die weiteren
Suchrichtungen werden mittels eines Projektionsansatzes bestimmt:
Zl Arm7pj _ . (Armapm—l)
Ap], p] P " (Apm—la Pm—1

Pm-1-
p )

Einfacher formuliert kann man auch folgende Formel verwenden (siehe [Hac93],[SB90]):

(T, )

Pm =Tm+ m—1,
(rm—larm—l)
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da fiir die Residuen gilt r,,, Lp; fiir alle [ < m. Spatestens nach n Schritten erreicht dieses
Verfahren die exakte Lésung, wenn man eine (n xn)-Matrix vorliegen hat. Die Residuen kénnen
laut Konstruktion auch als ein Polynom P,,(A) vom Grad m aufgefaBt werden:

rm = P (A)r,
so daB der Raum K, auch geschrieben werden kann als
K,, = span{rg, Ary, ..., Amflrg}.

Zur Beschleunigung der Konvergenz des Verfahrens, kann eine Vorkonditionierung eingebaut
werden. ZusammengefaBt ist der Algorithmus inklusive Vorkonditionierung in Algorithmus (4.3
wiedergegeben. In dieser Form ist er dem Buch von Barrett et al. [BBC*94] entnommen.

Algorithmus 4.3 Das vorkonditionierte CG-Verfahren
Berechne ro = b — Ay mit der Startldsung yq
fori=1,2,...do

Lose Mz;_1 =r;_1 (Vorkonditionierung)
Oi—1 = I'iT_lzi—1
if i =1 then
P1 =2
else
Bi—1 = 0i—1/0i—2
Pi =Zi-1+ Bi—1Pi-1
end if
q; = Ap;
Q; = Qi—l/PiTqZ‘
Yi =Yi-1 + o4Pp;
ry=ri—1— oq;
if ;]| < tol then
stop
end if
end for

Der Nachteil des CG-Verfahrens ist, daB es nicht auf unsymmetrische Matrizen angewandt wer-
den kann, da die Suchrichtungen nicht mehr mit kurzen Rekursionen orthogonalisiert werden
konnen. Das GMRES-Verfahren (engl. Generalized Minimal Residual) erhilt die Orthogona-
litat, allerdings hat das Verfahren einen erhdhten Speicherbedarf. Das BiCG-Verfahren (engl.
BiConjugate Gradient) dagegen bildet statt nur einer Sequenz von orthogonalen Vektoren zwei
Sequenzen, allerdings ohne dabei zu minimieren. Es werden zwei Serien von Residuen gebildet,
wobei die transponierte Matrix A7 hinzugezogen wird:

- - T~ . r, ri—1
r; =ri1—0Api—1, Ti=Ti1— oA pio1 mito,=—F—.
p; Ap;
Die zugehérigen Suchrichtungen sind dabei
=T

pPi =ri-1+Bi-1Pi-1, Pi=Ti-1+ Bi-1Pi-1  mit fi = ———
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und die zugrunde gelegte Orthogonalitatsforderung ist
tlr; =pl Ap; Vi#j.

Das Verfahren kann auf unsymmetrische Matrizen angewandt werden, doch werden dafiir Mul-
tiplikationen mit der transponierten Matrix erfordert. Desweiteren kann das Verfahren durch die
fehlende Minimierungseigenschaft zum einen vorzeitig abbrechen und zum anderen einen sehr
unregelmaBigen Konvergenzverlauf aufweisen. Das CGS-Verfahren (engl. Conjugate Gradient
Squared) dagegen vermeidet die Multiplikation mit der transponierten Matrix. Hierfiir wird
ausgenutzt, daB sich die Residuen mittels Polynomen ausdriicken lassen. Das bedeutet also,
fiir einen BiCG-Schritt kann man die Auswertung von (r;,T;) = (Pi(A)rg, P;(AT)ty) umfor-
men zu (P;(A)%rg,To), wodurch der Ausdruck ,squared” zu erkliren ist. Idealerweise ist die
Konvergenz etwa doppelt so schnell wie beim BiCG-Verfahren, allerdings kann das Verfahren
einen noch starker irreguldren Konvergenzverlauf haben als bei der BiCG-Methode.

Das Bi-CGSTABVerfahren (engl. BiConjugate Gradient Stabilized) von Van der Vorst [Vor92]
versucht diesen Konvergenzverlauf zu glatten. Zunachst wird dabei folgender Ausdruck fiir die
Residuen erwiinscht

r; = Q;(A)P;(A)ro,

im Gegensatz zum vorherigen r; = P;(A)%rg des CGS-Verfahrens. Q;(A) ist wiederum ein
Polynom vom Grad i von folgender Form:

QI(A) = (I —wlA)(I —WQA) cee (I— wiA),

und die wy werden iiber einen Minimierungsalgorithmus beziiglich der 2-Norm bestimmt. Es
wird also zusatzlich zur Bi-Orthogonalitdt der Residuen r und t auch eine Minimierung durch-
gefiihrt, wodurch ein glatterer Konvergenzverlauf zu erwarten ist. Dieses Verfahren hat sich
schon in vielen Applikationen bewahrt, und die vorkonditionierte Variante ist in Algorithmus
4.4 aus [BBC'94] entnommen.
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Algorithmus 4.4 Vorkonditioniertes Bi-CGSTAB-Verfahren

Bestimme r’ = b — Ay? fiir Startlésung y°

Wihle +  (z.B. ¥ =r?)
fori=1,2,...do

0i—1 =tlri-!

if 0;_1 =0 then

stop (Verfahren fehlgeschlagen)

end if

if i =1 then
pi = i1

else

Bi—1 = (Qi—l/@i—2)(ai—1/wi—1)

pl=r"t+ 5 1 (p" —wimv'Th)

end if

Lose Mp = p°

vi = Ap

i = 0i—1 TV

s=r"t— v

if ||s|| < tol then
Y =y"'+ap
stop

end if

Lose MS =s

t = AS

wi = (£75)/(t7t)

yi=y"l'+ap+ws

r'=s— wit

if ||r'|| < tol then
stop

end if

if w; = 0 then
stop

end if

end for

(Vorkonditionierung)

(Vorkonditionierung)
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Zur Auswertung der Konvergenzeigenschaften der Verfahren werden mittlere Konvergenzraten
betrachtet. Zunichst ist dabei die mittlere lineare Konvergenzrate iiber k Schritte von Interesse.

Diese ist wie folgt definiert:
1
ro(®;) ) k
Rp\T;) = y
o = (25

wobei mit rg das Anfangsresiduum und mit r; das letzte Residuum bezeichnet sei. Diese
Definition wird auf jede Unbekannte z; (z; = w, v, w oder p) separat angewendet. Um aber fiir
das System eine Konvergenzrate zu ermitteln, wird aus den einzelnen Raten ein Mittel gebildet.
Die mittlere lineare Konvergenzrate des Unbekanntenvektors ist damit definiert durch:

1 d+1
Kl = —Z/{k(:vl)
d+1 =1

Um nun Aussagen iiber die Konvergenzeigenschaften des linearen Verfahrens innerhalb eines
duBeren nichtlinearen Schemas treffen zu kénnen, wird eine weitere mittlere Konvergenzrate
definiert, die ein Mittel der gemittelten Raten darstellt. Es kénnen dabei in den n,,; nichtlinearen
Schritten jeweils unterschiedlich viele lineare Schritte bendtigt werden, um die geforderte Re-
duktion zu erreichen. Daher wird die Zahl der linearen Schritte im j-ten nichtlinearen Schritt
mit k(j) bezeichnet. Das Mittel der mittleren linearen Konvergenzraten ist damit definiert
durch:

Nnl

. 1
K (1‘1) = n_l Zf{k(])(xz)
niq

Und entsprechend wird das Mittel x* der mittleren Konvergenzraten IQZE].) definiert:

Mnl

* 1 m
= > KRGy
nl j=1

Die mittlere nichtlineare Konvergenzrate ist analog zur mittleren linearen Konvergenzrate de-
finiert:

o) \ e
0\L4 m __ .
() = (dk(%)> und entsprechend Y = a1 ;Yﬂk(%)

mit dem nichtlinearen Anfangsdefekt dy und dem letzten Defekt d;, am Ende der nichtlinearen
Iteration.
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In instationdren Berechnungen werden die Konvergenzraten 7 (x;) (der Rate im j-ten Zeit-
schritt) gemittelt iiber die nyzg Zeitschritte betrachtet:

1 nzs 1 d+1
t % t t
) = —— (2 bzw. = — E ).
k' (x;) nzs 2 K3 (i) zZW Fim = 5 1 2 K" (x;)

Bei den nichtlinearen Konvergenzraten wird dabei in jedem Zeitschritt liber die Zahl der Zwi-
schenschritte gemittelt, d.h. es ergibt sich fiir das DIRK(2)-Verfahren:

nzs d+1

1 1 1
P! (z) = - ; 3 (Y, (w0) + iy (24)) bzw. ¢}, = i+ ZZ; ().

Zur Beurteilung der Massenerhaltung wird an jedem Gitterpunkt lokal die momentane Massen-
erhaltung im Finite Volumen Sinn bestimmt:

div(u)co, = /6Kv u-nds.
COk

Davon wird die Lo-Norm gebildet, um eine allgemeine Aussage zu erhalten:

[div(u)lly = \/g /Kvk |div(a)co, [* dV.

Falls eine exakte Losung zu einem Modellproblem vorliegt, wird der Fehler wie folgt berechnet:

mit e; = |z; — x?zaktHg.

5.1 Laminare Testfille

In diesem Abschnitt wird die Diskretisierung hinsichtlich des Konvergenzverhaltens des Mehr-
gitterverfahrens und im Hinblick auf den eingebrachten Diskretisierungsfehler untersucht. Spe-
ziell der Diskretisierungsfehler wird unter anderem auch durch den Fehler in der Massenerhal-
tung bestimmt. Dieser kann am besten durch die Untersuchung der linearen Stokes-Gleichung
untersucht werden, da dabei ausschlieBlich Stabilisierungseffekte eine Rolle spielen. Im Falle
der Stokes-Gleichung erhilt man, wie in Abschnitt 2.5 bereits beschrieben, einen Beitrag der

Form
— ( 2 (9_2p + L2 @)
4 g2 Yy
in der Massenerhaltungsgleichung in zwei Raumdimensionen. Dies stellt eine Stérung des ur-
spriinglichen Systems dar, die aber quadratisch mit der Maschenweite verschwindet.

Desweiteren werden nichtlineare Testfalle untersucht, sowohl im Hinblick auf Diskretisierungs-
und Massenerhaltungsfehler, als auch unter Beriicksichtigung des Konvergenzverhaltens. Auch
der instationare Fall wird betrachtet, um spater fiir die turbulenten Fille eine Basis zu haben.
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5.1.1 Kanalstromung

Fiir die Kanalstromung, eine Stromung zwischen parallelen Wanden bei y = +a, liegt eine
exakte Losung vor, so daB sich die Diskretisierung mittels dieser Strémung beurteilen und
iberpriifen 13Bt. Diese Strémung wird auch als Poiseuille-Stromung bezeichnet und besitzt
unter den folgenden Annahmen

%:07 Z—Z#O, v =0, %:c:const
die exakte Losung:
Le, o 2
U(Ji,y): 5;(y —a )7 U(.’L‘,y):O, P(«Tay)zcx‘i'l?o

mit einem konstanten Druckwert pg, der durch die Randbedingung vorgegeben werden kann.
In diesem Fall wird der Druckwert durch die AusfluBrandbedingung fixiert, die dort p = 0
fordert. Fiir die Geschwindigkeit wird dabei paralleler AusfluB zu den Wanden angenommen.
Die EinfluBrandbedingung schreibt das exakte Profil fiir die Geschwindigkeitskomponenten vor,
und an den Winden sei eine Haftrandbedingung gegeben. Die Parameter fiir diese Stromung
lauten: a=1, v = 1, Umax = —%faZ = 1.5. Daraus resultiert eine Reynoldszahl von Re=1
bezogen auf die mittlere EinlaBgeschwindigkeit als Referenzgeschwindigkeit und der Halbhohe
a des Gebietes als Referenzlange. Desweiteren ist die Linge des Gebietes 10, d.h. daraus
resultiert ein konstanter Druckwert pg = 30. Eine Skizze verdeutlicht das Rechengebiet und

die Randbedingungen:

u=15(y%—-1) p=0
v

Abbildung 5.1: Problembeschreibung der Kanalstromung

Anhand dieser Stromung 148t sich fiir den Stokes-Fall untersuchen, wie groB der EinfluB der
jeweiligen Diffusionsapproximation innerhalb der Stabilisierung ist. Ebenso kann der Divergenz-
fehler gemessen werden, der Aussagen dariiber macht, wie groB die Stérung in der Massener-
haltungsgleichung ist. Einfliisse durch die Konvektion entfallen, daher sind die untersuchten
Félle beschrankt auf die Untersuchung der unterschiedlichen im Abschnitt 2.5 vorgestellten
Ansitze von Raw, Ansatz (1), Ansatz (2) und die korrigierte Version (2)orr-

Als lineares Losungsverfahren wird das in Abschnitt [4.3.4 beschriebene Mehrgitterverfahren
eingesetzt. Als Glatter dient die unvollstdndige Dreieckszerlegung ILU, ohne Dampfung und
ohne Beta-Modifikation. Sowohl der V- als auch der W-Zyklus werden eingesetzt, und die Zahl
der Glattungsschritte variiert von eins bis drei je Vor- und Nachglattung. Das grobe Gitter hat
die feinste Maschenweite h = % und wird fiinfmal uniform verfeinert. Das Seitenverhiltnis wird
ebenfalls von ¢ = 1 bis ¢ = 4 variiert, um die Problematik der Beitrdge zur Stabilisierung
der verschiedenen Diskretisierungsverfahren zu demonstrieren. Die Seitenverhiltnisse werden
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durch Vergroberung des Gitters in x-Richtung erzielt. Die Sortierung der Gitterpunkte erfolgt
rein lexikographisch. Dabei werden die Punkte in Reihen von unten nach oben und die Reihen
von links nach rechts sortiert. Dies entspricht einer Sortierung in Stromungsrichtung.

Die ersten drei Testfille befassen sich mit der Stokes-Gleichung, um den Fehler, der durch
die Stabilisierung erzeugt wird, zu untersuchen. AnschlieBend wird im Falle der Navier-Stokes
Gleichungen der EinfluB durch die unterschiedlichen Stabilisierungsansatze FIELDS und FLOW
betrachtet.

Kartesisches Gitter, o=1

Das kartesische Gitter stellt den Idealfall dar, fiir den die unterschiedlichen Approximationen
des Diffusionsoperators zur Bestimmung der Stabilisierung einen Laplace-Operator in die Mas-
senerhaltungsgleichung eintragen. Der Unterschied besteht dann lediglich in der GréBe der
Stérung bzw. in der GréBe der Konstante in

Ch?Ap.

Allerdings verhalten sich die Verfahren nicht unbedingt dhnlich, da die Stabilisierungsstarke
natiirlich ebenso variiert. In Tabelle[5.1 sind die Konvergenzraten der u-Komponente x1¢(u)
und die Konvergenzraten des Unbekanntenvektors «j fiir unterschiedliche Zyklen eingetragen.
Beim hier vorliegenden kartesischen Gitter haben die Verfahren allerdings ein sehr dhnliches
Verhalten. Nur der Ansatz (1) fallt dabei etwas aus der Reihe im Vergleich zu den anderen
beiden Versionen, woraus man den SchluB ziehen kann, daB dabei keine optimale Stabilisierung
erzielt wird. Durch Erhdhung der Glattungsschritte von eins bis drei je Vor- und Nachglattung,
erfolgt zunachst eine deutliche Verschlechterung der Konvergenz, die dann wiederum abfallt.
Auch der W-Zyklus weist keine Robustheit auf fiir den Ansatz (1). Dies wird bei der Erhéhung
des Seitenverhiltnisses noch deutlicher werden. Die Verfahren nach Raw und mit dem Ansatz
(2) zeichnen sich jedoch durch ein deutlich robusteres Verhalten aus. Bei Erhohung der Zahl
der Glattungsschritte verringert sich die Konvergenzrate entsprechend auf etwa die Hilfte
bzw. ein Drittel mit Ausnahme der grébsten Gitter. Der W-Zyklus ist fiir beide Varianten
sehr robust mit gitterunabhangiger Konvergenz. Beim W-Zyklus sind die Konvergenzraten des
Ansatzes (2) sogar deutlich geringer als die Raten des Verfahrens nach Raw. Dafiir ist die
sehr viel geringere Konstante bei der Storung der Massenerhaltung verantwortlich. Da beim
kartesischen Fall der Ansatz nach Raw und der Ansatz (2) bis auf die Konstante in derselben
Form der Stérung der Massenerhaltungsgleichung resultieren, kann nur der geringere Faktor
die Konvergenzverbesserung erzielen. Dieses Phianomen ist v.a. beim W-Zyklus spiirbar, da
dort um ein Vielfaches haufiger als beim V-Zyklus das Grobgitterproblem gelst werden muB.

Ein weiteres Kriterium zur Beurteilung der Verfahren ist die Approximation der exakten Ldsung.
Berechnet man den Fehler an jedem Gitterpunkt und bestimmt anschlieBend die Lo-Norm,
erhdlt man die in Tabelle 5.2 dokumentierten Werte. Wie sich bereits aus den in Abschnitt
2.5.3 bestimmten Diskretisierungssternen angedeutet hat, ist der Fehler fiir den Ansatz (2)
kleiner als der Fehler, der bei dem Verfahren nach Raw entsteht. Dies spiegelt sich in den
Resultaten wieder. Im ersten Falle ist die Konstante vor dem Stabilisierungsterm geringer und
resultiert in einem kleineren Divergenzfehler und dadurch auch in einem geringeren Fehler zur
Losung. Der Ansatz (1) erweist sich dagegen als widerspriichlich zur im Abschnitt [2.5.3 be-
rechneten kleinsten Konstanten vor dem Stabilisierungsterm. Der Grund dafiir ist offensichtlich
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ein zu geringer Stabilisierungseffekt, der sich sowohl durch schlechtere Ldsungseigenschaften,
als auch durch einen schlechteren Fehler auszeichnet. Die Kopplung zwischen den Geschwin-
digkeitskomponenten ist zu gering, wodurch die Losung nicht optimal bestimmt werden kann.
Da selbst fiir ein kartesisches Gitter diese Variante ein schlechteres Verhalten aufweist, ist nicht
zu erwarten, daB sich das Verhalten auf anisotropen Gittern oder gar unstrukturierten Gittern
bessern wird. Dies wird beim nachsten Fall mit o = 2 bereits deutlich werden.

‘ Gitterebene ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
Raw | 0.063285 | 0.132205 | 0.205737 | 0.278242 | 0.349523
k1o(w) | (1) | 0.064109 | 0.055377 | 0.090052 | 0.184283 | 0.412470
V(1,1) (2) | 0.068596 | 0.069011 | 0.123528 | 0.202386 | 0.312818
' Raw | 0.048829 | 0.175365 | 0.284776 | 0.402954 | 0.530219
KTH (1) | 0.045587 | 0.066700 | 0.111174 | 0.238578 | 0.553813
(2) | 0.049613 | 0.090725 | 0.168055 | 0.287097 | 0.462432
Raw | 0.057763 | 0.049958 | 0.078563 | 0.115095 | 0.148776
k1o(w) | (1) | 0.067920 | 0.082579 | 0.143758 | 0.360010 | 0.647526
V(2.2) (2) | 0.053130 | 0.053822 | 0.070232 | 0.086755 | 0.140249
' Raw | 0.044206 | 0.067514 | 0.108724 | 0.166254 | 0.225251
KT (1) | 0.050121 | 0.099285 | 0.179171 | 0.461196 | 0.860959
(2) | 0.038017 | 0.070238 | 0.095214 | 0.122882 | 0.209413
Raw | 0.042245 | 0.021114 | 0.048902 | 0.077549 | 0.096210
k1o(uw) | (1) | 0.055938 | 0.068874 | 0.085572 | 0.149015 | 0.313217
V(3.3) (2) | 0.030647 | 0.030672 | 0.039586 | 0.072047 | 0.087093
' Raw | 0.032331 | 0.027652 | 0.066505 | 0.110339 | 0.146254
KT (1) | 0.040399 | 0.082813 | 0.105662 | 0.198434 | 0.425362
(2) | 0.022214 | 0.041305 | 0.053598 | 0.102636 | 0.130306
Raw | 0.063285 | 0.111799 | 0.093022 | 0.093096 | 0.086226
k1o(w) | (1) | 0.064109 | 0.085326 | 0.076313 | 0.107570 | 0.117354
W(1,1) (2) | 0.068596 | 0.062523 | 0.058771 | 0.053683 | 0.064105
' Raw | 0.048829 | 0.148664 | 0.129143 | 0.134834 | 0.130157
K15 (1) | 0.045587 | 0.101803 | 0.095656 | 0.137497 | 0.155618
(2) | 0.049613 | 0.081284 | 0.080075 | 0.077020 | 0.093866

Tabelle 5.1: Mittlere Konvergenzraten r1o(u) und xf} fiir kartesisches Gitter

Gitterebene 1 2 3 4 5
Raw | 0.00240432 | 0.000219896 | 1.97396e-05 | 1.75814e-06 | 1.56213e-07
[div(w)|l, | (1) | 0.00151363 | 0.000136021 | 1.21216e-05 | 1.07575¢-06 | 9.52405¢-08
(2) | 0.00085879 | 7.74391e-05 | 6.91208e-06 | 6.13905e-07 | 5.43790e-08
Raw 1.80553 0.461718 0.116553 0.0293914 | 0.00744383
E (1) 1.06952 0.270761 0.070228 0.0188056 | 0.00537335
(2) 0.60655 0.152359 0.038666 0.0099527 | 0.00263496

Tabelle 5.2: Divergenzfehler und Fehler der Lésung fiir kartesisches Gitter
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Gitter mit Seitenverhaltnis o0=2

In Abschnitt 2.5.2 wurde darauf hingewiesen, daB die Diffusionsapproximationen der Stabilisie-
rung unterschiedliche Eigenschaften beziiglich Anisotropien des Gitters besitzen. Die Verfahren
nach Raw und (2)yorr bleiben beschriankt, wenn man das Seitenverhiltnis der Elemente gegen
Unendlich streben 14Bt. Das Verfahren nach Ansatz (2) (und entsprechend auch nach Ansatz
(1)) ist jedoch unbeschrankt. Daher wird nun das Seitenverhaltnis der Elemente etwas erhoht,
um diesen Effekt zu demonstrieren.

‘ Gitterebene | 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 |
Raw | 0.120665 | 0.193504 | 0.299201 | 0.396965 | 0.487269
co(u) | (1) | 0.204537 | 0.215033 | 0533576 | div. div.
108 2) | 0.165639 | 0.151507 | 0.210965 | 0.379271 | 0.533322
VL) (2)korr | 0.137454 | 0.132901 | 0.189927 | 0.263007 | 0.349085
! Raw | 0.103902 | 0.241204 | 0.388131 | 0.540044 | 0.697651
| (1) | 0145128 | 0268165 | 0.699186 | div. div.
10| (2) | 0.118790 | 0.210259 | 0.310769 | 0.570047 | 0.830656
(2)korr | 0.100760 | 0.173558 | 0.250634 | 0.376195 | 0.523466
Raw | 0.105690 | 0.082267 | 0.120176 | 0.168015 | 0.209633
(1) | 0.088094 | 0.194339 | div. div. div.
F10(8) | (5) | 0.060850 | 0.081468 | 0.162172 | 0.551536 | div.
v(22) (2)orr | 0.049698 | 0.068256 | 0.088023 | 0.110295 | 0.151648
! Raw | 0.084821 | 0.103178 | 0.154099 | 0.225587 | 0.295705
| (1) | 0063272 | 0253651 | div. div. div.
10| (2) | 0.046328 | 0.119372 | 0.235939 | 0.818388 | div.
(2)kore | 0.038112 | 0.091867 | 0.120739 | 0.157480 | 0.227777
Raw | 0.086220 | 0.072738 | 0.067514 | 0.102077 | 0.134097
(1) | 0.081774 | 0.367197 | div. div. div.
#100) | ) | 0043737 | 0.054776 | 0.172480 | div. div.
v(33) (2)korr | 0.021739 | 0.047696 | 0.066620 | 0.089154 | 0.113218
! Raw | 0.069363 | 0.000751 | 0.086234 | 0.134636 | 0.187201
| (1) | 0057805 | 0441569 |  div. div. div.
10| (2) |0.031357 | 0.077287 | 0.250388 | div. div.
(2)kore | 0.016227 | 0.063872 | 0.091994 | 0.127919 | 0.168887
Raw | 0.120665 | 0.163394 | 0.153376 | 0.144343 | 0.133422
(1) | 0.204537 | 0.197756 | 0.301438 | 0.403677 | div.
10(8) | (5) | 0.165630 | 0.118042 | 0.133300 | 0.141033 | 0.147418
W(L1) (2)korr | 0.137454 | 0.103932 | 0.099413 | 0.090380 | 0.085070
! Raw | 0.103902 | 0.203066 | 0.197750 | 0.192818 | 0.185742
| (1) | 0145128 | 0229393 | 0.390472 | 0534533 | div.
10| (2) | 0.118790 | 0.163457 | 0.197731 | 0.216354 | 0.239689
(2)korr | 0.100760 | 0.135900 | 0.137663 | 0.130111 | 0.127781

Tabelle 5.3: Mittlere Konvergenzraten r1g(u) und i} fiir Gitter mit o = 2
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Die Konvergenzeigenschaften des korrigierten Verfahrens sind deutlich besser gegeniiber der
unkorrigierten Version, allerdings muB man im Gegenzug einen groBeren Fehler der Ldsung,
als auch einen groBeren Fehler in der Massenerhaltung in Kauf nehmen. Dafiir bleibt aber das
Verfahren stabil, wohingegen fiir den Ansatz (2) auch Divergenz des linearen Losers resultiert.
Das Verfahren nach Ansatz (1) weist diesbeziiglich eine noch gravierendere Verschlechterung
auf. Darin ist deutlich die Tendenz der Stabilisierung erkennbar, bei anisotropen Elementen
zu verschwinden. Das ist ein unerwiinschtes Ergebnis und kann aber fiir die Version (2)korr
umgangen werden.

Betrachtet man den Fehler in der Massenerhaltung, so stellt man fest, daB auch in der Va-
riante (2)korr der Fehler deutlich geringer ausfillt, als dies beim Ansatz nach Raw der Fall
ist. Dasselbe gilt auch fiir den Fehler der Lésung, der bei Raw um ein Vielfaches groBer ist
als beim Ansatz (2)orr- Auch hier bestatigt sich wiederum die schon theoretisch bestimmte
kleinere Konstante vor der Stérung in der Massenerhaltung im Vergleich zur Konstante bei
Raw (vergleiche Abschnitte|2.5.2 und 2.5.3).

Gitterebene 1 2 3 4 5
Raw 0.0132922 | 0.00125770 | 0.000113965 | 1.01891e-05 | 9.05667e-07

div(w)]| (1) 0.0020905 | 0.00018555 | 1.64404e-05 | 1.45587e-06 -
21 (2) 0.0004643 | 4.16656e-05 | 3.71114e-06 | 3.29289e-07 | 2.91612e-08
(2)korr | 0.0019916 | 0.00018052 | 1.61463e-05 | 1.43555e-06 | 1.27256e-07
Raw 6.74779 1.811270 0.462930 0.1169820 0.0295798

> (1) 1.04904 0.274445 0.074976 0.0216881 -
(2) 0.22507 0.057108 0.014689 0.0038696 0.0010586
(2)korr | 0.97029 0.246908 0.062668 0.0160388 0.0041804

Tabelle 5.4: Divergenzfehler und Fehler der Lésung fiir Gitter mit o = 2

Beziiglich der Konvergenzraten erhilt man auch schon fiir dieses sehr moderate Seitenverhiltnis
von zwei eine dramatische Verschlechterung der Eigenschaften des Mehrgitterverfahrens fiir die
beiden Ansatze (1) und (2). Beim Ansatz (1) war das Konvergenzverhalten schon beim kartesi-
schen Gitter deutlich schlechter als bei den anderen Ansadtzen. Fiir diesen Fall ist das Verfahren
jedoch schon ab Gitterebene 3 divergent, falls mehr als je ein Vor- und Nachglattungsschritt
durchgefiihrt wird. Fiir den Ansatz nach Raw und (2)wo ergibt sich wiederum ein dhnliches
Verhalten zum kartesischen Fall, mit natiirlich etwas schlechteren Konvergenzraten. Aber bei
Erhohung der Glattungsschritte reduziert sich wiederum die Konvergenzrate, wie es zu er-
warten war und wiederum erweist sich der W-Zyklus als sehr robust mit gitterunabhangiger
Konvergenz.

Gitter mit Seitenverhiltnis o0=4

Da die Eigenschaften des Ansatzes (1) schon bei einem Seitenverhéltnis von zwei nicht optimal
waren, wird fiir diesen und die folgenden Fille auf die Auflistung der entsprechenden Werte
verzichtet. Die Verfahren nach Raw, nach Ansatz (2) und nach der Version (2)yo, werden
weiterhin einander gegeniibergestellt.
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Gitterebene 1 2 3 4 5
Raw 0.0625307 | 0.00680875 | 0.000638435 | 5.76395e-05 | 5.14441e-06

div(w) (2) 0.0024513 | 0.00014461 - - -
21 (2)korr | 0.0195004 | 0.00183176 | 0.000164923 | 1.4699e-05 | 1.30458e-06
Raw 21.4702 6.76111 1.81313 0.4634 0.117165

> (2) 0.22728 0.052959 - - -
(2)korr | 6.50919 1.7418 0.446364 0.113669 0.0292003

Tabelle 5.5: Divergenzfehler und Fehler der Lésung fiir Gitter mit o = 4

‘ Gitterebene ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
Raw | 0.273893 | 0.324147 | 0.387201 | 0.540335 | 0.716782
k1o(w) | (2) 0.579066 | 0.896615 | div. div. div.
V(L1) (2)korr | 0.175814 | 0.280696 | 0.269034 | 0.348163 | 0.432209
' Raw | 0.234652 | 0.391053 | 0.472792 | 0.690762 | 0.961665
KT (2) 0.433872 | 1.201296 | div. div. div.
(2)korr | 0.134176 | 0.349800 | 0.339749 | 0.461486 | 0.602829
Raw | 0.238836 | 0.266454 | 0.209143 | 0.243217 | 0.311806
r1o(uw) | (2) 0.211976 | 0.689487 | div. div. div.
v(22) (2)korr | 0.068292 | 0.156606 | 0.237790 | 0.266925 | 0.258622
' Raw | 0.203879 | 0.320597 | 0.259431 | 0.306406 | 0.412792
KT (2) 0.164046 | 1.043687 | div. div. div.
(2)korr | 0.053941 | 0.196530 | 0.306640 | 0.347999 | 0.353566
Raw | 0.206830 | 0.219603 | 0.154543 | 0.157386 | 0.211638
r1o(u) | (2) 0.218326 | 0.893018 | div. div. div.
V(3.3) (2)korr | 0.050902 | 0.064002 | 0.139648 | 0.164179 | 0.208841
' Raw | 0.176558 | 0.263876 | 0.189758 | 0.195104 | 0.275471
KT (2) 0.156824 | 1.279658 | div. div. div.
(2)korr | 0.040104 | 0.078756 | 0.176852 | 0.214443 | 0.283698
Raw [ 0.273893 | 0.215530 | 0.259659 | 0.243251 | 0.222433
r1o(u) | (2) 0.579066 | 0.569927 | 1.062705 | div. div.
W(L1) (2)korr | 0.175814 | 0.264858 | 0.226878 | 0.231296 | 0.236345
' Raw | 0.234652 | 0.259982 | 0.311518 | 0.301212 | 0.286747
KT (2) 0.433872 | 0.748405 | div. div. div.
(2)korr | 0.134176 | 0.329253 | 0.288672 | 0.304355 | 0.325652

Tabelle 5.6: Mittlere Konvergenzraten r1g(u) und xfj fiir Gitter mit o = 4

Auch in diesem Fall zeichnet sich die Version mit Ansatz (2) durch einen kleineren Fehler
gegeniiber dem Verfahren nach Raw aus. Auch das Verfahren nach (2)yor besitzt einen deut-
lich geringeren Fehleranteil als das Raw-Verfahren, sowohl bei der Massenerhaltung, als auch
beim Fehler der resultierenden Lésung. Das unkorrigierte Verfahren allerdings, divergiert schon
ab Gitterebene 3. Dieses Verhalten zeigt deutlich die zu geringe Stabilisierung durch die ver-
schwindenden Diagonaleintrdge, wie es auch in Abbildung 2.8 verdeutlicht wurde.



5.1 Laminare Testfille 87

Die Konvergenzeigenschaften des Ansatzes (2)yorr dndern sich allerdings geringfiigig fiir diesen
Fall. Die Konvergenzraten sind ungefdhr auf gleichem Niveau wie die Raten des Ansatzes nach
Raw. Daher soll nicht weiter auf die Unterschiede der beiden Ansitze eingegangen werden.
Stattdessen wird die Untersuchung anhand eines Gitters mit maximalem Seitenverhaltnis von
ca. 8.6 weitergefiihrt. An dieser Stelle soll aber darauf hingewiesen werden, daB bei dem Ver-
fahren nach (2)yor fiir jede Teilkontrollvolumenflache dieselbe Diffusionslange angesetzt wird.
Dies fiihrt zur Approximation eines Laplace-Operators als Stérung in der Massenerhaltung. Im
Gegensatz dazu wird beim Verfahren nach Raw weiterhin ein anisotroper Laplace-Operator
zur Stabilisierung eingebaut. Es liegen also unterschiedliche Stérungen vor, die sich aufgrund
dessen auch unterschiedlich verhalten und sich nicht nur durch eine Konstante unterscheiden.

Gitter mit maximalem Seitenverhiltnis 0=8.6

Bei diesem Fall soll nun im Gegensatz zu den vorangegangenen Fillen der EinfluB der (-
Modifikation des ILU-Glatters betrachtet werden. Durch das gréBere Seitenverhiltnis wird
die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens von Ebene zu Ebene schlechter. Im gleichen
MaBe reduziert sich dabei die Stirke der Stabilisierung. Daher ist die Hoffnung, durch die
Starkung der Diagonalen in der Massenerhaltungsgleichung die Konvergenzeigenschaft des
Mehrgitterverfahrens zu verbessern.

Abbildung 5.2: Grobes Gitter mit maximalem Seitenverhaltnis ¢ = 8.6

In Abbildung 5.2 ist das hierbei verwendete grobe Gitter dargestellt, das wiederum fiinfmal
uniform verfeinert wird, um die weiteren Gitterebenen zu generieren. Bei dieser Wahl des
Grobgitters wird die Randschicht der Stromung besser aufgeldst. Speziell im Hinblick auf rea-
listischere Probleme als das einfache Poiseuille-Problem, ist man natiirlich daran interessiert,
die an Wanden auftretenden Randschichten moglichst gut zu approximieren. Bei dem vorlie-
genden Modellproblem ist dies nicht unbedingt erforderlich, da sich das Stromungsprofil auch
auf groberen Gittern gut darstellen 188t, aber man kann daran den durch die Diskretisierung
entstandenen Fehler in der Lésung untersuchen und natiirlich das Konvergenzverhalten des
Mehrgitterverfahrens betrachten.

Das grobe Gitter wurde in y-Richtung derart aufgebaut, daB die Gitterweite von der Mitte des
Kanals aus zu den Wianden hin mit dem Faktor 0.35 abnimmt. Dabei besteht das grobe Gitter
aus 105 Gitterpunkten bzw. 84 Elementen. Die weiteren Ebenen entstehen durch uniforme
Verfeinerung, d.h. das feinste Gitter besitzt 86016 Elemente bzw. 86657 Gitterpunkte. Das
maximale Seitenverhaltnis ist 8.58601 und das minimal vorkommende 1.05179.

In den Abbildungen IB.2-B.5/im Anhang sind die Konvergenzraten fiir verschiedene Einstellun-
gen fiir 3 und unterschiedliche Zyklen abgebildet. Exemplarisch wird hier der Fall mit V(2,2)-
Zyklus in Abbildung/5.3 herausgegriffen. Die beiden Varianten weisen ein sehr unterschiedliches
Verhalten auf, bedingt durch den unterschiedlichen Charakter der Stabilisierung.
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Beim Verfahren nach Raw werden auf senkrechten und horizontalen Teilkontrollvolumen-
flichen unterschiedliche Diffusionslangen eingesetzt, wohingegen bei (2)yor fiir beide dieselbe
Diffusionslange verwendet wird. Dies fiihrt zu einem reinen Laplace-Operator als Stabilisie-
rungsterm, im Gegensatz zum anisotropen Laplace-Operator, der bei Raw resultiert. Jedoch
verhalten sich diese beiden Arten der Stabilisierung véllig unterschiedlich.

Wiederum wird sehr deutlich, daB das Verfahren (2)yor in der Regel ein schlechteres Konver-
genzverhalten als das Verfahren nach Raw aufweist. Dies resultiert aus der viel kleineren Sta-
bilisierungskonstanten im Vergleich zur Konstanten bei Raw. Ein weiteres Merkmal fiir diesen
Fall ist, daB die §-Modifikation beim V-Zyklus keine Verbesserung der Konvergenzeigenschaft
beim Verfahren mit Raw liefert (siehe Abbildungen B.2iB.4). Beim W-Zyklus dagegen kann
durch die Anderung von 3 eine Verringerung der Konvergenzraten erzielt werden. Allerdings
ist die Verbesserung nicht unbedingt iiberragend (vergleiche Abbildung/B.5) und im Vergleich
mit den Raten des V-Zyklus nicht empfehlenswert, zumal der W-Zyklus einen hoheren Auf-
wand besitzt. Es ist daher ratsam, die Zahl der Glattungsschritte zu erhdhen und den V-Zyklus
beizubehalten, statt zum W-Zyklus zu wechseln.

Beim Verfahren nach (2)xorr erzielt man durch eine geeignete Wahl von 3 dagegen bessere
Konvergenzraten beim V-Zyklus. Dabei wird sehr deutlich, daB die geringere Stabilisierung
eine Starkung der Diagonalen der Druckgleichung (der Massenerhaltungsgleichung) erfordert.
Wahlt man eine Kombination zwischen Starkung der Geschwindigkeitsgleichungen und der
Druckgleichung (im Beispiel: 4=(0.2,0.2,1) und $=(0.4,0.4,1)), erreicht man keine Verbesse-
rung gegeniiber der unmodifizierten Glattung beim V(1,1)-Zyklus. In diesem Falle divergiert
das Verfahren sogar (sieche Abbildung [B.2). Beim V(2,2)-Zyklus kann eine geringfiigige Ver-
besserung erzielt werden, ebenso beim V(3,3)-Zyklus. Allerdings ist eine geeignete Wahl der
Parameter nicht einfach und auch stark problemabhingig. Daher ist es zumindest fiir die
Stokes-Gleichung empfehlenswert, nur die Druckgleichung zu stérken, da in diesem Falle auch
beim W-Zyklus eine bessere Konvergenzrate erzielt werden kann.

0.01

—— (2)korr

0.001 |—*— Raw

0.0001

[[div(w)l,

le-05

1le-06

1e-07 L ! L
1
Gitterebene

Abbildung 5.4: Fehler der Massenerhaltung beim Stokes-Fall
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Betrachtet man den Fehler in der Massenerhaltung und in der Losung (sieche Abbildungen
5.4/5.5), wird der geringere Fehleranteil des Verfahrens (2)yor deutlich. Damit 148t sich auch
die schlechtere Losbarkeit erklaren, da die Stabilisierung wesentlich geringer ausfillt und damit
auch der Fehler, der unter anderem auch durch die Stérung der Massenerhaltung entsteht.
Legt man also Wert auf einen mdoglichst geringen Fehler, der in die Gleichungen durch die
Stabilisierung eingetragen wird, dann ist es durchaus ratsam, die Variante (2)yor €inzusetzen,
auch wenn dies mit einer schlechteren Ldsbarkeit des resultierenden Systems verbunden ist.

10

ey bei (2)korr
e, bei Raw
ey bei (2)korr
e, bei Raw

ep bei (2)korr

Fehler

ep bei Raw

1le-05 ; ; :
1 2 3 4 5

Gitterebene

Abbildung 5.5: Fehler der Lésung beim Stokes-Fall

Kanalstromung bei Re=100

Fiir den nichtlinearen Fall bei Re=100 wird wiederum das anisotrope Gitter mit maximalem
Seitenverhiltnis 8.6 zugrunde gelegt, um die Randschicht gut aufzuldsen. Nun sollen auch
die verschiedenen Moglichkeiten der Approximation des konvektiven Terms untersucht werden.
Ein Kriterium hierfiir ist natiirlich das Konvergenzverhalten der Diskretisierung, noch wichtiger
und entscheidender allerdings ist der Diskretisierungsfehler. V.a. im Hinblick auf komplexere
Strémungsverhiltnisse ist es von entscheidender Bedeutung, wie groB der Fehler in der Lésung
ist. Daher wird hierfiir mehr Gewicht auf die Fehlerreduktion als auf die Losereigenschaften
gelegt. Desweiteren lassen sich an diesem Beispiel auch die diversen Méglichkeiten, die Stabi-
lisierung zu bestimmen, untersuchen und auch unterschiedliche Aufwindstrategien testen.

Als linearer Loser wird fiir dieses Beispiel das mit Mehrgitter vorkonditionierte Bi-CGSTAB-
Verfahren eingesetzt. Schon beim Stokes-Fall auf demselben Gitter war die Konvergenz des
Mehrgitterverfahrens nicht konstant. Um Ldsungsschwierigkeiten zu umgehen, die durch den
EinfluB des konvektiven Terms und der verschiedenen Stabilisierungsvarianten entstehen, wurde
fiir diesen Fall darauf verzichtet, ein reines Mehrgitterverfahren zu verwenden. Insbesondere
soll bei diesem Testfall die Konzentration auf der nichtlinearen Konvergenz liegen.
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Zunichst betrachtet man die nichtlineare Reduktion des Defektes der einzelnen Lésungskom-
ponenten. Das zugrunde liegende System wird gekoppelt geldst, jedoch erfahren die einzelnen
Gleichungen fiir die Geschwindigkeiten u und v als auch fiir den Druck verschiedene Defekt-
reduktionen. In der Abbildung 5.6 sind die nichtlinearen Defekte je lterationsschritt und je
Ebene fiir die FIELDS- und FLOW-Versionen aufgetragen, die in Abschnitt 2.5 vorgestellt
wurden, sowie die Varianten nach Raw und (2)orr aus Abschnitt|2.5.2/ AuBerdem werden zwei
verschiedene Aufwindstrategien getestet und einander gegeniibergestellt, das LPS- und das
POS-Aufwindverfahren, die beide in Abschnitt[2.5.1 vorgestellt wurden. Die Einstellung fiir die
Approximation des konvektiven Terms in der Impulsgleichung sind inklusive lokalem Verschie-
ben hin zu zentralen Differenzen, wie in Gleichung (2.26) beschrieben, und unter Verwendung
des Ansatzes nach Gleichung (2.25), das als PAC-Aufwindmethode bezeichnet wird.

Fiir beide Moglichkeiten die Diffusionslange fiir die Stabilisierung zu bestimmen, ist das nicht-
lineare Konvergenzverhalten der FLOW-Variante besser als bei FIELDS. Der Defekt wird so-
wohl fiir die u-Komponente als auch fiir die p-Komponente weit stirker reduziert als das bei
FIELDS der Fall ist. Offensichtlich ist auch das Verhalten beim LPS-Aufwindverfahren deut-
lich konstanter als beim POS-Verfahren. Bei letzterem erfdhrt die Druckkomponente einen
etwas eigenartigen Konvergenzverlauf, der v.a. auch wesentlich weniger Reduktion liefert. Da
das System gekoppelt geldst wird, iibertrdgt sich das nach ein paar lterationen auf die Re-
duktion der u-Komponente. Insgesamt ist es bei diesem Aufwindverfahren nicht méglich, den
nichtlinearen Defekt genauso weit wie beim LPS-Verfahren zu reduzieren. Die Ursache fiir
diesen Konvergenzverlauf ist das Aufwindverfahren POS selbst. Dieses enthilt eine Schranke,
die bei geringfiigiger Abweichung zu einer vollig anderen Aufwindrichtung fiihren kann. Beim
LPS-Verfahren ist das nicht der Fall, wodurch der glattere Konvergenzverlauf resultiert.

Im Anhang sind in den Abbildungen [B.6—B.9] die Fehler der Lésung und der Massenerhal-
tung der unterschiedlichen Versionen iiber den Gitterebenen aufgetragen. Exemplarisch soll an
dieser Stelle die PAC-Version mit der Variante (2)yor, Siche Abbildung herausgegriffen
werden. Es werden sowohl eine reine Aufwindmethode nach Gleichung (2.24), als auch das
PAC-Aufwindverfahren nach Gleichung (2.25) betrachtet, jeweils in Kombination mit lokalem
Verschieben zu zentralen Differenzen, dem POS- und LPS-Aufwindverfahren und den beiden
Ansatzen fiir die Diffusion Raw und (2)korr-

Wenn man den Fehler der Losung betrachtet, erkennt man nur relativ kleine Unterschiede
zwischen den Diskretisierungsvarianten. Die Lésungen, und dadurch deren Fehler zur exak-
ten Losung, liegen alle sehr nahe beieinander, jedoch weisen sie trotzallem Unterschiede im
Verhalten auf. Die Varianten, die die Diffusionsapproximation nach Raw bei der Stabilisierung
verwenden, zeigen eine nichtkonstante Fehlerreduktion auf héheren Gitterebenen. Wenn man
die Abbildungen B.6-B.9/bzw.|5.7/betrachtet, zeigen die Graphiken fiir die Variante (2)yorr €ine
konstante Fehlerreduktion, wohingegen die Graphiken der Raw-Versionen B.6 und[B.8 jeweils
eine Verringerung der Konvergenz aufweisen. Ab Gitterebene 4 reduziert sich die Ordnung der
Fehlerreduktion gegeniiber der Version (2)yorr, unabhéngig von der Behandlung des konvekti-
ven Terms in der Impulsgleichung bzw. des gewdhlten Aufwindverfahrens. Einen Unterschied
der beiden getesteten Aufwindstrategien, dem POS- und LPS-Verfahren, 138t sich auch aus
den Graphiken entnehmen. Bei POS ist der Fehler in der Druckkomponente e, groBer als
bei LPS. Das verdeutlicht nochmals das eigenartige Konvergenzverhalten des Druckdefektes.
Dies gilt fiir alle getesteten Kombinationen der Behandlung der Konvektion und der einge-
setzten Stabilisierung. Der Unterschied bei den Stabilisierungen FIELDS und FLOW ist fiir
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diesen Problemfall marginal. Das liegt zum einen daran, da3 g—z nahezu Null ist, wodurch
sich auch fiir die modifizierte Stabilisierung aus Abschnitt|2.5.4 keine groBe EinfluBméglichkeit
durch Hinzunahme von div(u) ergibt, zumal auch % nahezu Null ist. Allerdings ist das nicht-
lineare Konvergenzverhalten von FLOW deutlich besser, wie bereits am Anfang des Abschnitts

erw3dhnt.
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Abbildung 5.7: Fehler bei PAC-Version und Variante (2)yor liber den Gitterebenen
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5.1.2 Driven Cavity — angetriebene Nischenstromung

Die angetriebene Nischenstromung (engl. Driven Cavity) ist ein beliebtes Modellproblem, um
eine Diskretisierung zu testen. Allerdings sind zwei Singularitdten in den beiden oberen Ecken
enthalten. Doch fiir nicht allzu hohe Reynoldszahlen kann man das Problem gut |3sen und
auch dazu nutzen, die Diskretisierungs- und Losungsverfahren zu testen. Die Definition des
Problems inklusive der Randbedingungen ist in Abbildung 5.8 schematisch dargestellt.

<0> u=1,v=0 1)

S o
Il I

=
Il I
© 3

=

Abbildung 5.8: Die Problembeschreibung der Driven Cavity

Als Testfall dient das Problem bei Re=3200 bezogen auf die Geschwindigkeit des oberen
Randes und die Seitenlinge des Gebietes, die in diesem Fall zu 1 gew&hlt wird. Auch bei die-
sem Problem soll nun das unterschiedliche Verhalten der Diskretisierungen untersucht werden.
Das besondere Augenmerk wird dabei auf den Unterschied zwischen einem Aufwindverfahren
mittels physikalischer Effekte, dem PAC-Aufwindverfahren (siehe Abschnitt [2.6), und mittels
den simplen Aufwindstrategien aus Abschnitt 2.5.1 gelegt, die durch Gleichung (2.24)) in die
Impulsgleichung eingehen. Hinzu kommt noch abhangig von der lokalen Peclet-Zahl das Ver-
schieben hin zu zentralen Differenzen. Doch in weiten Teilen des Gebietes, in denen die Kon-
vektion dominiert, kommt hauptsichlich das Aufwindverfahren zum Einsatz. Daher ist dieses
Problem bestens geeignet, um die unterschiedlichen Eigenschaften der Behandlung des konvek-
tiven Terms zu untersuchen. Da in diesem Fall im Gegensatz zum Kanal eine wirbelbehaftete
Stromung vorliegt, werden groBere Unterschiede der einzelnen Verfahren erwartet.

Abbildung 5.9: Driven Cavity: grobes Gitter und Stromlinien der Ldsung
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Das grobe Gitter auf Ebene 0 besteht aus 289 Gitterpunkten. Die weiteren Ebenen entstehen
durch uniforme Verfeinerung. Die Ergebnisse werden mit den von Ghia et al. [GGS82] verdffent-
lichten Stromungsdaten verglichen. Es handelt sich um Werte der u-Komponente entlang einer
senkrechten Linie durch den Mittelpunkt des Gebietes (mit y bezeichnet), bzw. um die Werte
der v-Komponente entlang einer horizontalen Linie (mit x bezeichnet).

1 . . : :
[ ] y: Ghia
08 — — vy: Ebene 1
‘ y: Ebene 2
1 ¢' """"" y: Ebene 3
f J y: Ebene 4
04 ) \l:\‘!\%- J./f,'/ - y: Ebene 5
\‘--\1 o - B x: Ghia
021 P ]
/ S o — x: Ebene 1
’ o i . Ebene 2
om /:)<” n x: Ebene
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\ - |
-0.2 ‘\ .//// \<\i ““_ « Ebene 4
x A‘{,/»"‘/ \\‘\.\ x: Ebene 5
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Abbildung 5.10: Vergleich mit Daten von Ghia et al. bei der FLOW-Version mit PAC, (2)korr

und LPS; x-Linien: v entlang y = %; y-Linien: u entlang z = %

Fiir die FLOW-Version mit PAC-Aufwindverfahren und der Variante (2)yorr sind die berech-
neten Werte in perfekter Ubereinstimmung mit den Referenzdaten, wie aus Abbildung 5.10
ersichtlich ist. Desweiteren ist auch kaum ein Unterschied zwischen den Losungen der Gitter-
ebenen 3-5 erkennbar. Die Auflésung ist also schon ausreichend auf Ebene 3. Dies entspricht
der Gitterfeinheit der Ghia-Daten, allerdings fiir ein kartesisches Gitter. Da man auf den wei-
teren Ebenen keinen Unterschied mehr erkennen kann, eriibrigt sich eine weitere Verfeinerung
des Gebietes. Wenn man dagegen die einfachere Alternative wahlt, um die Konvektion zu
diskretisieren, erhdlt man abweichende Lésungen und insbesondere deutliche Unterschiede der
einzelnen Gitterebenen (siehe Abbildung 5.11). Die Approximation ist dabei um GréBenordnun-
gen schlechter als bei der PAC-Variante. Auch auf Gitterebene 5 erh&lt man noch einen klaren
Unterschied zu den Vergleichswerten von Ghia et al. Daher ist diese Strategie nicht empfeh-
lenswert. Der SchluB den man daraus ziehen kann ist, daB man durch die PAC-Version eine
hohere Ordnung fiir die Approximation erzielen kann. Das reine Aufwindverfahren ist dagegen
sehr diffusiv, das macht sich durch die Abschwiachung der Lésung deutlich.

Nun konzentriert man sich darauf, den Unterschied zwischen den beiden betrachteten Dif-
fusionsansatzen nach Raw und (2)yo und den beiden Aufwindmethoden LPS und POS zu
betrachten. Durch den Wechsel des Diffusionsansatzes kann beim Vergleich mit den Daten
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Abbildung 5.11: Vergleich mit Daten von Ghia et al. bei der FLOW-Version mit reinem Auf-
windverf., (2)korr und LPS; x-Linien: v entlang y = %; y-Linien: u entlang
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Abbildung 5.12: Vergleich mit Daten von Ghia et al. bei der FLOW-Version mit PAC, (2)korr

und PQOS; x-Linien: v entlang y = %; y-Linien: u entlang = %
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von Ghia kein bedeutender Unterschied ausgemacht werden. AuBer auf Ebene 1, die sehr grob
ist, liegen die Kurven so nahe beieinander, daB keine Abweichung feststellbar ist. Daher wird
auf eine Dokumentation dieses Vergleiches verzichtet. Jedoch ist ein wesentlicher Unterschied
erkennbar beim Wechsel vom LPS- zum POS-Aufwindverfahren. Dies kann am besten graphisch
anhand Abbildung 5.12 beurteilt werden. Darin ist deutlich der gréBere diffusive Charakter des
POS-Aufwindverfahrens zu erkennen. Erst ab Gitterebene 4 sind die Werte mit denen der
Referenzlsung vergleichbar. Im Gegensatz dazu war dies beim LPS-Verfahren schon ab Ebene
3 erfiillt. Das ist ein Indiz fiir den deutlich diffusiveren Charakter des POS-Aufwindverfahrens,
das mehr Verfeinerungsstufen benotigt, um dieselbe Approximation zu erreichen, selbst wenn
man wie hier das PAC-Verfahren einsetzt.

Gitterebene 1 2 3 4
POS | MG | 0.602562 0.757682 0.693777 0.620291
Raw Bi-CGSTAB | 0.597876 0.828692 0.672485 0.627545
LPS . MG | 0.516907 0.607968 0.573768 0.528379
Bi-CGSTAB | 0.513401 0.610105 0.574003 0.535245
pos | MG | 0.571756 0.670985 0.650638 0.615633
(2o Bi-CGSTAB | 0.565722 0.665199 0.694321 0.598261
LPS MG | 0.537921 0.606207 0.539974 0.528284
Bi-CGSTAB | 0.532158 0.605262 0.539620 0.576913

Tabelle 5.7: Mittlere nichtlineare Konvergenzraten % bei der FLOW-Version mit PAC-
Aufwind

Auffallend bei diesem Problem ist auch, daB die FIELDS-Varianten schlechter geldst wer-
den konnen. Natiirlich sorgen die beiden enthaltenen Singularitdten dafiir, da die Lésung
nicht einfach ist. Auch die fiir eine stationdre Berechnung relativ hohe Reynoldszahl macht es
dem iterativen Loser nicht einfacher. All dies zusammen resultiert in einer schlechten nicht-
linearen Konvergenz, wie in Tabelle 5.7 dokumentiert. Es ist auch nur eine Quasi-Newton-
Approximation anwendbar, da bei einem vollen Newton-Verfahren die Matrix-Eigenschaften
so stark gestért werden, daB das Ldsen des Gleichungssystems unmdglich ist. Die Neben-
diagonaleintrdge werden dabei so stark, daB die Diagonaldominanz verloren geht. Durch den
einfacheren Fixpunktansatz kann natiirlich auch keine besonders gute nichtlineare Konvergenz
erwartet werden.

Doch zeichnen sich die FLOW-Versionen durch relativ robustes Verhalten beziiglich des linea-
ren Losers aus, wohingegen die FIELDS-Versionen schlecht bzw. gar nicht konvergieren, sofern
man das PAC-Aufwindverfahren verwendet. Nur fir den Fall, daB kein PAC-Aufwind verwendet
wird, konvergiert das Mehrgitterverfahren in diesem Fall, allerdings ist die Losung nicht zufrie-
denstellend, wie es oben bereits angemerkt wurde. Daher sind die Aussagen diesbeziiglich nicht
relevant. Im Folgenden werden also nur die Konvergenzraten des Verfahrens mit der Kombi-
nation FLOW, PAC, Verfahren nach Raw bzw. (2)xor und LPS bzw. POS-Aufwindmethoden
verglichen. Die Einstellungen fiir das lineare Mehrgitterverfahren sind: V(2,2)-Zyklus, LUy,
A = 0.7, bzw. beschleunigt mit Bi-CGSTAB.

In Tabelle 5.8 sind die gemittelten Konvergenzraten eingetragen. Die Konvergenzraten des
Mehrgitterverfahrens fiir die FLOW-Varianten sind schon ausreichend gut, daB auf die Verbes-
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serung der Bi-CGSTAB-Beschleunigung verzichtet werden kann. Diese bedeutet einen Mehr-
aufwand, der sich im vorliegenden Fall nicht lohnt. Die nichtlineare Konvergenz ist fiir die
angetriebene Nischenstromung weitaus entscheidender und schwerer zu verbessern. Untersu-
chungen beziiglich der Modifikation des 3-Parameters beim ILU-Gl&tter haben keine Verbes-
serung gebracht. Das leicht gedampfte Verfahren ist schon zufriedenstellend.

Gitterebene 1 2 3 4
pos | MG | 0.085595 0.091494 0.136954 0.183195
Raw Bi-CGSTAB | 0.099435 0.045878 0.097552 0.061062
LPS . MG | 0.086420 0.090590 0.136742 0.154879
Bi-CGSTAB | 0.093069 0.081388 0.032944 0.039123
POS MG | 0.087045 0.065585 0.149896 0.225173

2) Bi-CGSTAB | 0.094492 0.053909 0.083759 0.100924
korr LPS MG | 0.097826 0.094368 0.102790 0.116907
Bi-CGSTAB | 0.103474 0.088362 0.021776 0.022563

Tabelle 5.8: Mittlere lineare Konvergenzraten * iiber 15 nichtlineare Schritte bei der FLOW-
Version mit PAC-Aufwind

Gitterebene 1 2 3 4

POS | 5.73515e-05 8.18035e-06 7.0311e-07  9.62171e-08

LPS | 4.31159e-05 3.91027e-06 5.02157e-07 8.48433e-08

2)s POS | 5.43548e-05 5.10849e-06 6.57831e-07 1.33205e-07
o 1 LPS | 3.53489e-05 3.12022e-06 5.58418e-07 1.27753e-07

Raw

Tabelle 5.9: Fehler der Massenerhaltung bei der FLOW-Version mit PAC-Aufwind

Beim Vergleich der Fehler der Massenerhaltung der unterschiedlichen Verfahren erhilt man
fiir die an sich kleinere Stérung der Massenerhaltungsgleichung bei der (2)yor,-Variante einen
groBeren Fehler. Qualitativ kann dies wie folgt erldutert werden. Durch die Stabilisierungen
erhdlt man folgenden Beitrag in der Massenerhaltungsgleichung:

1

div(u) — Ch?Ap =0 & Ap o

div(u),

d.h. durch die geringere Stabilisierung entsteht eine gréBere Kriimmung im Druck. Dadurch
wird ebenso der resultierende Druckgradient in den Eckensingularitdten starker und 13Bt sich
durch den bilinearen Ansatz immer schlechter darstellen. Im gleichen Zug reduziert sich die
Kopplung zwischen den w;(ip) und den Druckwerten, wodurch sich auch der Fehler in der
Massenerhaltungsgleichung erhoht. Bei der (2)yo-Variante ist dieses Verhalten stirker aus-
gepragt als bei der Variante nach Raw wegen der kleineren Konstante dieses Ansatzes. Die
Abschwachung der Fehlerreduktion von Ebene zu Ebene ist aber bei beiden Versionen gege-
ben.
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5.1.3 Benchmark-Problem Zylinder

Ein sehr interessantes Problem ist die Umstromung eines Zylinders, wie es von Schifer und
Turek in [ST96] verdffentlicht wurde. Es handelt sich hierbei um mehrere Fille in zwei und
drei Raumdimensionen, sowohl stationarer als auch instationarer Natur. Hier soll nun der sta-
tiondre zweidimensionale Fall untersucht werden. Der Vollstandigkeit halber wird kurz das
Problem beschrieben. Es handelt sich um eine Stromung in einem Kanal der Hohe H=0.41m
und der Lange L=2.2m. Leicht auBerhalb der Mitte des Kanals ist ein Zylinder mit Durchmes-
ser D=0.1m angeordnet. Der Mittelpunkt des Zylinders befindet sich 0.2m vom EinfluBrand
entfernt auf der Héhe 0.2m. Somit ergibt sich ein Auftriebseffekt, der bei mittig angebrachtem
Zylinder nicht entstehen wiirde. Die dem Problem zugeordnete Reynoldszahl ist definiert durch
Re:? mit der mittleren EinlaBgeschwindigkeit U = %u(O, %) Das Profil der Geschwindigkeit
am EinfluBrand wird wie folgt vorgegeben:

4U,,
u(0,y) = ﬁy(H —y),v=0

mit Uy, = 0.3". Daraus resultiert als Reynoldszahl Re=20 bei einer angenommenen Viskositat
von v = 10_3%2. Es werden Daten iiber den Auftriebs- und Widerstandsbeiwert ¢, und ¢,,, die
Druckdifferenz am Zylinder Ap = p(0.15,0.2) — p(0.25,0.2) und die Lénge der Rezirkulations-
zone L, in [ST96] bereitgestellt. Anhand dieser Daten kann also die Diskretisierung eingeordnet
bzw. getestet werden. Die beiden Beiwerte ¢, und ¢,, werden anhand nachfolgender Formeln
berechnet:

ou 2F,

F,=— /S ya—ntnz +pny dS Cq = 02;
ou 2F,

Fy = /Su—antny — png dS Cy = (_]2};

mit S der Oberfliche des Zylinders, n = (ny,n,)T dem duBeren Normalenvektor des Zylinders
und wu; der tangentialen Geschwindigkeit. Die Randbedingungen sind EinfluB am linken Rand
mit vorgegebenem Geschwindigkeitsprofil, AusfluB am rechten Rand mit Vorgabe an den Druck
und Haftrand- bzw. Wandrandbedingung sonst.

Abbildung 5.13: Gitter der Ebene 1 des Zylinderproblems verteilt auf zwei Prozessoren

In Abbildung[5.13 ist das Gitter auf Ebene 1 dargestellt. Das grobe Gitter der Ebene 0 besteht
dabei aus 289 Gitterpunkten und wird fiinfmal uniform verfeinert. Da das feinste Gitter 253 952
Elemente besitzt — das entspricht 765792 Unbekannten — wird es parallel auf zwei Prozessoren
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verteilt. Der Prozessorrand ist verschwindend gering und liegt auch auBerhalb der Zone um den
Zylinder, daher ist der EinfluB der parallelen Rechnung auf die Konvergenzeigenschaft als gering
einzustufen. Die Aussagen sind also mit einem rein sequentiell gerechneten Problem vergleich-
bar. Als Mehrgitterzyklus wird der V-Zyklus mit jeweils zwei Vor- und Nachglattungsschritten
gewahlt. Die nichtlineare Approximation des konvektiven Terms erfolgt iiber ein Quasi-Newton-
Verfahren (vergleiche Abschnitt [2.2). Der lineare Loser besteht aus einem reinen Mehrgitter-
verfahren mit ILUg als Glatter. Fiir dieses Problem werden unterschiedliche Einstellungen des
Dampfungsparameters A untersucht, auch in Kombination mit 3. Beziiglich der Diskretisierung
werden sowohl die Methode FLOW, als auch FIELDS in Verbindung mit der Variante nach Raw
und der Variante (2)yorr und zwei Aufwindstrategien (LPS und POS) in Betracht gezogen. Da
es sich schon bei der angetriebenen Nischenstromung gezeigt hat, daB die Aufwindstrategie
mittels physikalischer Phianomene sehr hilfreich sein kann, wird an dieser Stelle auf das reine
Aufwindverfahren verzichtet. Desweiteren wird wiederum das Peclet-Zahl-abhangige Verschie-
ben zu zentralen Differenzen aus Formel (2.26) eingesetzt. Zur Veranschaulichung der Lésung
sind in Abbildung 5.14!die u- und p-Komponente des Losungsvektors dargestellt.

Abbildung 5.14: Loésung des stationdren Zylinderproblems, Komponente u (oben) und p; rot
bedeutet groBe Werte, blau kleine Werte

Wenn man den Fehler in der Massenerhaltung betrachtet, stellt man dhnliche Phanomene wie
beim Kanal fest. Die Variante von Raw liefert groBere Fehler und ist auch beziiglich der gewahl-
ten Aufwindstrategien empfindlicher. In Abbildung|5.15/ist das Verhalten des Divergenzfehlers
bei unterschiedlichen Diskretisierungsmethoden iiber den Gitterebenen aufgetragen. Es zeigt
sich wiederum, daB die Varianten (2)yor einen geringeren Fehleranteil in die Massenerhaltung
eintragen. Dies ist unabhingig von der gewahlten Stabilisierungsversion FIELDS oder FLOW
und auch unabhingig vom Aufwindverfahren LPS oder POS. Ein weiterer Aspekt ist der etwas
geringere Divergenzfehler bei den FLOW-Verfahren gegeniiber ihren entsprechenden FIELDS-
Methoden. Jedoch wird der Abstand natiirlich von Gitterebene zu Gitterebene geringer, da die
beiden Varianten im Limit identisch sind. Auffallend ist auch, daB die FLOW-Varianten bei
unterschiedlichen Aufwindmethoden denselben Fehler in der Massenerhaltung liefern. In der
bereits erwdhnten Abbildung sind die Linien kaum zu unterscheiden, da sie nahezu aufeinander
liegen. Im Gegensatz dazu entsteht allerdings bei den FIELDS-Varianten ein viel groBerer Feh-
ler, falls das POS-Aufwindverfahren angewandt wird. Dieses Phanomen wird bei der Diskussion
der Stromungswerte nochmals aufgegriffen.

Um die Lésungen mit den Ergebnissen des Benchmark-Problems aus [ST96] zu vergleichen,
werden die berechneten Kennzahlen ¢,, ¢, Ap = p(0.15,0.2) — p(0.25,0.2) und L, in
tabellarischer Form wiedergegeben.
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Abbildung 5.15: Divergenzfehler beim stationdren Zylinderproblem

Verschiedene Einstellungen der Diskretisierung

FIELDS, Raw, POS FLOW, Raw, POS
Ca Cw Ap L, Ca Cw Ap L.
1 | -0.006046 5.68059 0.116089 0.10333 0.0094578 5.79793 0.11731 0.087246
2 | 0.0061385 5.58294 0.115182 0.0906141 | 0.0095402 5.60694 0.116015 0.0855147
3 | 0.0088995 5.57301 0.116294 0.084505 0.0101323 5.57703 0.116644 0.0846533
4 | 0.0101451 5.57429 0.116954 0.0839683 | 0.0104523 5.57537 0.117078 0.0844507
5 | 0.0104767 5.57644 0.117262 0.0844187 | 0.01057 5.57704 0.117297 0.0845162
FIELDS, Raw, LPS FLOW, Raw, LPS
Ca Cw Ap L, Ca Cw Ap L.
1 | 0.0043567 5.69467 0.116764 0.0886649 | 0.0049432 5.70437 0.116498 0.0875226
2 | 0.0083382 5.58791 0.116108 0.0844679 | 0.0084492 5.58924 0.116089 0.0843997
3 | 0.0099279 5.57287 0.116679 0.0844216 | 0.0099374 5.57302 0.116679 0.0844254
4 | 0.0104195 5.5741 0.117079 0.0845284 | 0.0104202 5.57412 0.117079 0.0845296
5 | 0.0105643 5.57665 0.117295 0.0845643 | 0.0105644 5.57665 0.117295 0.0845644
FIELDS, (2)korr, POS FLOW, (2)korr, POS
Ca Cw Ap L, Ca Cw Ap L.
1 | 0.0042179 5.6105 0.117215 0.100012 0.0119883 5.68271 0.117841 0.0876373
2 | 0.0082717 5.56901 0.116822 0.0870416 | 0.0102995 5.58098 0.117174 0.0858957
3 | 0.0100914 5.56961 0.117231 0.084474 0.0104346 5.57283 0.117375 0.0848714
4 | 0.0104788 5.57434 0.117395 0.084343 0.010559 5.57508 0.117435 0.0845836
5 | 0.0105743 5.57695 0.117447 0.0845243 | 0.0106007 5.57716 0.117457 0.0845693
FlELDS, (2)korry LPS FLOW, (2)kOI'I'y LPS
Ca Cw Ap L Ca Cw Ap L,
1 | 0.0084572 5.61618 0.117811 0.0883903 | 0.0085525 5.62453 0.117781 0.0878867
2 | 0.0097004 5.57074 0.117299 0.0852535 | 0.0097394 5.57125 0.117291 0.08519
3 | 0.0103611 5.57078 0.117393 0.0847228 | 0.0103628 5.57081 0.117392 0.0847183
4 | 0.0105476 5.57455 0.117434 0.0846082 | 0.0105477 5.57455 0.117434 0.0846079
5 | 0.0105988 5.57702 0.117455 0.0845849 | 0.0105988 5.57702 0.117455 0.0845849
Referenzwerte Ca Cw Ap L,
min 0.0104 5.5700 0.1172 0.0842
max 0.0110 5.5900 0.1176 0.0852

101

Tabelle 5.10: Kennzahlen inklusive Referenzzahlen beim Zylinderproblem fiir die Ebenen 1-5
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Gitterebene 1 2 3 4 5
POS . MG | 0.124605 0.049042 0.087377 0.117324 0.178610
Raw Bi-CGSTAB | 0.020272 0.027265 0.009842 0.016164 0.035722
LPS _ MG | 0.124967 0.161988 0.327967 0.247334 0.349225
FIELDS Bi-CGSTAB | 0.025305 0.048357 0.135171 0.116171 0.169209
POS . MG | 0.165513 0.083415 0.122665 0.113318 0.185234
(ke Bi-CGSTAB | 0.037523 0.014755 0.021024 0.017874 0:045238

LPS . MG | 0.289462 0.329998 0.587412 0.351480 div.

Bi-CGSTAB | 0.094177 0.124644 0.312441 0.141045 0.200320
POS . MG | 0.141644 0.107382 0.168546 0.169003 0.204748
Raw Bi-CGSTAB | 0.042044 0.026125 0.058388 0.035895 0.069096
LPS . MG | 0.140527 0.114079 0.251994 0.332795 0.425156
FLOW Bi-CGSTAB | 0.038747 0.023397 0.115755 0.173758 0.229832
POS . MG | 0.190314 0.136701 0.205454 0.159692 0.206320
(2)ror Bi-CGSTAB | 0.080685 0.043047 0.109002 0.063701 0.078800
LPS . MG | 0.186683 0.151810 0.215383 0.353894 0.521892
Bi-CGSTAB | 0.066476 0.049775 0.081902 0.158071 0.242549

Tabelle 5.11: Lineare mittlere Konvergenzraten * liber 15 nichtlineare Schritte beim Zylinder-
problem

Alle Ergebnisse sind vergleichbar mit den in [ST96] verdffentlichten Werten, auBer denen der
sehr groben Gitter 1 und 2. Diese sind jedoch noch zu grob, um sie als reprasentativ anzusehen.
Man kann also davon ausgehen, daB alle Varianten zu korrekten Ergebnissen fiihren. Leider
ist fiir dieses Problem keine exakte Losung bekannt, aber durch den Vergleich mit anderen
Gruppen, wie er hier stattfindet, kann man die Ergebnisse zumindest einordnen.

Zum Vergleich der verschiedenen Einstellungen der Diskretisierung wird die Druckdifferenz Ap
betrachtet. Dieser Wert entspricht einem punktweisen Vergleich, wohingegen der Auftriebs-
und Widerstandsbeiwert integrale GréBen sind und selbst Rundungsfehler enthalten kdnnen.
Betrachtet man nun also die zwei Stabilisierungsvarianten FIELDS und FLOW, kann man er-
kennen, daB sich die Druckdifferenz kaum unterscheidet, solange man LPS als Aufwindverfah-
ren einsetzt. Dagegen ergeben sich deutliche Unterschiede, wenn das POS-Aufwindverfahren
verwendet wird. Dieses Phanomen war auch schon im Vergleich der Divergenzfehler aufgefal-
len. Durch den groBeren Fehler in der Massenerhaltung, wird auch die Drucklésung beeinfluBt
und resultiert in groBeren Abweichungen der erhaltenen Ldsungen der zwei Stabilisierungs-
varianten. Man kann also daraus schlieBen, daB die FLOW-Variante durch den zusétzlichen
Term —u;div(u) am Integrationspunkt, diesem Phianomen entgegenwirkt. Dies aBt sich auch
aus Tabelle 5.10/ entnehmen. Die Druckdifferenz variiert bei der FLOW-Variante kaum beim
Wechsel des Aufwindverfahrens. Jedoch ist die Differenz der Losungen bei der FIELDS-Variante
in diesem Fall etwa um eine GroBenordnung starker ausgepragt. Dies ist analog zu den relativ
geringen Unterschieden zwischen FIELDS und FLOW beim Massenerhaltungsfehler, sofern das
LPS-Verfahren eingesetzt wird, bzw. zu den relativ groBen Unterschieden beim POS-Verfahren.

Betrachtet man die mittleren linearen Konvergenzraten in Tabelle[5.11, die zu einem V(2,2)-
Zyklus mit ILUg als Glatter und Dampfungsparameter A = 0.7 bzw. zum mit Bi-CGSTAB
beschleunigten Verfahren gehoren, so erweisen sich bessere Konvergenzeigenschaften des Dis-
kretisierungsverfahrens, falls das POS-Verfahren verwendet wird. Allerdings liefert dieses Auf-
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Gitterebene 1 2 3 4 5
POS . MG | 0.496180 0.731496 0.749030 0.723666 0.654368
Raw Bi-CGSTAB | 0.492032 0.744993 0.747225 0.731864 0.649260
LPS . MG | 0.387886 0.513605 0.426346 0.321650 0.217698
FIELDS Bi-CGSTAB | 0.387941 0.513610 0.426321 0.321563 0.217667
POS . MG | 0.469714 0.710564 0.705534 0.672514 0.591612
(i Bi-CGSTAB | 0.466883 0.700887 0.681420 0.665922 0.586745

LPS . MG | 0.353407 0.446543 0.336339 0.227240 -

Bi-CGSTAB | 0.354989 0.446459 0.336329 0.227365 0.191174
POS . MG | 0.357403 0.377986 0.406477 0.492462 0.484868
Raw Bi-CGSTAB | 0.355145 0.378634 0.406474 0.488730 0.484472
LPS . MG | 0.268988 0.360929 0.297550 0.254902 0.206711
FLOW Bi-CGSTAB | 0.269221 0.361380 0.297971 0.254734 0.205635
POS . MG | 0.244091 0.312435 0.264821 0.378235 0.437072
(2)ron Bi-CGSTAB | 0.244089 0.312885 0.265052 0.473261 0.436726
LPS . MG | 0.240757 0.310366 0.262293 0.207109 0.194549
Bi-CGSTAB | 0.240753 0.310238 0.261883 0.207061 0.193239

Tabelle 5.12: Mittlere nichtlineare Konvergenzraten 115 des Zylinderproblems

windverfahren eine schlechtere nichtlineare Konvergenz, wie aus Tabelle [5.12 deutlich wird.
Dieses Verhalten ist unabhangig von der gewahlten Stabilisierungsversion FIELDS oder FLOW
und auch unabhingig von den Varianten nach Raw bzw. (2)yorr. Auch in Bezug auf die Mas-
senerhaltung schneidet das POS-Aufwindverfahren teilweise schlechter ab, daher ist es nicht
empfehlenswert, wenn man hoch nichtlineare Prozesse betrachten mochte. Das LPS-Verfahren
dagegen, resultiert in Problemen beim L&sen mittels eines reinen Mehrgitterverfahrens. In Kom-
bination mit dem Krylov-Unterraum-Verfahren Bi-CGSTAB, sind gute lineare Konvergenzraten
erreichbar. Allerdings bedeutet dies auch, daB je lterationsschritt zweimal mit Mehrgitter vor-
konditioniert wurde. Wenn man dies bei der Berechnung der Konvergenzrate beriicksichtigt,
erhilt man dhnliche Werte wie beim reinen Mehrgitterverfahren. Der SchluB daraus ist also,
daB sich trotzallem das Bi-CGSTAB-Verfahren nicht lohnt, bis auf ein oder zwei Falle, bei
denen das Mehrgitterverfahren viel zu viele Schritte benétigen wiirde, um dieselbe Reduktion
zu erreichen (siehe z.B. bei FIELDS-(2)kor,-LPS). Man muB dabei natiirlich auch noch den
groBeren Aufwand des Krylov-Raum-Lésers bedenken, der mit einem erhdhten Zeitbedarf ver-
bunden ist, um die in der Tabelle eingetragenen Konvergenzraten zu erhalten. Es bietet sich
also am ehesten eine Strategie an, die primar das Mehrgitterverfahren beniitzt und nur in
Ausnahmesituationen das Bi-CGSTAB-Verfahren als Beschleuniger dazuschaltet.

Fiir dieses Zylinderproblem werden auch Testrechnungen mit anderen Einstellungen fiir das
Mehrgitterverfahren gemacht: 5 = (0.2,0.2,1), 5 = (0.4,0.4,1) jeweils mit A = 0.7, oder auch
unterschiedliche Einstellungen des Dampfungsparameters A = (1,1,0.5), A = (1,1,0.7) mit
B =0und 3 =(0,0,0.5). Allerdings liefert das nur mit A = 0.7 gedampfte Mehrgitterverfahren
die besten Resultate, daher wird auf eine Auflistung der Ergebnisse der anderen Einstellungen
verzichtet.

Beziiglich der nichtlinearen Konvergenz ergeben sich durch Wechsel des linearen L&sungsver-
fahrens nur marginale Unterschiede, die auf kleine Rundungsfehler zuriickzufiihren sind. Wie
bereits bei den vorangegangenen Testfdllen ist auch hier die nichtlineare Reduktion der LPS-
Verfahren deutlich schneller gegeniiber den POS-Verfahren. Auch beim direkten Vergleich der



104 5 Numerische Resultate

Varianten nach (2)yorr und nach Raw sind in diesem Fall die Konvergenzraten der (2)yor-
Verfahren besser als die bei Raw. SchlieBlich 138t sich auch wieder die schnellere nichtlineare
Reduktion der FLOW-Stabilisierungen gegeniiber ihren FIELDS-Varianten feststellen.

5.1.4 Zylinderproblem in drei Raumdimensionen

Wie bereits in Abschnitt [5.1.3 erw3hnt, wurde auch in drei Raumdimensionen das Zylinder-
problem als Benchmark in [ST96] zur Verfiigung gestellt. Als Vergleich wird hierfiir der Fall
der Umstromung eines Zylinders mit quadratischem Profil herangezogen. Die Problemstellung
ist dhnlich zum stationaren Fall in zwei Raumdimensionen. Die Dimensionen des Gebietes sind
etwas groBer durch die dreidimensionalen Effekte, die auftreten kdnnen. Das Gebiet ist insge-
samt 2.5m lang und jeweils H=0.41m hoch und breit. Der Abstand des Zylinders vom EinfluB-
rand betragt 1=0.45m und seine Achse ist hu=0.2m vom Boden und ho=0.16m vom oberen
Rand entfernt. Die Seitenlange des Zylinders betragt D=0.1m. Der AusfluBrand ist schlieB-
lich A=1.95m vom Zylinder entfernt. Das Gebiet zeichnet sich also durch einen verlangerten
EinfluB- und AusfluBbereich gegeniiber dem zweidimensionalen Problem aus. Die Randbeding-
ungen werden analog zum zweidimensionalen Problem gesetzt.

ho /

Abbildung 5.16: Problembeschreibung des 3d-Zylinderproblems

Das Stromungsprofil am EinfluBrand hat die Form

16U,
u(O,y,z) = TIZZ/Z(H — y)(H — 2)71) =w=0
mit U, = 0.45%. Die mittlere EinfluBgeschwindigkeit betrigt damit U = %u(O, %7 %) woraus

eine Reynoldszahl von Re=20 resultiert.

Als Vergleichswerte dienen wiederum die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte ¢, und c¢,,, sowie
die Druckdifferenz Ap = p(0.45,0.2,0.205) — p(0.55,0.2,0.205). Die Auftriebs- und Wider-
standskrafte werden analog zum zweidimensionalen Fall berechnet mit dem Normalenvektor
n = (ng,ny,0)T und dem Tangentialvektor ¢t = (n,, —n,,0)”. Daraus werden die Beiwerte
nach folgender Vorschrift bestimmt:

2F, 2Fy
U2DH Y U2DH
Das grobe Gitter auf Ebene 0 besteht aus 168 Hexaeder-Elementen und wird viermal uniform
verfeinert. Das Gleichungssystem des feinsten Gitters auf Ebene 4 besteht somit aus 2872576

Ca und
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Unbekannten. Die Simulation erfolgt auf 16 Prozessoren mit der rekursiven Koordinatenbisek-
tion (engl. Recursive Coordinate Bisection (RCB)) als Lastverteilung. In Abbildung [5.17 ist
die Lastverteilung auf Ebene 1 dargestellt, und in Abbildung [5.18 wird die Lésung in einem
Schnitt durch die Mitte des Gebietes verdeutlicht.

Das Ergebnis einer Simulation hangt unter anderem natiirlich vom gewahlten Gitter ab und ob
man es speziell auf die gewiinschten Werte adaptiert hat. In dieser Arbeit liegt der Schwerpunkt
allerdings nicht auf adaptiver Gitterverfeinerung. Daher wurde auch fiir diesen Fall darauf
verzichtet, auch wenn es fiir dieses Problem mit Sicherheit angebracht wére, in der Ndhe des
Zylinders adaptiv zu verfeinern.

Das Losungsverfahren ist ein reines lineares Mehrgitterverfahren mit ILUg als Glattungsver-
fahren mit einem Dampfungsparameter A\ = 0.7. Als Linearisierung wird das Quasi-Newton-
Verfahren eingesetzt. Die lineare Reduktion je nichtlinearem Schritt ist 0.01, und es werden
jeweils 15 nichtlineare Schritte ausgefiihrt.

Abbildung 5.17: 3d-Zylinder: Lastverteilung auf 16 Prozessoren

(a) u-Komponente

(b) w-

Abbildung 5.18: Losung des 3d-Zylinderproblems: Schnittebene in der Mitte des Gebietes
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FIELDS, Raw, POS FLOW, Raw, POS
Ebene Cq Cw Ap Ebene Caq Cuw Ap
1 0.0002127 7.564 0.17135 1 0.0232069 5.90981 0.126727
2 0.0200406 7.7931  0.169946 2 0.0252707 7.52981 0.170585
3 0.0458592 7.57253 0.167308 3 0.0568862 7.57547 0.170503
4 0.0779279 7.55614 0.168964 4 0.0839937 7.58047 0.171163
FIELDS, Raw, LPS FLOW, Raw, LPS
Ebene Ca Cuw Ap Ebene Ca Cuw Ap
1 0.0182509 8.51974 0.182415 1 0.0348638 7.15225 0.146103
2 0.035794  7.80301 0.176551 2 0.0518532 7.58223 0.172764
3 0.0622718 7.53872 0.170917 3 0.0066481 7.48992 0.170376
4 0.0777192 7.57197 0.171088 4 0.102563  7.5551  0.170913
FIELDS, (2)korr, POS FLOW, (2)korr, POS
Ebene Ca Cuw Ap Ebene Ca Cuw Ap
1 0.0239461 8.4843  0.186569 1 0.0362567 7.88381 0.177855
2 0.044769  7.60389 0.177637 2 0.0640885 7.56287 0.182144
3 0.0697659 7.57961 0.173959 3 0.0765784 7.59762 0.175889
4 0.080946  7.68035 0.173948 4 0.0781304 7.68736 0.17456
FIELDS, (2)korr» LPS FLOW, (2)korr, LPS
Ebene Cq Cuw Ap Ebene Cq Cuw Ap
1 0.0304874 8.74677 0.194027 1 0.0387058 8.11984 0.179526
2 0.0666232 7.57602 0.181476 2 0.0803861 7.53497 0.181226
3 0.070259  7.60508 0.175795 3 0.0815206 7.59321 0.175727
4 0.0758045 7.69352 0.174548 4 0.0791879 7.68964 0.174526

Referenzwerte | ¢, cuw Ap
min 0.06 75 0.172
max 0.08 7.7 0.180

Tabelle 5.13: Vergleichswerte des 3d-Zylinderproblems

Die Kennzahlen zu vergleichen ist fiir diesen Fall deutlich schwieriger, da auch in der Veroffent-
lichung der Benchmark-Resultate in [ST96] die Werte weit streuen und eine Einordnung da-
durch kompliziert ist. Vor allem fiir die instationdren Testflle in 3d wurden zu wenige Beitrage
eingereicht, die auch zu weit auseinander lagen, um fundierte Aussagen machen zu konnen.
Daher wird in dieser Arbeit der stationare Fall herausgegriffen, um einigermaBen ausgewogene
Daten zum Vergleich zu haben. Die Gitterebene 1 ist relativ grob fiir ein dreidimensionales
Problem, daher werden die Resultate nicht weiter bewertet. Im Folgenden konzentriert sich
die Diskussion auf die Ebenen 2,3 und 4, die aus 50752, 374400 bzw. 2872576 Unbekannten
bestehen. Betrachtet man wiederum die Druckdifferenz, erhilt man ebenso wie in zwei Raum-
dimensionen das Phianomen, daB sich die Druckwerte der FIELDS- und FLOW-Versionen nicht
allzu sehr voneinander unterscheiden, sofern man das LPS-Aufwindverfahren beniitzt. Beim
Wechsel zum POS-Aufwindverfahren jedoch fallen die Unterschiede gréBer aus. Hier bestéati-
gen sich die Ergebnisse aus dem zweidimensionalen Fall. Die integralen GroBen der Auftriebs-
und Widerstandsbeiwerte hangen stark von der Implementierung ab und kénnen dadurch weiter
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streuen als die Druckdifferenz. Allerdings liegen die Werte fiir den Auftriebsbeiwert innerhalb
der Schranken aus [ST96]. Diese Schranken sind nicht als strikt anzusehen, daher kann man
davon ausgehen, daB3 alle getesteten Versionen mit kleineren Abweichungen nach unten bzw.
oben zu korrekten Ergebnissen fiihren.

FLOW, (2)korr, LPS
Ebene Ca Cuw Ap k* = MG
0.0386908 8.11984 0.196047 | 0.496849
0.0804566 7.5335  0.181153 | 0.534006
0.0817458 7.59133 0.175718 | 0.412582
0.079778  7.68741 0.174518 | 0.301933
0.0785015 7.73184 0.17419 | 0.370359

Gl W N

Tabelle 5.14: 3d-Zylinder: Kennzahlen und Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens auf 128
Prozessoren

Zum Vergleich erfolgt eine weitere Simulation, die bis zur Ebene 5 verfeinert wird. Das Pro-
blem besteht in diesem Fall aus 22497792 Unbekannten und 5624448 Elementen. Da es
allerdings zu groB ist, um auf 16 Prozessoren verteilt zu werden, erfolgt die Berechnung auf
128 Prozessoren. Die Ergebnisse fallen natiirlich geringfligig anders aus, weil ein héherer Par-
allelisierungseffekt beim Glatter zu spiiren ist. Jedoch sind die Resultate ungefdhr im gleichen
Rahmen wie bei den bisher vorgestellten Simulationen auf 16 Prozessoren (siehe Tabelle[5.14).
Die Tendenz der Resultate bleibt also erhalten.

0.0001

~+ FIELDS,(2)sorr,POS
I - FIELDS, (2)korr,LPS
% FLOW,(2)or,POS
n 08 | | FLOW,(2)iorr LPS
B FIELDS,Raw,POS
5 oot {_e— FIELDS,Raw,LPS
—2— FLOW,Raw,POS
108 Y . FLOW,Raw,LPS
le-091 ‘2 :; .

Gitterebene

Abbildung 5.19: 3d-Zylinder: Fehler der Massenerhaltung

Aus Abbildung 5.19| wird klar, daB im dreidimensionalen Fall die Fehler der Massenerhaltung
deutlich ndher beieinander liegen. Trotzdem 13Bt sich daraus sehr gut ablesen, daB die (2)kor-
Varianten einen geringeren Fehleranteil einbringen, wie es zu erwarten war. Ebenso erreichen
die FLOW-Versionen gegeniiber ihren entsprechenden FIELDS-Methoden einen kleinen Vorteil
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durch einen geringeren Fehler. Allerdings ist das nicht so deutlich erkennbar wie im zweidimen-
sionalen Fall. Trotzdem kann das Ergebnis hiermit bestatigt werden.

Beziiglich der Konvergenzraten der linearen Loser ergeben sich die Werte, die in Tabelle|5.15
eingetragen sind. Dabei werden ein reines Mehrgitterverfahren mit V(2,2)-Zyklus und das mit
Bi-CGSTAB beschleunigte Verfahren mit V(1,1)-Zyklus einander gegeniibergestellt.

Der Vergleich der linearen Konvergenzraten fiihrt wiederum zu dem Ergebnis, daB sich das
mit Bi-CGSTAB beschleunigte Verfahren nicht lohnt. Es hat einen deutlich hoheren Aufwand
und erzielt im Gegenzug aber keine besseren Konvergenzraten im Vergleich zum Mehrgit-
terverfahren. Die Konvergenzraten sind sogar in derselben GroBenordnung, wodurch sich das
beschleunigte Verfahren von selbst als addaquate Methode ausschlieBt.

Gitterebene 1 2 3 4
pos | MG | 0.426795 0.291915 0.392594 0.513337
Raw Bi-CGSTAB | 0.318671 0.285258 0.385918 0.436443
LPS . MG | 0.471728 0.402796 0.498710 0.563822
FIELDS Bi-CGSTAB | 0.363937 0.344291 0.433410 0.511641
Pos | MG | 0.440847 0.390398 0.399116 0.340757
(2)orr Bi-CGSTAB | 0.347444 0.359808 0.383404 0.346197
LPS . MG | 0.504978 0.461698 0.494387 0.345816
Bi-CGSTAB | 0.400423 0.381984 0.450906 0.286177
POS . MG | 0.413656 0.232515 0.196236 0.355073
Raw Bi-CGSTAB | 0.309453 0.200915 0.197032 0.332644
LPS . MG | 0.444051 0.277445 0.290317 0.5189191
FLOW Bi-CGSTAB | 0.294869 0.212984 0.248601 0.466732
pos | MG | 0.422708 0.259015 0.206307 0.199393
(2ror Bi-CGSTAB | 0.318268 0.216403 0.221903 0.186356
LPS MG | 0.415957 0.340895 0.239126 0.159250
Bi-CGSTAB | 0.308051 0.294231 0.226360 0.143952

Tabelle 5.15: 3d-Zylinder: Lineare mittlere Konvergenzraten x* iiber 15 nichtlineare Schritte

Nun konzentriert man sich auf das unbeschleunigte Mehrgitterverfahren und vergleicht die bei-
den Stabilisierungsmethoden FIELDS und FLOW. Dabei kann man feststellen, daB das FLOW-
Verfahren stets schneller konvergiert als das entsprechende FIELDS-Verfahren, im Gegensatz
zum zweidimensionalen Fall, bei dem es tendenziell umgekehrt war. Dies liegt mit groBer
Wahrscheinlichkeit an der eckigen Form des Zylinders in drei Raumdimensionen, wodurch die
starke Kopplung der Geschwindigkeitskomponenten untereinander wesentlich wird und damit
der lineare Loser das Problem besser |6sen kann. Beim 2d-Problem sind keine so wohldefinier-
ten , AbriBkanten" enthalten. An den Kanten des Zylinders in drei Raumdimensionen liegen
jedoch starke Gradienten vor, die das FLOW-Verfahren besser abbilden kann und damit auch
der lineare Loser. Analog zum zweidimensionalen Problem erreicht man wiederum meist bes-
sere Konvergenzraten, sofern das POS-Aufwindverfahren zum Einsatz kommt. Jedoch sind die
Unterschiede in drei Raumdimensionen nicht so groB. Interessanterweise verbessern sich beim

114 Iterationen, keine ausreichende Konvergenz im letzten Iterationsschritt
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(2)korr-Verfahren die Konvergenzraten auf feineren Gittern, beim Raw-Verfahren ist jedoch das
Gegenteil der Fall. Leider bestatigt die Vergleichsrechnung bis Gitterebene 5 diesen Sachverhalt
nicht, wie aus Tabelle/5.14/klar wird. Speziell bei diesem Fall kdnnte der Parallelisierungseffekt
beim Glatter fiir die geringfiigige Erhohung der Konvergenzrate bei Ebene 5 verantwortlich
sein, so daB durch eine Erhdhung der Zahl der Glattungsschritte dieses Phianomen abgefangen
werden konnte.

0.01 Ebene 1 Ebene 2 Ebene 3 Ebene 4
FLOW,(2)korr,LPS
0.001 FLOW,(2)korr,POS
0.0001 FLOW,Raw,LPS
FLOW,Raw,POS
le-05
FIELDS,(2)korr,LPS
1e-06 FIELDS,(2)korr,POS
& 1007 FIELDS,Raw,LPS
FIELDS,Raw,POS
1le-08
1e-09
| XN
le-10 B
le-11
le-12
0 16 32 48 64
Iterationen
0.01 Ebene 1 Ebene 2 Ebene 3 Ebene 4
FLOW,(2)korr,LPS
0.001 1 FLOW,(2)korr,POS
0.0001 FLOW,Raw,LPS
FLOW,Raw,POS
1le-05
FIELDS,(2)korr,LPS
1e-06 FIELDS,(2)korr,POS
& 1e07 FIELDS,Raw,LPS
FIELDS,Raw,POS
1le-08
1e-09
le-10
le-11
le-12
0 16 32 48 64
Iterationen

Abbildung 5.20: 3d-Zylinder: Entwicklung des nichtlinearen Defektes bei geschachtelter
Iteration fiir die u- und p-Komponente der Lésung



110 5 Numerische Resultate

Das nichtlineare Konvergenzverhalten ist in Abbildung 5.20 fiir die Defekte der u- und p-
Komponente aufgetragen. Bemerkbar macht sich wiederum das schlechtere nichtlineare Kon-
vergenzverhalten, wenn das POS-Aufwindverfahren eingesetzt wird. Wie bereits bei der Kanal-
strémung ist auch in diesem Fall die nichtlineare Konvergenz der FLOW-Varianten schneller als
die entsprechenden FIELDS-Methoden. Desweiteren kann wiederum festgestellt werden, daB
der nichtlineare Defekt bei den Varianten mit POS-Verfahren, vor allem bei der Druckkompo-
nente, nicht unter ein gewisses Niveau reduziert werden kann. Im Gegensatz dazu kann beim

LPS-Verfahren der Defekt weiter reduziert werden, ohne daB eine deutliche Abschwichung der
Konvergenz festzustellen ist.

5.1.5 Chorin’s abklingende Wirbel

Von Chorin wurde 1968 [Cho68] ein einfaches Testproblem im Einheitsquadrat mit einer exak-
ten Losung folgender Form prasentiert:

2an? 72t
u = —cos(nmzx)sin(nmy)e” -
n27r2
v = sin(nTra:)COS(mT?J)ff2 7
1 _an2r2
p = _1(008(2nﬂ:€)+008(2my))6 T

wobei 7 = v~1 die Relaxationszeit bezeichne, und n die Anzahl der Wirbel, die in der Stromung
vorkommen. Als Werte werden hierfiir eingesetzt: 7 = 1000 und n = 4. Auch in der Habili-
tationsschrift von John [Joh02] wurde dieses Problem mit denselben Parametern betrachtet.
Bei John wurden Dirichletwerte als Randbedingung vorgegeben. Da das Problem allerdings
periodisch ist, werden in diesem Fall periodische Randbedingungen verwendet, um auch diese
damit testen zu kdnnen. Zur Veranschaulichung des Charakters der Stromung sei auf Abbildung

verwiesen.
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Abbildung 5.21: Exakte Losung des Chorin-Problems bei t=0

Als Losungsverfahren wird hierfiir ein reines Mehrgitterverfahren eingesetzt, mit einem V(2,2)-
Zyklus, ILUq als Glatter und Dampfungsparameter A = 1.0. Die geforderte lineare Reduktion
je nichtlinearem Schritt ist mindestens 10~ und die nichtlineare Reduktion wird auf 1076
gesetzt. Als Linearisierungsmethode wird das volle Newton-Verfahren wie in Abschnitt 2.2
beschrieben eingesetzt. Das Zeitschrittverfahren ist das in den Kapiteln [2 und 4/ vorgestellte
diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren DIRK(2). Es werden Gitter mit einer Gitterweite
von h = - (bei Ebene 3) bis i = 3= (bei Ebene 6) betrachtet. Gleichzeitig wird auch der
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Zeitschritt mit der Gitterweite halbiert, um die resultierende CFL-Zahl auf ungefdhr gleichem
Niveau zu halten. Die Zeitschrittweiten werden pro Gitter wie folgt gewahlt: At = h, At = 2h
und At = 4h, wodurch sich auch der EinfluB der Zeitschrittweite beurteilen 138t. Daraus
resultieren CFL-Zahlen von 1, 2 bzw. 4 am Anfang der Simulation. NaturgemaB verringern
sich diese im Laufe der Simulation aufgrund der immer schwicher werdenden Lésung und der
konstant gewdhlten Zeitschritt- und Gitterweite.

In den Abbildungen C.1 bis/C.4 im Anhang ist der Fehler der u-Komponente (der mit dem Fehler
der v-Komponente aus Symmetriegriinden iibereinstimmt) und der p-Komponente iiber der
Zeit aufgetragen. Darin werden jeweils die verschiedenen Diskretisierungsmoglichkeiten FIELDS
und FLOW, als auch die beiden Ansitze nach Raw und (2) mit verschiedenen Zeitschrittweiten
und dem LPS-Aufwindverfahren dargestellt. Exemplarisch wird hier der Fall FLOW auf Ebene
6 in Abbildung 5.22| herausgegriffen.

Die kleinste betrachtete Gitterweite ist fiir dieses Problem relativ grob, da fiir die stehen-
den Wirbel nur 4 Gitterpunkte zur Darstellung in jede Richtung vorhanden sind. Dadurch ist
der Fehler der Losung relativ groB und wird bei Gitterverfeinerung geringer, wie es zu erwar-
ten ist. Allerdings beeinfluBt auch die Wahl des Zeitschritts die GroBe des Fehlers, v.a. da
die Zeitschrittweite nicht nur in die Impulsgleichung bei der Diskretisierung des Zeitterms
eingeht, sondern auch durch die Stabilisierung in die Massenerhaltung einflieBt. Desweiteren
beeinfluBt die Zeitschrittweite auch die Behandlung der Konvektion durch die eingesetzte PAC-
Aufwindmethode (vergleiche Abschnitt [2.6). Daraus resultieren sehr unterschiedliche Verhal-
tensweisen der getesteten Diskretisierungsvarianten bei Zeitschritthalbierung.

Die Eigenschaft der Stromung, am Anfang einen starken Zeitgradienten zu enthalten, der aber
sehr schnell kleiner wird, kann auch im Verhalten des Fehlers der u-Komponente abgelesen
werden. Solange die zeitlichen Ableitungen der Losung relativ groB sind, erhdlt man durch
Halbierung des Zeitschritts auch einen kleineren Fehler der resultierenden Losung. Allerdings
andert sich das Verhalten deutlich, sobald der Zeitgradient ab ca. t=2 geringer ist (siehe Ab-
bildungen |C.3, [C.4). Daraus |4Bt sich schlieBen, daB man zu spiteren Zeitpunkten gréBere
Zeitschrittweiten wahlen sollte, um dem immer schwacher werdenden Zeitgradienten zu fol-
gen, der sich dann auch leichter abbilden |4B8t. Das Verhalten der Druckkomponente sieht
dagegen anders aus. Von vorneherein enthilt die bestimmende Gleichung, die Massenerhal-
tungsgleichung, keine von der Zeit abhangigen Terme. Durch die Stabilisierung werden jedoch
auch Variationen in der Zeit eingefiihrt, da die zur Bestimmung der Stabilisierung verwende-
te Gleichung (2.16) bzw. (2.23) natiirlich auch einen Zeitterm enthélt. Jedoch ist der Fehler
der Druckkomponente am geringsten, falls ein moglichst groBer Zeitschritt gewahlt wird. Ver-
nachl&ssigt man fiir die Stabilisierung diesen Zeitterm, erhdlt man sogar einen groBeren Fehler
in der Losung, da man dadurch die zeitliche Veranderung der Abhangigkeit von Druck und
Geschwindigkeit vernachlassigt, um die Stabilisierung zu bestimmen. Als Ausweg bleibt nur,
eine moglichst ausgewogene Wahl der Zeitschrittweite vorzunehmen, in dem Sinn, daB kein zu
kleiner Zeitschritt gewihlt wird, aber auch kein zu groBer, sofern eine starke zeitliche Anderung
in der Stromung vorliegt. Besonders zu Beginn der Simulation sind sehr starke Verdnderun-
gen in der Stromung vorhanden, die mit einem zu groB gewahlten Zeitschritt nur schlecht
abgebildet werden konnen. Zu spateren Zeitpunkten flachen diese Verdanderungen ab und man
kdnnte groBere Zeitschrittweiten erlauben. Das macht aber den Vergleich von unterschiedlichen
Werten fiir At schwieriger.
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Abbildung 5.22: Chorin-Problem: Fehler der Lésung auf Ebene 6 (h = ﬁ) bei FLOW

Auf den beiden groben Gittern ist das Verhalten der Fehler schon allein deswegen etwas anders
(siehe Abbildungen C.1,/C.2), da dort die Darstellung der stehenden Wirbel deutlich schlechter
ist. Trotzdem ist am Verlauf der Fehlerkurven die Tendenz der Resultate der feineren Gitter-
ebenen erkennbar.



5.1 Laminare Testfille 113

Betrachtet man die Graphiken in den Abbildungen|C.5 und|C.6 im Anhang, in denen der Feh-
ler der Massenerhaltung liber der Zeit aufgetragen ist, erhdlt man ein sehr gutes Verhalten
aller Testfille. Ganz entsprechend zu den Ergebnissen der stationdren Untersuchungen ist der
Fehler geringer, sofern man die Diffusion fiir die Stabilisierung mittels des Ansatzes (2) mo-
delliert. Ebenso verringert sich der Fehler bei Halbierung des Zeitschrittes, wie es zu erwarten
ist. Vergleicht man die Varianten FIELDS und FLOW miteinander, dann enthalten die FLOW-
Versionen stets einen etwas geringeren Massenerhaltungsfehler gegeniiber den entsprechenden
FIELDS-Varianten. Fiir die Fille, in denen die Version (2) eingesetzt wird, ist der Unterschied
sehr gering. Dies kann dadurch erklart werden, daB die Approximation der Diffusion einen
starken EinfluB auf die Giite der Massenerhaltung hat, viel starker als dies durch den Wechsel
von FIELDS zu FLOW der Fall ist, zumal schon durch die Problembeschreibung keine &rtli-
che Veridnderung der Wirbel vorliegt, so daB der Beitrag von u;div(u) gering ist. Aufgrund
der relativ kleinen Unterschiede bei diesem Vergleich wird auf eine graphische Darstellung
verzichtet.

In Bezug auf die hier eingesetzte periodische Randbedingung kann keine storende Beeinflussung
auf die Strémung festgestellt werden. Die Stromung weiBt einen regelm&Bigen und periodischen
Charakter auf, ebenso wie der darin enthaltene Fehler. Die Eigenschaft der periodischen Rander,
das Gebiet durch regelmaBig wiederkehrende Strukturen unendlich groB zu machen, kann also
sehr gut abgebildet werden.

SchlieBlich soll auch das Verhalten der iterativen Loser diskutiert werden. Die ermittelten
linearen und nichtlinearen Konvergenzraten sind in den Tabellen 5.16 und [5.17 eingetragen.
Die linearen Raten bleiben bei Zeitschritthalbierung mehr oder weniger konstant. Allerdings
verschlechtern sie sich bei Gitterverfeinerung geringfiigig. Dies 13Bt sich auf die schwicher wer-
dende Stabilisierung zuriickfiihren. Beim direkten Vergleich der beiden Diffusionsansitze Raw
und (2), liefert das Verfahren (2) etwas schlechtere Konvergenzraten, da es zu der schwicheren
Stabilisierung gehdrt und dadurch das System ebenfalls etwas schlechter geldst werden kann.
Wie auch schon bei der Massenerhaltung erwéhnt, sind die Unterschiede beim Wechsel von
FIELDS zu FLOW relativ gering. Dies spiegelt sich auch in den Konvergenzraten wieder.

Gitterebene 3 4 5 6

FIELDS Raw | 0.000212 0.002516 0.011780 0.040665

Al —h (2) | 0.000311 0.005029 0.027331 0.070858
FLOW Raw | 0.000224 0.002669 0.012184 0.041284

(2) | 0.000344 0.005206 0.027856 0.071813

FIELDS Raw | 0.000151 0.002475 0.014595 0.047698

Al — 9% (2) | 0.000222 0.004605 0.030843 0.083314
FLOW Raw | 0.000137 0.002614 0.015283 0.047684

(2) | 0.000244 0.004782 0.031402 0.084148

FIELDS Raw | 0.000233 0.002699 0.016851 0.056209

At — dh (2) | 0.000337 0.003825 0.024851 0.085433
FLOW Raw | 0.000199 0.002835 0.017524 0.057349

(2) | 0.000323 0.003752 0.023789 0.084316

Tabelle 5.16: Chorin-Problem: Lineare Konvergenzraten k!, gemittelt iiber die Zahl der
Zeitschritte
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Im Gegensatz zu den linearen Konvergenzraten werden die nichtlinearen Raten von Ebene
zu Ebene besser, da die nichtlinearen Effekte auf den feineren Gitterebenen natiirlich besser
dargestellt werden kdnnen. Auch ist in diesem Fall die schwichere Stabilisierung, die beim
Verfahren (2) entsteht, in Bezug auf die nichtlineare Konvergenz besser, da der Storterm in
der Massenerhaltungsgleichung geringer ist. Auch beim Wechsel der Stabilisierungsvariante
von FIELDS zu FLOW wird die Konvergenz etwas schneller, wie es schon mehrmals bei den
vorangegangenen Problemfillen aufgetreten ist. Ein Grund dafiir ist die durch FLOW kiinst-
lich eingefiihrte Nichtlinearitdt in die Massenerhaltungsgleichung. Diese fiihrt insgesamt zu
einer besseren Kopplung der einzelnen Komponenten untereinander und dadurch zu einer et-
was schnelleren nichtlinearen Konvergenz. Bei Zeitschrittverdopplung verschlechtern sich aller-
dings die Konvergenzraten zum Teil deutlich. Das stellt jedoch kein groBes Manko dar, da man
dadurch so manchen nichtlinearen Effekt, der wahrend des Zeitschritts auftritt, einfach tber-
springt. Dies kann selbstverstdndlich nicht zu einer besseren nichtlinearen Konvergenz fiihren.
Insgesamt verschlechtert sich die Konvergenzrate um etwa die Halfte, wenn der Zeitschritt
verdoppelt wird, doch das ist ein vollig normales Verhalten eines nichtlinearen Prozesses.

Gitterebene 3 4 5 6

FIELDS Raw | 0.055563 0.054371 0.029058 0.012760

At — b (2) | 0.053023 0.049222 0.023045 0.008273
FLOW Raw | 0.051271 0.053090 0.028712 0.012388

(2) | 0.049460 0.048089 0.022925 0.008095

FIELDS Raw | 0.090691 0.089186 0.048041 0.019436

At — 2 (2) | 0.084666 0.076651 0.035113 0.013049
FLOW Raw | 0.080273 0.084763 0.046126 0.017644

(2) | 0.076469 0.073334 0.034283 0.012414

FIELDS Raw | 0.139535 0.134553 0.075575 0.030004

At — 4 (2) | 0.125964 0.109065 0.052773 0.021954
FLOW Raw | 0.117594 0.122005 0.068465 0.027120

(2) | 0.109892 0.100882 0.049171 0.019017

Tabelle 5.17: Chorin-Problem: Nichtlineare Konvergenzraten ¢! gemittelt iiber die Zahl der
Zeitschritte

5.2 Turbulente Testfalle

In diesem Abschnitt werden die unterschiedlichen Diskretisierungsmethoden auf turbulente
Testfalle angewendet. Hierbei spielen die Effekte der Turbulenzmodelle zusatzlich eine Rolle und
werden im Folgenden untersucht. Das Verhalten der beiden Stabilisierungsmethoden FIELDS
und FLOW bei einer turbulenten Simulation steht dabei im Mittelpunkt der Untersuchungen.
Als Einstieg wird dazu ein Fall in zwei Raumdimensionen besprochen und anschlieBend ein
entsprechendes Problem in drei Raumdimensionen betrachtet.
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5.2.1 Mixing Layer in zwei Raumdimensionen

Beim Mixing Layer Problem handelt es sich um eine Scherstromung mit anregenden Geschwin-
digkeiten in entgegengesetzte Richtung. Es ist ein beliebtes Testproblem, um Turbulenzmodel-
le miteinander zu vergleichen. Unter anderem wurde es in den Arbeiten von Boersma et al.
[BKNWO7], John [Joh02], Lesieur et al. [LSLRC88] und auch in [NWO03] untersucht.

Die Scherstromung ist in 2 = (0,1) x (—0.5,0.5) definiert mit periodischer Randbedingung in
x-Richtung und Symmetrierandbedingungen bei y = 0 und y = 1. Die in Abschnitt 2.7 vorge-
stellte Symmetrierandbedingung entspricht einer Gleitrandbedingung, wie sie bei reibungslosen
Strémungen oft angewandt wird. Als Startlésung wird folgendes Geschwindigkeitsprofil vorge-

geben:
. <Uoo taélh(%sy)) _

Zur Anregung der Turbulenz wird diese mit einer divergenzfreien Storung u’ iiberlagert:

2
2y

v
u’ = 0.001 ( %) mit U = e (57 (cos(16mz) 4 cos(40mz)).
T Oz

Daraus ergibt sich eine initiale Wirbelstarke der ungestorten Startldsung von (vergleiche Formel

(3.4))
=0 mansz)(yvt)’ man(Uoo%(l - tanhQ(%Ty))) UOO% .

Dabei werden als ReferenzgroBen Uy, = 1, § = 2i8 und Re = U%*s = 10000 gewahlt, d.h. die

Simulationen finden bei einer Viskositidt von v = m statt, analog zu den Daten, die von
John in [Joh02] verwendet wurden.

Uso

L.

X

y

—Us

Abbildung 5.23: Problembeschreibung des 2d Mixing Layer Problems

Als Turbulenzmodell kommt sowohl das dynamische Modell nach Germano/Lilly aus Abschnitt
als auch das gemischte Modell von Zang et al. aus Abschnitt 1.3.3 zum Einsatz. Bei
der Bestimmung des Modellparameters wird die Mittelung im Raum verwendet, wie in Ab-
schnitt 3.3/ beschrieben. Die beiden Diskretisierungsvarianten FIELDS und FLOW, jeweils mit
den Ansitzen nach Raw und (2), und dem LPS- und POS-Verfahren, werden einander gegen-
ibergestellt. Als nichtlineare Approximation wird in diesem Fall das volle Newton-Verfahren
eingesetzt, um moglichst alle nichtlinearen Effekte zu beriicksichtigen. Das Aufwindverfahren
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besteht wiederum aus der PAC-Version inklusive Peclet-Blending wie in Gleichung (2.26]) be-
schrieben.

Das grobe Gitter besteht aus 25 Punkten, die dquidistant verteilt sind, d.h. man erhilt als
grobe Gitterweite h = i. Dieses Gitter wird fiinfmal uniform verfeinert, so daB das feinste
Gitter die Gitterweite h = Fls besitzt. Der lineare Loser ist ein reines Mehrgitterverfahren
mit V(2,2)-Zyklus und ILUg als Glattungsoperator mit A = 0.7. Dabei wird die mindestens

geforderte lineare Reduktion auf 10! und die nichtlineare auf 1075 gesetzt.

Als Zeitschrittverfahren wird das DIRK(2)-Verfahren mit einem konstanten Zeitschritt von
At = % verwendet. Dieser relativ groBe Zeitschritt wurde gewahlt, um eine CFL-Zahl zu
erhalten, die deutlich von der eins entfernt ist. In den verschiedenen Simulationen fiihrt dieser
konstante Zeitschritt zu CFL-Zahlen in folgendem Bereich: 4 < CFL < 8. Dies rechtfertigt
den Einsatz eines impliziten Ansatzes, der die CFL-Beschrdnkungen eines expliziten Verfahrens
nicht besitzt. Daher wird fiir diese Simulationen bewuBt ein groBer Zeitschritt gewahlt.

Da hier eine starke Wirbelstrémung vorliegt, werden durch den Wechsel des Aufwindverfahrens
sehr groBe Anderungen in den resultierenden Lésungen erreicht. Anhand der Entwicklung der
totalen kinetischen Energie {iber der Zeit, erhdlt man wiederum den deutlich sichtbaren diffusi-
ven Charakter des POS-Aufwindverfahrens (siehe Abbildung|5.24 unten im Vergleich zu oben).
Da der Energieverlust bei dieser Aufwindstrategie enorm ist, wird der EinfluB des Turbulenz-
modelles {iberlagert, so daB nicht mehr sicher zwischen dem Resultat des Turbulenzmodelles
und der Diskretisierung unterschieden werden kann. Daher wird die Simulation nicht bis zum
Ende durchgefiihrt. Auffallend dabei ist auch, daB die FIELDS-Versionen diesbeziiglich noch
schlechter reagieren als die FLOW-Varianten, die zumindest qualitativ einen dhnlichen Verlauf
der Energiekurven aufweisen, wie es beim LPS-Aufwindverfahren der Fall ist. Allerdings erfolgt
bei den FLOW-Versionen in diesem Fall ein Energieanstieg gegen Ende der Simulation, der
unphysikalisch ist und zum Abbruch fiihrt. Das bedeutet, daB auch die FLOW-Versionen in
Kombination mit dem POS-Aufwindverfahren ein falsches Verhalten besitzen, auch wenn der
Effekt schwacher ausgepragt ist, als bei den FIELDS-Methoden.

Desweiteren ist der Energieverlust bei den Raw-Varianten starker als bei den Varianten mit (2).
Daraus folgt, daB allein durch den groBeren Stérterm durch die Stabilisierung ein geringfiigig
anderes Resultat erzielt wird. Das macht die Entscheidung, welche Diskretisierungsvariante
besser geeignet ist, nicht unbedingt einfach, da keine exakte Losung vorhanden ist. Dariiber-
hinaus handelt es sich bei einer LES-Simulation um einen hochgradig nichtlinearen ProzeB,
bei dem die Fehler am Anfang der Simulation das Resultat gegen Ende beeinflussen, da ins-
besondere der Modellterm aus den vorangegangenen Schritten bestimmt wird. Dadurch wird
die Einordnung der Resultate erschwert. Allerdings kann man davon ausgehen, daB die stark
diffusiven Resultate der POS-Versionen nicht korrekt sind.

Im Anhang ist in den Abbildungen D.1 und D.2 die Subskalendissipation £sgs (vergleiche
Formel (3.7)) dargestellt, woraus ein paar Dinge deutlich werden. Man kann den mehr oder
weniger rein diffusiven EinfluB des dynamischen Modells durch den zumeist negativen Wert von
€scs ablesen, wie es auch von einem Wirbelviskositatsmodell erwartet wird. Dagegen weiBt das
gemischte Modell wesentlich weniger Diffusivitat auf und kann auch den EnergiefluB von kleinen
zu groBen Strukturen, , backscatter” genannt, wesentlich besser modellieren. Dies duBert sich
durch den streckenweise deutlich positiven Charakter von £g¢is. Auch aus diesen Graphiken in
AbbildungD.2/im Vergleich zur AbbildungD.1 kann das stirkere diffusive Verhalten der POS-
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Abbildung 5.24: Totale kinetische Energie bei verschiedenen Turbulenzmodellen und Dis-
kretisierungen: (a)-(d) Gemischtes Modell; (e)-(h) Dynamisches Modell;
(a).(b).(e).(f) FLOW; (c).(d).(g).(h) FIELDS
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Abbildung 5.25: Wirbelstarkendicke ¢ relativ
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Version entnommen werden. Da bereits festgestellt wurde, daB das POS-Aufwindverfahren viel
zu diffusiv ist, konzentriert sich die weitere Diskussion auf die Verfahren mit LPS-Aufwind.

Auffallend ist, daB die FLOW-Versionen sich relativ dhnlich verhalten, egal welches Turbulenz-
modell verwendet wird, d.h. die Entwicklung der Fundamentalwirbel, das erste Paaren und
das zweite Paaren zweier Wirbel zu einem GroBen, erfolgt zu ungefdhr denselben Zeitpunk-
ten. Dies kann nicht nur aus dem Verlauf der totalen kinetischen Energie in Abbildung 5.24
abgelesen werden, sondern auch aus der Entwicklung der Wirbelstdrke w,, die in Abbildung
5.26 bzw. auch in den Abbildungen |D.3/ und [D.4 im Anhang zu verschiedenen Zeitpunkten
dargestellt ist. Allerdings ergeben sich deutliche Diskrepanzen bei den FIELDS-Verfahren. Dies
deutet darauf hin, daB diese fiir turbulente Simulationen ungeeignet sind. Insbesondere spie-
gelt sich das auch in einem vollig anderen Energieniveau je nach Turbulenzmodell wahrend
der Entstehung der Fundamentalwirbel wieder. Beim dynamischen Modell liegen die verschie-
denen Diskretisierungsvarianten auf demselben Niveau, nur beim gemischten Modell fallen die
FIELDS-Verfahren aus dem Rahmen durch eine um ein Vielfaches gréBere totale kinetische
Energie. Das hingt mit dem Skalendhnlichkeitsterm zusammen, der einen Beitrag zur rechten
Seite liefert und dadurch auch die Massenerhaltungsgleichung stért. Die FIELDS-Methoden
kdonnen offensichtlich diesen Quellterm nicht korrekt verarbeiten. Durch den zusatzlichen Term
u;div(u), der bei den FLOW-Verfahren eingesetzt wird, kann das Verhalten der Stromung also
besser abgebildet werden. Auch im Vergleich zu den Resultaten von John [Joh02], bei dem
nach 200 Zeiteinheiten t = l%)o die Energiereduktion im Vergleich zum Anfangsniveau etwa 3%
betragt, sind die Resultate der FLOW-Varianten eher vergleichbar, bei denen die Reduktion
ebenfalls etwa in dem Bereich liegt.

Hinzu kommt bei den FIELDS-Methoden der hohere Massenerhaltungsfehler, wie aus Abbil-
dung [D.5/ im Anhang deutlich wird. Auch daraus wird klar, daB die FIELDS-Stabilisierung
fiir das gemischte Modell ungeeignet ist. Es resultiert in einem viel groBeren Massenerhal-
tungsfehler gegeniiber dem FLOW-Verfahren, wodurch die Energiebilanz verfélscht wird. Beim
dynamischen Modell sind die Unterschiede weniger ausgepragt, da es ein reines Wirbelvis-
kositdtsmodell ist, das durch beide Stabilisierungsvarianten gut behandelt werden kann. Es
ergeben sich lediglich bei der zeitlichen Entwicklung Unterschiede. Trotzdem wird weiterhin
dem FLOW-Verfahren der Vorzug gegeben, da es weniger empfindlich auf das jeweilige Modell
reagiert.

Betrachtet man die Wirbelstdrkendicke relativ zu &g in Abbildung 5.25, kann man die unter-
schiedlichen zeitlichen Entwicklungen der Strémung gut erkennen. Gemeinsam ist den Verfah-
ren, nach der Bildung der Fundamentalwirbel etwa doppelte Starke erreicht zu haben. Deswei-
teren ist die Stdrke nach der ersten Paarung etwa bei 4. Nach der zweiten Paarung ist dann
schon der EinfluB der oberen und unteren Rander spiirbar, wodurch statt einer Starke von 8 nur
etwa 6 erreicht wird. Dies entspricht den Ergebnissen von John. Deutlich erkennbar ist die zeit-
liche Diskrepanz der Stromungsentwicklung bei den FIELDS-Methoden. Die FLOW-Versionen
dagegen, haben einen sehr dhnlichen zeitlichen Verlauf mit nur marginalen Zeitunterschieden
und eignen sich dadurch wesentlich besser fiir turbulente Simulationen.

Zum Vergleich der Losungseigenschaften werden ebenfalls nur die Falle mit LPS-Verfahren in
Betracht gezogen, da die POS-Verfahren viel zu diffusiv und dadurch wenig aussagekraftig
sind. Ganz entsprechend zu den stationiren Ergebnissen ist die nichtlineare Konvergenz bei
den FLOW-Verfahren deutlich schneller als bei den FIELDS-Methoden. In diesem Fall ergibt
sich sogar doppelt so schnelle Konvergenz der FLOW-Verfahren. Dies ist ein weiteres Indiz
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Abbildung 5.26: Wirbelstdrke w, beim FLOW-(2)-LPS-Verfahren

dafiir, daB die FIELDS-Verfahren die hoch nichtlinearen Prozesse bei turbulenten Strémungen
schlechter abbilden konnen und somit auch ein hoheres Energieniveau behalten, da sie die
Energiedissipation der Turbulenzmodelle nicht korrekt nachvollziehen. Die linearen Konver-
genzraten sind fiir alle aufgelisteten Falle sehr zufriedenstellend. Hierbei sind die Unterschiede
zwischen den Stabilisierungsvarianten nicht so ausgepragt, auch wenn die FLOW-Varianten
geringfiigig besser konvergieren. Das Konvergenzverhalten stellt fiir diesen Testfall iiberhaupt
kein Problem dar. Die Schwierigkeiten liegen dabei vielmehr beim korrekten Verhalten der Sta-
bilisierung bzw. Diskretisierung. Dies zeigt sich deutlich durch das falsche Verhalten durch zu
starken Energieverlust bzw. durch Energiegewinn, was beides unphysikalisch ist. Das Verhalten
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. Lin. Konv Nichtlin. Konv.

Modell Stabilisierung it () Kt (p) Wt () Wt (p)
FIELDS Raw | 0.018862 | 0.055175 | 0.512351 | 0.521532
Gemischt (2) | 0.019113 | 0.054372 | 0.511071 | 0.513979
FLOW Raw | 0.016566 | 0.045848 | 0.283442 | 0.269224
(2) | 0.016471 | 0.045079 | 0.280470 | 0.266567
FIELDS Raw | 0.019643 | 0.098656 | 0.496130 | 0.428898
Dynamisch (2) | 0.019792 | 0.100009 | 0.499238 | 0.426275
FLOW Raw | 0.017458 | 0.053130 | 0.277070 | 0.235629
(2) | 0.016929 | 0.052587 | 0.277128 | 0.236590

Tabelle 5.18: Lineare und nichtlineare Konvergenzraten iiber 320 Zeitschritte gemittelt

hdngt stark von der Art des Aufwindverfahrens ab. Das LPS-Verfahren ist fiir diesen Zweck
gut geeignet, wie sich durch die Simulationsergebnisse gezeigt hat, auch wenn sich dadurch
geringfiigig schlechtere Matrixeigenschaften ergeben. Doch sind die Resultate der Simulation
entscheidender als die Losungseigenschaften fiir diese Art von Problemfall.

5.2.2 Mixing Layer in drei Raumdimensionen

In drei Raumdimensionen 138t sich ebenfalls das Mixing Layer Problem definieren. Es wurde
bereits in verschiedenen Arbeiten betrachtet, wie z.B. von Vreman et al. [VGK97] zum Ver-
gleich der Eigenschaften unterschiedlicher Subskalenmodelle, oder auch von Moser und Rogers
[MR93], um die entstehenden Strukturen zu untersuchen und von John [Joh02], um die ent-
wickelten Turbulenzmodelle zu vergleichen. In dieser Arbeit sollen anhand dieses Testproblems
die beiden Diskretisierungsvarianten FIELDS und FLOW in Kombination mit dem dynamischen
und gemischten Turbulenzmodell getestet werden.

Uso

1,

2z
'

—Uso

Abbildung 5.27: Mixing Layer 3d: Problemstellung

Analog zum zweidimensionalen Problem ist die Problemstellung wie folgt. Die Scherstromung
ist definiert in 2 = (0,2) x (0,2) x (0,4) mit periodischen Randbedingungen in z- und z-
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Richtung und einer Symmetrierandbedingung bei ¥ = 0 und y = 4, analog zum 2d-Problem.
Als Startlésung wird folgendes Profil vorgegeben:

Uso tanh(242)
u= 0

0

mit § = dg = ﬁ und Uy, = 1. Dies entspricht den auf das gréBere Gebiet skalierten Werten
aus dem zweidimensionalen Gebiet. Da schon beim 2d-Problem das POS-Aufwindverfahren als
viel zu diffusiv erkannt wurde, beschranken sich die Simulationen fiir das 3d-Problem auf das
LPS-Verfahren in Kombination mit PAC-Aufwind und Peclet-Zahl-abhangigem Verschieben
zu zentralen Differenzen. Weiterhin beschranken sich die Untersuchungen auf das Verfahren
(2)korr» da auch beim 2d-Problem kaum ein Unterschied der Verfahren aufgefallen ist. Der
Grund dafiir ist, daB die Diffusion in diesem Fall nicht dominant ist und daher durch Wechsel
von (2)korr Nach Raw keine groBe Veranderung auftritt. Trotzdem wird aus Sicherheitsgriinden
das (2)kor-Verfahren eingesetzt, um die Massenerhaltung méglichst wenig zu verletzen.

Das eingesetzte Zeitschrittverfahren ist wiederum DIRK(2) mit folgenden Einschrankungen an
den Zeitschritt: At € [2, 2t] mit £ = l‘% der zugeordneten Zeiteinheit. Daraus resultieren
CFL-Zahlen zwischen 1 und maximal 2.4 je nach Startlésung. Das Lésungsverfahren wiederum
besteht aus einer duBeren Newton-Iteration mit Mehrgitterverfahren als linearem Loser. Es wird
ein V(2,2)-Zyklus verwendet und ILUg mit A = 0.7 als Glatter eingesetzt. Als lineare Reduktion
wird dabei mindestens 10~ gefordert und die nichtlineare Reduktion wird auf 1075 gesetzt.
Das grobe Gitter auf Ebene 0 besteht aus 5 x 9 x 5 Punkten, wobei die Abstinde der Punkte
in x- und z-Richtung Aquidistant sind, in y-Richtung allerdings von der Mitte des Gebiets in
Richtung der Rander mit dem Faktor 1.5 vergroBert werden. Nach viermaliger uniformer Verfei-
nerung resultiert daraus auf dem feinsten Gitter der Ebene 4 als kleinste Elementkante 0.01538
und als groBte 0.05192. Aufgrund der ProblemgroBe von 2113536 Unbekannten erfolgen die
Rechnungen parallel auf 32 Prozessoren, wobei RCB als Lastverteilungsroutine dient.

Abbildung 5.28: Gitter der Ebene 1, Lastverteilung auf 32 Prozessoren
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Im Unterschied zum zweidimensionalen Problem hiangt die Entwicklung der Stromung stark
von der aufgepridgten Storung ab. Daher werden verschiedene Variationen getestet, die z.B.
zu einem rein zweidimensionalen Stréomungsbild fiihren bzw. auch darin resultieren, daB nach
der Bildung der Fundamentalwirbel keine Paarung zweier Wirbel wie im 2d-Fall stattfindet,
sondern starke 3d-Strukturen entwickelt werden und die Stréomung sofort in den turbulenten
Fall {ibergeht.

Startlosung 1 bei Re=500

Zur ersten Kategorie gehort folgende Stérung, bei der zunachst eine zweidimensionale Modu-
lation ), aufgepragt wird:

IVay 5
/ 0% : —(22)2 k
Uy = 0.0005 | —=2d mit Wog =€ ' 5 Z cos(2"mx).
0 k=0

AnschlieBend wird eine dreidimensionale Stérung uj; iiberlagert:

0%V3y
2 0yoz

why = 0.0002 | — % %a mit Wy = e

3
920z )’ Z cos(28mz) cos(28mz).

0%y, k=0
0xdy

Insgesamt ist die Storung per Konstruktion divergenzfrei, so daB dadurch keine Massenquel-
len in das System eingetragen werden. Diese Startlosung fiihrt zu einem zweidimensionalen
Charakter der Stromung. Als Reynoldszahl wird dabei Re=500 gewa3hlt, bezogen auf die Wir-
belstarkendicke 6 und die Referenzgeschwindigkeit U,. Ein Vergleich mit Re=714 ergab sehr
dhnliche Resultate. Die Abhangigkeit von der Reynoldszahl ist also bei dieser Startldsung ge-
ring, v.a. da die Storung relativ schwach gewahlt wird.

In Abbildung 5.30 bzw. im Anhang ist die z-Komponente der Wirbelstarke zu verschie-
denen Zeitpunkten abgebildet. Dabei verdndert sich die Lésung nicht, wenn man den Schnitt
durch das Gebiet in z-Richtung verschiebt, d.h. die Stromung ist unabhingig von der dritten
Raumrichtung und damit zweidimensional. Daraus resultiert auch das in Abbildung(5.31 dar-
gestellte Verhalten der totalen kinetischen Energie, die sich analog zum 2d-Problem entwickelt
(vergleiche Abbildung [5.24). Es sind zwei Stabilisierungsmethoden, FIELDS und FLOW, und
zwei Turbulenzmodelle, das dynamische und das gemischte Modell, eingetragen. Leicht erkenn-
bar ist das Fehlverhalten der Simulation, sofern das gemischte Modell mit der FIELDS-Methode
kombiniert wird. Auch beim dynamischen Modell kann in Kombination mit FIELDS die Simu-
lation nicht zu Ende gefiihrt werden, da der Loser ab einem gewissen Zeitpunkt divergiert.
Daraus kann man also schlieBen, daB diese Stabilisierungsvariante fiir turbulente Simulationen
ungeeignet ist.

Bei FLOW weisen beide Turbulenzmodelle eine recht dhnliche Entwicklung auf. Insbesondere
ist weder ein Fehlverhalten der resultierenden Losung feststellbar, noch bricht die Simulation
vorzeitig aufgrund von Lésungsschwierigkeiten ab. Die totale kinetische Energie des gemischten
Modells ist geringer im Vergleich zum dynamischen Modell. Das entspricht auch den Resultaten
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Abbildung 5.30: 2d-Charakter: w, in Ebene z = 1 beim gemischten Modell mit FLOW
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Abbildung 5.31: 2d-Charakter: Totale kinetische Energie beim gemischten und dynamischen
Modell in Kombination mit FIELDS und FLOW

von Vreman et al. [VGK97]. Auch dort weist das gemischte Modell einen starkeren Abfall der
totalen kinetischen Energie gegeniiber dem dynamischen Modell auf.

Betrachtet man die Entwicklung der Impulsdicke @ in Abbildung|5.29, kann man darin die Ent-
stehung der Fundamentalwirbel erkennen, das dem ersten Plateau in der Graphik entspricht.
Beim Start der ersten Paarung erfolgt ein Anstieg der Impulsdicke mit anschlieBendem Ab-
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sinken nach der Paarung. Der erneute Anstieg erfolgt schlieBlich bei der zweiten Paarung mit
anschlieBender Plateaubildung, da kein weiterer VereinigungsprozeB mehr moglich ist. Dieser
Verlauf entspricht etwa dem Verhalten der Wirbelstarkendicke beim 2d-Problem bis auf unter-
schiedliche Zeitskalen. Die FIELDS-Simulationen enden dabei allerdings schon bei ¢ ~ 20¢ bzw.
bei t ~ 40t aufgrund des Fehlverhaltens bzw. der Divergenz des Losers. Beim 2d-Problem lie-
ferten beide Turbulenzmodelle etwa die gleiche Wirbelstdrkendicke, hier resultieren sie in etwa
gleicher Impulsdicke, wodurch das dhnliche Verhalten erklart werden kann.
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Abbildung 5.29: 2d-Charakter: Entwicklung der Impulsdicke i beim gemischten und
dynamischen Modell in Kombination mit FIELDS und FLOW

Beziiglich des Massenerhaltungsfehlers besteht nur eine Vergleichsmoglichkeit der beiden Tur-
bulenzmodelle bei der FLOW-Variante, da die beiden anderen Fille viel zu friih abgebrochen
sind. Trotzdem sind in Abbildung[5.32 fiir alle vier Kombinationen die Entwicklung des Mas-
senerhaltungsfehlers iiber den Zeiteinheiten aufgetragen. Auch hier ist das Fehlverhalten beim
gemischten Modell in Verbindung mit FIELDS erkennbar, entsprechend zum Verhalten der
Energie. Der Anstieg des Massenerhaltungsfehlers ist ein Anzeichen dafiir, daB FIELDS in Ver-
bindung mit dem gemischten Modell keine ausreichende Stabilisierung liefert. Die Kombination
von dynamischem Modell und FIELDS hat ein sehr dhnliches Verhalten wie bei FLOW, aller-
dings bricht die Simulation friihzeitig ab. Die beiden FLOW-Kombinationen sind diesbeziiglich
robust, wobei das gemischte gegeniiber dem dynamischen Modell einen gréBeren Fehler auf-
weist. Dies laBt sich durch den zusatzlichen Modellterm beim gemischten Modell erklaren,
der auch in die Massenerhaltungsgleichung eingeht und dadurch diese stort. Doch im Prinzip
verhalten sich die Fehler bei beiden Modellen recht dhnlich und bewegen sich in einem akzep-
tablen Bereich. Da die Stabilisierung unter anderem auch vom Zeitschritt abhingt, ergibt sich
bei Zeitschritthalbierung auch eine Reduktion des Massenerhaltungsfehlers. Dadurch ist der
zeitliche Verlauf des Fehlers nicht glatt, sondern weist einen teilweise ,,zackigen" Verlauf auf.
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Abbildung 5.32: 2d-Charakter: Massenerhaltungsfehler ||div(u)||, beim gemischten und
dynamischen Modell
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Abbildung 5.33: 2d-Charakter: Subskalendissipation £ggs beim gemischten und
dynamischen Modell
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In Abbildung 5.33]ist die Entwicklung der Subskalendissipation £g5¢cg dargestellt. Da fiir das
gemischte Modell bei der FIELDS-Methode ein Fehlverhalten feststellbar ist, wird auf die Dar-
stellung der Subskalendissipation in diesem Fall verzichtet. Die Diskussion beschrankt sich also
auf FLOW beim dynamischen und gemischten Modell bzw. auf FIELDS beim dynamischen
Modell. Durch die Graphik wird deutlich, daB das gemischte Modell wesentlich besser das
Phdnomen des , backscatters” darstellen kann. Dies macht sich durch die groBeren positiven
Werte von £ggs deutlich. Bei der speziellen Entwicklung dieser Stromung mit zwei Paarungs-
prozessen muB Energie von kleinen zu groBen Strukturen flieBen. Diesen ProzeB verfolgt das
gemischte Modell wesentlich besser, auch wenn das dynamische Modell durchaus ein vergleich-
bares Verhalten zeigt mit naturgemaB groBerer Dissipation. Diese Dissipation, der Energieflu3
von groBen zu kleinen Strukturen, ist beim gemischten Modell deutlich geringer, da der Ska-
lendhnlichkeitsterm diese sogenannte Subskalendissipation nicht besonders gut darstellen kann
und der Anteil des Wirbelviskositatsmodelles, das diese Dissipation leisten kann, relativ gering
ist im Vergleich zum dynamischen Modell. Beim Vergleich der Entwicklung von £ggs bei den
beiden Stabilisierungsmethoden FIELDS und FLOW kann kein groBer Unterschied ausgemacht
werden, auBer daB die Simulation bei FIELDS friihzeitig abbricht. Bis auf die Schwierigkeiten
beim Losen resultieren die beiden Methoden in sehr dhnlichen Werten wie es auch schon bei
der Massenerhaltung der Fall war.

- Lin. Konv Nichtlin. Konv.

Modell Stabilisierung k() Kt (p) V() Wt (p)
Gemischt FIELDS? 0.037229 | 0.050160 | 0.243842 | 0.263019
FLOW 0.034460 | 0.057098 | 0.165111 | 0.189170
Dynamisch FIELDS3 0.032495 | 0.080685 | 0.155020 | 0.131084
FLOW 0.030020 | 0.075093 | 0.150837 | 0.132699

Tabelle 5.19: Konvergenzraten bei Re=500 gemittelt iiber 110¢

Aus Tabelle 5.19 sind die gemittelten Konvergenzraten des linearen und nichtlinearen Losers
ersichtlich. Dabei ist zu beachten, daB die FIELDS-Methoden aufgrund von Lésungsschwierig-
keiten sehr frith abgebrochen sind. Auch durch Zeitschritthalbierung konnte keine ausreichende
Konvergenz erzielt werden, wobei das vorgeschriebene Zeitschrittintervall eingehalten werden
muBte. Diese Schwierigkeiten treten bei den FLOW-Versionen nicht auf. Das bestatigt wie
auch schon beim zweidimensionalen Problem aus Abschnitt 5.2.1 die These, daB die Stabili-
sierungsvariante FIELDS fiir turbulente Simulationen ungeeignet ist. Bei FLOW ist die Kopp-
lung zwischen den Geschwindigkeitskomponenten untereinander und mit dem Druck deutlich
ausgepragter. Dadurch lassen sich die komplizierten Prozesse bei Problemen dieser Art besser
nachvollziehen, wobei das System weiterhin stabil bleibt. Die ermittelten Konvergenzraten sind
mit den Raten des 2d-Problems des vorigen Abschnitts vergleichbar, wobei die nichtlineare Re-
duktion sogar starker ist. Solange die Diskretisierung kein Fehlverhalten in irgendeiner Form
produziert, stellt das Ldsen des resultierenden Gleichungssystems kein Problem dar. Nur wenn
ein unphysikalischer Effekt auftritt, bricht der Losungsalgorithmus ab. Dies stellt jedoch kein
Manko dar, da das Ergebnis dann sowieso fragwiirdig ist.

2Bei dieser Kombination wurde nur iiber ¢ ~~ 221 gemittelt.
3Hier erfolgt die Mittelung etwa iiber ¢ ~ 39%.
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Startlosung 2 bei Re=714

Eine weitere Moglichkeit der Stérung der Anfangsldsung zur Anregung der Turbulenz setzt sich

wie folgt zusammen (in Anlehnung an die von John [Joh02] verwendete Stérung):
oV | v
By * 0z 2y—2y2
u’' =0.01 —g—‘i’ mit U = 55 ) (cos(4rm) + cos(27z2)).

_o¥
ox

Diese divergenzfreie Storung fiihrt schon gleich zu Anfang der Simulation zu einer positiven z-
Komponente der Wirbelstarke. Bei der ersten Startldsung war w, im gesamten Gebiet negativ
und wanderte nur sehr langsam in den positiven Bereich, wobei der negative Anteil dominierte.
In diesem Fall ist jedoch sowohl der negative Anteil deutlich hoher, als auch der positive mit
relativ starken Werten und Variationen in z-Richtung vorhanden. Das Resultat ist daher vom
ersten Fall zu unterscheiden. Zur Verdeutlichung ist w, zum Zeitpunkt ¢ = 50¢ in Abbildung
bei Re=714 fiir beide Turbulenzmodelle in Kombination mit FLOW dargestellt. Der zeit-
liche Verlauf von w, kann aus den Abbildungen D.7 bis/D.10/im Anhang entnommen werden.
Die Entwicklung der Fundamentalwirbel ist bei ¢ = 15¢ abgeschlossen. Allerdings ist bereits
zu diesem Zeitpunkt eine starke Variation in z-Richtung erkennbar, wodurch der Paarungs-
prozeB im Gegensatz zum vorherigen Beispiel unterdriickt wird. Die Strémung wird dabei von
der Verdanderung in z-Richtung dominiert. Es erfolgt eine Aufweitung der Impulsdicke p, siehe
Abbildung|5.34, jedoch keine Paarungseffekte. Dadurch wachst die Schichtdicke kontinuierlich
ohne Plateaueffekt an, nachdem die Fundamentalwirbel gebildet wurden. Auch anhand des
Energieverlaufs in Abbildung(5.36 und dem Verlauf der Subskalendissipation in Abbildung(5.37
ist deutlich der dissipative Charakter erkennbar, wodurch die Energie der kleinen Strukturen
entzogen und das Paaren verhindert wird.
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Abbildung 5.34: Re=714: Entwicklung der Impulsdicke © beim gemischten und
dynamischen Modell
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Gemischt

Dynamisch

Abbildung 5.35: Re=714: Wirbelstirke w, bei t = 50t und FLOW

Beim dynamischen Modell ist das Verhalten bzw. das Resultat der beiden Stabilisierungs-
methoden FIELDS und FLOW iiber einen weiten Zeitraum sehr dhnlich. Erst ab ungefdhr
t = 80t ist ein Unterschied im Energieverlauf, bei der Entwicklung der Impulsdicke und bei der
Subskalendissipation erkennbar. Leider ist ein Vergleich der Verfahren beim gemischten Modell
nicht moglich, da das Verfahren bei FIELDS wiederum ein Fehlverhalten aufweist, das aus dem
Verlauf der Massenerhaltung in Abbildung 5.38]ersichtlich ist. Daher soll nun auf den Unter-
schied der beiden Turbulenzmodelle eingegangen werden. Das gemischte Modell resultiert bei
diesem Fall in einer geringeren kinetischen Energie und einer starkeren Aufweitung der Impuls-
dicke im Vergleich zum dynamischen Modell. Auch beim vorangegangenen ,,2d-Problem" wies
das gemischte Modell einen starkeren Abfall der kinetischen Energie auf. Allerdings beeinflus-
sen in diesem Fall die Stérungen in z-Richtung fundamental das Verhalten des verwendeten
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Abbildung 5.36: Re=714: Totale kinetische Energie beim gemischten und dynamischen Modell
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Abbildung 5.37: Re=714: Subskalendissipation £ggg beim gemischten und dynamischen
Modell

Turbulenzmodelles. Da das Verhalten der Stromung im Anfangsstadium bei beiden Turbulenz-
modellen sehr dhnlich ist, kann nur durch die speziellen Eigenschaften der jeweiligen Modelle
der unterschiedliche Verlauf nach der Entwicklung der Fundamentalwirbel erklart werden. Bei
der vorliegenden stark dreidimensionalen Strédmung resultiert das gemischte Modell ab ¢ ~ 40t
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einerseits in einer groBeren Dissipation, wie aus Abbildung [5.37 ersichtlich ist, andererseits
aber auch in einem gréBeren Massenerhaltungsfehler. Dies deutet darauf hin, daB der EinfluB
des Skalenahnlichkeitsterms dominant ist, wodurch die Stérung der Massenerhaltungsgleichung
sehr groB wird. Aus Abbildung [5.38 geht dabei auch hervor, daB FIELDS in Kombination mit
dem gemischten Modell zu keinem Ergebnis fiihrt, da der Anstieg des Massenerhaltungsfehlers
viel zu groB bzw. die Stabilisierung zu schwach ist, um das System sinnvoll I&sen zu kdnnen.
Da bei diesem Testfall eine echt dreidimensionale Entwicklung vorliegt, ist das Verhalten der
Turbulenzmodelle viel unterschiedlicher als das beim vorangegangenen ,,2d-Problem" der Fall
war. Insbesondere ist beim dynamischen Modell die Struktur der resultierenden Wirbelstarke
viel organisierter als beim gemischten Modell. Ab ¢ ~ 35t entwickeln sich die Strémungen
unterschiedlich, woraus auch die groBere Aufweitung der Impulsdicke beim gemischten Modell
resultiert.
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Abbildung 5.38: Re=714: Massenerhaltungsfehler ||div(u)||, beim gemischten und
dynamischen Modell

- Lin. Konv Nichtlin. Konv.

Modell Stabilisierung K () Kt (p) V() ()
Gemischt FIELDS* 0.014679 | 0.019918 | 0.342625 | 0.347522
FLOW 0.012943 | 0.023774 | 0.206361 | 0.225175
Dynamisch FIELDS 0.012794 | 0.039946 | 0.124660 | 0.096498
FLOW 0.013388 | 0.039073 | 0.120726 | 0.094502

Tabelle 5.20: Konvergenzraten bei Re=714 gemittelt iiber 110¢

“Bei dieser Kombination wurde nur iiber ¢ = 13f gemittelt.
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In Tabelle(5.20 sind die iiber 110t gemittelten Konvergenzraten eingetragen. Dabei zeigt sich,
daB die nichtlineare Reduktion beim gemischten Modell schlechter ausfillt, als dies beim dyna-
mischen Modell der Fall ist. Auch hier spielt der Skalen3dhnlichkeitsterm die entscheidende Rolle.
Dieser stellt einen Beitrag zur rechten Seite dar, der die nichtlineare Iteration verlangsamt.
Das FLOW-Verfahren kann dabei das Problem sehr gut I6sen, im Gegensatz zu FIELDS, das in
diesem Fall schon sehr friih abbricht. Beim dynamischen Modell sind die Lésungseigenschaften
der beiden Stabilisierungsvarianten vergleichbar, so daB dabei kein Vor- oder Nachteil der
unterschiedlichen Verfahren ausgemacht werden kann.

Startlosung 3 bei Re=700

SchlieBlich soll eine dritte Mdglichkeit der Stérung des Startprofils vorgestellt werden, die
ihrerseits wiederum zu einem anderen Charakter der Strémung fiihrt.

o _ oV
oy 0z
_ ov _ o
w =0.001 | 2L 2
ov _ oV
ox oy

2y—2,\2

mit U = e~ (55 )7 (cos(4mz) + cos(10mz) 4 cos(87z) 4 cos(207z)).

Diese Simulation wird bei Re=700 durchgefiihrt. Ein Vergleich mit einer Simulation bei Re=714
wie im vorigen Fall ergab nur marginale Unterschiede.

Das Resultat dieser Storung des Startprofils liefert eine in z-Richtung periodische Ldsung,
d.h. es liegt keine rein zweidimensionale Strémung wie im ersten und auch keine stark drei-
dimensional ausgeprigte wie im vorangegangenen Fall vor. In den Abbildungen |D.11|bis|D.14
im Anhang wird die resultierende Loésung fiir die beiden Turbulenzmodelle dargestellt. Exem-
plarisch soll hier fiir drei Zeitpunkte die je nach Turbulenzmodell unterschiedliche Lésung in
Abbildung 5.39 demonstriert werden.

In diesem Fall findet das Paaren von Wirbeln statt, auch wenn sie sofort wieder in kleinere
Strukturen zerfallen. Dies kann auch aus der Entwicklung der Impulsdicke g in Abbildung
[5.40) abgelesen werden. Es sind kleine etwas flacher ansteigende Teilstiicke erkennbar, die den
Beginn der Paarung mit sofortigem Zerfall in kleinere Strukturen wiederspiegeln. Das gemischte
Modell reagiert diesbeziiglich friiher, was auch aus den Abbildungen D.11 bis D.14 im Anhang
deutlich wird, in denen die z-Komponente der Wirbelstarke dargestellt ist. Das dynamische
Modell ist etwas zeitverzdgert und resultiert in einer viel strukturierteren Lésung gegeniiber
der schon friih ziemlich ungeordneten Lésung des gemischten Modells. Dies |48t sich auch aus
dem starkeren Abfall der totalen kinetischen Energie ablesen (siehe Abbildung 5.41). Darin
ist wiederum das Fehlverhalten der FIELDS-Stabilisierung beim gemischten Modell ersichtlich.
Beim dynamischen Modell verhalten sich die beiden Stabilisierungsmethoden FIELDS und
FLOW sehr &dhnlich, v.a. ist kaum ein Unterschied im Energieniveau feststellbar. Ebenso ist
das Verhalten der beiden Turbulenzmodelle {iber einen gréBeren Zeitraum sehr dhnlich. Bei den
beiden Fallen davor unterschied sich die Entwicklung der totalen kinetischen Energie schon ab
t ~ 20t im ersten Fall bzw. ab ¢ ~ 40t im zweiten Fall. Hier allerdings ist erst ab ¢t ~
55t eine deutlich unterschiedliche Entwicklung feststellbar. Doch allein durch den Verlauf der
kinetischen Energie 4Bt sich keine Aussage iiber den Charakter der Stromung treffen, wie durch
den Vergleich mit den vorangegangenen Beispielen deutlich wird.
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‘ Gemischtes Modell Dynamisches Modell

t =20t
t =40t
t = 80t

Abbildung 5.39: Re=700: w, in Ebene z =1 bei FLOW
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Abbildung 5.40: Re=700: Impulsdicke p beim gemischten und dynamischen Modell
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Abbildung 5.41: Re=700: Totale kinetische Energie beim gemischten und dynamischen Modell

Der Verlauf der Subskalendissipation aus Abbildung [5.42 ist ebenfalls sehr dhnlich zum vor-
angegangenen Beispiel bei Re=714 (siehe Abbildung [5.37), wobei aber in diesem Fall eine
viel stirkere Dissipation vorliegt. Dies verdeutlicht das starkere Abklingverhalten der totalen
kinetischen Energie im Vergleich zum vorherigen Beispiel. In diesem Fall liegt eine weniger
stark ausgepragte 3d-Struktur der Stromung vor, wodurch mehr Energie dissipiert wird als
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Abbildung 5.43: Re=700: Massenerhaltungsfehler ||div(u)||, beim gemischten und
dynamischen Modell

im vorigen Fall, bei dem die Starke der Stromungsstruktur in der dritten Raumrichtung die
Energiedissipation verlangsamte.

Auch die Entwicklung des Massenerhaltungsfehlers ist dhnlich zum vorangegangenen Fall.
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. Lin. Konv Nichtlin. Konv.

Modell Stabilisierung k(1) Kt (p) ¥t () Wt (p)
Gemischt FIELDS® 0.014769 | 0.022881 | 0.266789 | 0.261506
FLOW 0.013911 | 0.024620 | 0.190519 | 0.202160
Dynamisch FIELDS 0.015285 | 0.048207 | 0.122012 | 0.090940
FLOW 0.016207 | 0.047894 | 0.118760 | 0.087288

Tabelle 5.21: Konvergenzraten bei Re=700 gemittelt iiber 100¢

Zwischen den beiden Stabilisierungsvarianten FIELDS und FLOW in Kombination mit dem
dynamischen Modell sind kaum Unterschiede feststellbar. Trotzdem ergibt sich fiir FLOW ein
etwas geringerer Massenerhaltungsfehler, der nur gegen Ende der Simulation einen kurzen
Uberschwinger produziert. Die totale kinetische Energie und die Entwicklung der Impulsdicke
sind jedoch fiir beide Stabilisierungen fast identisch. Beriicksichtigt man diesen Sachverhalt bei
der Beurteilung des Massenerhaltungsfehlers, kann man daraus schlieBen, daB die Unterschiede
in der Massenerhaltung wohl eher von rein lokaler Natur sind, wenn GréBen wie die Impuls-
dicke und die Energie iibereinstimmen. Beim Massenerhaltungsfehler schlagen kleine lokale
Abweichungen viel stirker zu Buche, als dies bei den anderen beiden GroBen der Fall ist.

Zum SchluB sollen nun die Lésungseigenschaften der verschiedenen Stabilisierungsverfahren
bei diesem Testfall diskutiert werden. In Tabelle5.21 sind dafiir die Konvergenzraten gemittelt
tiber 100t eingetragen. Diese sind mit den Werten bei Re=714 in Tabelle [5.20 vergleichbar.
Auffallend ist, daB die nichtlineare Reduktion bei den Fallen Re=700 und Re=714 besser ist als
beim ,2d-Problem* Re=500, sofern man das dynamische Modell als Turbulenzmodell einsetzt.
Beim gemischten Modell ist jedoch die nichtlineare Konvergenz bei Re=500 schneller. Doch
sind die Unterschiede nicht so groB, daB dieser Vergleich aussagekraftig ware. Vielmehr ist
beim Fall Re=500 die Konvergenz bei beiden Turbulenzmodellen etwa gleich, wohingegen bei
den Fallen Re=714 und Re=700 das dynamische Modell in deutlich besseren Raten gegeniiber
dem gemischten Modell resultiert. Dies liegt v.a. am Skalendhnlichkeitsterm, der die nicht-
lineare Konvergenz verlangsamt. Bei Re=500 war der EinfluB dieses Terms geringer und damit
die nichtlineare Konvergenz trotz der unterschiedlichen Turbulenzmodelle dhnlich. Bei den
letzten beiden Fillen ist dagegen ein wesentlich groBerer EinfluB des Skalendhnlichkeitsterms,
z.B. bei der nichtlinearen Konvergenz, spiirbar. Auch beim Massenerhaltungsfehler kann der
groBere Beitrag des Skalendhnlichkeitsterms abgelesen werden, da bei Re=714 und Re=700 im
Gegensatz zum Fall bei Re=500 ein deutlicher Unterschied je nach Turbulenzmodell sichtbar
ist. Die linearen Konvergenzraten sind dafiir im Fall Re=500 geringfiigig schlechter im Vergleich
zu den anderen beiden Fillen. Da die linearen Raten aber ausgezeichnet sind, werden sie hier
nicht weiter beurteilt. Viel entscheidender ist die nichtlineare Konvergenz bei einer turbulenten
Simulation, da v.a. auch der Modellterm fiir den nachsten Schritt bestimmt werden muB und
die Genauigkeit dadurch entscheidend vom vorangegangenen Schritt abhangt.

®Bei dieser Kombination wurde nur iiber t &~ 22f gemittelt.
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Diskussion

Es wurden also drei unterschiedliche Arten der Stérung mit unterschiedlich starker Wichtung
vorgestellt. Diese resultieren in drei unterschiedlichen Arten von Stromungen: einen rein zwei-
dimensionalen Fall bei der schwichsten Stérung der GroBenordnung 10~* (Startldsung 1),
einem schwach dreidimensionalen Fall bei einer mittleren Wichtung von 10~3 (Startlésung 3)
und in eine stark dreidimensionale Strémung bei der stirksten Stoérung der Ordnung 1072
(Startlésung 2). Je stirker die Wichtung ist, desto groBer wird dadurch auch der positive
Anteil von w,. Dieser positive Anteil wird hauptsdchlich zur Charakterisierung von Turbulenz
bei diesem Problemfall herangezogen. Allerdings sollte dieser erst im Laufe der Zeit entstehen
und nicht von Anfang an in der Stromung vorhanden sein. Die Wahl der Startlsung ist also
entscheidend fiir den Verlauf der Simulation.

Als SchluBfolgerung der drei getesteten Startldsungen ergibt sich: je starker die Energiedissipa-
tion ist, desto groBer wird die Impulsdicke bzw. desto mehr weitet sich das Stromungsprofil auf.
Das ist unabhangig vom eigentlichen Charakter der Strémung. Liegt eine starke 3d-Struktur
vor, kann die Energiedissipation trotzdem geringer ausfallen als es bei einem schwicheren
3d-Charakter der Fall ist (siehe Startldsung 2 im Vergleich zu 3). Desweiteren kann auch ge-
folgert werden, daB bei einem dreidimensionalen Charakter der resultierenden Strémung der
Skalendhnlichkeitsterm beim gemischten Modell an Bedeutung gewinnt. Dies duBert sich aller-
dings auch in einem groBeren Massenerhaltungsfehler, da der Beitrag dieses Terms als Quell-
term in die Stabilisierung einflieBt. Doch wachst der Fehler bei geeigneter Stabilisierung nicht
kontinuierlich an, sondern bleibt beschrankt, auch wenn die Impulsdicke groBer wird. Erfolgt
jedoch ein zu starkes Anwachsen des Massenerhaltungsfehlers, liegt ein Fehlverhalten vor, das
auf eine ungeeignete Stabilisierungsmethode zuriickgefiihrt werden kann. Die jeweilige Stabi-
lisierung muB eine ausreichende Kopplung der Geschwindigkeitskomponenten mit dem Druck
liefern, v.a. wenn ein Quellterm wie beim gemischten Modell beriicksichtigt werden muB.

Beziiglich der Losbarkeit ergeben sich bei diesem Problemfall keine Schwierigkeiten, solange die
Diskretisierung stabil bleibt und kein Fehlverhalten aufweist. Stellt sich jedoch ein unphysikali-
scher Effekt ein, so ist es gerechtfertigt, wenn die Simulation aufgrund von Lésungsschwierig-
keiten abbricht. Das Ergebnis ist dann sowieso fragwiirdig und kann nicht ausgewertet werden.
Da die Konvergenzraten des reinen Mehrgitterverfahrens schon sehr gut sind, wird kein Ver-
gleich mit dem durch das Bi-CGSTAB-Verfahren beschleunigten Lsungsalgorithmus getatigt.
Der damit verbundene Aufwand ware nicht gerechtfertigt.
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Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war, zwei Stabilisierungsvarianten fiir die inkompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen sowohl im laminaren als auch im turbulenten Fall zu untersuchen. Die Unterschiede
wurden neben Fehleruntersuchungen auch anhand des Konvergenzverhaltens des zur Losung
des diskreten Gleichungssystems verwendeten Mehrgitterverfahrens beurteilt. Hierbei handel-
te es sich um ein lineares geometrisches Mehrgitterverfahren, wobei die unvollstindige Drei-
eckszerlegung mit Punktblock-Anordnung als Glattungsoperator diente. Als Turbulenzmodell
wurde die Grobstruktursimulation verwendet, um die nicht aufgelésten Strukturen zu model-
lieren. Hierzu wurden zwei verschiedene Subskalenmodelle betrachtet, das dynamische Modell
von Germano/Lilly [GPMC91],[Lil92] und das gemischte Modell nach Zang et al. [ZSK93],
die beide den enthaltenen Modellparameter dynamisch und lokal bestimmen. Da sowohl die
Diskretisierung als auch die Grobstruktursimulation rein lokal anwendbar sind und auch auf
unstrukturierten Gittern arbeiten kdnnen, war die Kombination dieser beiden eine naheliegende
Option.

Die beiden Stabilisierungen, die in der Arbeit mit FIELDS und FLOW bezeichnet wurden, gehen
auf Raw [Raw85] bzw. Karimian [KS95] zuriick. Letztere stellt eine Modifikation von FIELDS
dar und wurde urspriinglich fiir den schwach kompressiblen Ansatz konzipiert, bei dem FIELDS
keine ausreichende Stabilisierung lieferte. In dieser Arbeit erfolgte die Ubertragung auf den in-
kompressiblen Fall, fiir den sich durch die Modifikation gegeniiber FIELDS deutliche Vorteile
ergaben. Die nichtlineare Konvergenz des Newton-Verfahrens war je nach Problemfall deut-
lich schneller, und der durch die Stabilisierung eingebrachte Massenerhaltungsfehler konnte
reduziert werden. Beide Aspekte sind sowohl fiir laminare als auch turbulente Simulationen
entscheidend, da die nichtlineare Reduktion von groBer Bedeutung ist. Zum anderen gilt, je
weniger Stérung in die Massenerhaltung eingebracht wird, desto bessere Resultate konnen
erzielt werden, da das Gleichungssystem umso mehr dem kontinuierlichen System dhnelt. Al-
lerdings ist dabei eine gewisse Optimierung zwischen ausreichender Stabilisierung (die sich
auch durch das Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens duBert) und minimaler Stérung
der Massenerhaltung vonnéten. Die Notwendigkeit der Optimierung ergibt sich dadurch, daB
ein kleiner Stabilisierungsterm nicht unbedingt einen kleinen Massenerhaltungsfehler liefert
und auch nicht unbedingt zu einem stabilen System fiihrt, was anhand der Stokes-Gleichung
gezeigt werden konnte. Umgekehrt stabilisiert zwar ein groBer Stabilisierungsterm das Glei-
chungssystem, wodurch das Mehrgitterverfahren problemlos konvergiert, dafiir ist aber auch
die Massenerhaltungsgleichung stark gestort. Zwischen diesen beiden Extremen muB ein Op-
timum gefunden werden, das allerdings nicht einfach zu finden ist, v.a. da nicht nur die GréBe
des Stabilisierungsterms wichtig ist. Auch die Form dieses Terms ist von Bedeutung, woraus
sich der oben erwdhnte reduzierte Massenerhaltungsfehler von FLOW gegeniiber FIELDS er-
gab. Die GroBe und Form der Stabilisierung sowie der resultierende Massenerhaltungsfehler
miissen daher in ein ausgewogenes Verhaltnis gebracht werden und wurden in dieser Arbeit
anhand verschiedener laminarer und turbulenter Problemfalle griindlich untersucht.
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Sowohl FIELDS als auch FLOW koénnen rein lokal auf Elementebene bestimmt werden. In
beiden Fillen ist dafiir keine Information aus den Nachbarelementen erforderlich. Dadurch ist
die zu erwartende Verbesserung von FLOW gegeniiber FIELDS in Bezug auf die Massener-
haltung natiirlich nicht allzu groB. Durch numerische Tests konnte jedoch eine Reduktion des
Massenerhaltungsfehlers auch bei dem rein lokalen Ansatz gezeigt werden. Insbesondere erwies
sich das Verfahren FLOW im turbulenten Fall als stabiler, v.a. wenn ein Quellterm durch das
Turbulenzmodell eingebracht wurde. In solchen Situationen fiihrte FIELDS teilweise zu unphy-
sikalischen Ergebnissen, teilweise konnte das dabei resultierende Gleichungssystem aufgrund
einer zu geringen Stabilisierungsstirke nicht geldst werden. Auch in dieser Hinsicht erwies
sich FLOW gegeniiber FIELDS als eine deutliche Verbesserung, da die Kopplung zwischen
den Geschwindigkeitskomponenten und dem Druck stirker ausfiel, was bei den turbulenten
Simulationen am deutlichsten wurde. Dies stellt einen ersten Schritt in Richtung Optimierung
zwischen ausreichender Stabilisierung und mdglichst geringer Stérung der Massenerhaltung
dar.

Beide Stabilisierungen basieren im Wesentlichen auf einer vereinfachten Darstellung der Im-
pulsgleichung auf Elementebene, woraus eine spezielle Interpolation gebildet wird. Hierbei geht
unter anderem auch eine diskrete Form des Diffusionsoperators ein, der geeignet modelliert wer-
den muB. Verschiedene Mdglichkeiten hierfiir, neben der von Raw vorgestellten Methode, mit
unterschiedlich starken Konsequenzen fiir das resultierende Gleichungssystem, wurden in der
Arbeit prasentiert. Im Falle der Stokes-Gleichung konnte fiir zwei der vorgestellten Maglich-
keiten bei VergroBerung des Elementseitenverhdltnisses ein Verlust der Stabilisierung sowohl
analytisch als auch numerisch demonstriert werden. Dieses Problem konnte aber durch eine
Korrektur der Diffusionsapproximation umgangen werden. Gleichzeitig wurde dabei eine gerin-
gere Stabilisierungskonstante und auch ein geringerer Massenerhaltungsfehler gegeniiber der
Version von Raw erzielt, wobei das Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens vergleich-
bar blieb. Insbesondere wurde fiir eine zu kleine Stabilisierungskonstante gezeigt, daB keine
ausreichende Stabilisierung erzielt wird und sogar der Massenerhaltungsfehler gréBer als erwar-
tet ausfallt. Diese Untersuchungen sind daher ein weiterer Schritt in Richtung Optimierung
zwischen Stabilitdt und Stérung der Massenerhaltungsgleichung.

Auch im Hinblick auf die turbulenten Simulationen waren diese Untersuchungen entscheidend,
da eine genaue Diskretisierung hierbei sehr wichtig ist. Dazu gehort nicht nur eine moglichst
wenig gestorte Massenerhaltung, sondern auch eine angemessene Approximation des Kon-
vektionsoperators. Dieser wurde stets mittels eines hybriden Verfahrens diskretisiert, das ein
reines Aufwindverfahren und zentrale Differenzen mittels einer Konvexkombination verband.
Die Wichtung zwischen beiden wurde abhangig von der lokalen Peclet-Zahl gewahlt, so daB das
Verfahren auf die lokale Dominanz von Konvektion (Aufwindverfahren) oder Diffusion (zentra-
le Differenzen) ausgerichtet werden konnte. Als bestes Aufwindverfahren stellte sich dabei eine
Methode heraus, die als ,, Physical Advection Correction* bezeichnet wird. Entscheidend hierfiir
war die durch das Verfahren eingebrachte numerische Diffusion. Anhand von laminaren Test-
beispielen konnte der unterschiedlich starke diffusive Charakter der verschiedenen Methoden
demonstriert werden, so daB Verfahren mit hoher Diffusion bei den turbulenten Simulationen
ausgeschlossen werden konnten.

Die Zeitintegration erfolgte bei der hier vorgestellten Diskretisierung implizit. Das hat sowohl
in Bezug auf die Stabilisierung, die ebenfalls vom Zeitschritt abh&ngt, als auch in Bezug auf die
turbulenten Fille Konsequenzen. Es miissen die in der Stromung enthaltenen Zeitgradienten
angemessen approximiert werden, d.h. der Zeitschritt sollte insbesondere nicht zu groB sein
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bei starken zeitlichen Veranderungen. Andererseits sollte er auch nicht zu klein sein, da bei
einem impliziten Verfahren keine CFL-Bedingung erfiillt werden muB. Anhand eines laminaren
Testfalls konnte gezeigt werden, daB ein zu kleiner Zeitschritt, allein durch den EinfluB der
Stabilisierung, insgesamt einen groBeren Fehler liefert, als dies bei einem gréBeren Zeitschritt
der Fall ist. Auch hier ist eine optimale Wahl erforderlich, um den daraus resultierenden Fehler
moglichst gering zu halten. Im turbulenten Fall muB diesbeziiglich auch die durch den impliziten
Ansatz eingebrachte Mittelung in der Zeit beriicksichtigt werden. Auch dann ist man bestrebt,
weder zu groBe (aufgrund der Mittelung) noch zu kleine (aufgrund CFL > 1 bzw. dem durch
die Stabilisierung eingebrachten Fehler) Schrittweiten zu wéahlen. Diese Untersuchungen im
instationdren Fall sind ein dritter Schritt in Richtung Optimierung, wobei bei der Wahl des
Zeitschritts in Kombination mit der Stabilisierung noch Forschungsbedarf besteht.

All diese Untersuchungen im laminaren und turbulenten Fall haben gezeigt, daB die Stabilisie-
rung FLOW einen geringeren Massenerhaltungsfehler liefert, zu einer schnelleren nichtlinearen
Konvergenz fiihrt und auch im turbulenten Fall stabil ist. FIELDS ist dagegen eher fiir laminare
Berechnungen mit wenig wirbelbehafteten Strémungen geeignet. Das optimale Stabilisierungs-
verfahren kann also nur abhangig vom Problem bestimmt werden, da die Stromungsstrukturen
ebenfalls einen starken EinfluB auf das Verhalten der beiden Stabilisierungen besitzen. Sowohl
fir FIELDS als auch fiir FLOW kann jedoch durch eine geeignete Wahl der Diffusionsappro-
ximation innerhalb der Stabilisierung der Massenerhaltungsfehler reduziert werden, wobei die
Konvergenzeigenschaften des Mehrgitterverfahrens nahezu unberiihrt bleiben.

Als weiterfiihrendes Forschungsthema bietet sich an, auch die Wahl der Zeitschrittweite zu
optimieren. In dieser Arbeit war die Zeitschrittweite allein durch das Verhalten des Losungs-
verfahrens bestimmt worden oder wurde a priori festgelegt. In dieser Hinsicht 138t sich die
Approximation des zeitlichen Entwicklungsprozesses noch deutlich verbessern, zumal der Zeit-
schritt auch einen entscheidenden EinfluB auf die Stabilisierung besitzt.

Ein weiterer sehr interessanter Punkt ist die adaptive Gitterverfeinerung, vor allem im turbu-
lenten Fall. Im Rahmen dieser Arbeit wurde darauf verzichtet, da der Schwerpunkt auf die
Untersuchung der Eigenschaften der Diskretisierung und Stabilisierung gelegt wurde, um fiir
weiterfiihrende Arbeiten eine Basis zu schaffen. In zwei Raumdimensionen wurden allerdings
schon erste Experimente mit adaptiver Verfeinerung im turbulenten Fall in [NWO03] gemacht,
die auf drei Raumdimensionen erweitert werden sollten. Doch ist der Aufwand und die Strate-
gie der Adaption in drei Raumdimensionen ungleich komplexer als in zwei Raumdimensionen,
daher besteht hier ebenfalls Forschungsbedarf. Hierzu gilt es v.a. Kriterien zur Adaption zu
entwickeln, die auch das Turbulenzmodell mit einbeziehen. Der zu modellierende Teil der in
der Strémung enthaltenen Strukturen, die durch die implizite Filterung des Gitters nicht mehr
darstellbar sind, sollte sich dadurch minimieren lassen, sofern auch turbulente Informationen
bei der Gitteradaption beriicksichtigt werden.

Daran schlieBt sich unmittelbar eine Untersuchung anderer Turbulenzmodelle als den beiden in
dieser Arbeit betrachteten an. Dies 158t sich unter anderem mit der Gitteradaption verbinden,
wobei dabei auch der unterschiedliche Charakter der Modelle mit beriicksichtigt werden sollte.
Es sind eine Vielzahl von Modellen entwickelt worden, wobei in diesem Zusammenhang solche
von Interesse sind, die dynamisch und rein lokal anwendbar sind, um die Moglichkeiten der Ad-
aption nicht nur bei der Wahl des Gitters, sondern auch beim Modell selbst voll ausschopfen
zu kdnnen. Dies 3Bt sich schlieBlich mit adaptiven Mehrgittermethoden als Lésungsverfahren
verbinden, so daB das Gesamtverfahren moglichst effizient bleibt.
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A Diffusionslange in drei Raumdimensionen

Die Herleitung der Diffusionslange bzw. der Approximation des diffusiven Terms am Integra-
tionspunkt wird fiir ein Hexaederelement in drei Raumdimensionen beschrieben. Zur Veran-
schaulichung dient Abbildung/A.1, in der ein Integrationspunkt exemplarisch eingezeichnet ist,
sowie die Nummern der Eckpunkte, die Langen der Kanten, die Normale am Integrationspunkt
und die Diagonale vom Mittelpunkt der zugehdrigen Kante zum Schwerpunkt des Elements.

y
3 2
7 6
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M Yy
g
0/ 1 x
e
4 5
il |
\ Ax \

Abbildung A.1: Hexaederelement mit exemplarischem Integrationspunkt

Die Ansatzfunktionen fiir dieses Element werden der Vollstandigkeit halber angefiihrt:

No= oas (Br =) (Ay=9) (82 —2) M= 5 (Ar—a) (Ay—y) s
N1=Mx(Ay—y)(Az—z) N5:mx(Ay—y)z

Ny = m:ry (Az —z) Ng = mxyz

Mo = oan (Ao - a)y (A -2 Ni= s (-2

Es werden analog zum zweidimensionalen Fall zwei Ansatze betrachtet. Der eine geht von
einem dquidistanten Ansatz fiir die zweiten Ableitungen aus, wobei Punkte innerhalb des Ele-
mentes approximiert werden miissen. Beim anderen Ansatz werden die zweiten Differenzen
nicht zentriert um den Integrationspunkt gebildet, wodurch allerdings nur Punkte auf dem
Rand approximiert werden miissen.
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Abbildung A.2: Ansatz fiir die Diffusion

A.1 Ansatz (1)

Der Ansatz (1) aus Abbildung|A.2 fiir den Laplace-Operator lautet damit:

3 + - + - + -
(A1) Zf)%NW —20+¢" oV —20+¢Y | @ —2p+ 7
: 2~ 1 1 1
i1 8% ZASC2 EAy2 EAZQ
+

Die Positionen z*, y* und 2T lauten:

Ax %Aw %Am

zt = %Ay yt = %Ay 2t = %Ay
Az AV Az

0 1Az %Aac

T = %Ay Yy = 0 z7 = %Ay
Az %Az %Az

und die Werte der Ansatzfunktionen an diesen Punkten:

at x|yt |y |2t | 27

3 T 2 3

No| O |55 |15 |1 |0 |16
Nl 21 o0l L] 2] 0| =
1 16 16 16 16
No 6 (1) ? 0 0 1—16
N3 | O 6 | 6 0 0 i
N 0 9 | 3 | 6 | 6 | 3
4 16 16 16 16 16
N-| 21 0| =&]| & | & | 3
51 16 16 16 16 16
Nel =1 0| 2] 0| 2| 4L
6| 16 16 16 16
N o | 3|30 | 2|41
7 16 | 16 6 | 16
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Eingesetzt in Formel (A.1) ergibt sich:

% 00+ 501+ 75Pa+ 15P3 + 15Pu + 16Ps + 15P6 + 1587 — 20

X 8382‘2 - 1A$2
=1 4
%@o + 1—36@1 + 1—16<I>2 + 1—16<I>3 + %@4 + %@5 + %@6 + %@7 —2p
LAyz
2P0+ 2Py + 2Py + = P3 + Py + 15 P5 + D6+ 5 P7 —
116AZ2
3 3 3 1 1 1
= iiJ liiJ i) i)
<4A$2+Ay2+A22)( 0t 1)+<4Ax2+Ay2+Az2>( 2+ 23)

9 9 9 3 3 3
+ (4A$2 + Ay? + A22> (@4 +D5) + <4Ax2 + Ay? + A22> (@6 + 27)

(8,32 s
Azx2  Ay?2 A2 ¢

8 32 32 3
= Py + P — (P2 + O
<Am2+Ay2+Az2>( (@0 + 1)+32( 2+ @)

9 3
2 (B + Bs) + (B + D )
+ 55 (Pa+ P5) + o5 (P6 + B7) —

8 32 -
pum— N
(Aaﬂ * Ay? A22> <Z (i) >

~
an™

Die Diffusionsldnge L?i kann dann ausgedriickt werden durch:

1 2|n|* 82

A2 - =
(A2 Ly ISKV]? " |n|?
mit
iAyAz 1 I
n= 0 . |SKV| = gAxAyAz, d= Z(Ay2 + Az2)
0

A.2 Ansatz (2)

Entsprechend erhilt man fiir den Ansatz (2) aus Abbildung A.2!

I - A= U "
—2pt lyt—ipl  Tlip—y~|l lzF—ipll  Tlip—=—1|
(A3) N

Z 3% iAl’Q Hlyt =y | sllzt — 2|
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Die Positionen =¥, y* und z* haben die Koordinaten:
Azx %ACL‘ %Aw
xt = iAy yt =1 Ay 2t = 1Ay
%Az %Az Az
0 %Am %Aw
v = [ tay y =0 o= idy
%Az %Az 0
und die Werte der Ansatzfunktionen an diesen Punkten sind:
v |yt |y | 2t | 2T
3 2 6
N1 | 5 0 0 T
Na| =] 0|2 |0]0]| 5
1 2 2
N3 | O 5| 16| O 0 | 15
Ny o]0 |2 |2]o0
Ns| 100|210
Ne | = | 0| &0 |&%|O
3 6 2
N | 0 6 11| 0 5| O

Eingesetzt in Formel (A.3) ergibt sich damit:

3
3 9% %%@0 + 201+ LBy + 03+ 2Py + 2P5 + S0+ D7 — 2
— 8.%,‘2 %Aaﬂ

2 2 6 6 2 2 6 6
+E‘I)2+E<D3+ﬁq)6+ﬁq)7—80_90—%(1)0—%(1)1—@‘1)4—%@5

AV sy
RGO AR BB o Bey 0 R0, 20y
%AZQ %Az2
3 1 1 1 1 1
= Oy + @ Oy + @
<4Aw2 Tap T Az2> (Pot 0+ <4Ax2 Taage 3Az2> (B2 2s)

9 3 3 3 1 1
Dy + D+ O
+<4Ax2+Ay2+AZQ>( 4+ 5)+(4Ax2+Ay2+Az2>( 6 + ®r7)

_ 8 n 32 n 32
Az?  3Ay?  3Az2 v

8 32 32 3 1
_ = (Do + Dy) + = (B + B
(Am2+3Ay2+3A22) (32( 0+ D)+ 35 (P24 By)

9 3
(B + D) + - (Dg + D7) — )

8 32 32 <2
p— N ) (D —
(Aw? * 327 3AZ2) (E k(ip) . <p>

-
an™

In diesem Fall kann die Diffusionslange ausgedriickt werden durch:
1 2|n|? 8d?

A4 1.
(A4) L2~ SKVEE T 3[m]?




B Kanalstromung in zwei Raumdimensionen

Die Kanalstromung in zwei Raumdimensionen besitzt eine exakte Losung. Dadurch kann man
die Eigenschaften der Diskretisierung mit Hilfe des Fehlers der diskreten zur exakten Lésung be-
urteilen. Sowohl der lineare Fall der Stokes-Gleichung, als auch der nichtlineare Fall der Navier-
Stokes Gleichung werden in Betracht gezogen. Beiden Fillen liegt dasselbe Gitter zugrunde,
das zu den Wanden hin feiner aufgeldst ist als zur Mitte des Kanals. Zur Veranschaulichung
dient Abbildung|B.1, in der das grobe Gitter auf Ebene 0 dargestellt ist.

Abbildung B.1: Grobes Gitter mit maximalem Seitenverhiltnis 8.6

Das grobe Gitter wird fiinf mal uniform verfeinert, so daB das feinste Gitter aus 86 657 Gitter-
punkten und damit das zu l6sende Problem aus 259971 Unbekannten besteht. Als Glatter fiir
das Mehrgitterverfahren wird die unvollstindige Dreieckszerlegung mit S-Modifikation gew3hlt.
Es werden unterschiedliche Kombinationen fiir 3 gewahlt, um das Lésungsverfahren zu unter-
suchen. Dies geschieht anhand des Stokes-Falles. Fiir den Navier-Stokes-Fall ist jedoch die
Fehlerentwicklung von Interesse, v.a. im Hinblick auf die verschiedenen Médglichkeiten, die
Diskretisierung einzustellen.

B.1 Stokes-Fall

Fiir den hier vorliegenden linearen Fall wird ein reines Mehrgitterverfahren mit ILU3 als Glatter
und unterschiedlichen Einstellungen verwendet. Es kommen unterschiedliche Zyklen zum Ein-
satz, und die Zahl der Glattungsschritte wird modifiziert. In den folgenden Graphiken sind die
mittleren Konvergenzraten x7j des Mehrgitterverfahrens iiber den Gitterebenen dargestellt.
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B Kanalstrémung in zwei Raumdimensionen

B.2 Navier-Stokes-Fall bei Re=100

Die Einstellungen fiir die Diskretisierung und das Losungsverfahren sind:

— nichtlineare Approximation
— linearer Loser

— max. Anzahl der linearen Schritte
— max. Anzahl der nichtlin. Schritte
— lineare Reduktion

— nichtlineare Reduktion

— Aufwindverfahren

— Stabilisierung

— Zahl der Mehrgitterebenen
— grobes Gitter

— Verfeinerung

— max. Seitenverhiltnis

— min. Seitenverhiltnis

Fixpunkt

Bi-CGSTAB mit Mehrgitter als Vorkonditionierer
V(2,2)-Zyklus bei Raw

V(0,2)-Zyklus bei (2)korr

ILUg mit 8 =(0.2,0.2,1)

keine Dampfung, d.h. A =1

40

15

mindestens 0.1 je nichtlinearem Schritt
10729, d.h. es werden 15 Schritte ausgefiihrt
POS und LPS

FIELDS und FLOW

mit jeweils Verfahren nach Raw und (2)korr
6

105 Punkte bzw. 84 Elemente

uniform

8.58601

1.05179

Fehlerentwicklung und Massenerhaltung

In den folgenden Graphiken wird die Entwicklung des Fehlers dargestellt. Auf der x-Achse sind
die Gitterebenen aufgetragen, die y-Achse beschreibt den Fehler der Lésung als auch der Mas-
senerhaltung. Es werden unterschiedliche Strategien zur Behandlung des konvektiven Terms in
Betracht gezogen. Sowohl ein reines Aufwindverfahren, wie in Gleichung (2.24) beschrieben,
kommt zum Einsatz, als auch die PAC-Methode wie in Gleichung (2.25) dargestellt.

In den Abbildungen bezeichne e, den Fehler der u-Komponente. Entsprechend bezeichnen e,
und e, die Fehler der v- und p-Komponenten. Die Entwicklung des Fehlers der v-Komponente
ist dabei nicht so entscheidend, da dieser um mindestens eine GréBenordnung geringer ist
als die beiden anderen Fehlerkomponenten und auf den Gesamtfehler dadurch keinen groBen

EinfluB hat.
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Abbildung B.6: Fehler bei reinem Aufwindverfahren und Raw
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Abbildung B.8: Fehler bei PAC-Version und Raw
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C Chorin’s abklingende Wirbel

In Abschnitt [5.1.5 wurde ein einfaches Testproblem mit einer exakten Losung vorgestellt.
Dadurch 13Bt sich der Fehler der berechneten zur exakten Losung sehr leicht bestimmen und
die eingesetzte Diskretisierung daran messen. Vor allem 138t sich dadurch auch beurteilen, wie
sich die beiden in dieser Arbeit vorgestellten Stabilisierungsvarianten FIELDS aus Gleichung
(2.16) und FLOW aus Gleichung (2.23) verhalten und miteinander vergleichen. Auch die in
den Stabilisierungen verwendeten Diffusionsansatze nach Raw und (2) (siehe Abschnitt|2.5.2)
verhalten sich unterschiedlich und werden daher ebenso in die Untersuchungen eingebunden.

In den nachfolgenden Abbildungen|C.1 bis|C.4 ist der Fehler der u-Komponente (der mit dem
Fehler der v-Komponente iibereinstimmt) und der p-Komponente iiber der Zeit aufgetragen.
Darin werden jeweils die verschiedenen Diskretisierungsméglichkeiten FIELDS und FLOW, als
auch die beiden Ansitze nach Raw und (2) mit verschiedenen Zeitschrittweiten und dem LPS-
Aufwindverfahren dargestellt.

Der Fehler der Massenerhaltung ||div(u)||, wird anschlieBend in den Abbildungen|C.5 und|(C.6
wiederum iiber der Zeit und fiir die verschiedenen Diskretisierungsverfahren dargestellt.

Die verwendeten Gitter sind kartesisch mit Gitterweiten von h = % bis h = 1—%8. Die jeweils

verwendeten Zeitschrittweiten sind in den Graphiken vermerkt.

Aus Platzgriinden und der besseren Ubersicht wegen wurde darauf verzichtet, die Abbildun-
gen der Fehler direkt in Abschnitt 5.1.5 einzufiigen. Stattdessen werden sie hier im Anhang
aufgefiihrt.
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D Mixing Layer

Das Mixing Layer Problem ist ein beliebtes Testproblem, um diverse Turbulenzmodelle mit-
einander zu vergleichen. Aus diesem Grund wird es auch in dieser Arbeit eingesetzt, wobei auch
die verschiedenen Diskretisierungsverfahren in die Untersuchungen einbezogen werden. Die ein-
gesetzte Diskretisierung und der dadurch eingebrachte Fehler beeinfluBt natiirlich auch eine
turbulente Simulation ganz erheblich. Daher werden sowohl in zwei als auch in drei Raumdimen-
sionen verschiedene Einstellungsmoglichkeiten fiir die Diskretisierung in Betracht gezogen und
einander gegeniibergestellt. Insbesondere wird dabei die Konzentration auf die beiden vorge-
stellten Stabilisierungen FIELDS aus Gleichung (2.16]) und FLOW aus Gleichung (2.23) gelegt.
Diese haben ein sehr unterschiedliches Verhalten, das v.a. auch bei turbulenten Simulationen
in Erscheinung tritt. Auch die verschiedenen Ansdtze zur Diffusionsapproximation innerhalb
der Stabilisierung (Raw, (2) und (2)korraus Abschnitt[2.5.2) werden bei den Untersuchungen
beriicksichtigt.

D.1 in zwei Raumdimensionen

In Abschnitt5.2.1lwurde in zwei Raumdimensionen das Mixing Layer Problem vorgestellt. Aus
Griinden der besseren Ubersicht wurde im dortigen Rahmen darauf verzichtet, alle Graphiken
darzustellen. Dies soll nun an dieser Stelle erfolgen.

Es werden die beiden Stabilisierungsvarianten FIELDS und FLOW eingesetzt. Als Aufwindap-
proximation bei der Stabilisierung kommen die Verfahren LPS und POS aus Abschnitt 2.5.1
zum Einsatz. Die Diffusionsapproximation bei der Stabilisierung erfolgt durch die Version nach
Raw und (2). Da das zugrunde liegende Gitter kartesisch ist, kann auf die korrigierte Variante
(2)korr in diesem Fall verzichtet werden.

Die Subskalendissipation £ggg fiir die beiden Stabilisierungsvarianten FIELDS und FLOW mit
dem LPS- und POS-Aufwindverfahren werden in den Abbildungen [D.1 und D.2 fiir das ge-
mischte und dynamische Modell dargestellt.

In Abbildung [D.3 wird die resultierende Wirbelstarke fiir das FLOW-(2)-LPS-Verfahren in
Kombination mit dem gemischten Modell und in Abbildung [D.4/ in Kombination mit dem
dynamischen Modell im zeitlichen Verlauf préasentiert.

SchlieBlich ist in Abbildung [D.5 der Massenerhaltungsfehler ||div(u)|], beim LPS-Aufwind-
Verfahren fiir die beiden Turbulenzmodelle abgebildet. Auf die Darstellung des Massenerhal-
tungsfehlers beim POS-Verfahren wird aufgrund der zu groBen Dissipation dieses Schemas
verzichtet.

165



166

0.00015

0.0001

5e-05 |

-5e-05 -

-le-04

-0.00015

-0.0002

-0.00025

-0.0003

-0.00035
0

0.0002

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008

-0.001

-0.0012

-0.0014

| Gemischtes Modell

D Mixing Layer

0 L

50

100

150

200

Zeiteinheiten: t = L‘E—O

Dynamisches Modell

250

300

50

100

150

Zeiteinheiten: t = UﬁJ—

200

oo

250

300

Abbildung D.1: Subskalendissipation £sag bei der Version mit LPS

FLOW, (2)
FLOW, Raw
FIELDS,(2)

FIELDS,Raw

FLOW, (2)
FLOW, Raw
FIELDS,(2)

FIELDS,Raw



D.1 in zwei Raumdimensionen 167

| Gemischtes Modell
000015 T T T T T T

—— FLOW, (2)
1e-04 |

ffffffff FLOW, Raw
5e-05 [t

-5e-05
-0.0001

-0.00015

-0.0002

-0.00025

_0-0003 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Zeiteinheiten: = U‘S—O

Dynamisches Modell
0.0002 T T T T T T

——— FLOW, (2)

-0.0002 1 FLOW, Raw
-0.0004
-0.0006

-0.0008

-0.001

-0.0012 ii .

-0.0014

-0.0016

-0.0018

-0.002 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Zeiteinheiten: ¢ = UﬁL

oo

Abbildung D.2: Subskalendissipation £gag bei der Version mit POS
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D Mixing Layer
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Abbildung D.3: Wirbelstarke beim FLOW-(2)-LPS-Verfahren und dem gemischten Modell
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Abbildung D.4: Wirbelstarke beim FLOW-(2)-LPS-Verfahren und dem dynamischen Modell
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Abbildung D.5: Massenerhaltung ||div(u)||, beim LPS-Aufwind-Verfahren
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D.2 in drei Raumdimensionen

In Abschnitt 5.2.2 wurde das Mixing Layer Problem in drei Raumdimensionen vorgestellt. Da in
drei Raumdimensionen die Startlésung bzw. die aufgepragte Storung entscheidend ist, wurden
drei verschiedene Methoden unterschiedlicher Starke vorgestellt.

Es wird sowohl das dynamische Modell aus Abschnitt[1.3.2 als auch das gemischte Modell aus
Abschnitt 1.3.3 in Verbindung mit den Stabilisierungsverfahren FIELDS und FLOW betrachtet.

Zur Veranschaulichung der resultierenden Losung wird fiir alle drei Startlésungen die z-
Komponente der Wirbelstarke graphisch in den nachfolgenden Abbildungen dargestellt.

e Startlosung 1:
Die Lésung beim gemischten Modell mit der Stabilisierung FLOW zur Startlosung 1
von Seite|123 bei Re=500 ist in Abbildung D.6 aufgefiihrt.

Starke der Stérung 1074,

e Startlosung 2:
Fiir beide Turbulenzmodelle sind in den Abbildungen [D.7 bis D.10/ die resultierende
Wirbelstarke der Startldsung 2 von Seite 128 bei Re=714 dargestellt.

Starke der Stérung 102

e Startlosung 3:
In den Abbildungen D.11 bis |D.14 sind die Resultate der Startlésung 3 von Seite [132
bei Re=700 fiir das gemischte und dynamische Modell abgebildet.

Starke der Stérung 1073,
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t =15t t =20t t = 25t t =30t

t = 35t t = 40t t = 45t t =50t

t = 55t t =60t t = 651 t =70t

t =75t t =80t t = 85t t =90t

Abbildung D.6: Lésung des 3d-Mixing-Layer-Problems mit 2d-Charakter: w, in Ebene z = 1
beim gemischten Modell mit FLOW
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z=1

t =15t
t =20t
t = 25t
t =30t

Abbildung D.7: Wirbelstirke w, in unterschiedlichen Schnittebenen bei Re=714, gemischtes
Modell, FLOW
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Abbildung D.8: Fortsetzung: Wirbelstarke w, in unterschiedlichen Schnittebenen bei Re=714,
gemischtes Modell, FLOW
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z=1

t =15t

t =20t

(= oa_f_.__l' t = 25t
' t =30t

Abbildung D.9: Wirbelstarke w, in unterschiedlichen Schnittebenen bei Re=714, dynamisches
Modell, FLOW
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t = 40t
t = 50t
t = 60t
t="70t

Abbildung D.10: Fortsetzung: Wirbelstarke w, in unterschiedlichen Schnittebenen bei Re=714,
dynamisches Modell, FLOW
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t = 15t t =20t t = 25t t = 30t

s
)
2

t = 350 t =40t t = 45t t =50t

t = bbt t =60t t = 65t t =70t

t =75t t = 80t t = 85t t =90t

Abbildung D.11: Re=700: w, in Ebene z = 1 beim gemischten Modell mit FLOW
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t =15t t =20t t = 25t t =30t

t = 35t t = 40t t = 50t

t = 55t t = 65t t =70t

t =75t t =80t t = 85t t =90t

Abbildung D.12: Re=700: w, in Ebene x = 1 beim gemischten Modell mit FLOW
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t = 15t t =20t t = 25t t = 30t

t = 350 t =40t t = 45t t =50t

t =55t t =60t t = 65t t =70

t =75t t = 80t t = 85t t =90t

Abbildung D.13: Re=700: w, in Ebene z = 1 beim dynamischen Modell mit FLOW
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t =20t t = 25t t =30t
t = 40t t = 50t
t =60t t = 65t t =70t
t =75t t = 80t t = 85t t =90t

Abbildung D.14: Re=700: w, in Ebene z = 1 beim dynamischen Modell mit FLOW
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