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Kapitel 1

Einleitung

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung von Lésungen von Systemen
von Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichungen, die fiir die Model-
lierung eines radioaktiven Schadstofftransports im Grundwasser verwendet wurden.
Es sind robuste und effiziente numerische Verfahren entwickelt worden, die auf kom-
plexen Gitter-Geometrien, vgl. Kapitel 8 und [33], angewandt wurden. Die Kriterien
bei der Entwicklung dieser Verfahren waren zum einen grosse Zeitschrittweiten und
zum anderen grobe Gitter. Dadurch wurden die Rechenzeiten erheblich verringert
und die realistischen potenziellen Schadensfélle konnten innerhalb von Stunden, vgl.
Kapitel 8, durchgefiihrt werden.

Bisherige Standard-Verfahren von erster Ordnung konnten diese Kriterien aufgrund
der schlechten Konvergenzgeschwindigkeit und der daraus resultierenden langen Re-
chenzeit nicht erfiillen, vgl. [77] und [87].

Die verlangten Kriterien konnten mit einer Verbesserung der Diskretisierungsver-
fahren mit hoherer Ordnung erreicht werden. Dieses wurde mit einer Aufteilung
in Teilgleichungen, die mit verbesserten Diskretisierungsverfahren gelést wurden
und der anschliessenden Kopplung der Teillosungen erreicht. Fiir die Diffusions-
Dispersions-Gleichungen konnten die bisherigen impliziten Zeitdiskretisierungen
mit Standard-Finite-Volumen-Verfahren verwendet werden. Fiir die Konvektions-
Reaktions-Gleichungen konnten explizite Zeitdiskretisierungsverfahren mit Finite-
Volumen-Verfahren von hoéherer Ordnung benutzt werden. Insbesondere konnte
ein neues Verfahren fiir Konvektions-Reaktions-Gleichungen mit linearer Gleichge-
wichtssorption entwickelt werden, welches analytische Losungen der eindimensiona-
len Konvektions-Reaktions-Gleichungen verwendet. Das neue Diskretisierungsver-
fahren hat den Vorteil, dass es fiir die eindimensionalen Konvektions-Reaktions-
Gleichungen exakt ist und bei der Anwendung fiir die mehrdimensionalen Gleichun-
gen nur einen Approximationsfehler des Finiten Volumen-Verfahrens hat. In diesem
Kontext ist mit Dimension die raumliche Ausdehnung gemeint. Dadurch, dass keine
Operator-Splitting-Verfahren zwischen der Konvektions- und Reaktions-Gleichung
verwendet werden, vgl. Kapitel 3, ist es den bisherigen Standard-Verfahren, die ein
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Operator-Splitting-Verfahren verwenden, vgl. [88], [96], iiberlegen.

Anschliessend werden die verbessert diskretisierten Teilgleichungen mit dem
Operator-Splitting-Verfahren gekoppelt.

Dabei wurden zwei Verfahren miteinander verglichen:

Bei dem Standard-Verfahren wurden die Konvektions-, Diffusions-Dispersions- und
Reaktions-Gleichung gekoppelt.

Bei dem neuen Verfahren, das im folgenden auch Modifiziertes Verfahren genannt
wird, wurde die Konvektions-Reaktions-Gleichung mit der Diffusions-Dispersions-
Gleichung gekoppelt. Das Modifizierte Verfahren konnte somit eine Kopplung elimi-
nieren.

Aus dieser Problematik heraus ist die Arbeit zur Verbesserung der Diskretisierung
der Konvektions-Reaktions-Gleichung entstanden und hat dort ihren Schwerpunkt.

Bei den Vorarbeiten wurde eine Aufteilung der Gleichung in Teilgleichungen durch-
gefithrt. Fiir jede Teilgleichung wurden die effizientesten Diskretisierungs- und
Losungs-Methoden ermittelt. Die bisherigen robusten Mehrgitterverfahren, die in
der Gruppe um Prof. Gabriel Wittum entwickelten wurden, konnten fiir die implizit
diskretisierten Anteile verwendet werden. Insbesondere konnten daher fiir den Fall
der diffusions-dispersions-dominanten Gleichungen die stabilen Loser fiir paraboli-
sche Differentialgleichungen, vgl. [49], benutzt werden.

Die vorliegende Arbeit konnte fiir das Projekt zur Entwicklung eines Programms
zur Modellierung des Schadstofftransports im Grundwasser, das von der GRS (Ge-
sellschaft fiir Anlagen- und Reaktorsicherheit) gestellt wurde, verwendet werden.
An dem Projekt waren meine Kollegen Peter Frolkovi¢, Michael Lampe und ich
beteiligt. Die Projektarbeit bestand darin ein Programmpaket zu erstellen, das die
effizienten Methoden fiir die Diskretisierungen und die Loser, sofern sie noch nicht
in dem UG-Programmpaket, vgl. [4], implementiert waren, einzubinden und die
geforderten realistischen Rechnungen, vgl. Kapitel 8, durchzufiihren.

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit wird in folgende Kapitel untergliedert:
Einleitung, Modellierung, Diskretisierung, Operator-Splitting-Verfahren, Analyti-
sche Losungen, Iterations- und Mehrgitterverfahren, Software-Paket r3t , Modell-
probleme und Ausblick.

In den einzelnen Kapiteln werden die folgenden Inhalte behandelt:

Nach einer kurzen Einleitung wird in Kapitel 2 das physikalische Modell des Trans-
ports radioaktiver Schadstoffe in einem pordsen Medium erlautert und daraus das
mathematische Modell mit den Gleichungen abgeleitet. Die abgeleiteten partiellen
Gleichungen, die in der Literatur, vgl. [8], [9], beschrieben werden, sind Systeme von
Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichungen mit linearer oder nicht-
linearer Gleichgewichtssorption. Die Parameter der Gleichungen fiir den Transport
und die Reaktion, sowie den hydrogeologischen Modellparametern werden beschrie-
ben. Die Beschreibung des Modells wird so allgemein wie moglich gehalten, um eine
Anwendbarkeit der Gleichungen auf dhnliche Modelle zu ermoglichen. Die herge-
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leiteten Gleichungen werden dann in den nachfolgenden Kapiteln gelost und auf
realistische Szenarien von Schadensfillen angewandt.

In Kapitel 3 wird die Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichungen aus Kapitel 2
beschrieben. Fiir diese Vorgehensweise wird die Finite-Volumen-Methode als Basis
verwendet. Das Ziel dieses Kapitels ist dabei die Beschreibung und Konstruktion
von Diskretisierungsmethoden hoherer Ordnung. Diese erfiillen die Kriterien grofler
Zeitschrittweiten und grober Gitter. Es wird eine Zerlegung in Teilgleichungen fiir
explizite und implizite Verfahren aufgezeigt und mit den entsprechenden aus der
Literatur bekannten Finite-Volumen-Methoden diskretisiert, vgl. [77], [10]. Um eine
hohere Ordnung fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung zu erhalten, wird ein neu-
es Verfahren vorgestellt, das auf der Grundlage des Transports von Masse basiert
und eine in der Arbeit hergeleitete analytische Losung der Konvektions-Reaktions-
Gleichung zur Berechnung der Masse verwendet.

Die Operator-Splitting-Methoden werden in Kapitel 4 beschrieben. Sie werden zur
Losung der Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichungen verwendet.
Die Gleichungen werden dazu in Teilgleichungen zerlegt, die mittels analytischen
oder numerischen Verfahren gelost werden. Die Teillosungen werden im Verfah-
ren wieder miteinander iiber die Anfangsbedingungen der Teilgleichungen zu ei-
ner Losung der Ausgangsgleichung gekoppelt. Das hierzu verwendete Operator-
Splitting-Verfahren wird beschrieben, vgl. [88]. Die entstehenden Fehler, die bei
der Entkopplung der Gleichungen entstehen, werden bestimmt. Zum Abschluss des
Kapitels werden die Operator-Splitting-Verfahren von hoéherer Ordnung und eine
Anwendung der Splitting-Methode beschrieben.

Die analytischen Losungen fiir das System von eindimensionalen Konvektions-
Reaktions-Gleichungen mit linearer Gleichgewichtssorption wurden in Kapitel 5 her-
geleitet. Die Methode zur Herleitung fiir analytische Losungen mit stiickweise ste-
tigen Anfangsfunktionen wird dargestellt. Dazu wird ein aus [23], [26] bekanntes
Standard-Verfahren benutzt, um die Systeme von partiellen Differentialgleichun-
gen in gewohnliche Differentialgleichungen zu transformieren. Die Losungen der
gewohnlichen Differentialgleichungen werden beschrieben und die anschliessenden
Riicktransformationen in den Losungsraum gezeigt. Insbesondere werden die durch
das Verfahren auftretenden speziellen Losungen behandelt. Abschliessend werden
die ausfliessenden und einfliessenden Massen fiir die Finite-Volumen-Diskretisierung
durch die Integration der analytischen Losungen iiber die eindimensionalen Inter-
valle ermittelt.

In Kapitel 6 werden die verwendeten Iterations- und Mehrgitterverfahren, die zur
Losung der implizit diskretisierten Teilgleichungen benutzt werden, beschrieben. Die
Grundlagen fiir die iterativen Verfahren stammen aus [46]. Es wird eine Einlei-
tung iiber Iterationsverfahren gegeben und anschliessend das Mehrgitterverfahren
beschrieben, das als Standard-Verfahren zum Losen von parabolischen Differential-
gleichungen eingefiihrt wird.

Die Beschreibung des verwendeten und weiterentwickelten Software-Toolbox UG



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4

wird in Kapitel 7 beschrieben. Sowohl die entwickelten Strukturen fiir die Pro-
grammierung der komplexen Software-Toolbox als auch die Aufgaben, die durch
die Software-Toolbox gelost werden, werden vorgestellt. Die wichtigen Konzepte
der Software-Toolbox UG werden beschrieben. Es werden die Anwendungen der
Software-Toolbox UG anhand der Programmpakete d3f und r3t erliutert. Ab-
schliessend werden die Konzepte von r3t beschrieben.

In Kapitel 8 werden die numerischen Ergebnisse betrachtet. Dieses neue Verfah-
ren wird fiir verschiedene ein- und zweidimensionale Testprobleme mit Standard-
Verfahren verglichen. Es werden die Verfahrensfehler sowie die Konvergenzordnun-
gen angegeben. Abschliessend wird ein realitdtsnahes Modell eines Schadensfalls,
dass von dem Auftraggeber GRS (Gesellschaft fiir Anlagen- und Reaktorsicherheit)
gestellt wurde, beschrieben. Die Losungen der 2D und 3D Langzeitrechnungen fiir
den potenziellen Schadensfall werden abschliessend erldutert.

In Kapitel 9 wird eine Zusammenfassung der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
und ein Ausblick gegeben.

Um dem Leser einen Leitfaden fiir die Einarbeitung in die Arbeit zu geben, sind die
Kapitel in der nachfolgenden Abbildung 1.1 angefiihrt. Es konnen die Kapitel 2, 3,
4,7, 8 fiir sich gelesen werden, wobei die Kapitel 5 und 6 inhaltlich auf Kapitel 3
aufbauen. Dieses Kapitel sollte daher zuerst gelesen werden.

Zum weiteren konzeptionellen Verstdndnis der Losungsmethoden der Konvektions-
Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung ist die Abbildung 1.2 vorbereitet wor-
den. Der Leser findet darin die einzelnen Losungsmethoden, die am effizientesten
zur Losung der Teilgleichungen in dieser Arbeit bestimmt wurden.
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Kapitel 2 : Modellierung
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Herleitung

Gleichung

Kapitel 3 : Diskretisierung
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Kapitel 5 : Analytische Lésungen
eindim. Konvektions—Reaktions—Gleichungen
mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren

¢ Laplace-Transformation
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¢ Programm R3T
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Abbildung 1.1: Uberblick iiber die Arbeit.




KAPITEL 1. EINLEITUNG

Konvektions—Diffusions—Dispersions—
Reaktions—Gleichung

/

lineare

Gleichgewichtssorption

explizite Zeit—
Diskretisierung

implizite Zeit—
Diskretisierung

.

nichtlineare
Gleichgewichtssorption

explizite Zeit-
Diskretisierung
explizite Zeit-
Diskretisierung

implizite Zeit—
Diskretisierung

Konvektions— Diffusions—

Reaktions— Dispersions—

Gleichung Gleichung
Finite-Volumen— Standard
Verfahren mit Finite—
héherer Ordnung Volumen-—
und analytischen Verfahren

eindimensionalen
Lésungen der

Konvekt.—Reaktions—

Konvektions—| | Reaktions—

Gleichung

Finite—Volumen—
Verfahren mit
héherer Ordnung

Gleichung

analytische Ldsung
fur die gewdhnliche

Differentialgleichung

Diffusions—
Dispersions—
Gleichung

Standard
Finite—
Volumen-
Verfahren

Gleichung Y Y Y Y
explizite implizite Losungs— explizite explizite implizite Losungs—
Ldésung Verfahren zur Ldsung Ldsung Verfahren zur

Berechnung der
Losung

Kopplung der
Teillésungen mit

der Operator-Splitting
Methode

Losung der Gesamtgleichung

Kopplung der
Teilldsungen mit
der Operator—Splitting
Methode

Berechnung der
Losung

Losung der Gesamtgleichung

Abbildung 1.2: Uberblick iiber die Gleichung und ihre Losungsverfahren.




Kapitel 2

Modellierung

2.1 Einleitung und Motivation

In den letzten Jahren hat das Interesse an der numerischen Simulation von po-
tenziellen Schadensfillen im Bereich der Endlager fiir radioaktive Abfélle erheblich
zugenommen. Dazu mussten Modelle entwickelt werden, die die realen Gegebenhei-
ten moglichst vollstdndig und realitdtsnah beschreiben konnten, um Aussagen iiber
den Verlauf eines potenziellen Schadensfalls zu erreichen. Die daraus resultierenden
Modellgleichungen konnten fiir die numerischen Berechnungen in Simulationspro-
grammen benutzt werden.

Zur Berechnung des potenziellen Schadstofftransports aus Endlagern fiir radioaktive
Abfalle wurden unterschiedliche Modelle entwickelt.

Dabei hat sich im Rahmen des hier vorgestellten Projekts zur Berechnung des Schad-
stofftransports im Grundwasser, welches durch ein Deckgebirge {iber einem Salzstock
fliesst, ein Modell ergeben, das in dem vorliegenden Kapitel beschrieben wird.

Es handelt sich um ein Modell das in [9] , [71] beschrieben ist, und den Transport
und die Reaktion als Modellierung von Schadstoffen in porésen Medien mit Sorption
beinhaltet.

Dieses Kapitel soll von der Physik des mathematischen Modells iiber das mathema-
tische Modell hin zu den Modellgleichungen fiihren.

2.2 Die Physik des mathematischen Modells

In diesem Abschnitt werden die physikalischen Eigenschaften, vgl. [9], [19], [71] und
[34], des Modells beschrieben. Mit diesem physikalischen Modell kann das zugehorige
mathematische Modell definiert werden.
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Der Einfachheit halber wird hier das Modell beschrieben, das die Gleichgewichtssorp-
tion, vgl. Abschnitt 2.3.3, beriicksichtigt. Die verschiedenen Phasen des Schadstoffs
werden auf die geloste Phase im Grundwasser beschrankt, vgl. Abschnitt 2.3.2.

Fiir dieses Modell wird folgendes Szenario betrachtet:

Ein Endlager fiir radioaktive Abfille befindet sich in einem Salzstock. Dieser Salz-
stock wird von einem groBraumigen, heterogenen Deckgebirge iiberlagert (siehe Abb.
2.1).

Im potenziellen Schadensfall dringt Wasser auf einer entstandenen Wegsamkeit in
das Endlager ein, kommt mit den Abfillen in Kontakt und wird kontaminiert. Durch
die in Salzstocken herrschenden Driicke und Bewegungen, die durch das aufliegende
Gebirge hervorgerufen werden, wird das kontaminierte Grundwasser wieder aus dem
Endlager und dem Salzstock ausgepresst. Dieses ausgepresste, kontaminierte Wasser
wird als zeitabhéngige Quelle fiir Radionuklide in der Grundwasserstrémung ange-
sehen. Die Radionuklide werden mit der Grundwasserstromung transportiert. Dabei
wird die ausgepresste Wassermasse gegeniiber der Wassermasse, die mit der Grund-
wasserstromung transportiert wird, vernachléssigt. Als Reaktionsprozesse werden
der radioaktive Zerfall, der den Ubergang von einem Radionuklid in das entspre-
chende Tochternuklid angibt und die Adsorption, die einen Umtausch in den einzel-
nen Aufenthaltsbereichen, der mobilen oder der festen Phase, vgl. Abschnitt 2.3.2
angibt, verwendet.

Die Abbildung 2.1 zeigt die physikalischen Gegebenheiten eines Endlagerstandorts,
wie sie aus der Aufgabenstellung zu entnehmen sind.

2.3 Das mathematische Modell

Nach dem physikalischen Modell wird das mathematische Modell mit den zugehori-
gen mathematischen Gleichungen angegeben, die Beschreibung folgt der Arbeit [38].

Dabei werden die einzelnen Terme der mathematischen Gleichung beschrieben, die
sich aus Reaktions-, Transport- und Sorptionsterm zusammensetzen.

Der Zerfall der einzelnen Spezies wird linear und irreversibel erfolgen. Der Para-
meter \; soll die Zerfallsrate fiir die Spezies 7, als Halbwertszeit beschreiben. Eine
Vorgéangerspezies kann nur einen Nachfolger besitzen, ein Nachfolger kann aber meh-
rere Vorginger besitzen. Die Notation fiir die Isotope und Elemente ist eingefiihrt
mit:

Die Isotope, im folgenden auch Nuklide oder Schadstoffe genannt, bezeichnet man
mit 7. Jedem Isotop ist ein Element e = e(i) zugeordnet, wobei mehrere Isotope zu
einem einzigen Element gehoren. Die zu einem Element gehorenden Isotope haben
alle die gleichen Sorptionsparameter, vgl. Abschnitt 2.3.3 und die gleichen Diffusions-
und Dispersions-Parameter, vgl. Abschnitt 2.3.3.1.

Der Transport gliedert sich in einen Konvektions- und einen Diffusions-Dispersions-
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A <

Einlagerungsorte

Abbildung 2.1: Schematische Ubersicht eines Endlagerstandortes, vgl. [13].

Anteil. Der Konvektions-Anteil wird durch den Geschwindigkeitsvektor v bestimmt
und gibt die rdumliche Ausbreitungsrichtung der Konzentrationen mit der Geschwin-
digkeit an. Der Diffusions-Dispersions-Anteil ist die rdumliche Ausbreitung der Kon-
zentrationen mit dem Konzentrationsgradienten und wird durch den Scheidegger-
Ansatz, vgl. Abschnitt 2.3.3.1 angegeben. Die Konzentrationen der Schadstoffe sind
in der Einheit [mol/m?] angegeben.

Die Sorption, die den Austausch zwischen dem gelésten (mobilen) Schadstoff und
an der Kornoberfliche sorbierten (immobilen) Schadstoff darstellen, tritt sowohl in
dem Zeitterm, als auch in dem Reaktionstermen auf. Die Reaktion ist reversibel.
Die Gleichgewichtssorption kann deshalb als Vorfaktor in den betreffenden Termen
angegeben werden.

Damit kann die Differentialgleichung angegeben werden mit den physikalischen Pa-
rametern.
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2.3.1 Differentialgleichung

Anhand des beschriebenen Modells kann die dazugehorige Differentialgleichung an-
gegeben werden. Sie ist in [9] und vom Auftraggeber in [34] beschrieben worden.
Es ist ein System von partiellen Differentialgleichungen von zweiter Ordnung und
lautet wie folgt:

<;58th + 0((1 — (b)pcfd) +V- (VCZ-L — De(i)Vcl-L) (2.1)

= =Ni(gef + (1= 0)pc) + D0 Mlgek + (1= d)pcit!) + Qs

k=k(i)
¢ effektive Porositit [—] ,
ck Konzentration des i-ten Radionuklids in der mobilen
Phase [mol/m?]
p: Feststoffdichte [kg/m?] ,
i Konzentration des i-ten Radionuklids in der adsorbierten
Phase [mol/m?] ,
v Darcy-Geschwindigkeit der Grundwasserstromung [m/al
DeW elementspezifischer Diffusions-Dispersions-Tensor [m?/a] ,
Ve Zerfallskonstante des i-ten Radionuklids [1/a] ,
Qi : Quellterm des i-ten Radionuklids [mol/(m?a)],

wobei ¢ =1,..., M und die Anzahl der Komponenten M ist.

Die Parameter der Gleichung (2.1) werden weiter erldutert, vgl. auch [38] und [36].
Es ist ¢ die effektive Porositit, die den Porenanteil des Aquifers angibt, der mit
Wasser gefiillt ist. Die Feststoffdichte p gibt die Dichte der Bodenmatrix an. Der
Transportterm wird mit der Darcy-Geschwindigkeit v angegeben, sie gibt die Rich-
tung und den Betrag der Grundwasserstromung an. Das Geschwindigkeitsfeld ist
dabei divergenzfrei. Die Zerfallskonstante des i-ten Radionuklids, auch im folgenden
Nuklid oder Isotop genannt, wird mit A; bezeichnet. Dabei sind k() die Indizes der
Miitter des i-ten Isotops.

2.3.2 Phasen

Die Zusténde, in denen sich die Schadstoffe befinden kénnen, werden Phasen ge-
nannt. In unserer Modellierung gibt es zwei Zustdnde zum einen die mobile oder
geloste Phase und zum anderen die immobile oder sorbierte Phase.
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2.3.3 Sorption

Hier wird die Gleichgewichtssorption betrachtet. Die Sorption ist eine Anreicherung
zwischen dem immobilen und dem gel6sten Anteil der Konzentration. Man spricht
von einer Gleichgewichtssorption, falls man instantan ein Gleichgewicht zwischen
dem festen und mobilen Anteil der Konzentration angeben kann. Dies kann man
mathematisch wie folgt ausdriicken:

M = K(ceL(i))cf . (2.2)
Es ist die adsorbierte Konzentration mit ¢ und die geloste Konzentration mit cF
angegeben. Dabei ist die Funktion K (cg(i)) eine Isotherme. Es ist cf(i) die Element-
konzentration, die eine Summe der zum Element e gehérenden Konzentrationen des
Nuklids 7 ist.

Sie ist definiert mit:

Cg(i) = ZCZL . (23)
Dabei geht der Index ¢ iiber alle Isotope, die zum Element e gehoren.

2.3.3.1 Der Scheideggeransatz

Der Diffusions-Dispersions-Tensor ist in dem Modell nach dem Scheideggeransatz,
vgl. [84], angegeben mit:

D0 = DT + [v| (ar] + (o, — ar) v & v/Iv]) (2.4

Die Parameter des Diffusions-Dispersions-Tensors sind angegeben durch:

¢ effektive Porositdt, vgl. Abschnitt 2.3.1, v Geschwindigkeit des Grundwassers,
Dl elementabhiingige Diffusionskonstante und «aj, longitudinale Dispersionslinge
und a7 transversale Dispersionsliange.

2.3.3.2 Gleichgewichts-Isotherme

Mit der Gleichgewichts-Isotherme kénnen die sich im Gleichgewicht befindenden mo-
bilen und immobilen Konzentrationen bestimmt werden. Der Austausch zwischen
den beiden Konzentrationen kann iiber die verschiedenen Isothermen beschrieben
werden. Als Isotherme bezeichnet man den Austauschprozess bei konstanter Tem-
peratur zwischen der mobilen und immobilen Phase.

Folgende Isothermen sind moglich:
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1.) Linearer Fall :
1.1.)Henry-Isotherme :

K=K (2.5)
K g(i) . elementspezifischer K;-Wert der Henry-Isotherme .

2.) Nichtlinearer Fall :
2.1.) Langmuir-Isotherme :

kb

K=K(,)=——"-+— 2.6

(Ce(z)) 1+0b Cg(l') ) ( )
b: elementspezifische Sorptionskonstante der Langmuir-Isotherme ,
k: elementspezifische Sorptionskapazitdt der Langmuir-Isotherme .

2.2.) Freundlich-Isotherme :
p—1

K= K(CeL(i)) = Ky (CeL(i)) ) (2.7)

K, : elementspezifische Sorptionskonstante der Freundlich-Isotherme ,

p: elementspezifischer Exponent der Freundlich-Isotherme .

Die Nichtlinearitdt kommt dabei durch den Term ceL(Z.) in die Gleichung, er ist ei-
ne Summation iiber alle beteiligten Isotop-Konzentrationen zum Element e(7), vgl.
Abschnitt 2.3.1.

Es kann die Ersetzung fiir ¢4 mit Gleichung (2.2) stattfinden und man erhilt die
Gleichung fiir die Konzentration des mobilen Anteils, wobei der Einfachheit ¢F = ¢;
verwendet wird:

a((6+ (1= ) p K(cuw)) &) + V- (ver — DVey) (2.8)

= X0+ (1= 9) p Klee)) 1)

+ 3 M6+ (1= 6) p Klcew)) o) + @i,

k=k(i)

wobei ¢ =1,..., M ist.
Diese Gleichung wird im folgenden verwendet, dabei ist die Quelle des i-ten Schad-
stoffs mit Q; gegeben. Die anderen Parameter sind in den vorhergehenden Abschnit-
ten eingefiihrt worden.
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2.3.4 Randbedingungen und Anfangsbedingungen

Es werden fiir die Modellgleichungen folgende Randbedingung hergenommen:

Die Idee ist dabei eine Weiterfithrung des Schadstoffflusses iiber die Grenzen des
Gebiets zu ermoglichen. Der advektive Strom soll die aktuelle Konzentration der
Schadstoffe mit der aktuellen Stromungsgeschwindigkeit aus dem Modellgebiet aus-
tragen. Bei dem Einstromen soll der advektive Strom die Konzentration vom Rand-
gebiet mit der aktuellen Stréomungsgeschwindigkeit in das Modellgebiet eintragen.
Fiir die Ein- und Ausfluss-Randbedingung gilt:

n-(ve;—DVe)=n-vég mit €D, t>0.

Dabei nennt man die Stellen an denen der i-te Schadstoff einfliesst, Inflow-
Randbedingung, falls ¢; mit n-v < 0, d.h. eine Konzentration ¢ wird explizit
angegeben und fliesst am Rand ein. Die Stellen an denen der i-te Schadstoff aus-
fliesst, auch Outflow-Randbedingung genannt, erhélt man mit ¢; = ¢; mit n-v > 0,
dabei ist der diffusiv-dispersive Fluss gleich Null.

Fiir die Stromung ist V-v = 0 definiert. Sie ist deshalb eine divergenzfreie Stromung,
d.h. ohne Quellen und Senken.

Die Randbedingung fiir die Ein- und Ausstromung sind insbesondere fiir die Be-
schrankung auf ein Gesamtgebiet angebracht, so kann man Teilbereiche des Ge-
samtgebiets betrachten. Es sollen dabei Anfangsbedingungen fiir t = 0 oder Quellen
fiir ¢ > 0 verwendet werden. Als Quellen sollen die einstromenden Schadstoffmengen
modelliert werden. Dabei sollen eine punkt- oder linienférmige bzw. rechtecks- (2D)
oder quaderférmige (3D) Quelle angenommen werden kénnen. Die Quelle ist eine
konstante oder eine iiber der Zeit variierende Funktion mit:

Qi<t>:{ % b= 1

0 sonst
T .
it [ Q-0
0

Sie geht als expliziter Term in die Diskretisierung ein. Damit ist die Umsetzung von
einem komplexen Modell in ein mathematisches Modell durchgefiihrt worden. Durch
eine moglichst realitdtsnahe Modellierung ist es nun moglich, Vorhersagen iiber die
Entwicklung des Systems zu machen.

2.3.5 Modellgleichung

Die Modellgleichung wird anschliessend angegeben, sie wird fiir die weitere Beschrei-
bungen und Konstruktionen verwendet. Zur einfacheren Schreibweise wird der Re-
tardierungsparamter R;, eingefiihrt, der explizit fiir den Fall der Gleichgewichtssorp-
tion angegeben werden kann, vgl. Abschnitt 2.3.3 . Die Modellgleichung hat folgende
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Terme:

GO Rici+V-(ve;— DVe;) = —¢ Ry Nici + > ¢ Ry, M, + Qi (2.9)
k=k(i)

’izl,...,M, Ce(z‘):ZCZ‘,

(1-9)
¢

R, =1+ P K(Ce(i)) ,

wobei R; der Retardierungsfaktor, der auch Riickhaltefaktor genannt wird, ist.

In dem hier vorgestellten Fall wird die Gleichgewichtssorption mit der Henry-
[sotherme betrachtet.

Diese Gleichung (2.9) wird als Ausgangsgleichung fiir alle weiteren Verfahren herge-
nommen, bei weiteren Vereinfachungen werden die Transformationen der einzelnen
Terme hergenommen.

Im folgenden Kapitel kann nun die Gleichung (2.9) in diskrete Gleichungen und da-
mit zur Anwendung von numerischen Verfahren vorbereitet werden. Insbesondere
wird eine neue Methode zur Diskretisierung mit analytischen Massenfliissen vorge-
stellt, die auf der Losung von eindimensionalen Teilproblemen basiert.



Kapitel 3

Diskretisierung

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel sind die verschiedenen Diskretisierungsverfahren fiir die Konvek-
tions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung mit linearer oder nichtlinearer
Gleichgewichtssorption fiir den 2D und 3D Fall beschrieben.

Das Ziel der Diskretisierung ist es, fiir die Gleichung ein Verfahren von hoéherer
Ordnung zu entwickeln.

Dieses Ziel von hoherer Ordnungsdiskretisierung wird erreicht durch die Entkopp-
lung der Gleichung in Teilgleichungen, die mit expliziten oder impliziten Diskreti-
sierungsverfahren behandelt werden.

Im Fall der linearen Gleichgewichtssorption erhilt man zwei Teilgleichungen. Ei-
ne Teilgleichung die Diffusions-Dispersions-Gleichung wird mit impliziter Diskreti-
sierung behandelt. Die Diskretisierung der anderen Teilgleichung der Konvektions-
Reaktions-Gleichung wird mit expliziter Diskretisierung von hoherer Ordnung durch-
gefithrt. In dieser neuen Diskretisierung wurden die eindimensionalen analytischen
Losungen der Konvektions-Reaktions-Gleichung eingebettet, damit entfillt der Split-
tingfehler, vgl. Kapitel 5.

Im Fall der nichtlinearen Gleichgewichtssorption werden drei Teilgleichungen ver-
wendet. Die Diskretisierung einer Teilgleichung der Diffusions-Dispersions-Gleichung
wird wiederum mit der impliziten Diskretisierung durchgefiihrt. Die Diskretisierung
der Konvektions-Gleichung wird mit der expliziten Diskretisierung mit héherer Ord-
nung durchgefiihrt. Die Reaktions-Gleichung wird analytisch gelost.

Durch das neue Diskretisierungsverfahren fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung
wird der Kopplungsfehler vermieden und dadurch der Zeitfehler eliminiert. Bei
den anderen Verfahren hat man aufgrund der Entkopplung mit einem Operator-
Splitting-Verfahren einen Fehler in der Zeit von erster Ordnung mit O(7).

15
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Nachfolgend ist eine Ubersicht der Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Disper-
sions-Reaktions-Gleichung in der Abbildung 3.1 gegeben.

m-dimensionale
Konvektions—Diffusions—Dispersions—
Reaktions—Gleichung

explizite
Zeitdiskretisierung

mit Finite—VVolumen—

Methode mit
upwind-Verfahren

m-dimensionale
Konvektions—Reaktions—
Gleichung

héhere Ordnungs—
Diskretisierung

mit eingebetteter
eindimensionaler
analytischer Losung
der Konvektions—
Reaktions—-Gleichung

m-dimensionale
Konvektions—Reaktions—
Gleichung

ohne Splitting—Fehler

implizite Zeitdiskretisierung
mit Finite—VVolumen—Methode
mit zentralen Differenzen

m-— dimensionale
Diffusions—
Dispersions—
Gleichung

héhere Ordnungs—
Diskretisierung

mit gekoppelter
analytischer Losung

der Reaktions—Gleichung

m-dimensionale
Konvektions—Reaktions—
Gleichung

mit Splitting—Fehler

Abbildung 3.1: Vorgehen zur Diskretisierung der Gleichungen.

Anschliessend wird die Entwicklung und Einordnung der Finite-Volumen-Methode
in den Kontext der Diskretisierungsverfahren beschrieben.
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3.2 Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode wurden als eine Weiterentwicklung der Finite-Differen-
zen-Methode auf unstrukturierten Gittern konstruiert. Die Methode wird auch Box-
oder Balance-Verfahren genannt. Die ersten Verfahren basieren auf der Arbeit [95].
Darin wurden die Konvergenzeigenschaften der Finite-Volumen-Methode untersucht.
Die Verwendung der Finite-Volumen-Methode mit dem Mehrgitterverfahren wurde
in der Arbeit [48], [57] durchgefiihrt. In der vorliegenden Arbeit wird das Mehrgit-
terverfahren zur Losung der implizit diskretisierten Teilgleichungen verwendet, vgl.
Kapitel 6.

Eine weitere Eigenschaft der Finite-Volumen-Methode ist die Konservativitit. Sie
bedeutet die Erhaltung von physikalischen FEigenschaften. Dadurch kénnen die Er-
haltungsgleichungen, (engl. balance equations), diskretisiert werden, ohne ihre phy-
sikalischen FEigenschaften zu verlieren. In unseren Gleichungen ist die physikalische
Eigenschaft, die Massenbilanz, gegeben. Sie ist durch die Gleichheit von ausstrémen-
der und einstrémender Masse in jedem Volumenelement lokal gegeben. Sie entsteht
aufgrund des Aufhebens von inneren Flusstermen.

Fiir die Anwendung der Finite-Volumen-Methode sind folgende geometrische Vor-
bereitungen zu treffen:

1.) Die Triangulierung des Modellgebiets, auch priméres Gitter genannt.

2.) Einfithrung eines dualen Gitters, das auch duales Boxgitter genannt wird.

An dieses Boxgitter werden noch spezielle Gleichgewichtsbedingungen gestellt, vgl.
[48]. Es werden zusétzlich noch die Ansatzfunktionen auf dem priméren Gitter ein-
gefiihrt, die von der Finite-Element-Methode kommen. Weitere Ansatzfunktionen
werden auf dem dualen Gitter der Finite-Volumen-Methode eingefiihrt, diese wer-
den auch Boxfunktionen genannt, vgl. [37].

Weiter ist die numerische Robustheit gegeniiber Auswirkungen von dem diskreten
Minimums- und Maximums-Prinzip gegeben und eine Bildung der benétigten Gra-
dienten mit einfachen Ansatzfunktionen mdoglich. Dies spricht fiir eine Anwendung
der Finite-Volumen-Methode.

Anschliessend wird zur Konstruktion der Finite-Volumen-Methode eine Notation
eingefiihrt, die die geometrischen Beziehungen der verschiedenen Gitter erldutert.
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3.3 Notation fiir die Finite-Volumen-Methode

Nachfolgend werden die Notationen fiir die Diskretisierungen definiert. Die Indizes
werden fiir dieses Kapitel eingefiihrt, bei einer anderen Verwendung der Indizes
werden diese im Voraus erkléart.

Die Konzentration ist definiert fiir die einzelnen Komponenten in Raum und Zeit
als:

cij = (X, 1) (3.1)
wobei ¢}'; die Konzentration der i-ten Komponente in dem j-ten Knotenindex zum
n-ten Zeitindex ist. Die Variable im Raum x; wird Knotenpunkt genannt, mit den
riumlichen Koordinate x; = (1, 20)7 € IR? bzw. x; = (71,72, 7;3)7 € IR®. Die
Variable t" wird Zeitpunkt genannt mit der Zeitkoordinate t" € IR™ .

Fiir die Indizes werden folgende Definitionsbereiche angegeben:
1=1,..., M mit M ist die Anzahl der Komponenten,
j=1,...,1 mit I ist die Anzahl der Knotenpunkte,

n=1,..., N mit N ist die Anzahl der Zeitpunkte.

Das Zeitintervall ist angegeben mit (", #"*1) C (0,9), wobei ¥ € IRT der Endzeit-
punkt des gesamten Zeitintervalls ist.

Fiir das Gitter werden folgende Notationen eingefiihrt:

Das Gebiet (2 ist vorgegeben und dazu ist eine Triangulierung 7 (priméres Gitter)
mit den Elementen T¢ e =1,..., F gegeben. Dabei ist E/ die Anzahl der Elemente.
Die Rénder der Elemente werden mit 07 bezeichnet.

Fiir die 2D Triangulierung werden Dreiecks- oder Rechteckselemente, fiir die 3D
Triangulierung werden Tetraeder, Hexaeder, Prismen oder Pyramiden verwendet.

Das duale Gitter besteht aus den baryzentrischen oder ausgerichteten Zellen (engl.
aligned finite volumes), vgl. [64], diese werden mit ©; C Q mit j =1,..., I bezeich-
net, wobei U§:1ﬁj = ) ist. Die Rénder der finiten Volumenzellen werden mit I';
bezeichnet. Das Volumen der Gitterzelle §2; ist mit V; = [€);| bezeichnet.

Die geometrischen Beziehungen zwischen den einzelnen Finite-Volumen-Zellen wer-
den eingefiihrt, diese werden bei den lokalen Diskretisierungen verwendet.

Es ist A® die Menge aller Knotenindizes j, deren Knotenpunkte x; ein Eckpunkt des
Elements 7 ist, d.h. x; € 9T*.

Es ist A; die Menge aller Elementindizes e, bei denen der Knotenpunkt x; ein
Eckpunkt von dem Elemente T ist, d.h. x; € 07 .

Die Beziehungen zwischen den Nachbarpunkten sind iiber die Randstiicke der Finite-
Volumen-Zelle definiert.



KAPITEL 3. DISKETISIERUNG 19

Es ist Af die Menge aller Knotenindizes k, bei denen der Knotenpunkt x; Nachbar-
punkt von x; im Element 7 ist, d.h. es gilt x; € 07° A x;, € 9T°.

Es ist ©; die Menge aller Nachbarpunkte des Knotenpunkts x;, d.h. ©; = Ueen, AS .

Der Schwerpunkt vom Element 7 ist x°. Der Punkt x;;, liegt auf dem Randstiick
I';x. Die Flache des Elements T ist |T°|.

Die Fléche eines finiten Subvolumen ist gegeben mit V,* = V; N [T*|.

Der Rand der Zelle 2; ist mit I'; gegeben. Das Randstiick I';; = ﬁj Ny, ist definiert.
Weiter ist das Randstiick I'j, der gemeinsame Rand von Zelle j und k im Element e
und ist gegeben mit '}, = 9, NI, NOT*. Die Linge des Randstiicks ist definiert
als |[T'5;|.

Es sind die Integrationspunkte mit x5, = xj,; € I'j, gewdhlt und konnen je nach
verwendetem Diskretisierungsverfahren auf der Linie I'f, gewéhlt werden.

Fiir die Diskretisierung der Konvektionsgleichung werden die Massenfliisse eingefiihrt
und man verwendet die anschliessenden Notationen.

Es berechnet sich der Massenfluss iiber einen Ausflussrand mit:
Vjk ::/ n-vdy, (3.2)

wobei der Normalenvektor mit n = (n1,n)" € IR*> bzw. n = (ny,ny,n3)” € IR
und der Geschwindigkeitsvektor mit v = (v, v5)” € IR? bzw. v = (v1, va,v3)" € IR
gegeben ist.

Damit lassen sich die zugehorigen Indexmengen definieren mit:

Die Menge der einstromenden Massenfliisse zur Zelle j wird mit in(j) = {k €
©;,vjr < 0} bezeichnet. Die Menge der ausstromenden Massenfliisse zur Zelle j
wird mit out(j) := {k € ©;,vj; > 0} bezeichnet.

Fiir weitere Berechnungen sind der Einheitsnormalenvektor nf, auf I';, gegeben, der
von Vj nach Vj angegeben ist. Analog ist der Geschwindigkeitsvektor v§, definiert.

Im folgenden ist der Ansatz fiir die Interpolation der diskreten Werte von c7 gewéhlt.
Dabei betrachtet man die skalaren Konzentrationswerte ¢ = c(x;,t").

Fiir das primére Gitter hat man fiir die Finite-Elemente die Ansatzfunktionen:

"= ;cwx) , (3.3)

wobei ¢; , j =1, ..., 1 die globalen kontinuierlichen Finite-Element-Basis-Funktionen
sind, vgl. [15].
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Als weitere Definition ist fiir das duale Gitter der Finite-Volumen-Methode die An-
satzfunktion gegeben als:

=3 rpy(x) | (3.4)

und sie ist definiert fiir x € Q; mit ¢;(x) = 1 und ¢;(x) = 0 sonst.

Die Konzentrationen lassen sich an den Punkten x;, und X5, mit ¢y = " (Xk)
und cj;" = ¢"(x5;) angeben. Die Ableitung der Konzentration am Punkt x5, ist mit

Vi = Ver(xS,) angegeben.

Mit dieser Einfiihrung der Notation fiir sdmtliche Gitterwerte werden die Diskreti-
sierungen durchgefiihrt.

In der nachfolgenden Graphik ist die Notation fiir das priméare und duale Gitter
angegeben, die vorher eingefithrten Bezeichnungen werden darin beschrieben:

— Dreieckskante  -----. DualeKante

Abbildung 3.2: Bezeichnungen fiir die Finite-Volumen-Diskretisierung.

Die wichtigen Notationen werden in den Unterkapiteln nochmals erldutert, anschlies-
send wird die Konvektionsgleichung diskretisiert.
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3.4 Diskretisierung der Konvektionsgleichung

Die Konvektions-Gleichung wird anschliessend mit expliziter Zeitdiskretisierung und
Finite-Volumen-Methode diskretisiert. Die Beschreibung folgt der Arbeit [41].

Folgende Gleichung wird fiir die Diskretisierung verwendet:
OR(c)+V-ve=00, (3.5)

wobei ¢ = ¢(x,t) mit x €  und ¢ > 0 ist. Die Geschwindigkeit ist vorgegeben mit
v = v(x). R(c) = R(c(x,t)) ist eine nichtlineare Retardierungsfunktion, vgl. Kapitel
2. Es werden keine Quell- oder Senkenterme betrachtet.

Nachfolgend wird die Gleichung (3.5) fiir die divergenzfreie Geschwindigkeit V-v = 0
betrachtet.

Die Randbedingung ist n - v ¢(x,t) = 0 mit x € I'. Die Anfangsbedingungen sind
c(x,t%) = (x).

Die Zeitpunkte sind t° < ¢! < ... < t" mit n € IN und das Zeitintervall 7™ ist
T =" —

Die Gleichung wird {iber das Zeitintervall (¢",¢) und die finite Volumenzelle €2,

integriert.
Man erhélt:

t t
/ O R(c) dt dx = —/ / v-Vedtdr . (3.6)
Qj tn Qj tn

Die Integration wird iiber die Zeit durchgefiihrt und man erhélt:

J

wobei ¢" = ¢(x,t") und ¢(t) = ¢(x,t) ist. Die Integration iiber die Zeitableitung ist
exakt. Fiir den Konvektions-Term in Gleichung (3.6) wurde folgende Approximation
verwendet:

(R(c(t)) — R(c™) de = —(t — ") / V-V dr, (3.7)

J Q;

(t —1t") /Q.V-Vc”dx:/ﬂ./t:V-Vcdtdx. (3.8)

J

Anschliessend wird die Integration iiber die finite Volumenzelle €2; vorgenommen:

ViR(e;(1) = R(&) = ~(t =) | venedy, (3.9)

Ty
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wobei der Satz von Gauss fiir die Umformung der Integration des Konvektions-
Terms verwendet wurde. Fiir die Integration der Terme ¢ und ¢(¢) wurde folgende
Approximation verwendet:

n 1 n
R(c)) = Vj/gj R(c") dz | (3.10)
wobei ¢} = c¢(x;,1") ist und x; der Knotenpunkt j mit den Koordinaten x; =

(l‘jl,ZL'jQ)T bZW. Xj = (l‘j1,$j2,$j3)T 1st.

Man kann die Gleichung (3.9) umschreiben als:

Vi(R(e(0) = R(e)) = = (=) ¥ nu- [ veud (3.11)
keout(j) Uik
+ =t > nlj-/ v dy,
l€in(y) Ly

wobei I'j, = I'; N T, nj, = n(x;;) der Normalenvektor auf I'j;, ist. Es gilt fiir den
Normalenvektor nj;, = —ny; . Die Unbekannten sind mit Cly = c(x;k, t") definiert.
Die Menge out(j) und in(j) sind gegeben mit:

ke out(j) falls nj- / vdy>0, (3.12)
k

und [ € in(j) falls j € out(l).

Man kann die Massenfliisse definieren mit:

Ml (t) == (t — ") nyy - /F v dy (3.13)

Jjk

Die Gleichung (3.11) wird umgeschrieben in:

Vi(R(e;() = R(c7)) = — > mj)+ > mi(t). (3.14)

keout(j) lein(j)

Man wendet nun die Finite-Volumen-Diskretisierung an und integriert iiber das
Randstiick I';, und erhélt den numerischen Fluss vj:

Vjk, 1= My, / v(y)dy ,

Es gilt fiir die Diskretisierung mit dem upwind-Schema von erster Ordnung;:

VJR(C?H) — ‘/jR(C;L) =—7"y; c? 4 " Z v,

lein(y)
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wobei t"*! =t und ¢} = ¢(x;,t") ist.
Es gilt fiir die Unbekannten c7;, und cj; fiir das upwind-Schema :

no e n e
iy = ¢ fir vy, > 0 und ¢ = ¢f fiir vy; > 0.

Der Gesamtausfluss v; wird berechnet mit:

l/j = Z Ujk;-

keout(y)

Man betrachte nun den linearen Fall der Retardierungsfunktion mit R(c}) = R;c}.
Dabei ist die Retardierungsfunktion nur von der Zelle j abhingig. Der nichtlineare
Fall ist in der Arbeit [41] beschrieben. Damit kann man die Gleichung in ein explizites
upwind-Schema umschreiben und erhélt die Gleichung:

RJVJSLJrl (RjV; = vy) &4+ 7" Y vy

lein(y)

wobei R;V; — 7"v; > 0 notwendig ist, fiir die numerische Stabilitét.

Damit erhélt man die CFL-Bedingung;:

™" < 71epr =min{r;,j=1,...,1}, (3.15)
und
RV
r=ld, (3.16)

ist die kritische Zeitschrittweite fiir die Zelle €;.

Falls die Gleichung (3.15) nicht erfiillt ist kann man ein instabiles und nichtphysi-
kalisches Verhalten der numerischen Losung erhalten, vgl. [77].

Die Approximation von mf(t) in (3.13) kann als stiickweise lineare Funktion be-
trachtet werden.
Es gilt :

mi(t) = (¢ —") o, (3.17)

wobei t € [t", t" + Topy] ist.

Bei der im néchsten Abschnitt beschriebenen Diskretisierung mit héherer Ordnung
kann man zeigen, dass man eine stiickweise quadratische Funktion erhélt.

Anschliessend wird eine Verbesserung mit hoheren Ansatzfunktionen beschrieben.
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3.4.1 Diskretisierung mit hoherer Ordnung

Es wird eine Verbesserung der Diskretisierung durch das Ersetzen der bisherigen
stiickweise konstanten Ansatzfunktionen mit den stiickweise linearen Ansatzfunk-
tionen durchgefiihrt.

In der Literatur werden sie auch engl. “high resolution methods” genannt und in

der Arbeit [77] beschrieben.

Eine einfache Methode eine héhere Ordnungsmethode zu erreichen, ist die lineare
Interpolation zwischen den Werten ¢} und cj.. Der Wert ¢7; kann in einer konvexen
Kombination mit «;;, errechnet werden:

i = (1 — agi)cf + ajicy (3.18)
wobei gilt ¢f = c(x;,t") fiir alle x; € Q; . Damit existiert ein Punkt x;;, € T'jy, fiir
wohldefinierte €;, vgl. [39].

Eine weitere Konstruktion wird vorgestellt fiir cj,. Es wird eine Approximation von
Ve(x,t") nach @c? vorgenommen, dabei geniigt @c? den Limitierungsbedingungen
aus der Arbeit [40]. Wir wollen uns auf die Herleitung des hoheren Ordungsschemas
beschrénken.

Es kann fiir ¢, folgendes Schema definiert werden:

iy, = ¢ + @c?(xjk) (X — Xj) (3.19)

Man kann die Masse wie folgt herleiten. Man erhélt dabei im Vergleich zur Appro-
ximation von mf (t) mit konstanten Ansatzfunktionen im Fall von linearen Ansatz-
funktionen eine quadratische Approximation von mZ (t).

Es gilt:

t—t"

mj(t) = (t —t")(cfy + (cf — ci))vjk (3.20)

7j
wobei 7; in Gleichung (3.16) definiert ist.
Fiir den eindimensionalen Fall kann man die exakte Realisierung zeigen.
Man kann nun das Standard-Schema (3.14) mit dem neuen hoéheren Ordnungsver-

fahren (3.20) ersetzen:

VJ-R(C”H) = V]R(cy) -7 Z c?k(T”) v+ 7" Z c}}(r") v, (3.21)

J
keout(j) lein(j)
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wobei 7" < Topr, und es gilt:

n

n n n T n n
(T") =, + — (cf =), (3.22)
j

wobei ¢y (7") der Limitierungsbedingung, die aus dem Minimum-Maximum-Prinzip
herkommt, geniigt, vgl. [39].

Nach der Diskretisierung der Konvektions-Gleichung mit expliziter Zeitdiskretisie-
rung und Finite-Volumen-Methode mit héherer Ordnung werden wir die Diskreti-
sierung der Diffusion-Dispersions-Gleichung mit impliziter Zeitdiskretisierung und
Finite-Volumen-Methode beschreiben.

3.5 Diskretisierung der Diffusions- Dispersions-
Gleichung

Anschliessend wird die Diffusions-Dispersions-Gleichung mit impliziter Zeitdiskreti-
sierung und Finite-Volumen-Methode diskretisiert.

Es wird folgende Gleichung betrachtet:
0:R(c) =V -(DVe)=0, (3.23)

wobei gilt ¢ = ¢(x,t) mit x € Q und ¢t > 0 . Der Diffusions-Dispersions-Tensor
D = D(x,v) ist mit dem Scheidegger-Ansatz angegeben, vgl. [84]. Es ist v die vor-
gegebene Geschwindigkeit. Die Funktion R(c) = R(c¢(x,t)) > 0.0 ist eine nichtlineare
Funktion, vgl. Kapitel 2.

Die Randbedingung ist mit n- D Ve(x,t) = 0 gegeben, wobei x € T ist, vgl. [39]. Es
ist I' der Rand des Gebiets §2. Die Anfangsbedingungen sind mit ¢(x, t°) = ’(x) > 0
gegeben. Ein Quell- oder Senkenterm wird nicht betrachtet. Der Zeitschritt ist mit
7" = t"t 4" gegeben und die Zeitpunkt sind mit t° < ' < ... <t" und n € IN
definiert.

Die Gleichung wird integriert iiber das Zeitintervall (¢*,¢"*1) und iiber die Finite-
Volumen-Zelle €2;.
Man erhélt:

tn+l tn+1

/Q, /tn O R(c) dt dox = /Q /tn V - (DVc) dt dx . (3.24)

Die Integration wird iiber die Zeit durchgefiihrt und man erhélt:

J

(R(&Y) — R(e™) dx = 7" / V- (DVEH) da (3.25)

j Q;
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wobei ¢ = c(x,t") und "' = ¢(x, ") ist. Die Integration iiber die Zeitablei-
tung ist exakt. Bei der Integration des Diffusions-Dispersions-Terms wird folgende
Approximation verwendet:

tn+1

/ V- (DVEHY dr = / /t (DV¢) dt da . (3.26)

Anschliessend wird fiir die Gleichung (3.25) die Integration im Raum iiber die finite
Volumenzelle €2; durchgefiihrt.
Es gilt:

[ (R = R de =7 [ Dnvetay, (3.27)

J

wobei I'; der Rand der finiten Volumenzelle €2; ist. Der Satz von Gauss wurde
fiir die Umformung der Integration des Diffusions-Dispersions-Terms verwendet und
folgende Approximation wurde fiir die Terme ¢ und ¢"*! verwendet:

n 1 T
et = Vj/gj g (3.28)

Es wird nun die Gleichung (3.27) unter Verwendung der Finite-Volumen-Notation
fiir die Integration des Diffusions-Dispersions-Terms betrachtet:

V.R(cH) = ViR(cM) = 3 Z/ (Dn- Vet dy (3.29)

J
e€A; keAe

wobei iiber alle Randstiicke I', , die die Finite-Volumen-Zelle {2; begrenzen, inte-
griert wird.

Fiir die Gleichung (3.29) wird die Integration iiber die Rénder I'j; mit der Mittel-
punktsregel durchgefiihrt.
Man erhélt die Gleichung:

ViR = ViR(e)) =7 Y 3 [T nS, - DSV, (3.30)

J
e€A; keAe

wobei [['%;| die Linge des Randstiickes von T'% ist.

Die Berechnung der Gradienten wird mit der stiickweise definierten Finite-Element-
Basisfunktion ¢; durchgefiihrt, vgl. Gleichung (3.4).

n+1

Man ersetzt den Term cj;"" mit folgendem Ausdruck:

V en+1 Z Canrvabl jk) (331)

leAe
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Die Differenzendarstellung zwischen den Nachbarpunkten 7 und [ kann eingefiihrt
werden, vgl. [37]. Man erhélt die Gleichungen mit den Differenzen:

ViR(c]™) = V;R(c}) = (3.32)
=73 Y (X Tdng- D5V (= gt

e€A; IeA°\{j}  KEAS

wobei j = 1,..., M ist. Dabei verwendet man bei der Umformung die Eigenschaft
der Finite-Element-Basisfunktionen mit:

> Va(xS,) =0. (3.33)

leAe

Damit hat man eine Diskretisierung der Diffusions-Dispersions-Gleichung mit der
Finite-Volumen-Methode durchgefiihrt. Die Diskretisierung ist von 2. Ordnung im
Raum. Durch die implizite Zeitdiskretisierung ist man unabhéngig von der Zeit-
schrittweite.

Es wird anschliessend die Reaktions-Gleichung diskretisiert, die eine gewchnliche
Differentialgleichung ist und aufgrund ihrer linearen Terme analytisch l6sbar ist.
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3.6 Diskretisierung der Reaktions-Gleichung

Fiir die Reaktions-Gleichung kann man eine analytische Losung herleiten. Die Dis-
kretisierung ist somit exakt fiir jeden Zeit- und Raumpunkt. Die Losungen kénnen
direkt fiir das Operator-Splitting-Verfahren, vgl. Kapitel 4, verwendet werden.

Nachfolgend wird die Reaktions-Gleichung, die eine gewdhnliche Differentialglei-
chung ist, angegeben:

O Rici = —N\iRici + \ioaRi_iciq (3.34)

wobei 1 = 1,..., M und )y = 0 ist. Dabei sind die Zerfallsfaktoren \; > 0.0. Die
Retardierungsfaktoren sind R; > 0.0 und die i-te Konzentration ist ¢; = ¢;(t). Die
Anfangsbedingungen sind c¢;(z,t°) = co; und ¢;(z,t°) =0 mit i = 2,..., M.

Die Losungen konnen fiir die Gleichungen (3.34) analytisch angegeben werden, vgl.
[5], mit:

R 7
C; = Co1 ﬁl Az ZA]"Z‘ GXp(—)\j t) s (335)
) j=1
wobei ¢ = 1,..., M ist. Dabei sind die Losungen fiir alle A\; # A; fiir j # k und
1,k el, ..., M definiert.

Die Faktoren A; und A;; sind:

Ai=T1IN, (3.36)
j=1
P (3.37)

Der Fall fiir paarweise gleiche A\; = Ay, wobei [ # a(l) ist und [ < a(l) ist, wird
anschliessend angegeben. Die Herleitung dazu wurde in Kapitel 5 durchgefiihrt.

Fiir den Fall ¢ < a(l) gilt die Gleichung (3.35). Es sind keine paarweise gleichen
Parameter in der Losung enthalten.

Fiir den Fall i > a(l), d.h. es sind paarweise gleiche Parameter enthalten, gilt fol-
gende Gleichung:

R
¢ = co El A; <Al,a(l)7i t exp(—X\ t) (3.38)
: 1
+ (— Njram i exp(=A ) + Ay eXp(—/\jt))> :
jz ()‘j - )‘l)

Jj#a(l)
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Die Faktoren sind:

! 1
A a 7 = ) 339
l7 (l)7 J1:[1 )\] _ )\l ( )
J#l
j#a(l)
M= 1] ~— (3.40)
gila(l),i = )\k — )\l .
o
k#a(l)
Fiir den Fall ¢ = 2 und ([, a(l)) = (1,2) gilt :
Co = Cp1 )\1 t eXp(—)\lt) . (341)

Die Losungen der Reaktionsgleichungen konnen bei der Diskretisierung der Konvek-
tions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung verwendet werden. Dabei wird die
Reaktionsgleichung mit Hilfe des Operator-Splitting-Verfahrens in die Diskretisie-
rung eingebettet, vgl. [39]. Der Nachteil des Verfahrens ist bei einem Operator-
Splitting-Verfahren von erster Ordnung, dass sich ein Operator-Splitting-Fehler von
O(1) ergibt.

Damit man den Splitting-Fehler fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung eliminie-
ren kann, ist anschliessend ein weiteres Verfahren entwickelt worden.

Mit dieser weiteren Methode kann man die eindimensionalen analytischen Losungen
der Konvektions-Reaktions-Gleichung in das Diskretisierungsverfahren fiir mehrdi-
mensionale Konvektions-Reaktions-Gleichungen einbetten. Die Herleitung wird im
folgenden eingefiihrt.
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3.7 Diskretisierung der Konvektions- Reaktions-
Gleichung mit eingebetteten analytischen L6-
sungen

Das Verfahren wendet ein dhnliches Vorgehen an, wie bei den Godunov-Verfahren,

die in der Arbeit [77] beschrieben sind.

Folgende Gleichung wird fiir die Diskretisierung verwendet:
8tRiCZ' + V-v C; = _Rz)\zcz + Ri,l)\i,lcl-,l s (342)

wobei ¢ = ¢(x,t) mit x €  und ¢ > 0 ist. Die Geschwindigkeit ist vorgegeben mit
v = v(x). R; sind die Retardierungsfaktoren und \; sind die Zerfallsfaktoren. Es
werden keine Quell- oder Senkenterme betrachtet.

Nachfolgend wird die Gleichung (3.42) fiir die divergenzfreie Geschwindigkeit V-v =
0 betrachtet.

Die Randbedingung ist n - v ¢;(x,t) = 0, wobei x € I'. Die Anfangsbedingungen
sind ¢ (x, %) = ¢{(x), sonst 0.

Man zerlegt die mehrdimensionalen Konvektions-Reaktions-Gleichungen in eindi-
mensionale Konvektions-Reaktions-Gleichungen. Die eindimensionalen Konvektions-
Reaktions-Gleichungen kann man analytisch 16sen. Man kann die Massenfliisse iiber
jeden Rand der finiten Volumenzelle ermitteln. Aufgrund der expliziten Zeitdiskre-
tisierung hat man eine Beschrédnkung auf die Zeitschrittweite durch die Courant-
Bedingung und damit auf den Massenfluss. Die ermittelten eindimensionalen Mas-
senfliisse werden anschliessend in dem mehrdimensionalen Kontext verwendet. Da-
mit kann man die Konvektions-Reaktions-Gleichung ohne Splitting-Fehler diskre-
tisieren. Im folgenden gelten fiir die Indizes ¢ und j folgende Definitionsbereiche
t=1,....Mund 3 =1,...,1.

Das Vorgehen wird anschliessend gezeigt.

Man betrachtet die diskretisierte Konvektionsgleichung (3.21) in der Darstellung der
Massen:

mitt—miy == Y mi(rh) + Y miy (") (3.43)

keout(j) lein(j)

Fiir die Konvektionsgleichung erhélt man fiir mj ;. (7"):

my (") = T" v c’-‘,jk(T”) , (3.44)

i,5k i

wobei ¢} ;. (7") aus Gleichung (3.22) gegeben ist.

2,
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Fiir die Masse m;; zum Zeitpunkt ¢" erhélt man folgenden Ausdruck:

mi; = ViRici (3.45)

Z7j ’

n+1

n+1
ij t

wobei R; ; = R;(x;) gilt. Analog wird die Masse m; 7" im Zeitpunkt angegeben.

Um die Konvektions-Reaktions-Gleichung zu diskretisieren kann man nun den Term
my i (7") ersetzen.

Dazu sind folgende Uberlegungen notwendig um die analytische Losung der Mas-
se fiir die eindimensionale Konvektions-Reaktions-Gleichung in die Diskretisierung
einzubinden.

Man ermittelt den Gesamtfluss iiber alle Ausflussrander:

vi= > Uj. (3.46)

keout(y)

Damit kann man die Beschrankung fiir die Zeitschrittweite der Zelle 57 durch die
CFL-Bedingung, vgl. [77], angeben:

ViR

Vj

TZ7J

Man rechnet die Geschwindigkeit fiir jede Zelle ¢ auf dem Einheitsintervall (0, 1) aus:

Mit diesen komponentenweisen Geschwindigkeiten v; ; berechnet man die analytische
Losung der Masse wie folgt:

m?,jk,rest(Tn) = mil(a, b, Tn, Ul,ju e 7vi,j7 Rl, cee Ri, )\1, ey )\z) s (347)
mzjkput(T") = ng(a, b, Tn, Vi,j4y- -5 Vi, Rl, ey Ri, )\1, Cey )\z) s (348)
dabei ist a = R; ;Vj(c]jx(T") — ci'jr) , b= Ri;Vjci o und k € out(j) .
Die Beschrinkung der Zeitschrittweite ist gegeben mit 7 < minizl,“,,]\;f {ri;}-
j=1,...,

Die Werte cf;,.(7") und ¢}/, vgl. Abbildung 3.3, kommen aus dem hoheren Ord-
nungsschema der Gleichung (3.22). Die Werte sind durch den Index ¢ erweitert, der

die i-te Komponente angibt.
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Xi,jk’ Xi,j Xi,jk

Abbildung 3.3: Stiickweise lineare Ansatzfunktion.

Die Anfangsbedingungen mit den Konzentrationswerten cf' ;. (7"), ¢}, werden fiir
die Berechnung der Masse mit den Werten R; ;V; multipliziert. Damit wird die Trans-
formation der Einheitsmasse auf dem Einheitsintervall zur Originalmasse der Zelle

1 durchgefiihrt.

Es bleibt zu zeigen, dass bei der maximalen Zeitschrittweite 7"

Masse aus der Zelle j ausfliessen kann als vorher vorhanden war.

= 7, nicht mehr

Man hat folgendes zu zeigen:

0.0, (3.49)

n —
mi,jk,rest -

wobei die gesamte Masse durch den maximalen Zeitschritt ausgeflossen ist.
Man kann dies wie folgt beweisen:

Es sei vorausgesetzt, dass 7" = 7; ; ist.

n

Damit lassen sich die Integrationsgrenzen zur Berechnung der Restmasse mj ;. ..o

Setzt man den maximalen Zeitschritt ein, so gilt:
Vi, jTij = 1.

Damit erhélt man die maximale obere Schranke fiir die Integrationsgrenze mit:

minij::ll,;::j’]\;[ {vi;7"} < 1.
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Die Integration wird mit den Integrationsgrenzen angegeben mit:

1 1
T ik rest = / ci(zj, m")dx; > / ¢i(zj, ™)dz; =0, (3.50)
2 b 1

min i=1,...,M {Ui,j Tn}

wobei ¢;(z,t) die analytische Losung ist, vgl. Kapitel 5.

Es gilt nun:

ijk,rest >0. (351)

Damit kann die Restmasse nicht kleiner als 0 werden und die ausfliessende Masse
ist maximal die Gesamtmasse, vgl. Kapitel 5.

Anschliessend kann die Masse m;' ;. ., die mit dem Gesamtfluss v; j gerechnet wurde,
wieder in ihre Teilmassen zerlegt und durch folgende Gewichtung:

i,5k i,jk,out 1

angegeben werden.

Die Verteilung der Masse kann man nun mit der Diskretisierung aus der Gleichung
(3.21) ermitteln als:

m?:jl o mz.] = Z ml ]k _'_ Z m@ l_] (353)
keout(j) l€in(j)
Vjk Uy
= - Z L mz ,jk,out + Z ] m; lj,out . (354)
keout(j) lem(])

Es wird die Masserhaltung gezeigt fiir die Gleichung (3.53).

Dabei soll nun gelten, dass die Masse in Zeitpunkt " gleich der Masse in Zeitpunkt
t"*1 auf dem gesamten diskretisierten Gebiet, ist. Man summiert iiber alle Zellen
und erhalt:

> (mift=m}) =0, (3.55)

wobei ¢ =1,..., M ist.

Es reicht zu zeigen, dass die rechte Seite der Gleichung (3.53) erfiillt ist, d.h. Summe
iiber alle Ein- und Ausflussrdnder der finiten Volumenzellen ist gleich 0.
Es gilt:

Z Z my (7" Z Z mi (T (3.56)

=Ll ECout(j) =1l I€in(j)
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Durch Ersetzen der Indizes auf der rechten Seite der Gleichung (3.56) erhélt man
die Gleichung:

Yoo > minl) = DIRUNCOR (3.57)

j=1,....I keout(j) k=1,....I jein(k)

Dies ist aber trivial erfiillt, da jede ausfliessende Masse m;';; von der Zelle j in die
Zelle k., der gleichen einfliessenden Masse in die Zelle k von der Zelle j entspricht

und wiederum die Masse mj';, hat.

Damit gilt fiir alle Zellen:

Viel,....,I, 3Jkeout(y), (3.58)
mit j € in(k) .

Man findet damit fiir die Gleichung (3.57) fiir jedes Paar (7, k) auf der rechten Seite
ein entsprechendes Paar (7, k) auf der linken Seite.

Damit ist die Masserhaltung gezeigt.

Mit der Gleichung (3.54) konnte die Einbettung der analytischen Losung der eindi-
mensionalen Konvektions-Reaktions-Gleichung vorgenommen werden. Die neue Dis-
kretisierung ist exakt fiir die eindimensionale Gleichung und hat einen Standard-
Approximationsfehler, der iiblich ist fiir die Finite-Volumen-Methode mit mehreren
Dimensionen, vgl. [77].



Kapitel 4

Operator-Splitting-Verfahren

In diesem Kapitel werden die Operator-Splitting-Verfahren betrachtet und weiter
erlautert.

Bei den Operator-Splitting-Verfahren wird die komplexe Gleichung in verschiedene
Teilgleichungen unterteilt. Diese werden unabhéngig mit einer vorgegebenen Zeit-
schrittweite gelost. Die Ergebnisse der Teilgleichungen werden dann iiber ihre An-
fangsbedingungen wieder miteinander gekoppelt. Diese Methoden werden auch Zeit-
Splitting (engl. time-splitting) oder Fractional-step-methods genannt. In den Féllen
bei dem das Zergliedern die physikalischen Prozesse betrifft (z.B. Konvektion und
Diffusion-Dispersion) nennt man das Verfahren auch Operator-Splitting-Verfahren
(z.B. mit dem Konvektions-Operator und dem Diffusions-Dispersions-Operator).
Falls man mehrdimensionale Probleme in eindimensionale Unterprobleme trennt,
nennt man es Dimensions-Splitting (engl. dimensional-splitting).

Die ersten Splitting-Methoden wurden in den 60-er und 70-er Jahren auf der Grund-
lage von Finite-Differenzen entwickelt. Die Arbeit [90] von G.Strang ist dabei als
Grundlage fiir weitere Verfahren von hoéherer Ordnung verwendet worden. In den
frithen 80-er Jahren wurden dann die Verfahren zur Anwendungen auf verschiedene
Typen von partiellen Differentialgleichungen modifiziert, vgl. [20].

Insbesondere bei komplexeren Modellen aus den Bereichen der Umweltphysik, wie
der Schadstoffverunreinigung in der Luft, die in den 90-er Jahren entwickelt und un-
tersucht wurden, konnten die Operatorenverfahren verwendet werden. Somit kénnen
die umfangreichen Modelle, die aus vielen gekoppelten partiellen Differentialglei-
chungen bestehen, zu einfacheren Teilgleichungen entkoppelt werden. Anschliessend
wurden die Teillosungen wieder gekoppelt. Unter Angabe des Splitting-Fehlers kann
der Fehler des Gesamtverfahrens in der Zeit bestimmt werden, vgl. [108].

Bei den theoretischen Untersuchungen der Verfahren kann man das Theorem von
Baker-Campbell-Haussdorff verwenden, um die Fehler des Verfahrens zu ermitteln,
vgl. [94].

35
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Vom theoretischen Standpunkt aus ist das Verfahren durch den Splitting-Fehler be-
grenzt. Man kann den Fehler durch entsprechende Symmetrien, insbesondere der
Kommutativitdt von Operatoren oder durch iterative Verfahren vermeiden. In die-
ser Arbeit konnte das Splitting-Verfahren fiir die Teilgleichung der Konvektions-
Reaktions-Gleichung aufgrund der neuen Diskretisierung entfallen, vgl. Kapitel 3.
Somit konnte der Splitting-Fehler fiir diese Teilgleichung eliminiert werden.

Es werden in der Arbeit folgende Moglichkeiten zur Aufteilung in Operatoren mit
dem Splitting-Verfahren behandelt:

Das Standard-Verfahren hat die Unterteilung:

Die Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung mit linearer oder nicht-
linearer Gleichgewichtssorption untergliedert man in drei Operatoren, in den Konvek-
tions-, den Reaktions- und den Diffusions-Dispersions-Operator, vgl. [96]. Dabei ver-
wendet man fiir die Konvektions-Gleichung eine explizite Diskretisierung von zwei-
ter Ordnung. Die Reaktions-Gleichung kann man exakt losen. Fiir die Diffusions-
Dispersions-Gleichung kann man ebenfalls eine zweiter Ordnung mit der Finite-
Volumen-Diskretierung mit zentralen Differenzen erreichen.

Das Modifizierte Verfahren hat folgende Unterteilung:

Die Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung mit linearer Gleichge-
wichtssorption untergliedert man in zwei Operatoren, in den Konvektions-Reaktions-
Operator und den Diffusions-Dispersions-Operator. Dabei verwendet man fiir den
Konvektions-Reaktions-Gleichung die neue explizite Diskretisierung mit eingebette-
ter analytischer Losung mit zweiter Ordnung. Bei der Diffusions-Dispersions-Glei-
chung kann man ebenfalls eine zweite Ordnung erreichen, vgl. Standard-Verfahren.

Der Vorteil des Modifizierten Verfahrens ist nun, dass eine Unterteilung eliminiert
ist und man fiir diesen Gleichungsteil keinen Splitting-Fehler hat.

Es werden nachfolgend die Grundlagen der Splitting-Verfahren erldutert und die
theoretischen Grundlagen eingefiihrt, unter Verwendung der Arbeiten [77], [88]. Mit
der Anwendung auf die Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung und
den Schlussbemerkungen zu dem verwendeten Operator-Splitting-Verfahren wird
das Kapitel abgeschlossen.

4.1 Splitting-Verfahren von erster Ordnung

Nachfolgend wird das Splitting-Verfahren von erster Ordnung beschrieben. Fiir die
weiteren Betrachtungen wird folgende lineare gewohnliche Differentialgleichung ver-
wendet:

d(t) = Aclt), (4.1)
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wobei die Anfangsbedingungen mit ¢” = ¢(t") gegeben ist. Der Operator A lisst sich
additiv zerlegen in die Operatoren A = A; + As. Die Operatoren kénnen dabei auch
Operatoren von einer linearen partiellen Differentialgleichungen mit wohldefinierten
Randbedinungen, vgl. [88] sein, wie z.B. der Konvektions-Operator. Im folgenden
ist vorausgesetzt, dass die Normen auf den Operatoren beschrinkt sind und man
folgende Losungen angeben kann, vgl. [88].

Die Losung mit dem Operator A kann angegeben werden mit:
c(t™h) = exp(TA) c(t) , (4.2)

wobei die Zeitschrittweite 7 = "1 — ¢ ist.

Man kann die Unterprobleme mit den Operatoren A; und A, einzeln l16sen und
angeben mit:

de* (1)
ot
)
ot

= Aic*(t), mitc*(t") =", (4.3)

= Apc™(t), mit (") = cF(t" ) .

Die Anfangsbedingung fiir den néichsten Zeitschritt erhélt man mit ¢"*! = ¢**(¢"1).

Damit erhélt man die Losung:

" = exp(TAy) exp(TA;)c" (4.4)

mit der Anfangsbedingung ¢" = ¢(t").
Fiir diese Losungen kann man den Splitting-Fehler angeben.

Man setzt die exakte Losung von (4.4) ein und erhélt:
c(t™) = exp(TAs) exp(T A )e(t™) + Tpn . (4.5)

Dabei ist der lokale Abbruchsfehler mit p, angegeben.
Damit lasst sich der Fehler mit 7p,, pro Zeitschritt angeben.

Man berechnet den lokalen Diskretisierungsfehler p,,, auch Splitting-Fehler genannt,
mit folgenden Gleichungen:

exp(TA) = (I +7(A; + Ap) + %7‘2(141 + A+, (4.6)
exp(TAy) exp(TA;) =

= (I +7(A; + Ay) + =72(A2 + 24,4, + AD) + .., (4.7)

1
2
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und erhélt den Splitting-Fehler durch Subtraktion der beiden Gleichungen (4.6) und
(4.7) :

pn = —(exp(TA) — exp(TAs)exp(TA7)) c(t™)

= 3|

T[A1, Ag] c(t™) + O(7%) . (4.8)

Es ist [Ay, As] := A1 Ay — Ay Ay der Kommutator von A; und As.

Falls die Operatoren A; und A, nicht kommutieren hat man ein Verfahren von erster
Ordnung O(7). Man hat ein exaktes Verfahren, d.h. Splitting-Fehler gleich 0, falls
die Operatoren kommutieren.

Das Ergebnis lédsst sich verallgemeinern auf nichtlineare gewohnliche Differential-
gleichungen:

C(t) = Fy(t,e(t)) + Falt, e(t)) (4.9)

dabei ist die Anfangsbedingung mit ¢" = ¢(t") gegeben.

Wiederum kann man die Gleichung in Teilgleichungen zerlegen und dann direkt
16sen:

ac*(t

Cai ) _ Fy(t, c*(t)) mit " < ¢ < "' und ¢*(¢") = ", (4.10)
oc**(t

C e @) mit e <0< wd @) = @), (@)

wobei der Startwert ¢ = ¢(t") ist und das Ergebnis ¢" ™! = ¢**(¢"!) fiir die néchste
Approximation der Startwert ist.

Der Splitting-Fehler lésst sich damit angeben als:

—CFl](t",c(t")) +O0(T%) . (4.12)

Falls die Operatoren F; und F, nicht kommutieren erhélt man einen Fehler von
O(7). Das Verfahren ist exakt, d.h. der Splitting-Fehler ist 0, falls die Operatoren
kommutieren.
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4.2 Strang-Splitting und Verfahren von hoéherer
Ordnung

Bei dem Verfahren kann man durch Zwischenschritte weitere Symmetrien mit den
Kommutatoren erreichen und damit eine hohere Genauigkeit erhalten.

Man erhélt folgendes Verfahren:

dc*(t
Cai ) _ Ayt (t) , mit t* < ¢ < "2 und (") = ¢, (4.13)
I (t
Cat( = Apc™(t) , mit t" < ¢t < " und (") = ("2 |
80***<t _ Hokok spogn+1/2 n+1 sk (gn41/2\ sk gn41
e = A;c™*(t) , mit ¢ <t <t"" und (t )= ("),

Die Anfangsbedingung fiir den nichsten Zeitschritt erhiilt man mit ¢! = ¢***(¢"1).

Die Losung des Verfahrens ist nachfolgend angegeben, vgl. auch die Arbeit [90]:

= (exp(37As) expl(rAn) (exp(3Ar) exp(57A)

1 1
= exp(éTAQ) exp(TA;) exp(ﬁrAQ) " (4.14)

Es lésst sich der Fehler von dem Verfahren angeben als, vgl. [61]:

1

pn = 577 ([A2, [A2, Ail] = 2[As, [Ar, A3]]) (") + O(7) . (4.15)

Man hat eine Fehlerordnung von O(72), d.h. das Verfahren ist von zweiter Ordnung.
Bei Kommutativitéit der Operatoren erhilt man wiederum den Fehler 0.

Das Verfahren lasst sich auch auf ein nichtlineares System von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen verallgemeinern:

oc*(t

Cai ) _ Fy(t, c*(t)) mit t" < ¢ < "2 und ¢* (") = ¢, (4.16)
Oc™(t

Cat( ) _ Fi(t, ¢ (t) mit t" < t <" und ¢ (t7) = ¢ (t"T/?) |
8 3k kok t

wobei der Startwert ¢® = ¢(t") ist und das Ergebnis der Gleichungen (4.16) ¢"*! =
c**(t"1) ist. Dieser Wert ist wiederum der Startwert fiir die niichste Iteration im
neuen Zeitschritt.
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Der Fehler ist von zweiter Ordnung im Falle der Nichtkommutativitét. Bei der Kom-
mutativitdt der Operatoren hat man keinen Splitting-Fehler.

Anschliessend wird angenommen, dass die Operatoren nicht kommutieren. Durch
mehrfaches Anwenden eines 2-stufigen Iterationsverfahren erhdlt man ein verbesser-
tes Verfahren, bei dem der Splitting-Fehler gegen 0 konvergiert. Das Verfahren wird
der Vollstandigkeit halber nachfolgend erlautert.

4.3 Iterative Operator-Splitting-Methode

In diesem Abschnitt wollen wir eine allgemeine Schreibweise eines 2-stufigen Verfah-
rens geben.

Die zu losende Gleichung ist gegeben mit:

R(c)% = Ac+ Be, (4.17)
mit A, B,R: R — R und c € RM |

Anfangsbedingungen: ¢" = ¢(t") .

Das 2-stufige Iterationsverfahren hat eine Konvergenzrate von O(72) und ist gegeben
mit:

, oct 4 ,
R(szl,n> act = Ac' + Bczfl,n ’ (418>
Anfangsbedingung: ¢Tbm = im2ntlpim il

L HetH ‘ ‘
R(Cerl)ca_t — Acz,nJrl + Bcz+1 : (419)
Anfangsbedingung: ¢th" = ¢t

wobei ¢! = %" = ¢(t") gilt. Die Unbekannte ¢*" = ¢!(¢") ist mit dem Iterationsin-
dex i =1,...,m und mit dem Zeitindex n angegeben. Dabei ist m € IN die Anzahl
der Iterationen.

Die Gleichungen (4.18) und (4.19) kénnen durch Einsetzen der explizit gerechneten
Operatoren umschrieben werden in folgende Lésungsmethode:

oc o
7 8‘; — Ac +b, (4.20)
Anfangsbedingungen: ¢~ 1" = 72t g = o bl
et .
R(CZJFI)W =a-+ BCZJrl s (421)

Anfangsbedingung: 1" = ¢ntl
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wobei fiir die Werte 7 = R(¢"=5"), b= B¢, a = Ac»"*1 gilt und

b = O = c(t") ist.

Bei dem Verfahren wird jeweils mit einem Operator gerechnet, der andere Operator
kann mit dem Ergebnis des vorausgegangenen Zeitschritt berechnet werden. Das
Verfahren alterniert jeweils mit den Operatoren, damit hat man eine Kopplung
zwischen beiden Operatoren in jedem Zeitschritt.

Das Verfahren wird m-mal angewandt und bricht dann ab, falls die Fehlerschranke
e; = max(||c —¢]) (4.22)

erreicht wird.

Das Verfahren wurde in der Literatur als iteratives Operator-Splitting-Verfahren
eingefiihrt und ist in den Arbeiten [70] und [68] beschrieben. Insbesondere in der
Arbeit [68] werden die Konvergenzbeweise durchgefiihrt, und die Aussagen daraus
werden im folgenden verwendet.

Die Konvergenz zum exakten Verfahren wird anschliessend gezeigt.

Dabei sei vorausgesetzt, dass ¢ wohldefiniert ist und zu einem Fixpunkt ¢* konver-

giere. Die Behauptung sei ¢/tintl — cintl

Der Beweis ist anschliessend angegeben.

Es wird die Integration iber die Zeitvariable ¢ fiir die Gleichungen (4.18) und (4.19)
durchgefiihrt. Der Einfachheit halber ist R der Einheitsoperator I und man erhélt
folgende Konvergenzaussagen.

Es ist das iterative Verfahren gegeben mit den Gleichungen:

Ci,nJrl _ Cifl,n ) )
O T Admtly BAtln (4.23)

™

Cz+1,n+1 _ Cz,n—i—l

— Acl',n+1 _'_Bci+1,n+1 . (424)
TN

Man subtrahiert die beiden Gleichungen (4.23) und (4.24) und erhélt die folgende
Gleichung:

Ci—l—l,n-ﬁ-l _ Ci,n+1 ) )
— B(Cz+1,n+1 _ Cz—l,n-i—l) ) (425)

™n
Das Verfahren konvergiert, falls fiir alle 4 gilt:

AtLntl _ intl (4.26)

und P gmbetl (4.27)

Dies ist aber erfiillt, da ein Fixpunkt ¢* existiert.
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Einen weiteren Konvergenzbeweis mit Konvergenzordnung kann in [68] nachgelesen
werden. Der Beweis benutzt die Predictor-Corrector-Methode.

Anschliessend wird die Splitting-Methoden fiir die Konvektions-Diffusions-Dispersions-
Reaktions-Gleichungen angewandt.

4.4 Anwendung der Splitting-Methoden

Es wird eine abstrakte Schreibweise mit Operatoren fiir das System von Konvektions-
Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichungen betrachtet.

Es wird die Gleichung (2.9) verwendet, dabei erhdlt man mit der Transformation

u; = R;c; folgende Gleichung:

8tui +v;- VUZ - VDZ : Vu, = )\i_lui_l — )‘zuz mit x € ) s (428)
u; =0 mitxz e N,
mitiel,..., M,

wobei v; = #- und D; = R% gilt .
Die Anfangsbedingungen sind u;(x,0) = ug;(z) mit i = 1,..., M.

Man erhélt die Operatoren :

—Vi- \Y 0 Ce 0
0 —Vgy vV ... 0
0 0 v, -V
-A 0 . 0
A =X L 0
B = . . ) . , (4.30)

0 0 A1 —\

VD,V 0 ... 0
0 VD, -V ... 0
C = , ) _ , (4.31)
0 0 ... VD,-V

Die Gleichung wird in der folgenden Operatorenschreibweise angegeben:

ou=Au+Bu+Cu mitz €Q, (4.32)
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wobei die Anfangs- und Randbedingungen wie in der Gleichung (4.28) gegeben
sind. Die Unbekannten der Gleichungen sind mit u = (u1, ..., uy)? und mit dyu =
(Oyuy, . .., Owupr)T gegeben.

Die Operatorenschreibweise kann anschliessend verwendet werden um den Splitting-
Fehler zu ermitteln. Wir wollen uns dabei auf zwei Operatoren im nachfolgenden
beschranken. Durch die Mehrfachanwendung des Operator-Splitting-Verfahrens mit
zwei Operatoren gelangt man zu der Aussage mit mehreren Operatoren, vgl. [61].

Man fiihrt die Umschreibung in zwei Operatoren anschliessend durch:

du=(A+Bju+Cu=Au+Bu mitzeQ, (4.33)
u=(0,...,00" mitxecoN.

Es wird nun fiir die Gleichung (4.33) mit den Operatoren Aund B der Splittingfehler
ermittelt.

Zur Bestimmung des Splitting-Fehlers wird die Kommutativitdt der Operatoren A
und B iiberpriift:

Fiir den Operator A B erhilt man folgenden Ausdruck:

—v1-V—X\ 0 0
iB - Moo Ve "
b )\n;l —Vn~.V—)\n
VD, -V 0 0
0 VD, -V ... 0
b VD,;~V
(—v1 -V = \)(VD, - V) 0
B (VD - V) (—v2 -V = A)(VDy - V)
0
0

s (VDus - ¥) (va ¥ - A)(VD, V)
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Desweiteren gilt fiir den Operator BA:

VD, -V 0 0
A 0 VD, -V ... 0
BA = : : . :
0 VD, -V
—Vi- V — )\1 0 0
)\1 —Vog V — /\2 0
O )\n—l —Vn - V - )\n
(VDl . V)(—Vl -V — )\1) 0
B <VD2 . V))\l <VD2 . v>(—V2 -V — )\2)
0
0

0
(VD, ~..V))\n,1 (VD,, - V)(—:Vn -V —=X\)

Damit erhiilt man AB # BA, aufgrund der Ungleichheit der Terme \; 1V D;_;-V #
Ai1VD;-V firi=1,..., M. Die Operatoren A und B kommutieren nicht und man
erhélt einen Splitting-Fehler von O(7).

Falls die Operatoren A und B kommutieren, hat man einen Splitting-Fehler von 0.
Dies wird erreicht fiir den Fall D;_; = D;, dies bedeutet aber die Gleichheit von
R;_1 = R;, vgl. [88].

Somit hat man bei gleichen Retardierungsfaktoren den Splitting-Fehler 0.

Die gleiche Aussage gilt auch fiir die bisherigen Standard-Verfahren, die das Operator-
Splitting-Verfahren zwischen der Konvektions- und Reaktions-Gleichung benutzen.

Anschliessend werden die Ziele des Operator-Splitting-Verfahrens vorgestellt.

4.5 Bemerkungen zu den Operator-Splitting- Ver-
fahren

In dieser Arbeit hat man durch das Operator-Splitting-Verfahren die Ausgangsglei-
chung in Teilgleichungen untergliedert, fiir die jeweils Diskretisierungs-Verfahren von
zweiter Ordnung verwendet wurden.
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Die Fehlerordnung ist somit von der Ordnung O((Ax)?), wobei Az = x;,; — z; die
Gitterweite ist. Aufgrund des Splitting-Verfahrens bei nichtkommutierenden Ope-
ratoren hat man einen Fehler von O(7) bei Splitting-Verfahren von erster Ordnung
oder einen Fehler von O(72) bei Splitting-Verfahren von zweiter Ordnung.

Bei konvektions-dominanten Gleichungen zeigen die Anwendungen, dass man auf-
grund der schwachen Kopplung, den Splitting-Fehler vernachldssigen kann, vgl. [61].

Um den Splitting-Fehler der Konvektions-Reaktions-Gleichung zu eliminieren wird
eine analytische Losung fiir die eindimensionale Konvektions-Reaktions-Gleichung
hergeleitet.

Die Herleitung der analytischen Lésung wird im néchsten Kapitel betrachtet.



Kapitel 5

Analytische Losungen fiir die
eindimensionale
Konvektions-Reaktions-Gleichung

In diesem Kapitel werden die analytischen Losungen fiir die eindimensionalen Kon-
vektions-Reaktions-Gleichungen mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren herge-
leitet.

Es werden die Herleitungen fiir allgemeine Parameterkombinationen und paarwei-
se gleiche Parameterkombinationen gezeigt. Anschliessend wird die Integration der
Losungen iiber ein Einheitsintervall erldutert.

5.1 Analytische L6sungen fiir die Konvektions-
Reaktions-Gleichungen mit unterschiedlichen
Retardierungsfaktoren

Die analytischen Losungen der Konvektions-Reaktions-Gleichungen mit unterschied-
lichen Retardierungsfaktoren und fiir stiickweise lineare Anfangsbedingungen wer-
den in diesem Abschnitt neu entwickelt.

Die bisherigen aus der Literatur bekannten analytischen Losungen, vgl. [43], [65],
[30] konnten dabei nicht verwendet werden, da sie keine analytischen Losungen fiir
stiickweise lineare Anfangsbedingungen und unterschiedliche Retardierungsfaktoren
enthalten.

Die neu entwickelten analytischen Losungen konnten in ein numerisches Verfahren
eingebettet werden und dadurch verbesserte Losungen der Konvektions-Reaktions-
Gleichungen erreichen, vgl. Kapitel 3.

46
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Fiir die Herleitung der analytischen Losungen wurde die Laplace-Transformation,
nachfolgend auch Laplace-Verfahren genannt, verwendet. Diese Methode gehort zu
den Integraltransformationen und verwendet die Funktion exp(—sz) als Kernfunk-
tion, vgl. [23].

Fiir die Transformation in den Laplaceraum wird folgende Formel verwendet:

Definition 5.1 Die Laplacetransformation £ ist definiert mit:

f&) = (@) = [ () exp(—sa)da (5.1)

Die Laplacetransformation £ ordnet der Funktion f (x) die Laplacetransformierte
f(s) zu. Die Funktion f(x) ist in dem Wertebereich 0 < x < oo definiert. Die
Laplacetransformierte f(s) ist in dem Wertebereich 0 < s < oo definiert.

Eine wichtige Eigenschaft ist die Transformation der partiellen Differentialgleichun-
gen von 1. Ordnung in gewohnliche Differentialgleichungen. Dadurch kann man
die bekannten Losungsmethoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen verwen-
den, insbesondere die Standardwerke, vgl. [67]. Die Losungen kénnen fiir die von
uns benotigten gewchnlichen Differentialgleichungen analytisch angegeben werden,
vgl. [29] und [5]. Die daran anschliessende Riicktransformation, auch inverse Laplace-
transformation genannt, in den Losungsraum kann fiir vorbereitete Standardfunk-
tionen analytisch erreicht werden, vgl. [1] und [12].

Das Verfahren wird anschliessend fiir die Losungen der Konvektions-Reaktions-
Gleichungen mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren verwendet.
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5.1.1 Anwendung der Laplace-Transformation

Im folgenden werden die Schritte zur Herleitung der analytischen Losung fiir die
Konvektions-Reaktions-Gleichung mit Hilfe der Laplacetransformation als Losungs-
verfahren in der Abbildung 5.1 gezeigt.

Konvektions—Reaktions—Gleichung
(Partielle Differentialgleichung
von 1. Ordnung )

=+

Anfangsbedingungen der PDGL

\ Laplacetransformation

Basislésung der GDGL

mit verschiedenen Parametern
(allgemeine Losung) oder

mit gleichen Parametern

(spezielle Lésung)

Losung der PDGL
von 1. Ordnung

+

Anfangsbedingungen der GDGL

Riicktransformation
(inverse Laplacetransformation)

Abbildung 5.1: Losungsmethode fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung.

Die Gleichung fiir das Losungsverfahren, vgl. Kapitel 3, ist angegeben mit:
ou; ou;

St v—— = — N+ N1 Ui, 5.2
5 Vg U+ Nio1 Uioy (5.2)
mit i=1,..., M, \g=0.0,
u;(0,£) =00, mit i=1,...,M,

ar+b 0<zx<1
u(2,0) = 0 sonst

ui(,0)=0.0, mit 0<z und i=2,...,M.

Die Unbekannte der Gleichung ist u; = w;(z,t), wobei ¢ > 0 und = > 0 ist. Alle
Parameter der Gleichungen sind konstant und fiir folgende Bereiche angegeben:
Bei den Geschwindigkeiten beschréinken wir uns auf den Fall v; > 0, analog kann der
Fall v; < 0 betrachtet werden. Die Zerfallsfaktoren sind \; >0 firi=1,...,. M —1
und Ay, > 0. Die Parameter der Anfangsbedingung w;(x,0) sind mit a,b € IR
angegeben. Es ist M die Anzahl der Komponenten.

Im néchsten Schritt wird die Transformation der Gleichung (5.2) in den Laplace-
raum vorgenommen. Die Gleichung und die Anfangsbedingungen werden mit Hilfe
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der Laplacetransformation umgeformt, vgl. [1]. Die Variable des Raums = wird als
Transformationsvariable hergenommen und die Variable im Laplaceraum ist s.

Folgende Transformationen gelten fiir die Unbekannte der Gleichung wu,(x,t), die
auch als Losung der Gleichung (5.2) bezeichnet wird.

Die Unbekannte w;(z,t) wird nach Definition 5.1 transformiert in :
L(ui(z,t)) = t(s,t), mit ¢=1,..., M, (5.3)

wobei £ der Transformationsoperator der Laplacetransformation und 4,(s, t) die La-
placetransformierte ist, vgl. [65].

Die Ableitung von u;(x,t) wird nach Definition 5.1 mit Verwendung der Randbe-
dingung u;(0,t) = 0.0 transformiert in:

£<mmwv:sm@w,mtizhuﬂﬁ (54)

ozr

Man setzt die Transformationen (5.3) und (5.4) in die Gleichung (5.2) ein und erhélt
ein System von linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen von erster Ordnung,
vgl. [43] :

aAi 7t ~ ~
”§)Z—W+smm@w+xuml@o, (5.5)
mit ¢i=1,...,.M und X\ =0.0,

X a b a
in(s.0) = (% + (1~ exp(—s)) ~ Lexp(-s)
4;(s,0)=0.0, mit i=2,...,M.

Falls keine weiteren Voraussetzungen angegeben sind, ist der Definitionsbereich fiir
tmit ¢ =2,..., M, fiir jmit 5 =1,...,7 und fiir £k mit £k = 1,...,4, wobei k # j,
angegeben.

Eine explizite Losung der Gleichung (5.5) wurde in der Arbeit [43] hergeleitet. Diese

Arbeit wird verwendet um folgende Losungen der gewhnlichen Differentialgleichung
(5.5) zu erhalten:
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Der Faktor A; ist definiert als:
i—1
j=1

Fiir die weiteren Betrachtungen gilt s(vy —v;) 4+ (A —A;) # 0 . Der Fall mit gleichen
Parametern wird spéter in Kapitel 5.1.4 betrachtet.

Die laplacetransformierte Gleichung (5.6) wird anschliessend fiir die Riicktransfor-
mation in den Losungsraum der Ausgangsgleichung (5.2), vorbereitet, vgl. [65].

Dazu werden folgende Gleichungsterme aus Gleichung (5.6) mit der Partialbruch-
zerlegung umgeformt:

ﬁ 1

o1 Sk — ) + (A — Aj)

k#3j
; A=A i
_ H 1 Vg —Vj _ AZ H )\]k‘
i Ak — A s+% TS s+ Ak
k#j L k#j
: : Aji Ajk d Ajk
== Az ( J ) J :AZ Akl J 5 59
I ; E )\jl_)\jk S+)\jk I kz:; I S+)\jk ( )
k#j l#k k#j

1]

wobei die Faktoren A;; und Aj;,; anschliessend definiert sind als:

Ay e (H " ! Aj) , (5.10)

k=1

k]
: Al A — Mg
Nipi = 7]) Nig 1= —2 = Agi - 5.11
Jk, ( g )\jl — )\jk )y Nk v; — g kj ( )
1#]

Fiir die anschliessende Herleitung der Losung gilt:

LN #XN Vi k=1,....M, falls j#k.
2. vi#Fuy Vik=1,...,M, falls j#k. (5.12)
3. N #F XNy Vi kil=1,...,M, falls j#kANjFINEF#L

Die Fille mit paarweise gleichen Parametern, werden in Kapitel 5.1.4 betrachet.
Diese Losungen wollen wir spéter spezielle Losungen nennen.
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Unter Verwendung der Partialbruchzerlegung aus Gleichung (5.9) lasst sich die Glei-
chung (5.6) fiir die Riicktransformation schreiben als:

Uy = U1(s,0) exp(— (A + sv1)t) (5.13)

u; = uq(s,0) Ay ( Z Ajiexp(—(Aj + sv;)t Z Ajp, i > ) (5.14)

j=1

k#]

Fiir die Riicktransformation der Gleichungen (5.13) und (5.14) in den Losungsraum
werden die vorbereiteten analytisch riicktransformierbaren Funktionen aus den Ar-
beiten [1] und [12] verwendet.

Damit kann die Losung der Konvektions-Reaktions-Gleichung (5.2) mit unterschied-
lichen Retardierungsfaktoren und paarweise verschiedenen Parametern, nachfolgend
angegeben werden.

0 0<z <t
ur(z,t) = exp(—A\it) < alzx —vit) +b vt <z <vt+1 | (5.15)
0 nt+1<zx
Zexp(—)\jt)Aj,i Z Ajk,iAjk s (516)
- =t
0 0<x<wt
a(z — vj;t)
Ay =1 Tl =30 —exp(=Aj(x —vit))) vt <z <wit+1  (5717)

(b— 5 +a)exp(=Ajr(z — vt = 1))
—(b— ﬁ) exp(—Aji(x — v;t)) vit+1<z

Bei der weiteren Untersuchung der Losung (5.16) erkennt man den Nachteil der
bisherigen Intervallschreibweise. Wie man richtig schliesst, ist die Losung 0 fiir die
Werte z < max;—y__am{v;t+ 1}, d.h. ausserhalb der Konzentrationsbereiche. In der
obigen Schreibweise muss durch Elimination der Wert 0.0 berechnet werden. Dabei
kann es zu numerischen Instabilitdten kommen, vgl. Abbildung 5.2.

Aufgrund dieser Instabilitdten wird nachfolgend eine verbesserte Intervallschreib-
weise eingefiihrt, die solche Ausloschungen beriicksichtigen.

Die verbesserte Intervallschreibweise ist angegeben mit:

Mjk,i v < Vg

= AZ Z (Lj,i + Z Mkj,i Vg < U ) , (518)
j=1

E>5 1 0 sonst
mit 1=2,..., M.
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0.14

0.06 |

0.04

o
.
N
]
N
L
ﬁ;—%

Abbildung 5.2: Numerische Instabilitdten der analytischen Losungen fiir die vierte
Komponente, die mit Gleichung (5.16) gerechnet wurde.

wobei fiir die Faktoren L;, und M;;; gilt:

exp(—A;t) A, (a(x —v;t)+0b

Lii =\ —axic, § ) vt<z<vit+1 » (519
k#j
0 sonst
Nji Njiei g vt <o <yt
Mjk,z’ = A]‘J‘ Ajk,i hjk th + 1 S X S ?)kt + 1 s (520)
0 sonst
und fiir die Faktoren g¢;, und h;; gilt:
a
gjx = —(b— )\—k) exp(—A;t) exp(—Aji(z —v,t)) , (5.21)
j
a
hj, = (b— o + a) exp(—A;t) exp(—Ajp(z — vt — 1)) . (5.22)
jk

Die Umformungen von der Gleichung (5.16) zur Gleichung (5.18) wird nachfolgend
hergeleitet.

Es kann die Gleichung (5.16) umgeschrieben werden in:

ul-(a:, t) = AZ Z eXp(—)\jt)Aj,i Z Ajk,iAjk: (523)
B oy

_ A Z(cﬂ S (B + Beg) ) (5.24)

k>j
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Die Faktoren C; sind definiert mit:

O, = { o Asibgnilin vt S@ vt , (5.25)
0 sonst
wobei der Faktor f;, definiert ist mit:
fin = (ala = v3t) + (b= 3) exp(=At). (5.26)
J
Die Faktoren B,y ; sind definiert mit:
9jk vit <x <wit+1
j;“ = A A]/“' 9k + hjk vt + 1<z , (527)
0 sonst

wobei die Faktoren gj; und hjj, definiert sind in (5.21) und (5.22). Der Faktor By;;
wird durch Vertauschen von j und k vom Faktor Bj;; bestimmt.

Im folgenden wird die Gleichheit zwischen (5.18) und (5.23) gezeigt. Dabei reicht es
die Ubereinstimmung zwischen den Faktoren C;; und L;;, den Faktoren Bj; ; + By;
und My, ; fiir v; < vy bzw. Bji; + Byj; und My;; fiir v, < v; zu zeigen.

Es wird folgende Gleichheit zwischen den Faktoren C;; und L,; gezeigt:

1
Cj,i = Z eXp )\ t A] zA]kz ( (SC — ’th) + b— CL)\—) (528)
k#] ik
7 7 1
— eXp(—/\jt) Aj,i ((a(x — ”th) + b) Z Ajk,i — a Z Ajk,i —)
k=1 k=1 )\jk
k#j k#j
|
= exp(—\;t) A, ((a(x —vit)+b)—ad —)
k=1 )\jk
k#j
= Lj,l )

wobei die Faktor L;; und C;; auf dem Intervall v;t < x < v;t + 1 definiert sind
und ausserhalb 0 sind. Als Voraussetzung wurde fiir die Faktoren Aj;,; folgende
Gleichheit verwendet :

> Ajwi=1, (5.29)
k;y
1
ZAJ,“—_ZA—. (5.30)
Jk =

k#] k#j
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Der Beweis von Gleichungen (5.29) und (5.30) kann mit vollstdndiger Induktion
durchgefiihrt werden.

Mit einer weiteren Gleichheit kann nun die Ubereinstimmung zwischen den Faktoren
Bji i+ By und My, ; gezeigt werden. Es soll der Fall v; < vy, gezeigt werden, analog
kann der Fall v, < v; durch Vertauschen der Indizes gezeigt werden.

Es gilt fiir den Fall v;t < vt :

B+ B = (5.31)
Jik vit <z <wit+1
= NjilNjei{ g thp vit+1<x
0 sonst
Gkj vpt <o < vt + 1
+ ApiMgii§ gk + e vt +1<x
0 sonst
Ajiljrigi vit <z < gt
AjilNjkigin + M il\jiGrj ot <z <wit+1
= ) Aiabnilge + ge) + A i vit+1 <o < gt +1(5.32)
NNk i(gik + hie) + A iliji(grs + b)) vt +1 <z
0 sonst
ANjiNjgigie vt <o <t
= Aj7z'Ajk,ihjk th +1<z<yt+1 (533>
0 sonst
- Mjk,z‘ .

Das gleiche Ergebnis wird fiir den Fall v;t + 1 < vt erreicht. Es wurden dabei zur
Vereinfachung von Gleichung (5.32) nach Gleichung (5.33) folgende Voraussetzungen
verwendet:

NjiNjri Gk + Mg iAgji g =0 mit vt <a Ayt <,

Aj,z'Ajk,i hjk + Ak,z’Akj,i hkj =0 mit th +1 S VAN Ukt +1 S T . (534)

Fiir die Gleichheit der Gleichung (5.34) werden folgende Voraussetzungen benotigt
und anschliessend bewiesen:

gik=0gr; mit vit<z<vy+1 Ayt <z<uyt+l,

hjr =hy; mit vit+1<ax A uyt+1<x, (5.35)

und
NjilNjgi + AN =0, (5.36)

mit j,k=1,...,7und j # k,
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Die Gleichheit von (5.35) beweist man durch:

git = —(b— =) exp(=\;t) exp(—N(x = vjt)) (5.37)
ik

a
=—(b— E) exp(—Agt) exp(—Agj(z — vit)) = gij
J

dabei verwendet man die Symmetrie von A, = A; und die Gleichheit von:
exp(—A;t) exp(—Ajp(T —v;t)) = exp(—Agt) exp(—Ag; (T — vit)) , (5.38)

wobeil & =z oder * =z — 1 ist.
Die Gleichheit (5.38) kann durch Nachrechnen gezeigt werden. Dabei reicht es die
Gleichheit der Exponenten zu zeigen.

Die Gleichung (5.36) wird gezeigt mit:

Nji Njii + Aii Mg

_ 1 ((li[ 1 Al )_(li[ 1 A )):0
)\k_)\j )\l_)\j)\jl_)\jk %;k )\l_)\k)\kl_)\kj .

=1
1#£k
1] 1]

Es bleibt zu zeigen:

L) = (
(HAZ—AjAﬂ—Ajk -

=1
1#£k
1#]

i~

1 Akl )
A= A A — A/

S
SO

Es reicht die Gleichheit fiir jeden Term zu zeigen :

1 oo 1 Ak
N=XNAi =Nk A= M A — Ay

(5.39)

wobei [ = 1,...,4 mit [ # j und | # k ist. Die Gleichheit (5.39) wird durch Nach-
rechnen gezeigt.

Abschliessend ist damit die Gleichheit von Gleichung (5.18) und Gleichung (5.24)
gezeigt und die neue Schreibweise eingefiihrt.

Die Gleichung (5.18) wird anschliessend fiir 2 Komponenten betrachtet.
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5.1.2 Anwendung der analytischen Losungen fiir 2 Kompo-

nenten

Fiir 2 Komponenten erhilt man folgende Gleichung:

Mz v1 <09
ug(x,t) = N\ <L1,2 + Lo+ Moo v <y ) ;
0 sonst

wobei A\; # Xy und vy # v, ist.

Die Faktoren der Gleichung (5.40) sind angegeben mit:

1
L = { SXP(—Alt)m@(f'f—”lt) b—ax;)

I B { exp(—)\gt)ﬁ(a(m — vgt) + b — a/\—m)
22 = 0

exp(—Mt) 5o (= b+a)\—12)
M1272 = eXp( )\1 ) (b — CL —+ CL)

0 sonst

exp(—Agt) ( b+a)\—12)

My o = eXp(_)‘2t)A1i>\2 (b B a)\_L + a)

0 sonst

nt<z<uyt+1
sonst

vt <z < vt +1
sonst

-exp(— )\12(1‘ - vlt)) vt <z < vgt

-exp(— )\12(:c—v1t—1)) nt+1<ax<wvt+1

-exp(— )\12(1‘ - Ugt)) vot < x < ugt

cexp(—A2(z — vt — 1)) vt +1<zx<wvt+1

Anschliessend wird die Gleichung (5.18) fiir 3 Komponenten betrachtet.

(5.40)
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5.1.3 Anwendung der analytischen Losungen fiir 3 Kompo-
nenten

Fiir 3 Komponenten erhilt man folgende Gleichung:

Misz v1 <y
Ug([L‘, t) = /\1)\2 <L173 + Lg,g + L3,3 + M2173 V2 < U1 (541)
0 sonst
M3z v <wz M3z vy < v3
+4q Mz v3<vy + 9 Mssz vz <y ) )
0 sonst 0 sonst

WObei)\l#)\Q, )\17&)\3, )\2%)\3 und vl%vg,vl%vg,vg# UgiSt.

Die Faktoren werden fiir die Gleichung (5.41) fiir den Fall v; < vy A v; < vz A vg <
vy angegeben.

eXp(—Alt)—/\;)\1 AgiAl
Lizg = § (a(z—ot) +b—a( +55) vt <z <ut+1

0 sonst

eXp(_AQt) )\11)\2 Asi)\z

Lyz = { (a(z —wst) +b—a(5 +55)) vt <z <vt+1
0 sonst

exp(—/\g,t)—/\li)\3 /\;)\3
L3y = (a(:c—vgt)—l—b—a(/\—;jt/\%g)) vt <ax <wgt+1 |

0 sonst

1 1 A3
Ao — A Az — AL Az — Aip
exp(—At)(—=b+ a)\—L)
cexp(—A2(z — vt)) unt < x < vt

Mo 3

exp(—At)(b— a/\im +a) :
cexp(—App(z —wvit—1)) vt+1<z<wvt+1

0 sonst
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1 1 A9

M

139 Ay — A Az — A1 A2 — Agg

exp(—A1t)(—b+ a)\—ig)
~exp(—Aiz(z — vit)) nt <z < wst
exp(—Ait)(b— a%m +a) :
cexp(—=Ag(z —vit—1)) nt+1<z<wvgt+1
0 sonst
1 1 A

Mo3 3 =

At — A2 A3 — A A1z — Aas
exp(—Aat)(—b+ a)\—ig)
exp(—Agg(z — wvat)) vot < < wst

exp(—Aat)(b — a/\%g +a)
cexp(—Agg(z —wgt — 1)) wvot+1 <z <wgt+1

0 sonst

Anschliessend werden die analytischen Losungen, fiir paarweise gleiche Parameter
hergeleitet.

5.1.4 Spezialfille der analytischen L6sungen

In diesem Abschnitt werden die analytischen Losungen fiir paarweise gleiche Para-
meterkombinationen entwickelt.

Die bisherigen Verfahren erzeugen bei paarweise gleichen Parametern singulédre Stel-
len, deshalb wendet man folgendes Vorgehen zur Bestimmung der Lésungen an.

Die paarweise gleichen Parameterkombinationen werden in dem Losungsschritt eli-
minert, in dem sie noch keine singuléren Stellen sind. Damit entfallen sie anschlies-
send als singulére Stellen in den nachfolgenden Losungsschritten.

Es werden die Indizes [ und a(l) fiir die paarweise gleichen Parameter eingefiihrt, es
gilt dabei [ < a(l).

Fiir die Losungen koénnen fiir den Fall ¢ < a(l) die bisherigen Losungen (5.16) ver-
wendet werden. Fiir den Fall ¢ > a(l) werden die nachfolgenden speziellen Losungen
verwendet.

Nachfolgend werden die Losungen fiir die paarweise gleichen Parameter hergeleitet.
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5.1.4.1 Spezialfille der analytischen Lésungen fiir \; = A,

Die paarweise gleichen Parameterkombinationen lassen sich in der Gleichung (5.7)
eliminieren und durch weitere Umformungen erhélt man folgende Gleichung;:

(s, t) = u1(s,0) Ay (5.42)
1 ! 1
(eXp(_()\l " Svlmm Ig s(ve — o) + (A = )
kal)
1 : 1
toowEa T D S v) + O )
o)
+ ; exp(—(A; + sv;)t) I]:[l Y Y )\j)> )
Jj#l k#j

i#a(l)

Man fiithrt die Umformung mit der Gleichung (5.9) durch, die aus der Umschreibung
zu weiteren Produkttermen und der Partialbruchzerlegung besteht. Man erhélt fol-
gende Gleichung:

Fall : i =2 und (I,a(l)) = (1,2)

ﬂg = (8,0) /\1 (543)

1
(b= 00+ 019))—— + expl(— (0 + v2))—— |
|l exXpl— V1S — exXpl— VoS - .
p 1 1 Uy — 118 p 2 2 v — Uy 3

Fall.: i =3,...,. M

1 R Ak
exp(—(N +vs)t) ——Nj o) — Atk at) i
(—( >>vau)—vz Wi ; 08 5w
k£l
k#a(l)
1 S Aa(D)k
+ exp(—(Aa@y + Va)s)t) ———— Aoy 1 — Aok ———
( ( @ ® ) >Ul — Va(l) O S ; Okt S+)‘a(l)k
k#a(l)
k#l
i i )\jk
+ > exp(=(\ o)) A Y NS |
j=1 k=1 S + )\.]k

L kit
#a(l)
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wobei die Faktoren A;, A;; und Aj; in den Gleichungen (5.8), (5.10) und (5.11)
definiert sind und die Faktoren Ay qx),i, Aaq),is Aik,a),s Und Agyr,; werden definiert
mit:

N oy = — Aoy = —_—, 5.45
) ()7 Pt )\k‘ _ Al ()7 B kl:[l )\k,‘ _ Aa(l) ( )
k£l k#a(l)
k#a(l) k#l
d )\ln : )\a(l)n
Nk )i = —, Nk = —_—. 5.46
) E Ain — Ak Ok E Aa(lyn = Aa(D)k (5.46)
n#k n#k
n#l n#a(l)

n#a(l) n#l

Es wird die Riicktransformation vorgenommen unter Verwendung der analytisch
riicktransformierbaren Funktionen im Anhang (A.2) :

Fall: i =3,...,M

u = N
1 A,
(7 exp(—Ait) Aoy, Z Atk aryi (v — <)
Va(l) — VI = Ak
ka(l)
1 Ak
+ 76Xp(—)\ a(l)lz Z A klzaa - ® )
U — Va() Aa(t)k
k;éa(l)
k£l
B =
j#a(l)

Es kann eine weitere Vereinfachung durch Herausziehen der Faktoren o; und ag)
in der Gleichung (5.47) erreicht werden und man erhélt die Losungen:

Fall : i =2 und (I,a(l)) = (1,2)

Oé1‘|—
Vg — U1 U1 — V2

ws = A1 exp(=Ait) ( ag) . (5.48)

i (5.49)

A
1 : Al
- —\NtA all).i - A a(l)i~N
( o eXp( I ) La(l), (Oél ; lk,a(l), )\lk)

k#a(l)
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1 ¢ A,
+ ———exp(=Aap)Aaii(Cary = 3 Aarrisol)
Ul — Vg(1) pst Aa()k
k#a(l)
k#l
+ D exp(=A)A Y Ajk,z‘Ajk>7
2 =
j#a(l)
wobei folgende Gleichung zur Umformung verwendet wurde:
> Agawi=1, (5.50)
k=1
k£l
k#a(l)

die Gleichheit kann durch vollstédndige Induktion gezeigt werden.

In Gleichung (5.48) und (5.49) sind folgende Faktoren verwendet worden:

Die Faktoren Aji, Ay und Auqy, sind in der Gleichung (5.17) definiert, wobei man
fiir die Terme Ay, bzw. A,y den Index j durch [ bzw. j durch a(l) ersetzt. Die
Faktoren o sind in der nachfolgenden Gleichung (5.51) definiert:

0 0<x <yt
o = a%—l—b(m—vﬁ) wt<z<uyt+1l , (5.51)
a%+b yt+1<z

analog ist oy definiert, dabei ersetzt man [ durch a(l).

Anschliessend wird aufgrund der ungiinstigen Intervallschreibweise der Losungen
(5.47) und (5.48), die wegen der rechnerischen Ausloschung an den Intervallgren-
zen max;—1,_ ;{v; + 1} < = Unstabilitdten erzeugen, eine neue Intervallschreibweise
hergeleitet.

-----

Die neue Intervallschreibweise lasst sich wie folgt einfiihren:

Fall : ¢ =2 und ([,a(l)) = (1,2)

Niso v <y
u2<l’,t> = )\1 NQ’LQ Vo < V1 . (552)
0 sonst

Fall:i=3,....M

i—1 i i i M v < g
ul-(a:, t) = H )‘j ( Z Ljﬂ' + Z Z Mkj,i Ve < (% (553)
i=1 T =N sy L0 sonst

Jj#a(l)
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+ P+ FPapyi+ 9 Naai Va) < v

Nia@y,i v < Vaq) )
sonst

Dabei sind die Faktoren L,;, M;;; und My;,; in der Gleichung (5.19) und (5.20)
angegeben.

Die Faktoren Pp; , Pu)i » Nia@), und Ny, sind nachfolgend angegeben:

1 Cli Ult<:L‘<Ult+1
P,=- —Nt)————Ay; ! - = .54
b exp( Alt)va(l) M { 0 sonst ’ (5:54)
wobei der Faktor ¢;; angegeben ist mit:
| VA RN |
ai=(ale—wvt)+b) >, ——a 3 ()\— > A_) 7 (5.55)
k=1 lk k=1 lk n>k Nn
k#l k#l n#l
k£a(l) k£a(l) nsta(l)

analog wird der Faktor c,q) durch das Vertauschen der Indizes [ und a(l) ermittelt.

Ebenso wird der Faktor P,q),; ermittelt durch das Vertauschen der Indizes [ und a(l)
in der Gleichung (5.54).

Fiir den Faktor Nj,q); wird folgende Gleichung (5.56) definiert, analog wird der
Faktor Ng),; durch Vertauschen der Indizes [ durch a(l) ermittelt:

1
Niawi = ————exp(=At)A; (5.56)
Va(l) — Ui

dl Uﬂ}gl’g’vlt—i-l
< e ut+1<z<uvpt+1

0 sonst
) day va@yt S T Syt +1 >
0 sonst ’

wobei die Gleichheit von A;; = A, fiir die Vereinfachung eingesetzt wurde. Die
Faktoren d;, e ergeben sich mit:

— ut)?
d, = aw +b(z —ut) , (5.57)
1
e=ag+ b, (5.58)

wobei der Faktor d,() durch Ersetzen von [ durch a(l) in der Gleichung (5.57) er-
mittelt wird.
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Die Umschreibung von der Gleichung (5.47) zu der Gleichungen (5.53) wird an-
schliessend betrachtet.

Es wird die Gleichung (5.47) anschliessend umgeformt in Gleichung (5.60) und da-
nach die Umformung zur Gleichung (5.53) vorgenommen.
Es gilt:

1 A
wilz,t) = Ai(TeXp( M) Ava, Z Aukaya (0 — 25 (5.59)

—u Al
k;él
k#a(l)
1 Aa
+ ————exp(—Aq )L Z Aayrsi(Qaq) QL
k;éa(l)
k#l
+ Z exp(—A;t) A Z Ajk,iAjk>
g oy
j#a(l)
- ( Z Cji + Z Z (Bjr,i + Buj.a) (5.60)
g 1= ey
j#a(l)

+ Diyi+ Doy + Eri + Ea(l),i> ,

wobei der Faktor C}; in der Gleichung (5.25) angegeben ist. Bﬂ“ ist angegeben mit:

~ Bj i j#la(l)}
Bjk,i = Blk,z’ J= l

By 7 = a(l)

Die Faktoren Bjj,; mit j =1,...,iund j # [, j # a(l) sind angegeben in Gleichung
(5.27). Fiir die speziellen Faktoren mit By ; hat man folgende Schreibweise:

ik ut<z<uyt+L
By = Moy, Mika@yi § 9k +hae vt+ L < ,
0 sonst

Der Faktor By, ist durch die Ersetzung von [ durch a(l) angegeben. Die Faktoren
fiks gie und hy sind in den Gleichungen (5.26), (5.21) und (5.22) angegeben, dabei
wird der Index j durch [ ersetzt.

Der Faktor D, ; ist angegeben mit:

1 J
Dy = ——————exp(—=Nt)Aia@y Z Ay a(l)zﬁ : (5.61)
Va(t) — V1 Ak
k;él
k#a(l)
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Der Faktor Ej; ist angegeben mit:

1
E; = ———exp(=Nt)Aia@); E Atk a@),i (5.62)
V(1) — Ui k=1
kAl
k#a(l)

Anschliessend wird die Gleichheit von Gleichung (5.59) und (5.60) gezeigt.

Es reicht die Gleichheit von C; und L, ; , Bjk Z+Bk] ; und My, ; fiir den Fall v; < vy,
sowie fiir D;; und P ; und fiir £y ;+ E, ), und N o) ; fiir den Fall v < Ug(r) ZU Zeigen.

Die Gleichheit zwischen den Termen C;; und L;; wurde in (5.28) gezeigt.

Bei der Gleichheit By ; + By und My ; bzw. fiir Bjy.; -+ By;; und My, reicht es die
Gleichheit der Faktoren By ; + By; und My ; nachzuweisen, fiir die anderen Indizes
kann die Gleichheit in (5.31) verwendet werden.

Es gilt fiir den Fall vt < vt:

Big,i + Brii = (5.63)
1 1 ik yt <z <uyt+1
= Nl | gt vt 1< (5.64)
o) LA 0 sonst
Gkl vt < ax < vt +1
+ ApilNei Gu+hu vut+1<x
0 sonst
1 1 g, vt < x <t
= _Ui_)\_Al,a(l),iAlk,a(l),i hig vt+1<z<uyt+1 (5.65)
al) — UL Ak 0 sonst

= Mlk,i 9

wobei der Fall vt + 1 < vt analog gezeigt werden kann und ebenfalls zum Faktor
Mlk,i fihrt.
Der Fall v, < v; wird analog gezeigt.

Die Gleichheit von (5.64) auf (5.65) wird mit folgender Gleichung (5.66) gezeigt und
der Eigenschaft (5.35).
Es gilt die Gleichheit:

1 1
———— Ny a),iMika@), + AkiArii =0 . (5.66)
Va(l) — V1 Aik

Dies kann durch Nachrechnen gezeigt werden, der Beweis ist analog in Gleichung
(5.39) aufgefiihrt.
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Anschliessend wird der Faktor D;; in den Faktor P,; umgeformt.
Es gilt:

1
Dl,i = —76341)( )\lt Ala(l Z Alka(l f (5-67)
V(1) — Ui k=1
k#l
k;éa(l)
1
= —76}{})( )\lt Ala(l Z Alka(l ~ (568)
V(1) — Ui k=1
k#l
k#a(l)
1
(a(x —vt) +b—a—)
)\lk
1
= ——— exp(= N A i 5.69
Vo) — 11 exp( l ) La(l), ( )
(e —u+n 3 -0 3 (3 )
k=1 )\lk )\lk n>k )\ln
k#a(l) Ic#a(l) ngjzé(ll)

wobei die Faktoren im Intervall vt < x < vt + 1 definiert und sonst 0 sind. Die
Gleichheit von (5.68) zu (5.69) wird mit folgender Aussage gezeigt:

U 1
Z Alk al Z _ e (5.71)
llc k=1 Lk
k;él k#l
k#a(l) k#a(l)
S DU |
Atk = (— —) - (5.72)
g )\lzk % Al Zzilf Ain
k#a(l) k#a(l) n#a(l)

Der Beweis kann mit vollstdndiger Induktion gezeigt werden.
Es wird nun die Gleichheit zwischen den Faktoren Ej; + E,q),; und Ny, gezeigt.
Es gilt:

Ei+ Eouyi = (5.73)
dl ’UﬂfSl‘SUﬂf*Fl

= L exp(—Ait) Z (Al,z’Alk,a(l),i e uyt+1<ux
Ya(t) — 1 ) 0 sonst
kta(l)
da@ty Vo)t < T < vaqyt +1
—Aa@),iNa@ri § € Vot +1 < x > (5.74)

0 sonst
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dl Uﬂ}gl’g’vlt—i-l

1
= — exp(—)\lt)< e yt+1<zx
Ya() =1 0 sonst
da@y Vot < T < vyt + 1
—S e Vot +1 < ) (5.75)
0 sonst
= Ny (5.76)

Die Umformung von Gleichung (5.75) nach (5.76) wird durch Umschreiben der In-
tervalle erreicht, dabei eliminiert man den Faktor e. Analog kann der Fall v,y < v;
durch Vertauschung der Indizes [ und a(l) betrachtet werden.

Damit ist die Gleichheit zu der vereinfachten Intervallschreibweise gezeigt.

Anschliessend wird die Losung fiir den Spezialfall v; = vq() hergeleitet.

5.1.4.2 Spezialfille der analytischen Losungen fiir v; = v,

Die paarweise gleichen Parameterkombinationen v; und v,y lassen sich in der Glei-
chung (5.7) durch Einsetzen eliminieren und man erhélt durch weitere Umformungen
folgende Gleichung;:

ﬁi(s,t) = ’ZAJ/1<S,O> Az

1 : 1

exp(—(N + sy)t) ——

( (=N V) Aa() — N ’;21;[} s(op —v) + (A — )
k#a(l)
T+ exp(— (g + 5ta))) —— H :

exp(— a SUq 3

P 2000 N ez S0 = ) + (k= Aa)

k£l

+ —(A; + sv;)t . 5.77
; Xp(=(A; + su;)1) kljl s(vp — v;) + (A — Aj)) (5:17)
0 e

W s

J

Man fiihrt die Umformung aus der Gleichung (5.9), die aus der Umschreibung zu
weiteren Produkttermen und der Partialbruchzerlegung bestehen, durch. Man erhélt
folgende Gleichung;:

Fall : i =2 und (I, a(l)) = (1,2)

R R 1 1
Us = Uy1(s,0) Ay < exp(—(A + vls)t))\ 3 + exp(— (A2 + UQS)t))\ S > )
2 — A1 1— A2
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Fall.: i =3,...,. M

: A
ﬂi = le (8, 0) A, <6Xp(—()\l —+ vls)t) AM Z Alk ,a(l) i tk (578)
k=1 s+ /\lk
k£l
k#a(l)
: Aa(l)k
+ exp(—(Aa) + va@)$)t) Moy D Na@ykti ———
pst s+ Aa()k
k;éa(l)
+ Y exp(—(N; +v;8)t) Ay, Z )
o o

Jj#a(l)

wobei die Faktoren A;, Aj;, Aj;, Ag@y; und Ajy; in den Gleichungen (5.8) und (5.10)
definiert sind. Dabei werden bei den Faktoren A;; und A, ;, die in der Gleichung
(5.10) definiert sind, die Indizes j durch [ bzw. j durch a(l) ersetzt. Die Terme
Aoy, und Agqyr,,; werden in den Gleichungen (5.45) und (5.46) definiert.

Fiir die Riicktransformation erhélt man folgende Gleichung;:

Fall : i =2 und (I,a(l)) = (1,2)

1 1
us = N\ ( exp(—Ait) S Jrexp(—/\yf))\1 Y > B . (5.79)

Fall: i =3,...,M

u; = Az<eXP(—)\lt) A > NaqiAu (5.80)
izl
k#a(l)
+exp(—Aa@yt) Aaqr),i Z Aok iAar + Z exp(—A;t) Aj; Z Ajlc,z‘Ajk> ;
k;céa(ll) #l k#£j
oot i#a()

dabei sind die Werte fiir Aj;, Ay, und Ay, in Gleichung (5.17) angegeben, wobei
man fiir die Faktoren A;, und Aqq)r den Index j durch [ bzw. j durch a(l) ersetzt.
Der Faktor f3 ist in der nachfolgenden Gleichung (5.81) definiert:

, (5.81)

5 = alx —ut)+b yt<z<uyt+1
Yo sonst

Aufgrund der Instabilitdt und durch die Ausloschung werden die Gleichungen (5.80)
in eine Intervallschreibweise vereinfacht.
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Die vereinfachte Gleichung ist angegeben mit:

Fall:i=3,.... M

i— Mjk,i V; < Uk

wie.t) = T z Lty z Myyi v <, (5.82)
= = = Gustiaay L0 sonst
J#a(l)

+ Qi+ Qa(l),i) )

wobei die Faktoren L;;, M;;, und Mj;,; gegeben sind in (5.19) und (5.20).

Der Faktor @);; ist angegeben mit:

B my; vt <z <uyt+1
Qui = exp(—=\it) Ay { 0 sonst

wobei der Faktor m;; angegeben ist mit:

|
m; =a(r —ut)+b—a E —. (5.83)
k=1 )\lk
[,
k#a(l)

Die Umschreibung von der Gleichungen (5.80) zu den Gleichungen (5.82) wird an-
schliessend betrachtet.

Es wird folgende Umschreibung angegeben in neue Faktoren, die anschliessend zu
den Faktoren der Gleichung (5.82) umgeformt werden:

ui(z,t) = A (GXP( Ait) Ay Z Aikea@),i Ak

k;él
k;éa(l)
+ eXp( a(l)t Z Aa(l)k l,i41a(l
k;éa(l)
k#l
—+ Z eXp(—)\jt) A]’ﬂ‘ Z Ajk,iAjk)
g g
j#a(l)
= ( Z Cji + Z Z (éjkz + Bk]z) + G+ Ga(l),z‘), (5.84)
T I=L ey

Jj#a(l)
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wobei der Faktor C}; in der Gleichung (5.25) angegeben ist, Bﬂ“ ist angegeben mit:

) Bjr:  j#{lall)}
Baoyri J = a(l)

Der Faktor Bji; mit j = 1,...,4i und j # [, j # a(l) ist angegeben in Gleichung
(5.27). Fiir die spezielle Funktion By ; hat man folgende Schreibweise:

ik ut <x<uyt+ L
Bii = ANy Mikayi § 9k +hie vt + L <x ; (5.86)
0 sonst

wobei der Faktor By, durch die Ersetzung von [ durch a(l) in Gleichung (5.86)
angegeben ist. Die Faktoren fi, gix und Ay, sind in den Gleichungen (5.26), (5.21)
und (5.22) angegeben, dabei wird der Index j durch [ ersetzt.

Der Faktor (;; ist angegeben mit:

Gui = exp(—=MNt)Ayi > Nayifin (5.87)

k=1
kAl
k#a(l)

wobei der Faktor G ,; durch Vertauschen der Indizes [ und a(l) in Gleichung (5.87)
bestimmt wird.
Anschliessend wird die Gleichheit von Gleichung (5.82) und (5.84) gezeigt.

Es reicht die Gleichheit von C;; und L, ; , B];“ + Bk” und My ; fiir den Fall v; < vy,
und weiter die Gleichheit von G; und Q);; zu zeigen.

Die Gleichheit zwischen den Termen C;; und L;; wurde in (5.28) gezeigt.

Bei der Gleichheit Bj; + By, und My, baw. Bj; + Byji und My, reicht es die
Gleichheit der Terme By ; + By, und M, ; nachzuweisen, fiir die anderen Indizes
kann die Gleichheit in (5.31) verwendet werden.

Es gilt fiir den Fall vt < vt:

By + Brii =
[ yt<rx<uyt+1
= N iNika@,i§ 9+ vt+1<z (5.88)
0 sonst
Gkl nut <z <t +1

+ ApilMei Gu+hu vut+1<x
0 sonst
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g Ut <x <t
= NiMNga@y,iy hie vt +1 <2<yt +1 (5.89)
0 sonst

wobei der Fall vit + 1 < vt analog gezeigt werden kann und auf den Faktor M ;
fiihrt.
Der Fall v, < v; wird analog gezeigt.

Die Gleichheit von (5.88) auf (5.89) wird mit nachfolgender Gleichung (5.90) und
unter Verwendung der Gleichheit (5.35) gezeigt.

A iNiga@yi + MiiMrai = 0 . (5.90)

Die Gleichheit von (5.90) kann durch nachrechnen gezeigt werden, der Beweis ist
analog in Gleichung (5.39) aufgefiihrt.

Anschliessend wird der Faktor G; zu dem Faktor ();; umgeformt.
Es gilt:

Gri = exp(=Mt) A D> Ao Juk (5.91)
2l
k#a(l)
‘ 1
= eXp(—)\lt) Al,i Z Alk,a(l),i (a(w - Ult) + b— CL)\—) (592)
o, tk
k#a(l)
|
= exp(—\it) Ay, (a(a: —ut)+b—a ) )\—) (5.93)
=1 ik
k#a(l)
= Ql,i )

wobei die Faktoren im Intervall v;t < x < vt + 1 definiert und sonst 0.0 sind.

Fiir die Gleichheit von (5.92) und (5.93) werden die Gleichungen (5.50) und (5.71)
verwendet.

Analog wird der Fall fiir Gy, gezeigt.

Damit ist die Gleichheit von (5.80) und (5.82) gezeigt und die einfachere Intervall-
schreibweise eingefiihrt.

Anschliessend wird die Losung fiir den Fall A, = A\nqq) betrachtet.
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5.1.4.3 Spezialfille der analytischen Losungen fiir A,,; = \q)

Zur Herleitung der Losung wird die Gleichung (5.14) verwendet und die paarweise

: A
gleichen Terme —’\ml— und —Lme®

S P werden ausgeklammert.

Unter Verwendung der Gleichheit von A, = Apq@) unterscheidet man folgende Félle:

Fall : ¢ =3 und (m,l,a(l)) € {(1,2,3),(2,1,3),(3,1,2)}

~ ~ ()\ml)2
i = ,0) A —(Am Fms)t) Ay ———5
i = ins,0) (exp< o tm)t) Ay 02
)\ A i 5.94
b3 (=40 Ay TT 2. 59
]#m k#j
Fall :i—4,. .. M
~ <)\ml)2 : )\mk
i T A )\ m tAmz - EEm—
u (s,0) (exp( (A + Om8)t) Ay, EESnE L[l -
poiy
k#a(l)
>\ ) A 5.95
b3 e+ Ay T2 (5.99)

]#m k#j

wobei die Faktoren A;, Aj;, A;; und A,p),; in den Gleichungen (5.8) und (5.10)
definiert sind. Die Faktoren A;; bzw. A, ; sind in der Gleichung (5.10) definiert,
wobei die Indizes j durch [ bzw. j durch a(l) ersetzt werden.

Zuerst wird die Partialbruchzerlegung fiir die Gleichung (5.94) und (5.95) vorge-
nommen. Anschliessend kann die Partialbruchzerlegung fiir die doppelten Nullstel-
len —ml— durchgefuhrt werden. Man erhélt damit folgende Félle:

Fall : i =3 und (m,l,a(l)) € {(1,2,3),(2,1,3),(3,1,2)}

Ami)?
4 = y(s,0) Ai(exp(—(AmMmS)t)Am’i ﬁ
+ ZeXp (Aj +v8)t) Ay Z 0
‘|‘A]k
J#m k#

wobei die Faktoren A; und A;; in der Gleichung (5.8) und (5.10) definiert sind.
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Fall :2=4,..., M

@ = d4(s,0) Ai<exp(—(Am+vms)t) A, (5.97)
: Amk Ao
) A : b
( g mk,la(l),i ()\mk — /\ml (S + )\ml)Q
k#m
k£l
k#a(l)
L AmkAm Ami A2 Amk ))
(Anwr_'And)Q s+ A (AWWT—'A"ﬂ)Q 8+ Amk
(A t) A
+Z€Xp +;5) JZZ +)\jk>
]#m k#]

wobei die Faktoren Aj; in der Gleichung (5.11) definiert sind.

Die Faktoren A,k q() werden in der nachfolgenden Gleichung (5.98) definiert.

Nvrawi = ] A (5.98)
n#Em
n#l
n#a(l)

Es wird die Riicktransformation durchgefiihrt mit Hilfe der riicktransformierbaren
Funktionen im Anhang (A.2). Eine weitere Vereinfachung kann fiir den Faktor A,
in der Gleichung (5.97) durchgefiihrt werden.

Damit ergeben sich folgende Gleichungen:

Fall : ¢ =3 und (m,l,a(l)) € {(1,2,3),(2,1,3),(3,1,2)}
U; = /\i((DQD(—-An1t>Aan<14nd +‘}%nd) (5.99)

+ > exp(=Ait)A; Y Ajk,z‘Ajk) ;
j=1 k=1

j#m k]

Fall :i=4,...,M
: A2 — 2\ Am

ui:Ai<exp(—)\mt)Am7i( > Amkra( &k = )\k)QlAml (5.100)
bzL mk ml
k#l
k#a(l)
Ao A2

o R o A) ) " exp(-A0AL S A,
+>‘mk_/\mlR l+()‘mk_)\ml)2 k) +Zexp( A 2 Ajwidie )

= k=1
j#m k#j
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wobei die Faktoren A;;, A,; und A, in Gleichung (5.17) gegeben sind. Fiir die
Faktoren A,, bzw. A, werden in der Gleichung (5.17) die Indizes (j, k) durch
(m,1) bzw. (j, k) durch (m, k) ersetzt.

Der Faktor R, ist in der Gleichung (5.101) gegeben, man ersetzt dabei die Indizes
(7, k) durch (m,1):

0 0<z <t

-5+ (a(ﬁk + 1z — vjt

—b A\ (z — vjt)) exp(—Aji(z —v;t)) vit<z<wvit+1.

Ry, = 1 (5.101)
(o (=54 + O = Dl =05 = 1))

+b (Aje( — vt — 1)) exp(=Aji(z — vt — 1))

—l—(a (AJ%C + z — v;t)

—b (N je(z — vjt))) exp(—Aji(z — v;t)) vit+1<z

Die Vereinfachung wird analog wie in den vorhergehenden Féllen durchgefiihrt, der
Einfachheit halber wird sie hier unterlassen.

Es wird abschliessend der interessante Fall fiir paarweise gleiche Reaktions- und
Geschwindigkeitsparameter gezeigt.

5.1.4.4 Spezialfall der analytischen Loésungen fiir A\; = \,) und v; = v,

Im folgenden wird nun der Fall \; = A,y und v; = v, fiir die eindimensionale
Konvektions-Reaktions-Gleichung hergeleitet und der Spezialfall mit A\; = A,y und
v = v,y = 0 fiir die Reaktions-Gleichung.

Die paarweise gleichen Parameter sind mit den Indizes [,a(l) und mit I < a(()
gegeben.

Im folgenden werden die Losungen fiir den Fall ¢ > a(l) betrachtet. Fiir den Fall
i < a(l) erhélt man keine paarweise gleichen Parameter und es konnen die Losungen
(5.16) fir die Konvektions-Reaktions-Gleichung, sowie die Losungen im Anhang
(B.3) fiir die Reaktions-Gleichung verwendet werden.

Um die Losungen fiir den Spezialfall herzuleiten wird die transformierte Gleichung
(5.5) verwendet. Dabei wurde die Gleichung (5.5) fiir die Variable x laplacetransfor-
miert und sie wird anschliessend nochmals laplacetransformiert nach der Variablen
t, vgl. Gleichung (5.104). Die Variable der Zeit ¢ wird als Transformationsvariable
hergenommen und die Variable im Laplaceraum ist p.

Die Unbekannte 4;(s,t) wird nach Definition 5.1 transformiert in :

L(a;(s, 1)) = w(s,p) , mit i=1,..., M, (5.102)
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wobei £ der Transformationsoperator der Laplacetransformation und 4,(s,t) die
Laplacetransformierte ist, vgl. [65].
Die Ableitung von (s, t) nach ¢ wird nach Definition 5.1 transformiert in:

o )
Iy (%) = p G(s,p) — 1(s,0), mit i=1,...,M, (5.103)

die Randbedingungen (s, 0) ist fiir den Fall der Konvektions-Reaktions-Gleichung
in Gleichung (5.5) gegeben. Fiir den Fall der Reaktions-Gleichung ist die Randbe-
dingung 1,(s,0) gegeben mit u(s,0) = ug; > 0 und @;(s,0) = 0.0 firi =2,..., M.

Man erhélt folgende Gleichung:
Pl — 1i(5,0) = —(N; + 50;) U5 4+ Ny Uiy (5.104)
mit ¢i=1,...,.M und XM\ =0.0,

wobei die Anfangsbedingungen fbi(s, 0)=0.0mit ¢ =1,..., M gegeben sind.

Die Gleichung (5.103) wird nach den Unbekannten @; aufgelést und man erhilt die

folgende Gleichung;:

R ‘ 1
i = (s, 00 Ay [ ———— 5.105
i; = (s, 0) ]Hlp+ o ) (5.105)

wobei der Faktor A; in Gleichung (5.8) gegeben ist.

Man klammert die paarweise gleichen Parameter p+ (sv; + ;) und p+ (sv,0) + Aot
aus und erhélt die Gleichung:

R 1 : 1
w; = u;(s,0) A; . 5.106
(5.0) (p+ (su+ Ni))? ]Hl p+ (505 4+ X;) (5:108)
2l
wobei man die Voraussetzung \; = A,q) und v, = v, fiir die ausgeklammerten
Terme einsetzt.
Es wird die Partialbruchzerlegung fiir die Produktterme durchgefiihrt:
1 : : 1 1
(p+(Svl+)\1))2 ; ( IEH; svk+)\k—svj —)\j p+(8vj+)\j) ’
J#l J
j#a(l)  k#FL
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Eine weitere Partialbruchzerlegung wird mit den Termen (p + (sv; + ;)2 durch-
gefiihrt und man erhalt:

. d 1 1
(5,0) < g svj+ N — sy — N (p+ (su+ \))? ( )
ia(l)
: 1 1 1

z&

+ 3 (-

J

svg + A — sup— N (sv;+ A —sup—N)2p+ (sup+ )

o
2 Ykl
Q=
Sl
ARG

e

o

)

. ﬁ 1 1 )
i SUR AR —su;— A p(svp+Ny)/ )
k#£j

wobei der Faktor A; in der Gleichung (5.8) definiert ist. Es wurde noch folgende
Vereinfachung verwendet:

> (11

o e SU A — s — A suy A — sy — A

(5.108)

o
i#a(l
j#a(l) kotn(l)
d 1

j=1
J#l
j#a(l)

SUj—i‘)\j—SUl—)\l )

Die Gleichheit wird mit der Partialbruchzerlegung gezeigt.

Mit dieser Vereinfachung kann die Riicktransformation der Gleichung (5.107) durch-
gefithrt werden, man kann die Standardterme mit Hilfe der Arbeit [1] zuriicktrans-
formieren und erhélt folgende Gleichung mit den Féllen:

Fall : i =2 und (I, a(l)) = (1,2)

’112 = ’111<8, O) )\1 t exp(—(sv1 + )\1)t> y (5109)

Fall:i=3,.... M

: 1
svj + A —svp— N\

t exp(—(svu + A\)t) (5.110)

j=1
J#L
j#a(l)
* Z (_ H SUE + Ap — —A
i=1 k=1 k E— SU l
j#l k#j
j#a(l) k#1



KAPITEL 5. ANALYTISCHE LOSUNG 76

1
‘ (81}]' + )\j — SU; — )\1)2
: 1
+
kl;Il SUE + A — SU; — A
k]

exp(—(sv; + A\)t)

exp(—(sv; + Am))) ,

Fiir die Reaktionsgleichung entfillt eine weitere Riicktransformation. Man setzt
die Werte v; =0 und u; = u; firt=1,..., M.

Die Losung fiir die Reaktionsgleichung ist angegeben mit:

Fall : i =2 und (I,a(l)) = (1,2)

Uy = ug1 A1 t exp(—Ait)

und dem Fall : 1 =3,..., M

w; = uoy N\ (Aha(l),i t exp(—\it) (5.111)
B LN + s el )
— N jani ——————exp(— oexp(—\; ,
J
j#a(l)

wobei der Faktor A;; in Gleichung (5.10) angegeben ist und die Faktoren A; 4, und
Aj 1 @), nachfolgend definiert sind:

! 1
Moo= ] ; (5.112)
j=1 )\j - )\l
J#l
j#a(l)
: 1
A e
]7l7a(l)7/[/ ‘
k=1 Ak — Al
k#j
kL
k#a(l)

(5.113)

Fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung wird eine weitere Riicktransformati-
on fiir die Gleichung (5.110) vorgenommen.

Man formt die Gleichung (5.110) weiter um mit Hilfe der Gleichung (5.9) und erhalt
folgende Gleichungen fiir die Riicktransformation:

Fall : i = 3 und (I,a(l)) € {(1,2), (1,3), (2,3)}

DN
;= (s, 0) A, (t exp(~=(\ +us)t) Mo [T 7% (5.114)
k=t S+ Ak

k#a(l)
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: 1 Py
—exp(— (N + v;8)t) / A
§<M—mammmzf”
#a(l)
+ exp(—(\; + v;8)t)A,; )
2 (—=(Aj +v8)0)A,;, }_[1 S+)\jk
J#l k#j
i#all)
Fall : i =4,... M
d Atk
iy = 11(s,0) Ay | £ exp(—(A t) Aaq).s
;= 11(s,0) < exp(— (A + us)t) Aiqq), 11 o
k;éf(l)
! 1 A ! Ak
—exp(—(\ + us / Aj1a),i
(= 2 ; (Aj = A2 (s + Ap)? pha) g s+ Aik
i =
j#a(l) k)
+ exp(—(Aj + v;8)t) Aj; )
p J j Js 1]:[1 S+)\jk
2, E

77

(5.115)

Man wendet die Partialbruchzerlegung fiir die Gleichung (5.114) und (5.115) an und

erhélt folgende Gleichungen:

Fall : : =3 und (Z,a(l)) € {(1,2),(1,3),(2,3)}

. R A
iy = 11(s,0)As | £ exp(— (A +vis)t) Aaqyi Z Aikea(t),i L
s+ \ik
i,
ka(l)
SRS pp—— o
—exp(— I Nty o
Pt 2 e G
2l
-+ Z eXp(—()\j + SUj)t>Aj7i Z Ajk:,i gk ) .
: 1 S + >\jk
il Kt
i%a()
Fall :2=4,...,M
A Ak
Ui = U1(570)Az‘ t eXP(—()\l +U15) ) Ay a(l)i Z Alka ZT
Ik

k;él
k#a(l)

(5.116)
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21
ita)
‘ Ak A%
A a(l),? ]
kz:; t.ga(l), <)\lk — )\jl (8 + )\]1)2
k#3j
k£l
k#a(l)
A Aji n A% Al )
Mk —XN)?2s+ A0 (N —Ajp)? s+ i
i i .
+ Z eXp(—()\j + SUj)t>Aj7i Z AJkJﬁ) s (5117)
SRa

wobei der Faktor Aj;; in Gleichung (5.10) geben ist und die Faktoren Ay qq),; und
A ja@),; anschliessend angegeben sind:

At @), = H m, (5.118)

Alk,j,a(l),i = H m . (5119)

n#a(l)
Es kann die Riicktransformation der Gleichungen (5.109) und (5.117) mit Hilfe der

Funktionen aus dem Anhang (A.2) durchgefiihrt werden und man erhélt folgende
Fille mit:

Fall : ¢ =2 und ([,a(l)) = (1,2)
Uy = /\1 t exp(—/\lt) ﬁl s

wobei der Faktor ; in Gleichung (5.81) angegeben ist.
Fall : i = 3 und (1,a(l)) = {(1,2),(1,3),(2,3)}

u; = Ai< texp(—=Nt) Moy Y. Mk A

k=1
k#£l
k#a(l)
: 1
—exp(=Mt) Y s Ajiai (Aj + R,
SPEND 2 e Nt (it )
j#l

j#a(l)
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k]

uz’:Ai(eXp( Ait) T Agqq), Z Aigeaqy,i Ak

k;él
k#a(l)
a0 Y (5 A
—exXp(—A; e Nia@)y
j=1 (Aj_)\l)Q st
il
i#a(l)
: A — 2 A\ 1 Ak >‘21
Y MA + R + J A )
fii]
k#a(l)
+ Y exp(—=At) A”ZAW jk>,
21 fok
#a(l)

wobei die Faktoren A;;, Ay, und Aj; in Gleichung (5.17) angegeben sind. Dabei sind
in der Gleichung (5.17) fiir die Faktoren Ay, bzw. A; der Index j durch [, bzw. k
durch [ zu ersetzen. Der Faktor Rj; ist in der Gleichung (5.101) angegeben, dabei
ist der Index k£ durch [ zu ersetzen.

Fiir diese Losungen wurden keine weiteren Vereinfachungen mehr durchgefiihrt, diese
konnen aber analog wie in den vorhergehenden Fiéllen durchgefithrt werden.

Es werden anschliessend die speziellen Losungen angewandt.

5.1.5 Anwendung der speziellen analytischen L6ésungen fiir
2 Komponenten

Die Anwendung der speziellen analytischen Losung in Intervallschreibweise wird
anschliessend betrachtet.

Die verschiedenen Fille werden fiir die paarweise gleichen Parameter betrachtet:

Fall: )\1 = )\2 A 7£ V2

Nigo v1 <y
UQ(ZL‘, t) = exp -\t NQLQ Vo < U1 . (5120)
0 sonst
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1 a5+ bz —ut) nt<r<ut+1
Niga(z,t) = ” —v( as +b nt+1<z<wvt+1
2 ! 0 sonst
B (a(ffgz’f)2 +b(x —wvat)) vt <z < wgt+1 )
0 sonst ’
1 a%er(x—vgt) vot < & < wot + 1
Nojo(z,t) = " _U< a%er mt+ 1<z <vt+1
! 2 0 sonst
B (a(gﬁ_;“t)2 +b(x —wvit)) vt <z<uvt+1 )
0 sonst ’
Fall : )\1 7&)\2/\1}1 = V2
up(z, 1) = ——(exp(—Ait) — exp(—Xat)) 1 , (5.121)
Ao — A
wobei der Faktor (3; angegeben ist mit:
0 0<z <t
O1=1% alr —vit)+b nt<z<vit+1
O Ult + 1 S €
Fall: /\1 = )\2 ANV = Uy
us(z,t) = Ay t exp(—Ait) 1 . (5.122)

5.1.6 Anwendung der speziellen analytischen L6sungen fiir
3 Komponenten

Die speziellen analytischen Losungen fiir 3 Kompenten werden der Ubersichtlichkeit
symbolisch beschrieben und fiir einen ausgewihlten Fall angegeben. Weitere Félle
kénnen analog behandelt werden.

Fall : )\1 = )\2

Fiir den Fall mit 3 Komponenten wird die Gleichung angegeben:
ug(x,t) = A} <P1,3 + Pys+ L3

+q Maiz v3<vy + Msesz v3<vy +9 Nopg v2 <y

Mizz v <3 Mss s vy < vg Nigg v1 < vy )
0 sonst 0 sonst 0 sonst
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Anschliessend wird der Fall Ay # A3 A Ay # A3 und vy # vy # v3 betrachtet:

ug(x,t) = /\% <P1,3 + Pog+ Las+ Mgz + Moz s + N12,3) .

Man erhalt die Faktoren:

1 1
U2—U1)\3—)\1
{ (a(x—vlt)er))\—iS—a/\—%g nt<z<ut+1

0 sonst

P173 = — eXp(—)\lt)

1 1

V1 — U2 A3 — A\

‘ (a(x—vgt)er))\—;—a/\—%g vot < o < wot + 1
0 sonst

Prg = —exp(—Ast)

1 1
L = exp(—Ast
3,3 P( 3)>\1_)\3)\2_)\3
‘ a(r —vgt) +b—a(5; + 5) vst <@ <wst + 1
0 sonst ’
1 1 1
M _ — —\it
193 Vg — U1 A3 — A1 A3 (= Aut)
—(b — ALB) eXp(—)\13(ZL' — Ult)) vt < x < wst
(b — 3=+ a)exp(—Aig(z —vit —1)) mt+1<z<wvgt+1 |
0 sonst
1 1 1
M. — — — Aot
23,3 U1 — U A3 — AL as exp(—Aat)
—(b — 5% ) exp(—Ags(z — vat)) vt < @ < wst

-(b—/\;;A—Q)exp(—/\lg(x—wt—l)) U2t+1 ng'l]gt—Fl )
0 sonst
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1 1
’UQ—’Ul)\g—)\l
a(m ”lt +b(x—wvt) vt<xz<uvt+1

Nigs

( a +b mt+1<x<wvt+1
0 sonst .

B (a(ffgz’f)2 +b(x —wvgt)) vt <z < wgt+1 )
0 sonst '

Fall : v, = v

Fiir den Fall mit 3 Komponenten wird die Gleichung angegeben, dabei ist voraus-
gesetzt, dass A1 # Ao # A3 und vy # v A vy # v3 gilt:

uz(z,t) = At <Q1,3 + Q23+ L33 (5.123)
Miss v < g Mas s vy < v3

+4q Maiz v3<vy + Mssz vz <y )
0 sonst 0 sonst

Man wendet den Spezialfall v; < v9 A v; < v3 A vy < vz an und erhélt folgende
Gleichungen:

ug(x,t) = Mg (Ql,S + Q23+ L3+ Mizs + M23,3> .

Damit erhélt man folgende Funktionen:

1 1
Qs = exp(=) ))\2 A A3 — A
(

a(r —oit) +b—az-) unt <z <wut+1
0 sonst

1 1
= — Mot
@2 exp(=Az ))\1 — A A3 — Ao
‘ (a(:c—wt)—l—b—a)%%) vgt <z < wot +1
0 sonst ’
1 1
L373 = €exp )\375)

(= A — A3 A — A3
‘{<&(I—Ugt)+b—0,(>\13+L)> vt <z < wgt+ 1

A23
0 sonst
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1 1
M = exp(—At
13,3 p( 1))\2_)\1)\3_>\1
(—=b+ aﬁ) exp(—Aiz(z — vit)) vt <z < st
S (b— a)\—ia +a)exp(—Aiz(z —vit —1)) mt+1<z<wvgt+1 |
0 sonst
1 1
M. = exp(—Aqt
23,3 p( 2))\1_)\2)\3_)\2
(—=b+ a/\%g) exp(—Agg(z — vat)) vot < < wst
(b= a/\—ig +a)exp(—Aog(z —vot — 1)) vt + 1<z <wvgt+1
0 sonst
Fall : )\12 = )\13
(2.) = Adg(—— T (—Mt)(Ass + Riz)
Us\x, = A1A2 )\2_/\1)\3_/\16541) 1 12 12
1 1
+)\1 e — exp(—Aat) (Ao 3 Aoy + Aoz 3 Asg)

n 1 1
A= A3 A — Ag

exp(—Asgt)(As1 3 Asp + Asa 3 Aso)) .

Die Faktoren Ay, R;x, Aji,; sind in der Gleichung (5.17), (5.101) und (5.10) angege-
ben.

Fall : \{ = s und v; = v

us(z,t) = )\1)\2< t exp(—Ait)Ams

1
A3 — A1
1
—_ —\t) (A 124
SHEWE exp(—Ait) (A + Ris) (5.124)
n 1 1
Al — A3 Ay — A3

exp(—Asgt)(A1z3 A1z + Agg 3 A23)> .

Die Faktoren Ay, R;x, Ajx,; sind in der Gleichung (5.17), (5.101) und (5.10) angege-
ben.

Es wird anschliessend die Integration iiber die Raumvariable x durchgefiihrt. Das
Ergebnis dieser Integration wird auch Masse genannt.
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5.2 Berechnung der analytischen L6sung der Mas-
se

Eine Anwendung der analytischen Losungen ist die Berechnung der Masse in einer
eindimensionalen Gitterzelle zum Zeitpunkt ¢. Die Aufgabenstellung stammt aus der
Diskretisierung, vgl. Kapitel 3. Man bezeichnet die Integration von den analytischen
Losungen als Masse. Die Integration wird iiber einem Einheitsintervall durchgefiihrt
und anschliessend in der Anwendung skaliert auf die Masse der finiten Volumenzelle.

Es wird die Masse berechnet, die nach einem Zeitpunkt in dem Intervall bleibt
und die Masse, die aus dem Intervall ausgeflossen ist. Die erste Masse m;;, auch
Restmasse genannt, wird {iber das Intervall (0, 1) berechnet, die zweite Masse m;s,
auch ausfliessende Masse genannt, wird iiber das Intervall (1, 00) berechnet. Dabei
gibt der Index ¢ die Komponente an, wobei ¢ = 1,..., M ist.

Fiir die Herleitung der Masse wird folgende Vorgehensweise verwendet:

e Berechnung der Restmasse in dem Intervall (0,1).
e Berechnung der Gesamtmasse in dem Intervall (0, 0o).

e Berechnung der ausfliessenden Masse im Intervall (1, 00).

Nachfolgend wird schrittweise die Masse berechnet.

Die Integration iiber die Intervalle kann durch eine additive Schreibweise der Losung
aus Gleichung (5.16) vereinfacht werden. Die Schreibweise wird angegeben mit:

ui(z, t) = iuij(x,t) , (5.125)

uij(x,t) = Al<6Xp(—)\jt) Ajﬂ' Z Ajk,iAjk> .

kit

Die Funktionen A;, A;; und Aj;; sind in den Gleichungen (5.8), (5.10) und (5.11)
angegeben.

Nachfolgend sollen der Einfachheit halber die Funktionen mit m;;(t) = m;; bzw.
myo(t) = mye geschrieben werden.

Anschliessend wird die Masse m;; iiber das Intervall (0,1) berechnet. Die Intervalle
werden fiir den Wertebereich der Teilgleichungen (5.125) bestimmt. Damit sind die
Integrationsgrenzen fiir jede Komponente j im Intervall (v;t,1) angegeben.

Die Integration wird nun in der nachfolgenden Gleichung iiber die Raumvariable x
durchgefiihrt.
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5.2.1 Berechnung der Restmasse

Es wird die Berechnung der Masse, die in dem Intervall (0, 1) verbleibt, betrachtet.
Fall: i =1

1

my = exp(—)\lt)/ (a(x —vit) +b) do

vt
1 —vyt)?
= exp(—)\lt)(a% +b(1 —vyt)) . (5.126)
Fall: : =2,...,M
1 1
my = / w;(x,t) dx—/ _ wi(z,t) dz (5.127)
0 minj _, {vpt}

= A < XZ: exp(—A;t)A;; zz: Aji
[ (e =00+ 0= 590 = expAate - 0) o

3 Jk

Ai < Do exp(=Mt) A D A
j=1

k=1
k#j

_(a(l — y;t)?

2
+(b— %)((1 —vit) + )\ijk(eXp(—)\jk(l —v;t)) — 1)))> :

Eine weitere Umformung fiir die intervallabhéngige Schreibweise wird durchgefiihrt.

Man trennt die Gleichung (5.127) in vier Teilgleichungen, diese sind nach den Fak-
toren 1 | ﬁ , )\% und exp(-) angeordnet. Nach der Umordnung ergeben sich die vier
j ik

Teilgleichungen mit:
mya = My, + My, + Mg + may (5.128)

mi, = Az(Z exp(—/\jt) Aj,z‘ Z Ajlw’
j=1 k=1

k#j
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: (a% +b(1 — vﬂ&))) :

ma, = N < Z exp(—Ajt) Aj,i Z Ajk,i
j=1 k=1

k#j

1 1
| —a— (1 —wv;t —b—> ,

mi1, = AZ<Z€Xp )\t A]ZZAjkz 5 ) s
j=1 =1 )\jk?

k#]

mi, = Ai<ZeXp(—>\jt) Aj7z'ZAjk,i
=
(b= )L exp(au(1 t)))
(b= —)—exp(—=Ain(1 — v, .
e Ak P gk J
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(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

Aufgrund der Additivitdt der Terme kann die Umformung durchgefiihrt werden.

Es werden anschliessend die Gleichungen (5.129) - (5.132) vereinfacht.

Die Gleichungen (5.129) - (5.131) werden vereinfacht wie folgt:

mi1, = AZ<Z€Xp(—>\ t) A

j=1

1 —w;t)?

. (a% + b(l — ’th)) Z A]’kﬂ')
(1 —vt)?
= A Zexp ( f—l—b(l—vjt)) :

ma, = N Zexp(—kjt) Aj,i

j=1

: 1
k=1 Jk

k#3j
= Az exp(—/\jt) Aj,i< — a(l - ?)jt) - b) Z )\jk> s
v

k#j

: 1
mi1; = z( eXp /\ t Aj,i a Z Ajk,iA—2>
k=1 ik

1 &1
Zexp ) A Y Zr>’
k=1 \jk 1>k Mgl
k#j I#j

(5.133)

(5.134)

(5.135)
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Die Teilgleichungen (5.133) und (5.134) werden mit den Aussagen der Gleichungen
(5.29) und (5.30) vereinfacht.

Fiir die Gleichung (5.135) kann folgende Umformung verwendet werden:

_— — - —), 5.136
;(E )‘jl_)‘jk))‘?k ;()‘jkzzzk)‘jl) (5139
k] ’lf; k#j I#]

der Beweis der Gleichheit kann mit vollstédndiger Induktion durchgefiihrt werden.

Anschliessend wird die Gleichung (5.132) vereinfacht durch die Umschreibung in
symmetrische Terme, die sich paarweise herauskiirzen.

Es gilt dabei folgende Schreibweise fiir die Gleichung (5.132):

ﬁ&ii%

mi, =
i—1 i 7
= JIN D> (Fe+ Fiy) - (5.137)
j=1  j=1k>j

Der Faktor Fj; sei gegeben mit:

| LA\

Fy = exp(=\t 5.138
k3 lrk
I#j
a1
b— ) exp(—Au(l — vst
( )\jk;>>\]k eXp( ]k< v.] )) )

wobei der Faktor Fj; sich durch Vertauschen der Indizes j und & ergibt.

Anschliessend wird die Vereinfachung fiir Gleichung (5.137) vorgenommen. Die paar-
weisen Faktoren Fj, und F}; lassen sich eliminieren mit:

mit j=1,...,4 und k>j.

Dann gilt fiir den Term my,:
mi1, = 0. (5140)

Der Beweis der Gleichung (5.139) wird anschliessend vorgefiihrt.
Man setzt die Terme (5.138) in die Gleichung (5.139) ein und kann durch die Gleich-
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heit von (5.23) die exp(-)-Funktionen ausklammern. Es gilt damit:

Fiji + Fi;

a .1
= eXp(—/\jt) (b — )\—k)A—k eXp(—/\jk(l — th))(Aj,iAjk,i + Ak,iAkj,i)~ (5141)
J J

Man kann die Aussage von Gleichung (5.36) verwenden und erhélt
AjilNjri + AgiMgjs = 0, damit gilt:

F + Fi; = 0.0 . (5.142)
Fiir alle j =1,...,7 und k > j erhilt man:
mi1, = 0. (5143)

Damit ist die Gleichung (5.140) bewiesen.

Die Gleichung (5.126) fiir die Berechung der Masse kann geschrieben werden mit:

! 1 —v;t)? 1
mia = Ay ) Ajiexp(=Ajt) a% (L= vyt = 32 )
Jj=1 Zi} jk
L1 S |
—a(l=ut)(E 1) ol X (X)) | - (5.144)
k=1 \jk k=1 \jk 1>k Nl
k#3j k#j I#j

Im weiteren Schritt soll nun die Herleitung der Gesamtmasse m;,,, berechnet werden,
die sich aus den Teilmassen m;; und m;s zusammensetzt.

5.2.2 Berechnung der Gesamtmasse

Fiir die Berechnung der Gesamtmasse kann gezeigt werden, dass die Gesamtmasse
sich aus der Masse des Impulses und der Konzentration der gewohnlichen Differen-
tialgleichung zusammensetzt.

Fiir die Gesamtmasse soll gelten:

Miges = Mimpuls Ci,GDGL (5.145)

mi + M2 .

Dies wird anschliessend in 2 Schritten gezeigt.
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Erster Schritt:

Die Gesamtmasse wird aus der Losung der gewohnlichen Differentialgleichungen,
vgl. Anhang (B.2), und der Masse des Anfangimpules berechnet:

Die Gesamtmasse berechnet sich aus:

1+v]~t
Mimpuls = / (CL(&? - th) + b) dx
vt
1
— (a=+b

i
Ci,GDGL = Aiz Aj,ieXp(_Ajt)a
Jj=1

m;,GDGL = Mimpuls Ci,GDGL

1 %
= (a5 +0) A; DY Ajexp(—Ajt) . (5.146)

j=1

Die Terme A;, A;; und Aj;; sind in der Gleichung (5.8), (5.10) und (5.11) angegeben.
Damit ist der erste Schritt abgeschlossen.

Zweiter Schritt:

Es wird die Gesamtmasse iiber das Integral des Gesamtintervalls (0, co) berechnet.

Es gilt fiir die Gesamtmasse folgendes Integral:

Mige, = M (t) +mi(l)
1+maX;:1{th}

= / ci(z,t) do . (5.147)

min;:1 {v;t}

Fiir die Integration werden folgende Uberlegungen zu den Integrationsgrenzen vor-
genommen:

Um alle Méglichkeiten der verschiedenen Kombinationsmoglichkeiten fiir die Inte-
grationsgrenzen zu haben fiihrt man die Permutationsgruppe k ein, vgl. [85]. Damit
kann man die Werte wie folgt anordnen:

Vi) < ... < Vkg)-

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit, kann man sich auf eine Auswahl beschrénken.
Die Auswahl ist gegeben mit:

O.B.dA. gilt:
V1 <VUy...<;. (5148)
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Aufgrund der Additivitat der Losungen kann man die einzelnen Teillosungen, wie
folgt angeben und die Integrationsgrenzen einsetzen. Dabei ist die obere Integrati-
onsschranke gegeben mit maxé-:l{vjt} = v;t und die Integrale lassen sich schreiben

als:
1+max’_ {v;t}

/ S ¢i(x, t)dx
minj_, {v;t}

i

14wt i—1 14t
= Z/ ’ cl-j(a:,t)dx—i—Z/ cij(z,t) do
1

j=1 th =1 +’th
j=1 k=1

k#j

it Jk

i—1 7
+ Az Z Aj,i Z Ajk,i exp(—/\jt)
j:l k=1

k#j

N

(b — Aijk) exp(—=Ajp( — vjt))) dz |

vt ol — v3t) + (b i.)(l — exp(—Ajk(z —
; A

vjt)))> dz

(5.149)

Die Integration wird iiber die Integrationsbereiche durchgefiithrt und man erhélt

folgende Losungen:

)

miges = Az ( Z Aj,i Z Ajk,i exp(—/\jt)
j=1

(a% + (b — %)(1 + )\ij(exp(—)\jk) - 1))))

i—1 )
+ Az ( Z Aj,i Z Ajk,i exp(—/\jt)
j=1 k=1

ki

(06— +a)(- L (exp(=A(vi — vy)t) - 1))

Nk Nk

(5.150)

(0 35~ sl = )+ 1) = exp(-A) ) )

Ajk Ajk

Es konnen einige Terme herauseliminiert und die Gleichungen (5.29) zur Vereinfa-

chung verwendet werden und man erhélt die folgenden Terme:

i 1
miges (t) = AZ Z A],z eXp(_)\]t) (a§ + b)

Jj=1
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= k#j
a 1
(0= 5= + ) (5= exp(=An(v = )0)
Ajk Ajk
a 1
(b= 5N (=5 exp(—Ngel(wi = v}t + 1)) )
Jk jk
Der Einfachheit halber definiert man folgende Terme fiir die weitere Betrachtung:
- a 1
Fyo = Ajihjpsexp(—At) ((b — L) (= exp(— A (vi — vj)t))) ,
Ajk Ajk
. a 1
B = Ajiniexp(-Ait) (b= 35) (5 exp(- Al (v = v}t + 1))
7k ik
Fiir diese Terme gelten folgende Aussagen:
Fj+Fj=0, (5.151)
Fj+Fy=0, (5.152)

mit j=1,...,7 und j#k.
Der Beweis dazu wird analog mit Hilfe der Aussagen aus der Gleichung (5.34) durch-

gefiihrt.

Mit dieser Elimination der Terme ﬁ’jk und ﬁ}k erhélt man die Gleichung fiir die
Gesamtmasse beschrieben mit:

d 1
Mige, = N (Z Ajiexp(=Ajt)(ag +b)> :
=1

Damit ist der zweite Schritt abgeschlossen und man erhélt das gleiche Ergebnis wie
im ersten Schritt. Damit ist die Gleichheit der Gleichung (5.145) bewiesen.

Durch die einfachere Berechnung der Gesamtmasse m;,., aus Gleichung (5.145) kann
eine einfachere Berechnung der ausfliessenden Masse erreicht werden.

Dies wird anschliessend in einer weiteren Gleichung betrachtet.

5.2.3 Berechnung der ausfliessenden Masse

Mit der Aussage aus Gleichung (5.145) konnte die ausfliessende Masse m;s berechnet
werden mit:

My = My, — My -
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Damit reduziert sich der Rechenaufwand erheblich.

Im néchsten Kapitel werden die Losungsverfahren beschrieben, die fiir die implizit
diskretisierten Gleichungsanteile, inshesondere der Diffusions-Dispersions-Gleichung,
verwendet wurden.



Kapitel 6

Iterationsverfahren und
Mehrgitterverfahren

6.1 Einleitung

Die Gleichungen, die aus den impliziten numerischen Methoden ermittelt wurden,
wie die in Kapitel 3 mit der Finite-Volumen-Methode diskretisierten Diffusions-
Dispersions-Gleichung, haben die Form Az = b und sind lineare Gleichungssysteme.
Aufgrund der komplexen Geometrien und umfangreichen Systeme von partiellen
Differentialgleichungen entstehen grofie lineare Gleichungssysteme mit vielen Unbe-
kannten. Diese Gleichungssysteme exakt zu losen, ist aufgrund der langen Rechen-
zeiten nicht mehr effizient und es werden deshalb zum Losen iterative Methoden
verwendet.

Bei der Auswahl der geeigneten iterativen Methoden hat man Mehrgitterverfahren
verwendet. Sie gehoren zu den schnellsten Iterationsverfahren, vgl. [49].

Das Mehrgitterverfahren benétigt einige Vorbereitungen, insbesondere eine Hier-
archie von Gittern, zur Durchfiihrung des Losungsverfahrens. Sie eignen sich ins-
besondere zur Losung von elliptischen und parabolischen Differentialgleichungen.
Die Einfithrung und theoretische Untersuchungen zur Konvergenz dieses Verfahrens
sind in der Arbeit [46] zu finden. Die Arbeitsgruppe um Prof. Gabriel Wittum hat
sich besonders mit der Anwendungen des Verfahrens beschéftigt, daraus sind einige
Arbeiten [59] und [63] zu erw#hnen.

In diesem Kapitel werden die Iterationsverfahren, die in dieser Arbeit verwendet
wurden, vorgestellt und ihre Eigenschaften diskutiert. Bei den Definitionen und Be-
weisen ist auf die Arbeit [49] zuriickgegriffen worden. Dieses Kapitel soll dabei nur
eine Einfithrung in die iterativen Loser geben, fiir ein weiterfithrendes Studium sei
auf die Arbeiten [105], [46] und [10] verwiesen.

93
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6.2 Lineare Algebra

Es sollen nachfolgend einige wichtige Definitionen iiber Matrizen sowie weitere Ei-
genschaften, die aus den Definitionen folgen, betrachtet werden. Bei Beweisen, die
aus der Arbeit [49] sind, wird die Referenz der Ubersichtlichkeit halber nicht ange-
geben. Bei Beweisen aus anderen Arbeiten wird die Referenz angegeben.

Es werden einige Notationen eingefiihrt, die anschliessend bei den Iterationsverfah-
ren verwendet werden.

Definition 6.1 Fiir jede Matriz A € IR™! gilt:

o(A):={Ae C:det(A— A1) =0}  Spektrum der Matriz A ,
A€ o(A)  Eigenwert der Matriz A |
p(A) :=max{|A|: A€ c(A)}  Spektralradius der Matriz A ,

wobei 1 die Finheitsmatriz ist und I eine Indexmenge.

Lemma 6.1 Es gilt fir jede Matriz A € IR™! und jede zugeordnete Matriznorm

-1, vgl [49):
A< IA]l, VA eo(4), (6.1)
p(A) < [|A]l , .
p=lim |[A™["/™. (6.3)

Definition 6.2 FEs sei I eine beliebige Indexmenge, £ € I, J C I, G C I x I sei
ein Graph auf I. Man definiert dann:

V(G) = {ae€l|l3 B mit(a,p) e G},
G\J = {(o,f)eGlag JG&J},
GNJ = {(o,p)eGlae Jpe ]},
M€, G) = {aell§,a) e GAEF a},

M_(&,G) = {acl|(a,&)eGAE+£al,
My(§,G) = My (§,G)UM_(§,G),
C(G) = {(a,B)eIxI|Iyel,
mit o = Yo, Y1, -+ V=1Vt = B,
(Vi, Y1) €EG,Vi=0, ..., k—1}.

Einen Graph kann man aufbauen mit den Indizes o € I als Knoten und den Paaren
(v, B) € G als gerichtete Kanten. Man spricht von einem symmetrischen Graphen
falls aus (o, B) € G auch (B,«) € G gilt. « ist mit § verbunden falls gilt (o, ) €
C(G). Ein Graph G C I x I heisst irreduzibel falls C(G) = G.
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Definition 6.3 Es sei A € IR™! eine Matriz zur Indexmenge I . Der Graph der
Matrixz A ist definiert als :

G(A) = {(a,B) € I x I|Aug # 0} , (6.4)

wobei A,z der Matrizeintrag in der a-ten Zeile und der 3-ten Spalte ist.

Man bezeichnet eine Matriz A als irreduzibel wenn ihr Graph G(A) irreduzibel ist.

Definition 6.4 FEine Matriz A € IR"™*" heisst M-Matriz, falls gilt :

A >0, VYael, (6.5)
Ap <0, Ya£B, (6.6)
A regulir und (A1) >0, Va,B€ I (6.7)

Definition 6.5 FEine Matriz A € IR™! nennt man schwach diagonaldominant, falls
qilt :

|Agal > Z |Aoc/3| , Vael, (6.8)
BEINBF#a

und man nennt eine Matriz A irreduzibel diagonaldominant falls A eine irreduzible,
schwach diagonaldominante Matrix ist und es gilt :

|Aaal > Y |Aagl, fiir mindestens ein a € I . (6.9)
BEINBF#a

6.3 Lineare Iterationsverfahren

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem :
Ar=b, Ac R be R, (6.10)

und setzen im folgenden voraus, dass A regular ist.

Anschliessend wird ein lineares Iterationsverfahren definiert:
Definition 6.6 Ein lineares Iterationsverfahren ist eine Abbildung :

I I I
R'x R' - R ) (6.11)

¢lz,b) = ( (2,b) — Mz + Nb

wobei M, N € IR™! Matrizen sind und wobei vorausgesetzt ist, dass die Abbildung
¢(x,b) in (x,b) linear ist.
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Daraus folgt aus der Definition 6.6 die entsprechende Iteration :
2™ = Maz™ 4+ Nb, meIN, b aus(6.10). (6.12)

Die Iteration (6.12) bezeichnet man als erste Normalform. Es werden anschliessend
weitere Begriffe fiir die Beschreibung der Iterationsverfahren eingefiihrt.

Definition 6.7 Man bezeichnet ein lineares Iterationsverfahren als konsistent zum
Gleichungssystem (6.10) falls gilt :

Az* =b= ¢(2*,b) =2* ,Vbe R". (6.13)

Es ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konsistenz erfiillt, falls
gilt :

Lemma 6.2 Fin lineares Iterationsverfahren (6.11) ist genau dann konsistent, wenn
qilt :

M=1-NA. (6.14)

Die Matrix M bezeichnet man als Iterationsmatrix.

Die Gleichung (6.12) ldsst sich mit Hilfe von (6.14) umschreiben in folgende Form :
2"t =™ — N(Az™ —b) . (6.15)
Man bezeichnet die Iteration in Gleichung (6.15) auch als zweite Normalform.

Definition 6.8 Man bezeichnet ein lineares Iterationsverfahren ¢ als konvergent,
wenn ¥ b € IR' der Grenzwert der Gleichung (6.12) existiert mit :

lim 2™ =2", (6.16)

und dabei unabhdingig von dem Startvektor x° ist.

Man bezeichnet z* als Losung der Iteration (6.15).

Das notwendige und hinreichende Kriterium fiir die Konvergenz wird angegeben in
folgendem Satz 6.1 :
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Satz 6.1 Ein lineares, konsistentes Iterationsverfahren (6.15) ist genau dann kon-
vergent, falls fir die Iterationsmatriz (6.14) gilt :

p(M) <1, (6.17)

p(M) heisst die Konvergenzrate der Iteration (6.11), wobei p(M) in Definition 6.1
beschrieben ist.

Es werden nun die einzelnen Iterationsverfahren vorgestellt.

6.3.1 Jacobi-Verfahren

Man zerlegt nun die Matrix in die Komponenten:

A=D—-R, (6.18)
D : Diagonalanteil der Matrix A ,
R : Rest der Matrix A .

Das Jacobi-Verfahren kann man durch die folgende Wahl fiir die angenéherte Inverse
N und die Iterationsmatrix M angeben:

NJac _ D—l
]\4Jac:]1_D—1147

wobei N7 die Inverse und M7?¢ die Iterationsmatrix des Jabobi-Verfahrens ist.

Das Verfahren ist unabhéngig von der Anordnung der Indexmenge /. Die Konvergenz
des Jacobi-Verfahrens wird in folgenden S&tzen untersucht.

Satz 6.2 Sei A > 0 und 2D — A > 0, dann konvergiert das Jacobi- Verfahren, streng
monoton in der Energienorm || - ||a :

p(M7%) = || M7l 4 < 1. (6.19)

Satz 6.3 Sei A € IR™ irreduzibel diagonaldominant und erfiille die Vorzeichenbe-
dingung (6.5) und (6.6), so gilt die Konvergenz mit :

p(M7%) < 1, (6.20)
[M7]oe < 1, (6.21)
wobei || - || die Maximumsnorm ist.

Anschliessend betrachten wir das SOR-Verfahren, in dem als Spezialfall das Gauss-
Seidel-Verfahren enthalten ist.
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6.3.2 Gauss-Seidel-Verfahren und das SOR-Verfahren

Es wird das SOR-Verfahren mit seinen Eigenschaften beschrieben. Ebenfalls gelten
dieselben Resultate fiir das Gauss-Seidel-Verfahren, das ein Spezialfall des SOR-
Verfahrens ist.

Folgende Zerlegung der Matrix A wird betrachtet:

A=D-FE—-F, (6.22)
E : strikte untere Dreiecksmatrix ,

F' : strikte obere Dreiecksmatrix .

Das Iterationsverfahren resultiert aus der Wahl der angendherten Inversen und der
[terationsmatrix M:

1
NS"=(=D-E)™", (6.23)
W
1
M5O" =1 - (=D - E)'A, (6.24)
w
w E]O, Q[R s

wobei N9Of die Inverse und M°°% die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens ist.

Die Matrix M wendet man auf den Vektor 2™ an. Dann lasst sich die komponenten-

weise Darstellung als Folge von den einzelnen Korrekturen 27 bzw. 27" schreiben.
Es gilt:
w i—1 n
7 = (L whalt o | X Byt Y Fal | (6.25)
i \j=1 j=it1

wobei n die Anzahl der Komponenten ist.

Man kann das SOR-Verfahren einteilen in ein lokal-geddmpftes Verfahren mit (0 <
w < 1) oder in ein lokal iiberrelaxiertes Gauss-Seidel-Verfahren mit (1 < w < 2).
Fiir die Wahl von w = 1 fallen die beiden Verfahren zusammen.

Fiir das SOR-Verfahren kann man die Konvergenz iiber alle positiv-definiten Matri-
zen nachweisen. Es gelten folgende Sétze:

Satz 6.4 FEs sei A eine symmetrisch positiv-definite Matriz. Es gilt :

p(MSF) < ||IMS5||la <1, Ywelo,2[r. (6.26)
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Satz 6.5 Es sei A € IR™! eine irreduzible diagonaldominante Matriz, sie erfiille
die Vorzeichenbedingung (6.5) und (6.6). I sei eine angeordnete Indexmenge.
Dann gilt:

p(MZOF) <1, Vw €l 1R, (6.27)
I|MSOR|| o <1, Yw€]0,1]R. (6.28)

Das SOR-Verfahren ist von der Anordnung abhéngig. Die Umkehrung der Anord-
nung fithrt zum riickwértsausgerichteten SOR-Verfahren. Damit lassen sich durch
die Nacheinanderausfithrung von SOR-Verfahren und riickwértsausgerichtetem SOR-
Verfahren ein Gesamtverfahren konstruieren, dem sogenannten SSOR-Verfahren (sym-
metrisches SOR-Verfahren). Fiir w = 1 nennt man das Verfahren symmetrisches
Gauss-Seidel-Verfahren.

6.3.3 ILU-Verfahren

Im néchsten Abschnitt wollen wir das ILU-Verfahren (unvollstdndige Dreieckszerle-
gung) beschreiben.

Die Matrix A wird durch die multiplikative Aufspaltung geschrieben als:
A=LU. (6.29)

LU ist die Bezeichung fiir LowerUpper und bedeutet eine Zerlegung in eine untere
und obere Dreiecksmatrix. Es handelt sich dabei um ein direktes Verfahren, wobei
die Dreiecksmatrizen im allgemeinen vollbesetzt sind. Deshalb eigenen sich diese
Verfahren aufgrund ihrer Effizienz nicht zur Lésung von grofien Gleichungssystemen.

Deshalb wird eine Modifikation des LU-Verfahrens in das sogenannte I LU-Verfahren
(fiir IncompleteLowerUpper) vorgenommen. Die fiir die LU-Zerlegung verwendete
Gauss-Elimination wird dabei auf einem vorgegebenen Besetzungsmuster ausgefiihrt
und fiihrt bei der entsprechenden Wahl dieses Musters auf ein Iterationsverfahren
mit linearem Aufwand. Als Besetzungsmuster wird typischerweise der Graph der
Matrix A gewdahlt.

A=LU-R, (6.30)
Los=0,(,0) € G(A), L untere Dreiecksmatrix , (6.31)
Uss=0,(c,3) & G(A) , U obere Dreiecksmatrix , (6.32)
R.,s=0,(a,8) € G(A) . (6.33)

Das ILU-Verfahren erhélt man aus folgender Wahl der angenéherten Inversen N
und der Iterationsmatrix M:

NIV =yt (6.34)



KAPITEL 6. ITERATIONS- UND MEHRGITTERVERFAHREN 100

M =1 -U'L'A, (6.35)

wobei N'EU die Inverse und MLV die Tterationsmatrix des ILU-Verfahrens ist.

Es ist zu beachten, dass die Existenz der Zerlegung in speziellen Féllen gesichert ist.
Fiir die M-Matrizen gelten die folgenden Sétze:

Satz 6.6 FEs sei A eine M-Matriz und das Muster der ILU-Zerlegung sei der Graph
der Matrix A, dann existiert die ILU-Zerlequng.

Satz 6.7 Sei A eine M-Matriz. Dann konvergiert das ILU-Verfahren (6.34), (6.35)
monoton in der Mazimumsnorm:

p(M™7) <1, (6.36)
[[MTEY]| o < 1. (6.37)

6.4 Einleitung zum Mehrgitterverfahren

Bei weiteren Untersuchungen der klassischen Iterationsverfahren, wie sie im vor-
hergehenden Kapitel 6.3 beschrieben wurden, stellt man fest, dass nur die schnell
oszillierenden Fehleranteile, auf dem gerade betrachteten Gitter, reduziert werden.
Als Beispiel sei ein 1D Poisson-Modellproblem angegeben, das man mit einem mit
0.5 geddmpften Jacobi-Verfahren 16st, vgl. [49]. Obwohl man einen sehr langsamen
iterativen Loser hat, erreicht man auf dem Teilraum der schnell-oszillierenden (rau-
hen) Fehler eine Konvergenzrate < 0.5 die unabhéngig von der Gitterweite ist, vgl.
[46]. Dieses Verhalten wird in dem Kontext der Mehrgitterverfahren Glattungsite-
rationen genannt.

Die Idee der Mehrgitterverfahren ist es auf einem Gitter zunéchst die hochfrequen-
ten Fehleranteile durch ein Glattungsverfahren zu reduzieren. Danach kann man die
glatten, niederfrequenten Fehleranteile, auf ein groberes Gitter transformieren. Wie-
derum kann man die Fehleranteile hier glatten und auf das néchst grobere Gitter
transformieren, dies wird bis zum grobsten Gitter durchgefiihrt. Auf dem grobsten
Gitter kann man dann das Gleichungssystem ohne groflen Aufwand exakt l6sen.
Anschliessend werden die verschiedenen Korrekturen bis zu dem feinsten Gitter zu-
sammengesetzt, zu der Korrektur einer Mehrgitter-Iteration.

Fiir die Durchfithrung eines Mehrgitterverfahrens ist eine Hierarchie von Gittern,
Transferoperationen zwischen den einzelnen Gittern, eine Hierarchie von diskreten
Gleichungen, Glattungsiterationen fiir die Gleichungen und ein exaktes Losungsver-
fahren fiir das grobste Gitter notwendig. Fiir das exakte Losungsverfahren kann man
die Gauss-Elimination verwenden.
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Nachfolgend wollen wir die Begriffe des Mehrgitterverfahrens und den Mehrgitteral-
gorithmus erldutern. Abschliessend sei noch die Literatur fiir die Konvergenztheorie
angegeben.

6.4.1 Die Gitterhierarchie

Der Kern des Mehrgitterverfahrens bilden die Gitterhierarchien. Bei der Konstruk-
tion einer Hierarchie von Gittern geht man vom grébsten Gitter aus und gelangt
dann durch sukzessive Anwendung einer Verfeinerungsstrategie zu immer feineren
Gittern.

Zur Konstruktion der Gitter beginnen wir mit einer zuléssigen Triangulierung, man
vergleiche die Arbeit [11]. Der Einfachheit halber werden die folgenden Definitio-
nen fiir die 2D Geometrien auf Dreiecken durchgefiihrt worden. Dasselbe kann fiir
Vierecke sowie fiir die 3D Geometrien mit ihren Elementen ebenso durchgefiihrt
werden.

Definition 6.9 Es sei Q € IR* ein polygonal berandetes Gebiet. Eine Zerlegung
T = {1\, Ts,..., Ty} von Q in Dreieckselemente heisst zuldssig falls folgende Fi-
genschaften gelten :

]'Q:UZ]\ilﬂ'

2. Besteht T; UT; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl von
T; als auch von T .

3. Besteht T, UT} fiir ¢ # j aus mehr als einem Punkt, so ist T; UT} eine Kante
sowohl von T; als auch von T .

Definition 6.10 Es sei 7 = {11,153, T3,...,Ty} eine zuldssige Triangulierung.
Dann sei die Menge der inneren Knoten angegeben mit :

N(T) := {x € IR?|x ist Eckpunkt vonT , T € T ANz & 00} ,

der Graph von T wird definiert mit :

G(T):={(x,y) e N(T)x N(T)|3T € T mitz,y € T} .

Man starte von einem groben Gitter und fithre darauf uniforme Verfeinerungen
durch. Die Verfeinerung wird nach der Definition aus der Arbeit [3] durchgefiihrt:

Definition 6.11 FEs sei 7,1 eine zuldssige Zerlequng. Fiir die uniforme Verfeine-
rung 7; aus T;_1 gilt:

Jedes Dreieck T € 1,1 wird durch Verbinden der Kantenmittelpunkte
in vier kongruente Dreiecke zerlegt. Diese neu entstandenen Dreiecke
gehoren zur Menge T; .
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Eine uniforme Verfeinerung einer zuldssigen Triangulierung ist wieder eine zuldssige
Triangulierung. Die Hierarchie der uniform verfeinerten Gitter der Tiefe | wird
definiert mit :

7 = {T7; | Ty ist eine zulissige Triangulierung, T; 1 (6.38)

ist uniforme Verfeinerung vonT; , ¥i =0,...,1 — 1}.
Die Verfeinerungen fiir den 3D Fall sind in der Arbeit [10] beschrieben.

6.4.2 Der Gittertransfer

Fiir die Approximation der Losung einer partiellen Differentialgleichung mit den
Finite-Elementen auf einer Triangulierung 7 fiihrt man den endlich-dimensionalen
Ansatzraum V; ein.

Der endlich-dimensionale Ansatzraum V; ist :

Vi = Span{¢}, ¢h,... ¢l } .

Diese sind stiickweise lineare Funktionen und in der Arbeit [11] beschrieben.
Sie haben die Eigenschaft, dass die Rdume geschachtelt sind:

VoCViC... V.

Man fiihrt die Transferoperatoren ein, die als Einbettung von zwei aufeinanderfol-
genden Gittern mit der Injektion V,_; — V), erhalten werden. Man erhilt die Dar-
stellung der Grobgitter-Basisfunktionen {¢!~'} durch die Feingitter-Basisfunktion

{0l} mit;
¢ = i'f’z’,ﬂbz : (6.39)
j=1

Die Darstellung der Restriktion 7 = (7 ;)i jjen,_,xn, ist bei dieser Wahl der lokalen
Basis eine diinnbesetzte Matrix. Dabei definiert man die Menge Ny = {1,...,n;_1},
analog dazu ist die Menge N, definiert.

Die Prolongation wird gewéhlt aus der adjungierten Abbildung :
p=r", (6.40)

oder es konnen weitere problemangepasste Prolongationen und Restriktionen ver-
wendet werden. Beispiele dazu sind in der Arbeit [69] zu finden.
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Fiir unsere Anwendung bei der uniformen Verfeinerung geméss der Definition 6.11
hat die Matrix p die Form :

1 falls Knoten ¢ und j auf derselben geometrischen
Position liegen

pij =19 0.5 falls Knoten i auf einer Kante liegt dessen . (6.41)
einer Endpunkt Knoten 7 ist
0  sonst

6.4.3 Die Hierarchie von Gleichungssystemen

Man erhélt die linearen Gleichungssysteme durch die Diskretisierung der zugrunde-
liegenden Differentialgleichung. In dieser Arbeit wurde fiir die Diskretisierung, das
Finite-Volumen-Verfahren verwendet, vgl. Kapitel 3. Um eine Hierarchie von Glei-
chungssystemen mit den Matrizen A; zu erhalten, diskretisiert man zunéchst auf
dem feinsten Gitter 7;. Bei der Erzeugung der Gleichungssysteme auf den gréoberen
Gittern kann man folgende Methoden verwenden :

Gitterweise Diskretisierung:
Auf den groberen Gittern werden ebenfalls die Gleichungssysteme durch
die Diskretisierung der Differentialgleichungen erhalten.

Galerkin-Produkt:

Mit der gegebenen Matrix Ay und den Transferoperatoren r, p wird A;_;
definiert durch Ay := rAgp. Damit werden alle Grobgittermatrizen
sukzessive aus der Matrix des feinsten Gitters erzeugt.

6.4.4 Der Mehrgitter-Algorithmus

Um das Mehrgitter-Verfahren zu erklaren wird das Zweigitterverfahren eingefiihrt
und anschliessend rekursiv auf das Mehrgitterverfahren erweitert. Man bezeichnet
den Glatter auf Gitterebene [ mit S;. Das Zweigitterverfahren wird definiert durch :

MZY = Sy MFCC sy (6.42)

Es sind v, die Vorglédttungsschritte und vy die Nachglattungsschritte. Die Grobgit-
terkorrektur MZY“ wird definiert durch :

MPCC = 1 —p A r A (6.43)

Der Ubergang zum Mehrgitterverfahren wird so durchgefiihrt, dass in der Glei-
chung (6.43) die Grobgittermatrix A;_; nicht mehr exakt invertiert wird, sondern
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zur Losung des Gleichungssystems das Zweigitterverfahren auf der Gitterebene [ —1
~v-mal aufgerufen wird. Das Gleichungssystem wird erst auf dem grobsten Gitter
exakt gelost.

Das Mehrgitterverfahren ist definiert als :

MOZWG =0 , (644)
MME = MFG (6.45)
MM = MPY + S p (MMEYT AL r A St (6.46)

wobei vy die Vorglattungsschritte und v, die Nachgléattungsschritte sind. Die Grob-
gitterkorrektur MMEY wird definiert durch:

MMEE = 1 —p (I — (MM AL r Ay (6.47)

Man spricht bei diesem Vorgehen von einem Mehrgitterverfahren. Fiir die Wahl von
~v = 1 spricht man vom V-Zyklus, fiir v = 2 vom W-Zyklus.

Der Mehrgitter-Algorithmus wird angegeben als :

Algorithmus 6.1 Linearer Mehrgitterzyklus
MG(:L‘Z, bl, l)

{
if (1 ==0)

{

xo = Ag'by ;  FEwaktes Losen auf dem Grobgitter.

}

else

{

= S"(x,by) ;11 Vorglittungsschritte.
bi_1 =1rb ; Defekt restringiert auf das ndchst grobere Gitter.
2, =0
for (i=0;i <7v;i++)
{

c_1 =0,

MG(cj—1,bi-1,1 — 1) ;  ~-facher rekursiver Aufruf

der Grobgitterkorrektur.

Ti—1 = X1+ C—-1;
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b =b1 — A
¥
c =px;_1 ; Interpolation der Korrektur von dem
ndchst griberen Gitter.
T =x+C
by =0b — A ;
x; = S"(x;,b) ;  ve Nachglittungsschritte.

Die Verfeinerung wird mit Hilfe der Strategie von Definition 6.11 durchgefiihrt.
Nimmt man einen linearen Aufwand sowohl fiir die Glatter und Gittertransferope-
rationen an, so erhilt man einen linearen Aufwand fiir den Algorithmus 6.1, falls
man vy < 3 annimmt, vgl. [49]. Die Konvergenzbeweise fiir den W-Zyklus wurden
in der Arbeit [46] durchgefiihrt. Weiter wollen wir das Thema zur Konvergenz nicht
mehr vertiefen, als Ubersichtsartikel ist die Arbeit [106] angegeben.

Nachfolgend sind die Mehrgitterzyklen in Abbildung 6.1 dargestellt.

- Level 3

- Level 2 e Vorglatten
- Level 1 e Nachglatten
-+ Level 0 m Exakt Losen

V-Zyklus W-Zyklus

Abbildung 6.1: Mehrgitterzyklen : V- und W-Zyklus

Eine weiterfithrende Vertiefung des Themas {iber Mehrgitterverfahren kann in den
Arbeiten [46], [11], [49] und [10] nachgelesen werden.



Kapitel 7

Software-Paket 1ot

7.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird das Programmpaket r3t vorgestellt. In dem Programmpaket
sind die Verfahren aus Kapitel 3 eingebunden und die numerischen Rechnungen
durchgefiihrt worden.

Das Programmpaket entstand aus der Aufgabe zu dem Projekt der numerischen Si-
mulation des Transports und der Reaktion von radioaktiven Schadstoffen im Grund-
wasser. Die Vorgaben fiir das Programmpaket waren zum einen eine flexible Ein-
und Ausgabe und zum anderen die Vorgaben von grofien Zeitschritten und groben
Gittern, um die geforderten Langzeitrechnungen zu erreichen.

Das Konzept von der UG-Software-Toolbox und den verschiedenen Programmpa-

keten UG , d3f , r3t und GRAPE sollen dabei im Vordergrund stehen.

Zur Erfillung der Aufgaben wurden auf die bisher am Institut entwickelte UG-
Software-Toolbox aufgebaut. Es soll der Name Software-Toolbox verwendet werden,
um auszudriicken, dass die Software-Werkzeuge fiir andere Programmpakete zur
Verfiigung gestellt werden. Die Software soll noch nicht im Sinne eines Programm-
Pakets abgeschlossen sein, sondern erweiterbar bleiben. Die Entwicklungsarbeit be-
stand darin eine flexible Eingabeschnittstelle zu erstellen. Weiter sollte ein Kopp-
lungskonzept entwickelt werden, dass Daten von anderen Programmpaketen ver-
wendet. Insbesondere sollte die Einbindung von effizienten Diskretisierungen und
Fehlerschatzern durchgefiithrt werden, um die geforderten grofien Zeitschrittweiten
und die groben Gitter fiir die numerischen Berechnungen zu erreichen.

Der Inhalt des Kapitels ist gegliedert in der Grobgliederung der Programmpakete,
der Beschreibung der UG-Software-Toolbox, der Beschreibung des d3f-Programm-
pakets, der Beschreibung des r3t-Programmpakets, sowie deren Konzepte.

106
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7.2 Die Grobgliederung der Programmpakete

Software-Toolbox UG: Die UG-Software-Toolbox ist fiir die Verwaltung von un-
strukturiert, lokal verfeinerten Mehrgitterhierarchien fiir 2D und 3D Geome-
trien zustidndig. Die Software-Toolbox stellt die Programmstrukturen fiir die
weiteren Module bereit und hat eine Auswahl von verwendbaren Bibliotheken
fiir die Diskretisierung und Losung von Systemen von partiellen Differential-
gleichungen, sowie eine interaktive Graphik zur Darstellung der Simulations-
ergebnisse. Damit dient es als Basismodul fiir die Entwicklung und Program-
mierung der r3t- und d3f-Programmpakete.

Software-Paket d3f: Das Paket wurde fiir die Losung von dichtegetriebenen Grund-
wasserstromungen entwickelt. Es besteht aus einer Fluss- und Transportglei-
chung, die nichtlinear und gekoppelt sind. Bei den Simulationsrechnungen mit
dem Programmpaket konnen sowohl stationére wie instationédre Stromungen
berechnet werden. Das Programmpaket hat eine flexible Eingabeumgebung
und liefert die Geschwindigkeitsdaten fiir die Transportrechnungen des r3t-
Programm-Pakets.

Software-Paket r3t: Das Programmpaket wurde fiir die Losung von Transport-
Reaktions-Gleichungen von mehreren Spezies im fliessenden Grundwasser
durch pordse Medien entwickelt. Bei dem Programmpaket wurde fiir die
Losung der konvektions-dominanten Gleichungen eine Verbesserung in der
Diskretisierung der Gleichungen entwickelt, mit dem Ziel grosse Zeitschritt-
weiten und grobe Gitter zu erreichen um die Modellzeiten in einer geforderten
Rechenzeit zu erreichen. Die Fehlerschitzer und die Loser wurden auf diese
Finite-Volumen-Diskretisierung angepasst. Die flexible Eingabe der Parame-
ter fiir die Modellgleichung, sowie die Ausgabe der Losungs- und Gitterdaten
waren weitere Aufgaben, die das Programmpaket erfiillen sollte.

Software-Paket GRAPE : Das Programmpaket ist ein umfangreiches Visuali-
sierungsprogramm, das sich insbesondere zur Visualisierung von Losungen
auf unstrukturierten Gittern mit den verschiedenen Darstellungsmethoden
eignet. Mit diesem Visualisierungs-Paket werden die Rechenergebnisse aus
dem r3t-Modul visualisiert. Damit konnten die umfangreichen Visualisie-
rungsmoglichkeiten von GRAPE, vgl. [44] verwendet werden, um ein ver-
bessertes Verstdndnis der Simulationsergebnisse zu erhalten.

7.3 UG-Software-Toolbox

Die Grundlage aller folgenden beschriebenen Programmpakete ist die UG-Software-
Toolbox. Es leitet sich aus dem Wort ” UnstructedGrids” her und ist eine Software-
Toolbox zur Lésung von Systemen linearer oder nichtlinearer partieller Differential-
gleichungen.
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Das Konzept von der UG-Software-Toolbox ist die Verwaltung einer unstrukturier-
ten, lokal verfeinerten Mehrgitterhierarchie fiir 2- und 3-dimensionale Gitter.

Das Programmpaket wird seit Anfang der 90-er Jahre entwickelt, vgl. die Arbeit
[4], und verwendet zum Losen der Systeme von partiellen Differentialgleichungen
die Adaptivitat der Gitter, die Mehrgitterverfahren und die Parallelisierung der
Verfahren. Dabei hat man durch besonders effiziente und parallele Algorithmen des
Programmpakets die M6glichkeit besonders umfangreiche Modellprobleme zu 16sen.

Es entstanden dazu zahlreiche Arbeiten aus der numerischen Modellierung und der
numerischen Simulation von linearen und nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen, aus den Bereichen der Elastizitdtsmechanik, den dichtegetriebenen Stro-
mungen, dem Transport von Schadstoffen durch porése Medien und der Stromungs-
mechanik. Einige Beispiel daraus sind in den Arbeiten [3], [4] und [63] zu finden.

Anschliessend wird die Anwendung der UG-Software-Toolbox vorgestellt.

Bei der Anwendung der Software-Toolbox UG in einem Programmpaket, wie z.B.
r3t, unterschiedet man bei der Gliederung des entstehenden Programmpakets zwi-
schen zwei Modulen.

ug : Bei diesem Modul handelt es sich um den anwendungsunabhéngigen Teil des
Programmpakets. Es enthélt die Software-Werkzeuge wie den Kommandointerpre-
ter, das Eventmanagement, die Graphik, die Numerik, das lokale Gittermanagement,
die Gebietsbeschreibung, die Deviceanbindung, sowie ein Speichermanagement. Die
unterste Ebene enthélt die Parallelisierung des Programms mit Hilfe eines graphen-
basierten Parallelisierungskonzepts. Diese Werkzeuge konnen fiir den weiteren Teil
des anwendungsorientierten Bereichs eingesetzt werden.

r3t : In diesem Modul wird das Modellproblem mit der entsprechenden Gleichung fiir
die Anwendung vorbereitet. Fiir die Anwendung sind die Problemklassenbibliothek
und die Applikation entwickelt worden. Das Modul ist der anwendungsabhingige
Teil im Gegensatz zum ug-Modul, das anwendungsunabhéngig ist.

Folgende Unterteilungen werden dabei festgelegt:

In der Problemklassenbibliothek werden die problemabhéngige Diskretisierungen
und der zugehorige Fehlerindikator, die Quellen und Senken, die analytischen Losun-
gen, die speziell fiir diese Systeme von Differentialgleichungen entwickelt wurden,
eingebunden.

Dabei ist fiir die Diskretisierung das Finite-Volumen-Verfahren von héherer Ord-
nung verwendet worden, vgl. Kapitel 3. Als Fehlerindikator fiir die Konvektions-
Diffusions-Dispersions-Gleichung wurde ein aposteriori-Fehlerindikator verwendet,
vgl. die Arbeit [79].

In der Applikation sind die Anfangs- und Randbedingungen und die Koeffizien-
tenfunktionen fiir die Gleichung enthalten. Weiter sind die flexible Eingabe von
Gleichungsparametern und die verschiedenen zeitabhédngigen Quellterme in der Ap-
plikation eingebunden. Weiter sind in der Applikation die Script-Dateien abgelegt,
diese werden vom UG-Kommando-Interpreter eingelesen und steuern den Ablauf
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der Berechnungen. Insbesondere ist das Scanner- und Parsermodul in der Applika-
tion programmiert und abgelegt worden. Dabei wird zur Aufrufzeit des Programms
die Anzahl der Gleichungen, die Phasen mit den Transport- und Reaktionsparame-
tern, die verwendeten Quellen, die Randbedingungen, die Gebietsparameter sowie
die hydrogeologischen Parameter gesetzt. Ebenfalls sind die gesamten Dateien, die
zur Eingabe der Geschwindigkeits- und Geometriedaten verwendet werden, sowie
die Ausgabe der Losungs- und Gitterdaten, in der Applikation zu finden.

7.3.1 UG-Konzept

Es wurden im wesentlichen zwei Konzepte aus der UG-Software-Toolbox verwen-
det, die fiir das Programm-Paket r3t mitverwendet wurden. Ein Konzept ist das
unstrukturierte Gitterkonzept, das es erlaubt relativ komplexe Geometrien mit ad-
aptiven Operationen zu verwalten, damit die hierarchischen Verfahren anwendbar
werden.

Ein weiteres Konzept ist das Sparse-Matrix-Konzept, welches es erlaubt umfangrei-
che Systeme von partiellen Differentialgleichungen blockweise abzuspeichern um ein
effektives Speicher- und Geschwindigkeitskonzept zu erreichen.

Diese beiden Konzepte sind bestimmend fiir Effizienz des r3t-Programmpakets und
werden anschliessend beschrieben.

Das unstrukturierte Gitterkonzept wird nachfolgend erklart.

Die Grundlage fiir die UG-Software-Toolbox sind die Generierung und Verdnderung
von unstrukturierten Gittern. Mit unstrukturierten Gittern lassen sich komplexe
Geometrien approximieren.

Eine effiziente Gitterdaten-Struktur ist notwendig, um Gitter zu erzeugen und lo-
kale Verfeinerungen und Vergroberungen durchfithren zu kénnen. Die geometrische
Datenstruktur verwaltet geometrische Objekte, wie die Elemente, die Kanten, die
Knoten usw. . Die algebraische Datenstruktur verwaltet die Matrizen und Vektoren.

Die Gitter bestehen in 2D aus Dreiecke und Vierecke, in 3D aus Tetraeder, Pyra-
miden, Hexaeder und Prismen. Die Gitterdatenstruktur ist hierarchisch aufgebaut
und die Elemente konnen lokal verfeinert und vergrébert werden.

Die Anwendung von Mehrgitterverfahren mit den unterschiedlichen Glattungspro-
zessen ist moglich, aufgrund der lokal verfeinerbaren Gebiete. Die Losungen auf
hoheren Gitterlevels wird nur auf den verfeinerten Elementen betrachtet. Es werden
damit lokale Gitter mit allen verfeinerten Elementen und einigen kopierten Elemen-
ten betrachtet. Damit erhélt man eine effiziente Speicherung und hohe Effizienz bei
der Verarbeitung.

Ein weiteres wichtiges Konzept fiir unsere effizienten Rechnungen mit dem r3t-
Programmpaket ist die Abspeicherung der diinnen Matrizen, das in der UG-Software-
Toolbox verwendet wird.
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Die diinnen Matrizen kommen dabei zum einen in der Abspeicherung des Gitters
vor. Aufgrund der lokalen Diskretisierung werden dabei nur die Nachbarn fiir die Be-
rechnung benétigt, und damit hat man nur wenige Eintrédge in der Auflerdiagonalen.
Zum anderen kommen die diinnen Matrizen bei der Anwendung von Systemen von
partiellen Differentialgleichungen vor, die schwach gekoppelt sind. Die Verbindungen
zu den einzelnen Gleichungen sind als Eintrége in der Aulerdiagonalen abgespeichert
und haben aufgrund der schwachen Kopplung nur wenige Eintréige. Um nicht vollbe-
setzte Matrizen abzuspeichern, wurde aus Effizienzgriinden die Abspeicherung von
diinnen Matrizen entwickelt.

Es wurde ein effizientes Speicherkonzept, engl. Sparse-Matrix Storage Method, vgl.
[78], verwendet. Die Idee der Methode basiert auf der Abspeicherung der diinn-
besetzten Matrizen in einem Block-Matrix-Graph, in dem die Blocke als lokale
Datenfelder (engl. array), welche indiziert sind iiber eine Menge von kompakten
zeilen-orientierten Schemen, vgl. [78]. Dies kombiniert die Flexibilitét von der Gra-
phenstruktur mit hoherer Effizienz aufgrund der héheren Datendichte. Das kom-
pakte innere Muster erlaubt es Eintrége zu identifizieren mit denen man weiter die
Vorteile der Abspeicherung und der Rechenzeit hat. Die kompakte Speichertech-
nik ist zeilen- oder spaltenorientiert, es konnen bisherige einzelne Matrixeintrage
mit Blockeintriagen, die ein System von Differentialgleichungen présentieren, ersetzt
werden. Dabei ist der Eintrag in der Diagonalen der Block-Matrix die Kopplung
innerhalb der Gleichungen und der Eintrag der Auflerdiagonalen der Block-Matrix
die Kopplung zwischen den Nachbarknoten, falls ein Raumterm verwendet wird. Die
Abspeicherung als Vektor-Matrix-Graph ist in Abbildung 7.1 betrachet.

—— Matrixobjekte
® \/ektorobjekte

O O O
° [ °
°
\ \ \

Abbildung 7.1: Vektor-Matrix-Graph fiir die effiziente Abspeicherung

Damit konnten die geforderten Bedingungen zur Losung von umfangreichen Syste-
men von partiellen Differentialgleichungen auf komplexen Geometrien gelost werden.

7.4 Programmpaket d3f

Das Vorgingerprojekt zum r3t-Programmpaket wurde vom Projektgeber der GRS
in Braunschweig gestellt. Es wurde zur Simulation von dichtgetriebenen Grundwas-
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serstromungen entwickelt. Es enthélt eine Implementierung von Problemklassenver-
zeichnis und Applikationsverzeichnis. In der Problemklasse sind die Fehlerschétzer,
Loser und Diskretisierungen fiir die Gleichungen implementiert worden. In den Ap-
plikationsverzeichnissen sind die verschiedenen Anwendungen eingebunden worden.
Insbesondere sind die speziellen Rand- und Anfangsbedingungen, die speziellen Vor-
faktoren fiir die Gleichungen und die Quellen und Senken implementiert worden. Die
Initialisierung der Gleichungsparameter, sowie der Rand- und Anfangsbedingungen
und die Parameter fiir die Quellen und Senken, werden zur Startzeit iiber Dateien
eingegeben. Damit konnen flexible Berechnungen von 2D und 3D Modellbeispielen
berechnet werden.

7.4.1 Gleichungen von d3f

Es wurden zwei gekoppelte nichtlineare zeitabhéngige partielle Differentialgleichun-
gen in das Programmpaket d3f implementiert, diese Gleichungen werden anschlies-
send betrachtet:

Die Flussgleichung ist angegeben mit:

d(gp) +V - (pv)=0Q, (7.1)

wobei p die Dichte des Fluids, v die Geschwindigkeit aus dem Darcy-Gesetz berech-
net, ¢ die effektive Porositdt und @) der Quellterm ist.

Die Transport-Gleichung ist gegeben mit:
Oi(¢pc) +V - (pve— pDVe) = Q' (7.2)

wobei ¢ die Konzentration der gelosten Substanz, D der Diffusions-Dispersions-
Tensor und @’ der Quellterm ist.

Die erste Gleichung (7.1) berechnet mit Hilfe des Darcy-Gesetz als Kontinuitats-
gleichung, den Fluss durch das pordse Medium und gibt die Dichte des Fluids an.
Die zweite Gleichung ist eine Transportgleichung fiir das Wasser im gelosten Salz.
Dabei handelt es sich um eine zeitabhéingige Konvektions-Diffusions-Dispersions-
Gleichung, bei der die konvektive Grofle, die Darcy-Geschwindigkeit aus dem Darcy-
Gesetz berechnet wird. Je nach Dichteunterschiede ergeben sich wirbelbehafte Stro-
mungen. Aufgrund der kleinen Diffusion im Wasser erhélt man eine konvektions-
dominante Gleichung, fiir diese Gleichung wurden die angepassten Loser und Dis-
kretisierungsverfahren, vgl. Arbeit [63], entwickelt.

7.4.2 Struktur von d3f

Zum Einlesen der Gleichungs- und Steuerungsparamter wurde ein Préiprozessor ent-
wickelt. Damit konnte ein Praprozessor die umfangreichen Eingabeparameter vor
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dem Start der Rechnungen einlesen. Das eigentliche Modul und Herzstiick ist der
Prozessor, der auf der Grundlage von UG entwickelt wurde und mit weiteren pro-
blemspezifischen Klassen fiir die verwendeten Gleichungen angepasst wurde. In ei-
ner weitere Bibliothek sind die Applikationen, die die Parameterdateien und die
Steuerungsdateien fiir den Programmablauf enthalten, abgelegt. Fiir die Weiterga-
be der Daten wurde ein Postprozessor entwickelt, der eine Schnittstelle darstellt
und die Losungsdaten in Dateiform abspeichert. Damit konnten weitere Program-
me, insbesondere das Visualisierungsprogramm GRAPE, die Dateien einlesen und
weiterverarbeiten.

7.5 Programmpaket r3t

In diesem Abschnitt wird in groben Ziigen das Programmpaket r3t vorgestellt, es
kommt aus der Bedeutung ”Radionuclide, Reaction, Retardation and Transport”

(r3t).

Es handelt sich um ein Programmpaket zur Diskretisierung und Lésung von Syste-
men von Konvektions-Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichungen mit Gleichge-
wichtssorption oder kinetischer Sorption.

7.5.1 Gleichung von r3t
Die Gleichung ist fiir die Gleichgewichtssorption angegeben mit:
¢ 0 Rici+ V- (ve,— DVe;) = =6 Ry ey + > 6 Ry Moy + Qi , (7.3)

k=k(3)
Ce(i) = Zci )

., (=9
Ri=1+ 5

pK(CG(i))a
mit ¢=1,...,. M,

wobei ¢; die i-te Konzentration, R; der i-te Riickhaltefaktor, \; die i-te Zerfalls-
konstante und v die Geschwindigkeit, die im d3f-Programmpaket berechnet wurde
oder vorgeben ist. Q; ist der i-te Quellterm, ¢ die Porositit, c.;) ist die Summe
aller Isotop-Konzentrationen zum Element e, K ist die Funktion der Isotherme, vgl.
Kapitel 2.

7.5.2 Aufgabe von r3t

Das Programmpaket wurde fiir die Vorhersage im Bereich der radioaktiven Endlager
in Salzlagerstidtten und von dem Projektgeber der GRS in Braunschweig in Auftrag
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gegeben.

Folgende Eigenschaften wurden bei der Entwicklung an das Programmpaket r3t
gestellt:

e Die Unabhéngigkeit von der zu losenden Transportgleichung soll erreicht wer-
den. Dies kann durch die Anwendung einer 2D oder 3D Version durch das
flexible Konzept erreicht werden.

e Eine einfache Anwendbarkeit auf der Shell-Ebene soll méglich sein. Eine Script-
Datei mit den Einstellungen fiir die Parameter der Diskretisierung und der
Loser, sowie der graphischen Darstellung soll dazu verwendet werden. Eine
geeignete Definition von Schnittstellen fiir das Auslesen der Daten zur Weiter-
verarbeitung mit einer graphischen Programmoberfliche, wie z.B. GRAPE,
vgl. [44], soll definiert werden.

e Die Programmierung von in sich geschlossenen Modulen, die nach auflen mit
genau definierten Schnittstellen strukturiert sind, soll entwickelt werden. So
konnen sich mehrere Programmierer an der Entwicklung beteiligen.

e Die Differentialgleichungen sollen sowohl skalar als auch im System anwendbar
sein. Dabei sollte eine Kopplung von bis zu vier Phasen méglich sein.

e Alle Prozeduren sollen auch fiir den Parallelrechner moglich sein, um moglichst
umfangreiche Rechnungen zu erlauben.

Der Aufbau des Programmpakets r3t basierte auf den Vorarbeiten des entwickelten
Software-Toolbox UG, vgl. Abschnitt 7.3 und wurde in diesem Kontext weiter-
entwickelt. Die vorgestellten Aufgaben wurden mit den nachfolgenden Konzepten
verwirklicht.

7.5.3 Konzeption von r3t

Das Programmkonzept von r3t ist gegeben mit folgenden Ansitzen:

Bei der Entwicklung unseres Programmpakets r3t wurde die Philosophie und Kon-
zeption von der UG-Entwicklung weiterhin fortentwickelt um anwenderunabhéngige
numerische Algorithmen zu programmieren und fiir die speziellen Anwendungen
bereitzustellen. Aus dieser Entwicklung zum Programm-Paket r3t sind weitere nu-
merische Algorithmen im Bereich der Diskretisierung, der Loser und der Fehlerin-
dikatoren implementiert worden. Die dafiir verwendeten anwendungsunabhéngigen
Strukturen, der sogenannten numerischen Prozeduren, wurden weitergefiihrt, vgl.
[64].

Die wesentlichen Erneuerungen dieser Entwicklungsphase bestand darin die vorhan-
denen Software-Pakete miteinander zu verbinden und die entsprechenden Aufgaben
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der jeweiligen Programme miteinander zu kombinieren. So wurde das Programm-
paket d*f mit dem die Stromung der Transportgleichung berechnet wurde, vgl. [63]
und [33], mit dem Programmpaket r®t gekoppelt. Eine koordinatenorientierte und
vom jeweiligen Gitter unabhéngige Abspeicherung der Geschwindigkeitsdaten wur-
de entwickelt. Eine weitere Anbindung an das Visualisierungsprogramm GRAPE,
vgl. [83], konnte fiir die Visualisierung der Rechenergebnisse verwendet werden.

Eine flexible Eingabe fiir die umfangreichen Parameter, die in der Form von Einga-
bedateien vorliegen, ist entwickelt worden. Damit sind die umfangreichen Testrech-
nungen, die notwendig sind um qualifizierte Aussagen zu erreichen, moglich. Die-
se weitgehende Flexibilitdt geniigte dem Konzept der modularen Programmierung.
So konnen einzelne Programmteile, wie der Préprozessor und die entsprechenden
Diskretisierungs- und Losermethoden unabhéngig voneinander entwickelt werden.
Eine weitere Flexibilitét ist das Dateikonzept, mit dem iiber Schnittstellen das Ein-
und Auslesen von Dateien ermoglicht wurde, und so die einzelnen Programmpakete
miteinander gekoppelt wurden.

Die Anwendung des Programmpakets r3t mit den verwendeten Verbindungen zu
den anderen Programmpaketen wird anschliessend beschrieben.

7.5.4 Anwendung von r3t

Die Anwendung von r3t wird in der Abbildung 7.2 erlidutert:

r3t
(Programmpaket)

Parser und Scanner
flr Parameterdateien

Geschwindigkeits— Einleseroutine fir
und Dichte-Daten gitterunabhéngige Daten

Diskretisierungs— und
Lésungsverfahren

Ausgabevorbereitung -
fiir Daten in Lsungs- und
speziellen Formaten Gitter—Daten

Abbildung 7.2: Anwendung von r3t

Die in der Abbildung 7.2 dargestellte Vorgehensweise von dem Programmpaket r3t
wird anschliessend erldutert.

Die Vorbereitungen bis zur Berechnung der Modellprobleme ist das Einlesen von
Gleichungsparametern und Steuerungsdateien. Insbesondere kann damit die Anzahl
der Gleichungen und ihrer Phasen, sowie die Parameter der Konvektions-Diffusions-
Dispersions-Reaktions-Gleichungen bestimmt werden. Diese werden wéhrend des
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Starts in der Initialisierungsphase eingelesen. Dazu gehoren auch die Geometrie-
Daten und die Geschwindigkeitsdaten, die vom Programmpaket d3f gitterunabhingig
in Dateien abgelegt werden.

Nach der Initalisierungsphase findet die eigentliche Rechenphase des Programmpa-
kets statt. Es werden die problemspezifische Diskretisierung verwendet, sowie die
Loser fiir das lineare Gleichungssystem. Fiir die Adaptivitat wird der Fehlerindika-
tor verwendet um damit zeitlich effiziente Berechnungen der Gleichungen mit lokalen
Gitterverfeinerungen durchzufiihren. Bei den Berechnungen werden inbesondere die
Geschwindigkeits- und Dichtedaten bei adaptiven Rechnungen verwendet. Die ein-
zelnen Teilgleichungen, fiir die unterschiedliche Diskretisierungen verwendet wurden,
vgl. Kapitel 4, wurden anschliessend mit dem Operator-Splitting-Verfahren gekop-
pelt.

Die Ergebnisse der Rechenschritte werden in der Ausgabephase ausgelesen auf ein
spezielles Dateiformat, mit denen der anschliessende Postprozessor GRAPE weiter-
arbeiten kann. Bei den Vorbereitungen werden die Gesamtkonzentrationen mit Hil-
fe des expliziten Zusammenhangs von mobiler und adsorbierter Konzentration,vgl.
Gleichung (2.2), fiir den Fall der Gleichgewichtssorption, berechnet. Zu den Ausga-
bedaten der Losungen gehoren die zugehorigen Gitterdaten, die die geometrischen
Verhiltnisse der Daten beschreiben.

Damit konnte die Anwendung des r3t-Programmpakets in eine Umgebung von wei-
teren Programmpaketen, die eine Vorverarbeitung oder Weiterverarbeitung durch-
fithren, eingebunden werden.

Um einen flexiblen Austausch von Dateien zwischen den beteiligten Programmpa-
keten zu erreichen, wird anschliessend ein Kopplungskonzept beschrieben.

7.5.5 Kopplungskonzept von r3t

Das Konzept der Ankopplung zwischen den einzelnen Programmpaketen ist nun auf
der Basis des Austausches von Dateien iiber vordefinierte Schnittstellen erarbeitet
worden. Diese Anbindung ist ausreichend fiir Parameter, die sich im zeitlichen Ver-
lauf nur unwesentlich &ndern und keine Riickkopplung auf die anderen Programme
haben.

Die problemabhéngigen Parameter, die sich iiber die Rechenzeit nicht verédndern,
wie die Gesteinsgeologie des Gebiets und der Umtauschparameter der radioaktiven
Spezies, sowie die Festlegung der Quellen und Senken, kénnen am Anfang iiber
Dateien eingelesen werden.

Weitere Eingaben konnen sich im Laufe der Simulationszeit &ndern, wie die Geschwin-
digkeits- und die Dichtedaten. Diese werden jeweils zur Laufzeit in den entsprechen-
den Zeitpunkten eingelesen. Die Daten sind einseitig an das r3t-Programmpaket ge-
koppelt, d.h. die Ergebnisse aus r3t werden nicht fiir deren Berechnung verwendet.
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Der Grund dazu ist die Modellierung, bei der die radioaktiven Schadstoffe keine
Riickkopplung auf das Stromungsfeld haben. Damit kann die Riickkopplung zum
Programmpaket d3f entfallen.

Abgeschlossene Rechnungen werden in den Dateien abgespeichert und zur weiteren
Verwendung wieder in den Postprozessor eingelesen.

Eine stiarkere Ankopplung zwischen den beiden Programmen ist nicht weiter verfolgt
worden. Dies ist nur bei einer Kopplung zwischen der Strémung und den Schad-
stoffen angebracht, man 16st dann die Transport- und die Stromungsgleichungen
gemeinsam.

Mit dem Programmpaket r3t konnen die anschliessenden Modellbeispiele durch-
gefithrt und bewertet werden.



Kapitel 8

Modellprobleme

8.1 Einleitung fiir die Modellprobleme

In diesem Kapitel werden die bisherigen theoretischen Erkenntnisse auf verschiede-
ne Modellprobleme angewandt. Das Ziel ist es, die theoretischen Aussagen in der
Anwendung mit numerischen Berechnungen zu bestéatigen.

Bei Modellproblemen, bei denen es analytische Vergleichslosungen gab, konnten die
numerischen Losungen verglichen und die Fehler ermittelt werden.

Bei Modellproblemen, fiir die keine analytischen Losungen existieren, wurden die
Losungen mittels weiterer Rechnungen mit feineren Gittern und kleineren Zeit-
schrittweiten bestétigt. Es wurden konvergente Losungen erreicht. Dabei wurde so-
wohl eine Konvergenz in der Gitterweite wie auch eine Konvergenz im Zeitschritt
erreicht.

Bei den Modellproblemen wurde bei der Wahl der Parameter darauf geachtet, be-
sonders stark variierende Parameter zu benutzen, um ein besonders skalenabhéngi-
ges Modellverhalten zu erreichen. Damit konnten insbesondere unstrukturierte und
komplexe Modellprobleme simuliert werden.

Die Aussagen der theoretischen Resultate fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung
mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren konnten durch die zweite Ordnung des
numerischen Verfahrens fiir die ein- und zweidimensionalen Modellprobleme bestatigt
werden. Ebensfalls konnten die Losungen fiir skalenabhéngige Modellprobleme mit
adaptiven Vergleichsrechnungen bestétigt werden, sie werden nachfolgend komplexe
Modellprobleme genannt.

Fiir die ersten Modellprobleme wurden fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichungen
mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren die analytischen Losungen aus Kapitel
5 verwendet.

Fiir eine weitere Betrachtung konnte ein aus der Literatur, vgl. [87], bekanntes Pro-
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blem fiir ein zweidimensionales Modellproblem benutzt werden und fiir die Anwen-
dung und den Vergleich mit den analytischen Losungen modifiziert werden. Auf-
grund dieser Erkenntnis aus der zweidimensionalen Anwendung konnte eine Ver-
allgemeinerung fiir beliebige Gebiete und Geschwindigkeiten im 2D oder 3D Fall
hergeleitet werden.

Ein Modell fiir einen potenziellen Schadensfall eines Endlagers fiir radioaktive Abfélle
konnte fiir ein eindimensionales Modellgebiet mit realitdtsnahen Parametern be-
rechnet und mit den hergeleiteten analytischen Losungen aus Kapitel 5 verglichen
werden. Es konnte die Anwendbarkeit fiir komplexe Modelle und der hoheren Ver-
fahrensordnung bestétigt werden.

Die geforderten realitdtsnahen Berechnungen auf komplexen Geometrien zur Simu-
lation von potenziellen Schadensfillen werden anschliessend prasentiert. Es wird ein
potenzieller Schadensfall iiber einen Modellzeitraum von 10000 Jahren vorgestellt. In
diesen Simulationen wurden auf einem komplexen Gebiet mit verschiedenen schicht-
abhéngigen Porositdten mehrere Zerfallsketten mit insgesamt 26 Elemente beriick-
sichtigt. Dabei wurden die Transport- und Reaktionsparameter aus der Aufgaben-
stellung [35], verwendet. Es wurden Parallelrechner verwendet, um die Zeitvorgaben
zu erreichen. Die Rechnungen wurden zu Vergleichszwecken sowohl fiir 2D als auch
fiir 3D Gebiete durchgefiihrt.

Die nachfolgenden Rechnungen werden mit zwei Verfahren présentiert und die Fr-
gebnisse der Verfahren werden verglichen.

Fiir die Gleichungen mit der linearen Sorption werden folgende Verfahren verwen-
det:

Als Standard-Verfahren bezeichnet man das Verfahren, dass den Konvektions-
Term explizit mit einem Finite-Volumen-Verfahren mit héherer Ordnung diskreti-
siert, den Reaktions-Term exakt 16st, den Diffusions-Dispersions-Term implizit dis-
kretisiert und mit einem iterativen Verfahren 16st. Die Teilergebnisse werden mit
dem Operator-Splitting-Verfahren miteinander gekoppelt.

Als Modifiziertes Verfahren bezeichnet man das Verfahren, dass die Konvektions-
Reaktions-Gleichung mit dem neuen Diskretisierungsverfahren (siehe Kapitel 5) 16st.
Der Diffusions-Dispersions-Term wird implizit diskretisiert und mit einem iterativen
Verfahren gelost. Die Teilergebnisse werden mit dem Operator-Splitting-Verfahren
miteinander gekoppelt. Der Vorteil ist eine Verbesserung der Diskretisierung durch
eine eingebettete analytische Losung fiir die Konvektions-Reaktions-Gleichung, da-
mit entfillt eine Kopplung mit dem Operator-Splitting-Verfahren. Damit erhélt man
eine Reduzierung des Verfahrensfehlers.

Folgende Modellgleichungen werden fiir die anschliessenden Berechnungen verwen-
det:

o Rz% +V-(ve;—DVe¢)=—¢RiNici + ¢ Rioy Niq cio1 + Qz ,(8.1)

mit i=1,....,M, A\ =00,
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¢(0,4)=0.0, mit i=1,...,M,

c(z,0) = f(z),
¢i(x,0)=0.0, mit 0<zund i=2,...,M,

wobei R; =1+ % p K§ist. \; > 0.0 ist, firi = 1,..., M. f(z) ist eine stiickweise
lineare Ansatzfunktion und Q; ist der i-te Quellterm einer einstromenden Konzen-

tration. v ist die Geschwindigkeit und D ist der Diffusions-Dispersions-Tensor, vgl.
Kapitel 2.

Fiir die Berechnung der Abweichungen zwischen numerischen und analytischen Losun-
gen werden anschliessend die Fehler und die numerische Konvergenzordnungen be-
stimmt.

8.2 Fehlernormen und Konvergenzordnungen zur
Bewertung der numerischen Ergebnisse

Fiir qualitative Aussagen iiber die numerischen Ergebnisse wird ein Maf fiir die Ab-
weichung von der analytischen Losung eingefiihrt. Man bezeichnet die Abweichung
als Fehler. Ein weiteres Maf fiir die Beschreibung der Ergebnisse ist die Ordnung
der Fehlerreduzierung der numerischen Verfahren.

Man verwendet fiir das Fehlermaf die L;-Norm, vgl. [47]. Die L;-Norm wird all-
gemein fiir die Bestimmung der Fehler einer Konvektions-Gleichung verwendet, da
keine weitere Informationen iiber die Glattheit von der Losungsfunktion von erster
Ordnung bendétigt werden. Damit kann die Abweichung der exakten Losung ange-
geben werden.

Das Fehlermaf3 gilt zum Zeitpunkt ¢ und ist angegeben als:

Ei (1) = /Q sz, ) — wg (e, t)|dz (8.2)

wobei u;(z,t) die exakte Losung, u; ,(x,t) die numerische Losung und € das Modell-
gebiet ist. Fiir die Konvergenzordnung kann die L;-Norm verwendet werden. Man
berechnet die numerische Konvergenzordnung [74], auch engl. “experimental order
of convergence (EOC)” genannt, durch die L;-Norm von zwei aufeinanderfolgenden
Gittern mit der Gitterweite h und h/2.

Die Konvergenzordnung wird zum Zeitpunkt ¢ berechnet mit:

E21,h/2 )
log ( Eil,h (t) )

log(0.5)

Py, () = (8.3)
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Die L;-Norm und die Konvergenzordnungen werden fiir die nachfolgenden Berech-
nungen verwendet. Zur iibersichtlicheren Schreibweise wird fiir die Fehlernorm statt
L, j, abkiirzend L; geschrieben.

Anschliessend werden die eindimensionalen Modellprobleme zur Verifikation des Mo-
difizierten Verfahrens beschrieben.

8.3 Eindimensionale Modellprobleme fiir die li-
neare Gleichgewichtssorption

Die eindimensionalen Modellprobleme werden zur Bestétigung des Modifizierten
Verfahrens verwendet. Es kénnen die numerischen Lésungen mit den analytischen
Losungen aus Kapitel 5 verglichen werden.

Das Verfahren kann mit unterschiedlichen Zerfalls- und Retardierungsfaktoren fiir
die Verwendung allgemeiner Parameterkombinationen verifiziert werden. Insbeson-
dere werden die Verfahren mit stark variierenden Retardierungsfaktoren getestet.

Bei diesen extremen Tests hat das Modifizierte Verfahren erheblich kleinere Fehler,
da das Verfahren auf der Grundlage der analytischen Losungen basiert und keine
numerischen Approximationsfehler durch die Kopplung mit dem Operator-Splitting-
Verfahren hat.

Die Austestung des Modifizierten Verfahrens fiir den eindimensionalen Fall ist be-
sonders wichtig, aufgrund der Erweiterung auf mehrere Dimensionen. Fiir mehrere
Dimensionen erhélt man durch die Aufsplittung in eindimensionale Probleme iiber
die Ausflussréinder der Finite-Volumen-Verfahren nur noch einen Approximations-
fehler. Der Ubergang von einer zu mehreren Dimensionen ist bei dem Modifizierten
Verfahren aufgrund der Verwendung des Godunov-Verfahrens nur ein Lésen von m
eindimensionalen Problemen, vgl. Kapitel 3. Dabei kénnen noch die Approximati-
onsfehler durch die Kopplung auftreten, vgl. [77]. Somit reicht eine Uberpriifung im
eindimensionalen Fall fiir die Verifizierung des Verfahrens.

Eine weitere Uberpriifung ist die Auswirkung der Glattheit von Anfangsbedingun-
gen auf die Konvergenzordnungen. Es wurden dazu fiir die Anfangsbedingungen
stiickweise stetige oder stetige Funktionen verwendet. Diese Anfangsbedingungen
wirken sich auf die Konvergenzordnung der ersten Komponente aus.

Nachfolgend wird die Modellbeschreibung fiir vier unterschiedliche Testfélle angege-
ben.
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8.3.1 Modellbeschreibung fiir vier Testfille

Die Berechnung wurde auf einem zweidimensionalen Modellgebiet durchgefiihrt.
Das Modellbeispiel entartet dabei zu einem eindimensionalen Testbeispiel aufgrund
der Initialisierung iiber die gesamte Lénge der y-Koordinate und der Geschwindig-
keit, die nur in z-Richtung wirkt. Man betrachtet dabei die Konvektions-Reaktions-
Gleichung, d.h. der Diffusions-Dispersions-Tensor D ist der Null-Tensor.

Fiir dieses eindimensionale Testbeispiel konnten die Losungen aus Kapitel 5 als
Vergleich hergenommen werden.

Es wurde eine Zerfallskette mit vier Komponenten hergenommen, die linear zerfallen
und jeweils nur eine Mutter besitzen.

Die Zerfallskette ist angegeben mit:

Cl —Cy —C3 —Cq .

Die Konzentrationen sind mit ¢; und die Komponentenindizes mit ¢ = 1,...,4 an-
gegeben.

Die Geschwindigkeit ist konstant zur z-Richtung angegeben mit v = (1.0,0.0)%. Die
Retardierungsfaktoren R; und die Zerfallsfaktoren A\; mit ¢ = 1,...,4 werden in den
jeweiligen Testbeispielen angegeben.

Fiir die Initialisierung wird ein dreiecksférmiger Anfangsimpuls fiir die erste Kom-
ponente angegeben. Die anderen Komponenten haben die Anfangsbedingung 0.0. Es
ist keine Einstromquelle vorhanden, d.h. ; = 0.0 fiiri =1,...,4.

Um die unterschiedliche Konvergenzordnung fiir die erste Komponente zu bertick-
sichtigen ist der dreiecksférmige Anfangsimpuls im ersten Fall stiickweise stetig, d.h.
es ist ein Sprung der Konzentration von 0 nach 1 vorhanden. In den Beispielen des
zweiten Falls ist der Anfangsimpuls stetig, d.h. man hat kontinuierliche Werte als
Anfangsbedingung.

Die Randbedingungen sind triviale Inflow- und Outflow-Randbedingungen mit n -
ve = 0.

Das Modellgebiet ist ein Rechteck mit 8 x 1 Einheiten. Das Grobgitter besteht aus
acht quadratischen Elementen. Die Verfeinerung wird maximal bis zum Gitterlevel
7 durchgefiihrt, das entspricht 131072 Elementen. Es wird uniform verfeinert.

Die Zeitschrittweiten fiir die Testbeispiele wurden mit einer Zeitschrittsteuerung
berechnet.

Dabei wurde die Courant-Zahl mit €., = 0.5 gewdhlt, damit hat man fiir das
Diskretisierungsverfahren den kleinsten Approximationsfehler erreicht, vgl. [77].

Die Zeitschrittweite kann berechnet werden mit:

Ti,j V;

R ‘ 7 <_ cour
€ I
] J
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7< min € Ry Vs ) (8.4)
— i=1,,M v

Im folgenden werden die interessanten Testfélle gezeigt. Diese werden mit ihren
Parameterkombinationen, sowie mit den Losungen fiir ihre unterschiedlich feinen
Rechengitter und Zeitschrittweiten eingefiihrt. Es werden die beiden Verfahren be-
rechnet mit R; ; als die Retardierungsfaktoren fiir die ¢-te Komponente in der j-ten
Zelle, V; das finite Volumen der Zelle j, v; der Fluss iiber die Ausflussrander, vgl.
Gleichung (3.46).

Die Simulation wird in der Modellzeit von ¢t = 0.0 bis ¢ = 6.0 gerechnet.

Der Fehler zwischen numerischer und analytischer Lésung wird zu dem Endzeitpunkt
t = 6.0 bestimmt.

Anschliessend wird das Modellproblem mit dem stiickweise stetigen Dreiecksimpuls
initialisiert.

8.3.2 Modellproblem mit stiickweise stetigem Dreiecksim-
puls

Die Initialisierung gilt fiir die folgenden beiden Testfélle. Es wird das Standard- und
Modifizierte Verfahren verwendet. Die erste Komponente wird mit einem stiickweise
stetigen Dreiecksimpuls initialisiert werden. Der Dreiecksimpuls hat den Wert 1.0
an der Stelle x = 0.0 und den Wert 0.0 an der Stelle x = 1.0. Dazwischen wird
er linear approximiert, vgl. Abbildung 8.1. Die weiteren Komponenten haben den
Anfangswert 0.0 .

C
1 t=0.0

Abbildung 8.1: Initialisierung der ersten Komponente mit einem stiickweise stetigen
Dreiecksimpuls zur Zeit t = 0.0.

Die interessanten Testfille werden anschliessend beschrieben. Dazu werden die Feh-
lernormen fiir die unterschiedlich feinen Rechengitter und Zeitschrittweiten angege-
ben. Damit verschiedene Parameterkombinationen iiberpriift werden kénnen, werden
zwei Testreihen mit verschiedenen Retardierungs- und Zerfallsfaktoren in auf- und
absteigenden Reihenfolge vorgestellt.



KAPITEL 8. MODELLPROBLEME 123

Damit kann die Stabilitdt des Verfahrens mit unterschiedlichen Modellparametern
gezeigt werden.

8.3.2.1 Testfall 1 (aufsteigende Retardierungsfaktoren)

Dieser Testfall hat folgende Retardierungsfaktoren in aufsteigender Reihenfolge:
Ry =2.0,Ry =4.0,R3 = 8.0, Ry = 16.0.

Die Zerfallskonstanten werden in absteigender Reihenfolge gewéhlt mit:

A =04, =03)X3=02,\=0.0.

Die Porositét ist ¢ = 0.5.

Aufgrund der gewéhlten Zerfallskonstanten waren in dem Endzeitpunkt die Konzen-
trationen in der gleichen Skalengréfie, damit konnte eine optimale Rechengenauigkeit
erreicht werden.

Standard-Verfahren

Im ersten Testbeispiel wurde mit dem Standard-Verfahren gerechnet. Der Fehler in
der L;-Norm wurde mit unterschiedlichen Gitter- und Zeitschrittweiten berechnet,
vgl. Tabelle 8.1.

I [/ N > A > P >
4| 2.666 1072 | 9.853 10~* | 9.7710~* [ 4.132 1074
5 1.297 1073 | 4.740 10~* | 4.805 10~* | 2.013 10~*
6 || 6.148 107% | 2.328 10™* | 2.377 107* | 9.925 10~°
71 2.969 107* | 1.154 107* | 1.181 10™* | 4.925 107°

Tabelle 8.1: Die absoluten L;-Fehler mit Standard-Verfahren und stiickweise steti-
gem Dreiecksimpuls.

Mit diesen Werten aus Tabelle 8.1 wurden die numerischen Konvergenzordnungen
ermittelt, vgl. Tabelle 8.2.

Lo oA Lot [ oer ]
4

501 1.0394 | 1.0556 | 1.023 | 1.0374
6 1.077 | 1.0257 | 1.015 | 1.0202
71 1.0501 | 1.0124 | 1.009 | 1.0109

Tabelle 8.2: Die Konvergenzordnung des L;-Fehlers mit Standard-Verfahren und
stiickweise stetigem Dreiecksimpuls.

Die Aussage der Tabellen bestétigen die Theorie, dass bei einem Standard-Verfahren
mit erster Ordnung die Fehler bei jeder Gitterverfeinerung halbiert werden.
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Modifiziertes Verfahren

Die nachfolgenden Resultate sind mit dem Modifizierten Verfahren ermittelt wor-
den. Die weiteren Parameter sind die gleichen wie beim Standard-Verfahren. Die
Fehler fiir das Modifizierte Verfahren mit unterschiedlichen Gitterweiten und Zeit-
schrittweiten sind in Tabelle 8.3 angegeben.

el B 1 E [ B [ B
1 [ 2.666 10 | 3.451 101 | 6.719 100 | 2.376 107
5[ 12071072 | 1.072 1071 | 1.669 10~ | 5573 106
6 [ 6.148 107 | 3.374 105 | 4.251 10 | 1.374 10~
7| 2.969 10* | 1.117 1075 | 1.091 10~ | 3.442 107

Tabelle 8.3: Die absoluten L;-Fehler mit Modifiziertem Verfahren und stiickweise
stetigem Dreiecksimpuls.

Die Konvergenzordnungen sind fiir das Modifizierte Verfahren mit den Werten aus
Tabelle 8.3 berechenbar und sind in Tabelle 8.4 angegeben.

L e Lon [ oph | op |
4

51 1.0394 | 1.686 | 2.009 | 2.092
6 1.077 | 1.667 | 1.973 | 2.0201
71 1.0501 | 1.594 | 1.962 | 1.997

Tabelle 8.4: Die Konvergenzordnung des Li-Fehlers mit Modifiziertem Verfahren
und stiickweise stetigem Dreiecksimpuls.

Die Werte der Tabelle 8.4 bestétigen die hohere Konvergenzordnung mit dem Modifi-
zierten Verfahren. Dabei hat die erste Komponente aufgrund des stiickweise stetigen
Impulses, vgl. Abbildung 8.1, eine Halbierung des Fehlers bei Verfeinerung zur Fol-
ge, vgl. Ergebnisse aus Arbeit [72]. Die anderen hoheren Komponenten haben eine
deutlichere Reduzierung, als eine Halbierung des Fehlers, zur Folge. Die Konvergen-
zordnung geht bei diesen hoheren Komponenten wie erwartet gegen 2.

Die Vergleiche der Verfahren zeigen, dass sowohl die Konvergenzordnung als auch
der absolute Fehler verbessert werden. Mit dem Modifizierten Verfahren erzielt man
mit weniger Aufwand bessere Ergebnisse.

In der Abbildung 8.2 werden die Ergebnisse der Berechnungen fiir die Konzentra-
tionen zur Modellzeit t = 6 dargestellt. Die maximalen Werte der Konzentration fiir
die analytischen Losungen sind dabei:

Cp,...=8831-1072 Cy,,. =2.871-1072, Cs . =1.989 1072 und
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Cy.. =T7.225-1073 .

t=6.0

Cq
X

Co
X

Cs
X

Cy
X

Abbildung 8.2: Konzentrationen der vier Komponenten mit jeweils aufsteigenden
Retardierungsfaktoren nach der Zeit t = 6.0.

Die Abbildung 8.2 zeigt, dass die erste Komponente unverdndert weitertransportiert
wird. Die erste Komponente wird am weitesten transportiert, da sie am wenigsten
retardiert wird. Alle nachfolgenden Komponenten sind jeweils stéarker retardiert als
ihre Vorgénger. Durch die Kopplung breiten sich die Konzentrationen der Nachfolger
bis zu den Konzentrationen der Vorgédnger aus. In der Abbildung 8.2 sieht man
deshalb, dass die Impulse immer glatter werden und bis zur ersten Komponente
ausgedehnt sind.
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8.3.2.2 Testfall 2 (absteigende Retardierungsfaktoren)

Der weitere Testfall wird mit absteigenden Retardierungsfaktoren berechnet. Damit
wird die Untersuchung ergénzt mit einer weiteren Kombination. Die Retardierungs-
faktoren sind in absteigender Reihenfolge angegeben mit:

Ry =16.0, R, =8.0, R3 =4.0, Ry = 2.0.

Die Zerfallskonstanten wurden aufsteigend gewéhlt mit:

A =0.3, Ay =04, \3=0.5, A, =0.0.

Die Porositét ist ¢ = 0.5.

Die Zerfallskonstanten wurden vom Verhéaltnis so gewéhlt, dass die Werte der End-
konzentrationen ungefdhr die gleichen Gréflen haben.

Mit diesen Werten werden fiir das Standard- und das Modifizierte Verfahren die
Fehlernormen berechnet.

Nachfolgend werden die Werte fiir das Standard-Verfahren beschrieben.
Standard-Verfahren

Es werden die absoluten Fehler mit der L;-Norm berechnet. In der Tabelle 8.5 werden
die Resultate der absoluten Fehler fiir das Standard-Verfahren angegeben.

N
1142102 [ 712107 | 65410° | 262102
5705107 | 2.93 107 | 3.305 10~ | 1.36 10-2
6 [ 352107 [ 1.23107% | 1.66 10~* | 6.94 103
7117810 | 52810 | 8.5210* | 3551073

Tabelle 8.5: Die absoluten L;-Fehler mit Standard-Verfahren und stiickweise steti-
gem Dreiecksimpuls.

Die Konvergenzordnungen fiir das Standard-Verfahren werden mit Hilfe der Werte
von Tabelle 8.5 berechnet und sind in Tabelle 8.6 angegeben.

0 pn [P | ok P ]
4

5| 1.01 | 1.281 | 0.985 | 0.945
6 || 1.002 | 1.252 | 0.993 | 0.971
710984 | 1.22 | 0.962 | 0.967

Tabelle 8.6: Die Konvergenzraten des Li-Fehlers mit Standard-Verfahren und stiick-
weise stetigem Dreiecksimpuls.
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Die Ergebnisse der Konvergenzordnung fiir das Standard-Verfahren mit erster Ord-
nung wird in der Tabelle 8.6 bestétigt.

Die weiteren Rechnungen werden mit dem Modifizierten Verfahren durchgefiihrt.
Modifiziertes Verfahren

Die verbesserten Rechnungen werden mit dem Modifizierten Verfahren anschliessend
préasentiert. Die Fehler werden fiir die einzelnen Komponenten in unterschiedliche
Gitterlevels in der L;-Norm in der Tabelle 8.7 angegeben.

L] B, | BR[| B, | B

411421072 5971073 | 3.608 103 | 4.757 103
517051073 | 2251072 | 1.16 10~% | 1.515 1073
613521072 | 831107* | 3.82610* | 4.901 10~*
7111781073 | 3.07510~* | 1.251 10~* | 1.413 10~

Tabelle 8.7: Die absoluten L;-Fehler mit Modifiziertem Verfahren und stiickweise
stetigem Dreiecksimpuls.

Die Tabelle 8.7 zeigt wiederum verbesserte Resultate fiir die hoheren Komponenten.
Es werden Resultate erreicht, die besser sind wie eine Halbierung des Fehlers bei
hoheren Komponenten.

Die zugehorigen Konvergenzordnungen werden mit Hilfe der Tabelle 8.7 in der Ta-
belle 8.9 berechnet.

LU0 opn [P [ A | orL |
4

o5 1.01 | 1.41 | 1.637 | 1.651
6| 1.002 | 1.43 | 1.722 | 1.628
710984 | 143 |1.613 | 1.794

Tabelle 8.8: Die Konvergenzordnung des Li-Fehlers mit Modifiziertem Verfahren
und stiickweise stetigem Dreiecksimpuls.

Das Ergebnis der Rechnungen bestétigt auch bei einer anderen Parameterkombi-
nation die Verbesserung der Konvergenzordnung mit dem Modifizierten Verfahren.
Die hoheren Komponenten haben wiederum eine Konvergenzordnung die gegen 2
konvergiert. Ebenfalls hat die erste Komponente aufgrund des stiickweise stetigen
Impulses und der damit eingehenden Limitierung des Modifizierten Verfahrens auf
ein Verfahren von erster Ordnung, nur die Konvergenzordnung von 1.

Anschliessend werden die Konzentrationen dargestellt.



KAPITEL 8. MODELLPROBLEME 128

Cq t=6.0

X
Co

X
Cs

X
Cy

X

Abbildung 8.3: Konzentration der vier Komponenten zur Zeit ¢ = 6.0 und stiickweise
stetigem Dreiecksimpuls.

Die maximalen Werte der Konzentrationen zur Modellzeit ¢ = 6 sind:
Ch,,.. = 1.288 - 1071, Cs,,0n = 2.531 - 1071, Cs,,.. = 3.064 - 107! und
Cy,... = 5419 1071,

Aufgrund der Retardierungsfaktoren wird die erste Komponente am wenigsten weit
transportiert. Sie wird unveréndert weitertransportiert. Die néchste Komponente ist
weniger retardiert und wird weiter transportiert, hat aber aufgrund der Kopplung
mit der ersten Komponente eine Ausdehnung bis zum Anfang der ersten Kompo-
nente. Die nachfolgenden Komponenten werden schneller transportiert und haben
die Ausdehnung bis zu den Vorgéngerkonzentrationen und sind deshalb ausgedehnt
bis zur ersten Komponente. Die letzte Komponente erreicht somit die grofite Aus-
dehnung, sie wird am weitesten transportiert.
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Die Theorie wird bestétigt, dass das Standard-Verfahren aufgrund der Verwendung
des Operator-Splitting-Verfahrens bei den hoheren Komponenten einen Splitting-
Fehler von O(7) hat und damit fiir das gesamte Verfahren nur von erster Ordnung
ist.

Bei dem Modifizierten Verfahren wurde aufgrund der analytischen Losungen der
Konvektions-Reaktions-Gleichung kein Operator-Splitting-Verfahren verwendet. Das
Verfahren erreicht mit der analytischen Losungen eine hohere Ordnung. Man erhélt
aufgrund der Raumdiskretisierung die zweite Ordnung des Verfahrens, vgl. Kapitel

3.

8.3.3 Modellproblem mit stetigem Dreiecksimpuls

In den weiteren Testbeispielen wird ein stetiger Dreiecksimpuls verwendet. Dieser
setzt sich aus zwei aneinandergesetzten stiickweise stetigen Dreiecksimpulsen zusam-
men.

Es kann damit weiter die Theorie der Konvergenzordnungen fiir die einzelnen Ver-
fahren iiberpriift werden, vgl. [77].

Bei diesem Test konnte durch die Verbesserung der Stetigkeit des Anfangsimpulses
auch fiir die erste Komponente die Konvergenzordnung 2 erreicht werden.

Mit der Stetigkeit der ersten Komponente wird das Diskretisierungsverfahren nicht
auf erste Ordnung, wie bei einem stiickweise stetigen Impuls limitiert. Man erreicht
fiir den stetigen Impuls die zweite Ordnung, vgl. [2].

Dieses Testbeispiel besteht ebensfalls aus vier Komponenten, die linear nacheinan-
der zerfallen, d.h. ¢; — ¢ — ¢3 — ¢4. Fiir die Zeitschrittweite wiahle man die
Zeitschrittsteuerung mit der Courantzahl 0.5, vgl. Gleichung (8.4). Dies ist die be-
ste Approximation, vgl. [77].

Als Anfangsbedingung, vgl. Abbildung 8.4, wird ein gleichméssiger Dreiecksim-
puls mit der Hohe 1 gewahlt. Der Impuls hat die Lange 1 und die Flanken fallen
gleichmiissig zu 0 ab. Der Anfangsimpuls ist von dem Rand entfernt, damit kei-
ne Randeffekte auftreten, wie z.B. durch kleine Finite-Volumen-Elemente am Rand,
die kleinere Anfangszeitschrittweiten zur Folge haben und damit das Resultat beein-
trachtigen. Es sind keine Einstromquellen vorhanden, d.h. Q:=00miti=1,...,4.

8.3.3.1 Testfall 1 (aufsteigende Retardierungsfaktoren)

Bei diesem Testfall werden wiederum die Retardierungsfaktoren in einer aufstei-
genden Reihenfolge mit Ry = 2.0, Ry, = 4.0, R3 = 8.0, Ry = 16.0 gewihlt. Die
Zerfallskonstanten werden gewahlt mit Ay = 0.4, Ay = 0.3, A3 = 0.2, Ay = 0.0. Die
Porositét betragt ¢ = 0.5, vgl. Testbeispiel 1 in Kapitel 8.3.2.1.
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1 t=6.0

Abbildung 8.4: Initialisierung der ersten Komponente mit einem stetigen Drei-
ecksimpuls zur Zeit ¢t = 0.0.

Anschliessend werden fiir das Standard-Verfahren die Fehler und Konvergenzord-
nungen angegeben.

Standard-Verfahren

Die Fehler fiir das Standard-Verfahren sind in der Tabelle 8.9 angegeben. Dabei
konnte die erste Komponente, aufgrund der Zeitschrittbeschrénkung mit der Courant-
Zahl 1, exakt berechnet werden.

HEAE-AEE
41 0.0 |1.711073 | 1.04 1073 | 2.407 10~*
51 0.0 |861107%|5.28107*| 1.2210°*
61 00 ]429107*|2.65107*| 6.13107°
71 0.0 |214107%|1.31107*| 3.0710°°

Tabelle 8.9: Die absoluten L;-Fehler mit Standard-Verfahren und stetigem Dreieck-
simpuls.

Die numerische Konvergenzordnungen werden fiir das Standard-Verfahren mit der
Tabelle 8.9 berechnet und sind in der Tabelle 8.10 angegeben.

L ler oA [ A | orL, |
4

51 oo 0989 | 0.978 | 0.98

6 oo | 1.005 1] 0.995 | 0.993

71 oo | 1.003 | 1.016 | 0.997

Tabelle 8.10: Die Konvergenzordnung des L;-Fehlers mit Standard-Verfahren und
stetigem Dreiecksimpuls.

Die erste Komponente ist aufgrund der Berechnung des Zeitschritts mit der Courant-
Zahl 1, vgl. [39], exakt und wird in der Tabelle 8.10 mit oo angegeben. Die ande-
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ren Komponenten haben eine Konvergenzordnung 1 aufgrund der Verwendung des
Operator-Splitting-Verfahrens, das in dem Standard-Verfahren verwendet wird.

Die Ergebnisse konnen mit dem Modifizierten Verfahren wieder verbessert werden.
Dies wird anschliessend beschrieben.

Modifiziertes Verfahren

Die Fehler zwischen der numerischen Losung und der analytischen Losung sind in
der Tabelle 8.11 angegeben.

NN A
2[00 ] 30610 ¢ [ 391105 7.7910°
5 00 | 8031075 | 9.87 1075 | 2.15 10~
6| 0.0 | 20071075 | 2601075 | 581107
7 00 | 436107 | 6.66 107 | 1.51 107

Tabelle 8.11: Die absoluten L;-Fehler mit Modifiziertem Verfahren und stetigem
Dreiecksimpuls.

Die Konvergenzordnung wird mit Tabelle 8.11 berechnet und ist in der Tabelle 8.12
dargestellt. Wiederum ist die erste Komponente aufgrund der exakten Berechnung
mit oo angegeben.

L lpr Lot | oAE [ pt, ]

4

D oo [1.95]1.986 | 1.89
6| oo | 20 | 1.93 | 1.89
T oo | 221 ] 1.96 | 1.94

Tabelle 8.12: Die Konvergenzordnung des Li-Fehlers mit Modifiziertem Verfahren
und stetigem Dreiecksimpuls.

Die Verbesserung wird mit dem Modifizierten Verfahren durchgefithrt und man
erhélt nun fiir hohere Komponenten eine Konvergenzordnung von 2. Damit erhélt
man durchgehend eine Viertelung des Fehlers.

Damit weist das analytische Verfahren deutlich bessere Konvergenzordnungen auf.
Der Fehler durch das Operator-Splitting Verfahren von O(7) entfillt und nur der
Fehler durch die linearen Ansatzfunktionen von O((Ax)?) ist bestimmend fiir die
Konvergenzordnung, vgl. [41]. Die erste Komponente konnte aufgrund der Wahl
der Zeitschrittweite exakt berechnet werden. Diese wurde erreicht durch die Be-
schrankung auf die Courant-Zahl 1, die von der ersten Komponente aufgrund des
kleinsten Retardierungsfaktors bestimmt wird.



KAPITEL 8. MODELLPROBLEME 132

Die Darstellung der Ergebnisse zum Zeitpunkt ¢ = 6.0 wird in der Abbildung 8.5
gezeigt.

c ‘

1 t=6.0 3
X

€2
X

C3
X

C4
' X

Abbildung 8.5: Konzentrationen der vier Komponenten nach der Zeit ¢ = 6.0 und
stetigem Dreiecksimpuls.

Die erste Komponente wird am weitesten und von der Form her unverédndert trans-
portiert. Die nachfolgenden Komponenten sind aufsteigend stérker retardiert und
ihr Transport ist deshalb verzogert. Dabei dehnen sich die Impulse der Nachfol-
gerkomponenten bis zu der ersten Komponente aus. Wiederum ist der letzte Impuls
der langsamste und der am stérksten ausgedehnte Impuls. Die Glattheit der Impulse
nimmt bei den héheren Komponenten zu.

Um das Modell entsprechend auszutesten werden wiederum die reziproken Parame-
ter fiir die Retardierungs- und Zerfallskonstanten eingesetzt.
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8.3.3.2 Testfall 2 (absteigende Retardierungsfaktoren)

Das numerische Experiment wird fiir den Fall der absteigenden Retardierungsfakto-
ren wiederholt. Die Retardierungsfaktoren werden wiederum mit R; = 16.0, Ry =
8.0, R3 = 4.0, Ry = 2.0 absteigend gewéhlt. Die Porositét ist ¢ = 0.5 und die Zer-
fallskonstanten werden aufsteigend gewahlt mit \; = 0.3, Ay = 0.4, A3 = 0.5, \y =
0.0, vgl. Testbeispiel 2 in Kapitel 8.3.2.2.

Es werden wiederum die Fehler zwischen der numerischen und analytischen Losung
berechnet und daraus die Konvergenzordnungen bestimmt.

Zuerst wird das Standard-Verfahren betrachtet.
Standard-Verfahren

Nachfolgend wird das Standard-Verfahren mit dem Fehlern der L;-Norm in der
nachfolgenden Tabelle 8.13 angegeben.

I
1730107 | 555107 | 1.069 102 | 2502 10 2
52571070 | 2271078 | 5.16107% | 1.225 102
6 [ 9.3610¢ | 1.011073 | 2.5210°% | 6.056 10~
735210 | 47310 | 1.2410% | 3.00 1073

Tabelle 8.13: Die absoluten L;-Fehler mit Standard-Verfahren und stetigem Drei-
ecksimpuls.

Die Konvergenzordnung wird mit den Ergebnissen aus Tabelle 8.13 berechnet und
diese sind in der Tabelle 8.14 dargestellt.

Lo [ e | A | i ]
4

o 1.58 | 1.25 | 1.051 | 1.02
61 1.53|1.16 | 1.033 | 1.01
7 1.45 | 1.09 | 1.023 | 1.01

Tabelle 8.14: Die Konvergenzraten des L;-Fehlers mit Standard-Verfahren und ste-
tigem Dreiecksimpuls.

Die erste Komponente hat eine hohere Konvergenzordnung. Dies entsteht durch die
Stetigkeit des Anfangsimpulses und der Tatsache, dass zur Ermittlung der Losung
kein Operator-Splitting-Verfahren verwendet wird. Im Gegensatz dazu erhélt man
eine Konvergenzordnung von 1 fiir die hoheren Komponenten, da die Losungen mit
einem Operator-Splitting-Verfahren mit der Ordnung O(7) berechnet wurden.
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Die Ergebnisse sollen dahingehend verbessert werden, dass fiir alle Komponenten
eine hohere Konvergenzordnung erreicht wird. Dies ist mit dem Modifizierten Ver-
fahren moglich.

Modifiziertes Verfahren

Die Fehler zwischen der numerischen und der analytischen Losung mit dem Modifi-
zierten Verfahren ist in Tabelle 8.15 angegeben.

Ll el [ B ] B Bl

41 73081072 | 4231072 | 1.431073 | 1.255 1073
51 2571072 | 1.141073 | 3.0710~* | 2.82 10~*
6 9.36107* | 2.49107*|7.94107° | 6.81 107"
71 3.52107* | 5.82107° | 2.04107° | 1.68 107°

Tabelle 8.15: Die absoluten L;-Fehlers mit Modifiziertem Verfahren und stetigem
Dreiecksimpuls.

Man rechnet die Konvergenzordnung mit den Werten aus Tabelle 8.15 aus und erhélt
fiir das Modifizierte Verfahren die Werte, die in Tabelle 8.16 angegeben sind.

LU pr Loi LA | pt ]
4

5| 1.58 | 1.89 | 2.22 | 2.15
6 1.53 1224|195 2.05
7 1.45]2.11|1.96 | 2.02

Tabelle 8.16: Die Konvergenzordnung des L;-Fehler mit Modifiziertem Verfahren
und stetigem Dreiecksimpuls.

Das Modifizierte Verfahren verbessert die Konvergenzordnung fiir alle Komponen-
ten. Weil auch die erste Komponente ein glatter Impuls ist und das Verfahren kein
Operator-Splitting verwendet, kann damit Ordnung 2 fiir alle Komponenten erreicht
werden.

Um die Ergebnisse zu veranschaulichen, werden nachfolgend in Abbildung 8.6 die
Konzentrationen zur Endzeit t = 6.0 gezeigt.

Die Abbildung zeigt die stirkste Retardierung fiir die erste Komponente, die von
der Form her unverindert und am wenigsten transportiert wird. Die anderen Kom-
ponenten werden weniger retardiert, und die Konzentrationen breiten sich aufgrund
der Kopplung mit den Vorgéngern, bis zu den Vorgidngerkonzentrationen aus. Die
letzte Komponente ist daher am weitesten ausgedehnt bis maximal zur ersten Kom-
ponente.
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Cq t=6.0
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Abbildung 8.6: Konzentration von vier Komponenten zur Zeit ¢ = 6.0 und stetigem
Dreiecksimpuls.

Aufgrund der unterschiedlichen Kombinationen der Retardierungsfaktoren in den
beiden Testfillen konnte das Modifizierte Verfahren stabile und fiir die Fehlerredu-
zierung verbesserte Ergebnisse erreichen.

Diese Ergebnisse konnen auf ein realistisches Beispiel angewandt werden, dies wird
im néchsten Anschnitt beschrieben.

8.3.4 Modellproblem mit realistischen Parametern

Es wird ein realistischer potenzieller Schadensfall eines Endlagers mit radioaktiven
Schadstoffen simuliert.
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Der Einfachheit halber ist das Modellgebiet auf ein eindimensionales Modellgebiet
reduziert worden um die hergeleiteten analytischen Lésungen zu verwenden. Es wird
dabei wiederum die Konvektions-Reaktions-Gleichung betrachtet.

Die realitdtsnahen Parameter fiir eine Langzeitanalyse des Endlagers wurde dabei
verwendet. Damit konnten die Austausch- und Riickhalteprozesse simuliert werden.

Die numerischen Ergebnisse kénnen mit den analytischen Losungen verglichen wer-
den und damit kann das Verfahren auch fiir realistische Parameter iiberpriift werden.

Die Rechnungen sind eine Vorstufe fiir die komplexen Modellgeometrien, auf denen
die Verfahren angewandt werden. Der Ubergang auf mehrdimensionale Modellgeo-
metrien konnen damit vorbereitet werden.

Bei dem folgenden Beispiel ist eine Zerfallskette aus der Neptunium-Reihe entnom-
men worden. Die Zerfallskette wurde aufgrund der besonders stark variierenden Re-
tardierungsfaktoren und Zerfallskonstanten, die iiber mehrere Zehnerpotenzen vari-
ieren, gewahlt.

Die Zerfallskette ist angegeben mit:
Am-241 — Np-237 — U-233 — Th-229 .

Die Retardierungsfaktoren sind:
Ram =200.2, Ryp =22, Ry =1.6, Ry, =2000.2 .

Die Porositat ist:

¢ =05 .

Die Halbwertszeiten sind:
Thj9,am = 1.3639 10" [s] , Ty/o np = 6.7659 10" [s]
Tyjor = 15.0239 10'2 [s] , Ty jos = 2.4867 101 [s] .

Bei der Simulation wird ein Zeitraum von 6340 [a] betrachtet. Die Zeitschrittweite
wird iiber eine Zeitschrittweitensteuerung und der Beschrinkung mit der Courant-
Zahl 0.5 berechnet, vgl. Gleichung (8.1).

Das Modellgebiet hat eine Grofie von 8000 [m] x 1000 [m].

Die Anfangsbedingungen sind gegeben mit einem Dreiecksimpuls mit der Lange von
500 [m] . Der Impuls geht tiber die gesamte Breite des Gebiets. Damit entartet
der Testfall zu einem eindimensionalen Rechenbeispiel. Die Anfangskonzentration
ist mit 1.0 gegeben.

Die Randbedingungen sind triviale Einfluss- und Ausflussrandbedingungen, wobei
gilt n-ve=0.

Es sind keine Einstromquellen vorhanden, d.h. Q; = 0.0 fiir i = 1, ..., 4.

Die Geschwindigkeit ist eindimensional in x-Richtung und auf dem Gebiet konstant
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mit v = (2-107%,0)T [m/s].

Damit die numerischen Rechnungen mit Fehlernormen und Konvergenzordnungen
bewertbar werden, sind mehrere Rechnungen mit unterschiedlichen Gitterlevels durch-
gefiithrt worden.

Der Vergleich der Rechnungen wird zwischen dem Standard- und dem Modifizierten
Verfahren durchgefiihrt.

Standard-Verfahren

Die nachfolgenden Auswertungen werden die numerischen Losungen mit dem ein-
gefithrten Standard-Verfahren berechnet. Die Fehler werden mit der L;-Norm be-
rechnet. Es wird der absolute Fehler zwischen der numerischen und der analytischen
Losung berechnet.

Die starken Skalenunterschiede der Parameter, die iiber mehreren Zehnerpotenzen
reichen, iibertragen sich dabei auf die absoluten Fehler der Komponenten. In der
Tabelle 8.17 sind die Ergebnisse der absoluten Fehler angegeben.

ol B | BB [ B
I 41310 7 [ 1.9610° | 271 10° | 3.14 10~ °
51591071 | 8.6210° | 1.3110° | 9.55 1075
6 | 5661072 | 4.2810° | 6.52 102 | 4.20 10~
7 21102 | 21510° | 3.26 102 | 1.66 1075

Tabelle 8.17: Die absoluten L;-Fehler fiir das Standard-Verfahren mit eindimensio-
nalem Modellproblem und realitdtsnahen Parametern.

Die numerische Konvergenzordnung kann aus den Werten der absoluten Fehler aus
Tabelle 8.17 berechnet werden. Die Konvergenzordnungen sind in der Tabelle 8.18
angegeben.

LU pn LA | AL | ety |
4

o 158 | 1.18 | 1.04 | 1.7
61 1.44 | 1.01 | 1.006 | 1.18
711431099 | 1.0 1.2

Tabelle 8.18: Die Konvergenzordnung des Li-Fehlers fiir das Standard-Verfahren mit
eindimensionalem Modellproblem und realitdtsnahen Parametern.

Aufgrund des glatten Anfangsimpulses fiir die erste Komponente ist die Konver-
genzordnung von hoherer Ordnung. Die weiteren Komponenten haben aufgrund des
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Standardverfahrens nur die Konvergenzordnung 1. Das Standardverfahren hat fiir
die hoheren Komponenten schlechtere Ergebnisse.

Eine Verbesserung der Ergebnisse kann anschliessend mit dem Modifizierten Ver-
fahren betrachtet werden.

Modifiziertes Verfahren

Die numerischen Berechungen mit dem Modifizierten Verfahren werden mit den ana-
lytischen Losungen verglichen und mit dem L;-Fehler bewertet. In der Tabelle 8.19
werden die Fehler der Berechnungen mit dem Modifizierten Verfahren angegeben.

I A
441310 1 | 119 10° | 3.188 107 | 4.355 10|
5| 1541071 | 246 10° | 5.3310' | 5.66 1075
6| 5661072 | 8.9210* | 1.1310' | 1.0210°5
72101072 | 2.35 10 | 2.89 10° | 2.89 10°6

Tabelle 8.19: Die absoluten L;-Fehler fiir das Modifizierte Verfahren mit eindimen-
sionalem Modellproblem und realitdtsnahen Parametern.

Die numerischen Konvergenzordnungen sind fiir das Modifizierte Verfahren angege-
ben in Tabelle 8.20.

L0 pr LAt [ AL | et |
4

o 1.58 | 2.27 | 2.58 | 2.94
6| 1.44 | 1.58 | 2.23 | 2.47
7 1.43 | 1.93 | 1.967 | 1.72

Tabelle 8.20: Die Konvergenzordnung des L;-Fehlers fiir das Modifizierte Verfahren
mit eindimensionalem Modellproblem und realitédtsnahen Parametern.

Das Modifizierte Verfahren bestétigt aufgrund des besseren Verfahrens die Ergebnis-
se fiir die hoheren Konvergenzordnungen. Das Verfahren kann die theoretischen Re-
sultate fiir die hohere Ordnung der Diskretisierung auch fiir besonders skalenabhéngi-
ge Modellprobleme, wie sie in den realistischen Modellen vorkommen, bestéatigen.

Die Ergebnisse werden graphisch dargestellt. Die Anfangsbedingungen werden fiir
die erste Kompontente in der Abbildung 8.7 gezeigt.

Bei der weiteren Darstellung werden die Konzentrationen zum Endzeitpunkt 6340 [a]
gezeigt.

Der Verlauf der Impulse ist in der Abbildung 8.8 dargestellt. Die erste Komponente
hat die stiarkste Retardierung und ist am wenigsten transportiert worden. Die zweite
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t=0.0

Abbildung 8.7: Initialisierung der ersten Komponente zur Zeit t =0 [a] .

und dritte Komponente haben die geringste Retardierung und werden am weitesten
transportiert. Dabei entsteht aufgrund der Kopplung zur ersten Komponente eine
Ausdehnung der Impulse bis zu der ersten Komponente. Die vierte Komponente wird
wieder sehr stark retardiert und wird wenig transportiert. Aufgrund der Kopplung
durch den Zerfall mit der Vorgéngerkomponente wird aber der Impuls iiber die
gesamte Léange bis zu der Vorgédngerkonzentration ausgedehnt.

Eine weitere Darstellung ist in der Abbildung 8.9 gegeben. Sie zeigt die Ausbreitung
des Schadstoffs in einer Farbdarstellung. Dabei stellt der rote Bereich die maxi-
male Konzentration der Komponenten dar, der blaue Bereich stellt die minimale
Konzentration der Komponenten dar.
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Abbildung 8.8: Ausbreitung des Schadstoffs nach 6340 [a] .
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Ausbreitung des Schadstoffs nach 6340 [a] mit Farbdarstellung (engl.



KAPITEL 8. MODELLPROBLEME 142

8.4 Zweidimensionales Modellproblem fiir die li-
neare Gleichgewichtssorption

Das zweidimensionale Modellproblem ist fiir die weitere Bestétigung der modifizier-
ten Diskretisierungsmethode mit hoherer Ordnung fiir mehrere Dimensionen benutzt
worden. Das Modellproblem ist in der Literatur bekannt als rotierender Zylinder,
vgl. [39]. Dabei sind die Geschwindigkeiten konstant auf den Kreisen und abhéngig
vom Kreisradius. Es soll wiederum die Konvektions-Reaktions-Gleichung betrachtet
werden.

Damit die analytischen Losungen aus Kapitel 5 als Vergleichslésungen zu den nume-
rischen Losungen verwendet werden konnte, wurde das Modellproblem abgeéndert.
Dazu wurde die Tatsache der konstanten Geschwindigkeiten auf den Kreisen be-
nutzt, die als Voraussetzungen fiir analytische Losungen verwendet wurde. Deshalb
wurde der Anfangsimpuls auf einer Kreisringflache initialisiert, vgl. Abbildung 8.10.

(0.0)

Abbildung 8.10: Kreisringfliache fiir die Berechnung der analytischen Losungen.

Damit die Stetigkeit erreicht wurde musste der rotierende Zylinder durch eine rotie-
rende Pyramide ersetzt werden, vgl. Abbildung 8.11.

Die Intialisierung und der Vergleich mit den analytischen Lésung wurde durch die
Transformation in Polarkoordinaten erreicht.

Die Transformation in eindimensionale Modellprobleme wird mittels Polarkoordina-
ten im folgenden beschrieben.
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8.4.1 Transformation des zweidimensionalen Modellproblems
in eindimensionale Modellprobleme

Der rotierende Anfangsimpuls ist sowohl in a- als auch in r-Richtung stetig, d.h. die
Winkel- und Radiuskoordinate sind stetig.

Folgende Transformationen werden fiir die Polarkoordinaten eingefiihrt :

r=/x?+y?, (8.5)

e(r)y=rap, 8.6)

wobei (z,y) € IR x IR die kartesischen Koordinaten sind, r ist der Radius, «y ist der
Initialisierungswinkel und €(r) ist die Lénge des Kreisbogens mit dem Radius 7.

Man zerlegt den Impuls in eindimensionale Kreissegmente auf denen ein Dreiecksim-
puls aufgesetzt ist, vgl. Abbildung 8.11. Man erhélt somit einen Dreiecksimpuls auf
einem Zylindermantel. Damit erreicht man die Stetigkeit in a-Richtung zu einem
festen Radius r.

Co(r)

\
\

0

| _—

| Initialisierung

| auf dem Kreisbogen

0 e(n/2 g(r) £(N/2
Dreiecksimpuls Dreiecksimpuls auf Zylindermantel

Abbildung 8.11: Initialisierung von Kreisringsegmenten, die zusammengesetzt eine
Pyramide ergeben.

Die weitere Stetigkeit in r-Richtung wird mit der Abhéngigkeit des Anfangsimpulses
von der Anfangskonzentration co(r) erreicht. Es gilt fiir co(r) :

Tag +7Tp
Tmed = - 9 5 (87)
P (T‘ - Ta) Ta <7 < Tied
CO(T) = Cinit rb_—Qra (T‘ - rb) T'med S r S Ty (88)

0.0 sonst

Cinit € IRT (Anfangskonzentration) .
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Der vertikale Schnitt der Pyramide in Richtung des Radius r, zur Initialisierung
(t =0.0) ist in der Abbildung 8.12 angegeben.

My Mmed

Abbildung 8.12: Initialisierung mit einem Dreiecksimpuls in Abhéngigkeit vom Ra-
dius 7.

Damit ist die Initialisierung der Pyramide mit der analytischen Losung durchgefiihrt.

Die analytischen Losungen, die als Referenzlosungen fiir die numerischen Losun-
gen verwendet werden, konnen vorbereitet werden. Damit kénnen die rotierenden
Losungen im Kreisgebiet berechnet werden.

Dazu wird das Gebiet in Quadranten eingeteilt, die eine Umrechnung fiir die eindi-
mensionalen Losungen in Polarkoordinaten erlaubt, vgl. Abbildung 8.13 .

Die Winkel fiir die jeweiligen Quadranten sind angegeben mit:

arctan(|Z]) r<0,y<0
arctan(|2])+ 057 x>0, y <0
a= y , (8.9)
arctan(|]) +1.0m7 >0,y >0
arctan(|f]) +1.5m <0, y>0

wobei die Koordinaten (x,y) in dem Gebiet € liegen.

Nachdem der Winkels « fir die (z,y)-Koordinaten von der negativen Abszisse aus
bestimmt ist, ldsst sich die Lange des Kreisbogens x,,. bestimmen.
Es gilt:

Tare(rya) =71 (8.10)

wobei r der Radius zum Punkt (z,y) ist und « der Winkel, der negativen Abszisse
zum Punkt (z,y) ist.
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x<0, y>0 x>0, y>0

(0,0) X

i a
| e

x<0, y<0 x>0, y<0

Abbildung 8.13: Quadranten fiir die rotierende Pyramide.

Zur Berechnung der analytischen Losung wird noch die Geschwindigkeit bendotigt.
Sie ist dispersionsfrei und angegeben mit :

= ( _:‘1‘:83 ) . (8.11)

Die Geschwindigkeit ist konstant auf jedem Kreis mit dem Radius r und berechnet
sich betragsméssig mit:

v = \/ U72’ot,x + U72’ot,y =4.0r ) (812)

wobei die Werte v = (Uror.z, Uroty)” gegeben sind.

Mit diesen vorbereiteten Werten lésst sich die eindimensionale analytische Losung
berechnen.

Die Initialisierung fiir die rotierende Pyramide wird berechnet mit:
Uy init = U1 7ri(Tare(T; Q0), to, €(r), co(r), v1, A1) (8.13)

v

wobei to = 0.0 und v, = - ist. M ist die Anzahl der Komponenten.

Die Berechnung der analytischen Losung wird zu jedem Zeitpunkt ¢ durchgefiihrt.
Die analytischen Losungen sind angegeben mit:

Ui Tri = ui,TT’i(ZL‘arc(r7 OZ), t7 E(T’), CO(T)a U1y ..., 4, )\b ey )‘Z) ) (815)
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O

R 1st.

wobei i =1,..., M und v; =

Hiermit lassen sich dann die numerischen Berechnungen mit den analytischen Losun-
gen vergleichen.

8.4.2 Berechnung des zweidimensionalen Modellbeispiels mit
rotierender Pyramide

Mit dem zweidimensionalen Modellbeispiel und der analytischen Losung, vgl. Ka-
pitel 8.4.1, lassen sich die Fehlernormen und Konvergenzordnungen bestimmen fiir
die weiteren Vergleichsrechnungen.

Das Modifizierte Verfahren wird fiir das komplexere Beispiel weiter untersucht und
es wird die hohere Konvergenzordnung bestétigt.

Zum Vergleich wird das Standard-Verfahren, das ein Operator-Splitting von erster
Ordnung zwischen der Konvektions- und Reaktions-Gleichung verwendet, hergenom-
men.

Es wird eine Testreihe mit unterschiedlichen Retardierungsfaktoren und Zerfallskon-
stanten verwendet.

Die Parameter fiir das Modellbeispiel sind anschliessend bestimmt.

Die Porositat ist ¢ = 0.5,

die Retardierungsfaktoren sind:

Ry =2.0, Ry =16.0, R3 =24.0, Ry = 32.0 und
die Zerfallskonstanten sind:

A =15 d=14 A3=13, \y=0.0.

Die Initialisierung der ersten Komponente ist in Kapitel 8.4.1 angegeben, die Pyra-
mide hat folgende Parameter:

Die Hohe der Pyramide ist ¢;,;; = 1, die Grundfliache ist gegeben in den Polarko-
ordinaten fiir den Kreisringausschnitt mit dem Radius 0.125 < r < 0.375 und mit
dem Winkel ag = 0.22.

Der Radius des Anfangsimpulses wurde so gewéhlt, dass der Impuls weit von den
Réndern entfernt ist und somit keine Randeinfliisse entstehen.

Die hoheren Komponenten u; jn;; fiir ¢ = 2, ..., 4 sind mit 0.0 initialisiert.

Die Anfangsbedingung fiir die erste Komponente ist in der Abbildung 8.14 angege-
ben.

Die Randbedingungen sind triviale Inflow- und Outflow-Randbedingungen. Es sind
keine Einstromquellen vorhanden, d.h. ; = 0.0 fiirt=1,...,4.

Das Gebiet ist [—0.5,0.5] x [—0.5,0.5] groB, das Grobgitter besteht aus einem Ele-
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Abbildung 8.14: Konzentration der ersten Komponente bei der Initialisierung.

ment und wurde maximal bis zum Gitterlevel 7 uniform verfeinert.

Die Zeitschrittweite wurde iiber eine Zeitschrittsteuerung ermittelt, wobei das Kri-
terium die Courant-Zahl 0.5 ist, vgl. Gleichung (8.4).

Die numerischen Berechnungen finden bis zum Endzeitpunkt ¢ = 7 statt.

Die Fehler mit der L;-Norm zwischen der numerischen und analytischen Losung fiir
das Standard-Verfahren sind in der Tabelle 8.21 angegeben.

Ll e, | B | B} | B
51 6.155 1073 | 8.806 1073 | 1.56 10~* | 3.231 10~°
61| 2931073 | 3.84107* |6.66 107" | 1.303 10~°
7 1.07107% | 1.81107* | 3.55107° | 6.77 1076

Tabelle 8.21: Die absoluten L-Fehler fiir das Standard-Verfahren des zweidimensio-
nalen Modellproblems zum Zeitpunkt ¢ = 7.

Die numerischen Konvergenzordnungen des Standard-Verfahrens wurden mit Hilfe
der Daten aus Tabelle 8.21 berechnet und sind in der Tabelle 8.22 dargestellt.

LU pr [P [ A2 | oL, |

5
6| 1.1 | 1.15 [ 1.07 | 1.21
7 1.55]1.085]0.91 | 0.94

Tabelle 8.22: Die Konvergenzordnung des L;-Fehlers fiir das Standard-Verfahren des
zweidimensionalen Modellproblems zum Zeitpunkt ¢ = 7.

Fiir das Standard-Verfahren ergeben sich folgende Konvergenzordnungen:
Die Konvergenzordnung ist fiir die erste Komponente von hoéherer Ordnung. Fiir
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die hoheren Komponenten erhélt man die Konvergenzordnung von 1 aufgrund des
Standard-Verfahrens.

Die Testreihe wird auch fiir das Modifizierte Verfahren durchgefiihrt und die Fehler
mit der L;-Norm sind in Tabelle 8.23 angegeben.

Ll B, | BR[| B | B
51 6.1551073 [ 8.16 1073 | 1.34 10~* [ 2.76 10~°
6 2931073 |3.21107*|4.84107°]9.3510°
71 1.07107% | 1.1107* | 1.92107° | 3.50 106

Tabelle 8.23: Die absoluten Li-Fehler fiir das Modifizierte Verfahren des zweidimen-
sionalen Modellproblems zum Zeitpunkt ¢t =

4

Die Konvergenzordnung kann mit Hilfe der Werte aus Tabelle 8.23 berechnet werden
und man erhélt die verbesserten Konvergenzordnungen fiir das Modifizierte Verfah-
ren in Tabelle 8.24.

Lo Lot LAt | et ]

3
6 1.1 |1.34|1.46 | 1.56
T 155]1.54|144|1.44

Tabelle 8.24: Die Konvergenzordnung des L;-Fehlers fiir das Modifizierte Verfahren
des zweidimensionalen Modellproblems zum Zeitpunkt ¢ =

4-

Alle Komponenten haben eine hohere Konvergenzordnung, vgl. Tabelle 8.24 .

Somit konnte die Theorie auch fiir ein komplexes Beispiel mit mehreren Raumdi-
mensionen bestitigt werden. Bei den héheren Raumdimensionen treten bei dem
Verfahren nur die bisherigen Fehler aus der Diskretisierung mit der Finite-Volumen-
Methode mit héherer Ordnung auf. Der Kopplungsfehler zwischen der Konvektions-
und Reaktions-Gleichung konnte, aufgrund der eingebetteten analytischen Losun-
gen, eliminiert werden.

Das Ergebnis aus der Rechnung bis zum Zeitpunkt ¢ = 7 fiir die einzelnen Kom-
ponten ist in der Abbildung 8.15 dargestellt.

Die erste Komponente ist am wenigsten retardiert und rotiert am weitesten. Die
Konturen dehnen sich dabei etwas aus aufgrund der raumlichen Approximationsfeh-
ler des unstrukturierten Gitters. Die weiteren Komponenten sind aufsteigend stérker
retardiert und rotieren langsamer. Dabei werden die hoheren Komponenten bis zur
ersten Komponente ausgedehnt aufgrund der Kopplung. Wie bei den eindimensio-
nalen Experimenten dehnen sich die stérker retardierten Nachfolgerkonzentrationen
bis zu den weniger stark retardierten Vorgédngerkonzentrationen aus.
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Abbildung 8.15: Verlauf der Konzentrationen der vier Komponenten zum Endzeit-
punkt ¢ = 7.

Das charakteristische Verhalten ist damit auch fiir die komplexen Beispiele erfiillt.

Um weiterhin bei komplexen Beispielen ein Vergleich mit der eindimensionalen ana-
lytischen Losung aus Kapitel 5 zu haben, werden anschliessend die Kriterien dazu
beschrieben.

8.4.3 Verifikation der numerischen Rechnungen fiir allge-
meine zweidimensionale Modellprobleme

Um weiterhin die eindimensionale Losung fiir die Verifikation von numerischen Rech-
nungen von Konvektions-Reaktions-Gleichungen mit unterschiedlichen Retardierungs-
faktoren verwenden zu konnen, kann man unter bestimmten Voraussetzungen die
eindimensionalen Losungen anwenden.

Als Voraussetzung werden solche Linien, z.B. auch Charakteristiken, verwendet, bei
denen die Werte der Geschwindigkeiten zwischen dem Anfangs- und Endpunkt auf
der Linie konstant bleiben.

Es soll gelten:

(), y(),1)
V‘(mdmmmw>’ (8.16)

mit den betragsméssig konstanten Geschwindigkeiten:

v=|v|= \/f(:v(t), y(t),t)2 + g(z(t),y(t),t)? = const. , (8.17)
V(z,y) €Q, Vte R,
mit ve RT.

Die Parameterdarstellung der Linie ist gegeben mit:

ﬂ®=<ﬁ8>, (8.18)
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Die Léange der Linie lasst sich dabei bestimmen mit:

rore = [ @O+ 0) dt. (5.19)

wobei 2/(t) = 8”(;?) und y'(t) = aya—Sf) ist.

Mit dieser Transformation in ein eindimensionales Gebiet, lassen sich die analyti-

schen Losungen fiir die Linien wieder anwenden.

Fiir einen Dreiecksimpuls als Anfangsbedingung kann man die analytischen Losun-
gen mit folgendem Funktionsaufruf bestimmen:

Ui Tri = ui,TT’i(fL‘arca t) €,Co, V1, ..., U, )‘17 CR )‘Z) ) (820)

wobel v; = }% die Geschwindigkeit ist. z.. ist die Lange der Linie, € ist die Léange
des Dreiecksimpules, ¢ ist der Betrag des Anfangsimpulses. v; sind die Geschwin-
digkeiten, R; sind die Retardierungsfaktoren und \; sind die Zerfallskonstanten mit
1=1,..., M.

Mit diesen Voraussetzungen sind die analytischen Losungen fiir allgemeine zweidi-
mensionale Gebiete moglich.

Im Rahmen der Arbeit soll hier nur der Transport eines Impulses auf einer Linie
mit konstanter Geschwindigkeit behandelt werden.

Der Transport solcher Impulse ist in der Abbildung 8.16 dargestellt.

Analytische Ldsungen auf Linien
mit konstanten Geschwindigkeiten

Abbildung 8.16: Zweidimensionales Modellgebiet: Linien mit konstanten Geschwin-
digkeiten und berechenbaren Bogenlédngen.
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Es soll hier die bisherige Verifikation der Theorie fiir das Modifizierte Verfahren
abgeschlossen werden. Das Verfahren wird im Folgenden auf realistische Modelle
angewandt.

8.5 Realitidtsnahes Modell fiir einen potenziellen
Schadensfall

8.5.1 Motivation und Beschreibung

Das Ziel dieses Kapitels ist die Anwendung des Programmpakets r3t auf Model-
le realistischer Schadensfdlle um eine Vorhersage fiir Szenarien zu gewinnen. Es
wird gezeigt, dass grosse Modelle mit den realitdtsnahen Parametern und fiir lan-
ge Zerfallsreihen, berechnet werden konnen. Die konkreten Daten kénnen aus der
Aufgabenstellung [35] entnommen werden.

Es soll der Transport von radioaktiven Schadstoffen durch ein Deckgebirge, das
von Grundwasser durchstromt wird, iiber einen Modellzeitraum von 10000 Jahren
simuliert werden. Die Schadstoffe stromen als zeitabhéngige Quelle am unteren Ende
des Deckgebirges ein.

In dem Deckgebirge kann die Ausbreitung mit der dichtegetriebenen Grundwasser-
stromung, die mit dem Programmpaket d3f berechnet wurde, simuliert werden. Es
wurden realistische Daten fiir die Sorption verwendet.

Fiir den Zeitraum von 10000 Jahren soll eine Aussage iiber den potenziellen Ver-
lauf der Schadstofffahne gemacht werden, die sich durch Konvektion und Diffusion
ausbreitet.

Es wird sowohl ein zwei- als auch ein dreidimensionales Modellgebiet angenommen.
Dabei soll sich die Rechenzeit in akzeptablen Groéflenordnungen, von mehrere Stun-
den, bewegen.

Diese Aufgabe wird nun in den néchsten Abschnitten zuerst fiir den zweidimensio-
nalen und dann fiir den dreidimensionalen Fall beschrieben.

8.5.2 Zweidimensionale Modellierung

Im folgenden Anschnitt wird der potenzielle zweidimensionale Schadensfall beschrie-
ben. Anschliessend werden die Ergebnisse und die Rechenzeiten présentiert.

Es handelt sich um ein generisches Modellgebiet der Griofie 6000[m| x 150[m| mit
vier verschiedenen Schichten unterschiedlicher Durchléssigkeit, vgl. [35]. Das Gebiet
wird vom Grundwasser von rechts nach links durchstrémt. Das Wasser fliesst durch
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die durchléssigeren Schichten schneller und bewegt sich somit von rechts oben iiber
die Mitte nach links oben.

Das Stromungsfeld durch diese Gesteinschichten wurde mit dem Programmpaket
d3f berechnet und ist in der Abbildung 8.17 dargestellt. An einer angenommenen
Stelle in der Mitte des Randes von dem Deckgebirge treten die Schadstoffe ein.

At e G o e, et e g g TR —

S S il ol ol P I . B " - = b boe
H'-’r'"" " 0 g g el el . b ) i ot it ol el et
”’. . ..,__\w#—_ “‘v“h—_..-/“'h--—-/.af| | TR i,
et NG s L!""""-U"‘F"‘- "--""'u..,-.,.-, \"‘b-—‘—-’--.-—--.‘.-- '

e S s e e i‘—...-n-..-a--""/-"‘"-—.-.— “H.._-./._..-.-...__.
t S -L-,-,.-l‘,.—q-*"'/-‘--..-, e
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Abbildung 8.17: Stromungsfeld fiir die zweidimensionale Rechnung.

Mit dieser vorgegebenen stationdren Stromung wurde dann der Schadstofftransport
mit dem Programmpaket r3t berechnet. Mit der Strémung werden die radioakti-
ven Schadstoffe transportiert, bis sie schliesslich am offenen Modellrand, d.h. am
linken oberen Rand, ankommen. Fiir die Planung eines Endlagers und dessen Si-
cherheitsnachweis ist insbesondere der zeitliche Verlauf der Konzentrationen der un-
terschiedlichen Schadstoffe am offenen Rand von Bedeutung. Das Programm soll in
der Lage sein den vorgegebenen Testfall, in moglichst kurzer Zeit und unter Angabe
der Fehlerschranken, zu berechnen.

Die Ergebnisse der zweidimensionalen Modellierung sind in Abbildung 8.18 gezeigt.

Im oberen Bild ist die Schadstofffahne des Uran-Isotops U-236 nach 100 Jahren
dargestellt. Der Einstrom in das Gebiet wird {iber eine zeitabhingige Punktquel-
le realisiert. Die Schadstofffahne wird dabei durch die Konvektion in Richtung des
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Stromungsfeldes mitgefiihrt und hat sich aufgrund der Diffusion-Dispersion verbrei-
tert. Aufgrund der Konvektionsdominanz wird die Fahne stérker transportiert als
durch die Diffusion-Dispersion verbreitert.

Im unteren Bild der Abbildung 8.18 sieht man nun die Ausbreitung der Fahne nach
10000 Jahren. Dabei stromt die Schadstofffahne durch die durchlassigeren Schichten
und dringt aufgrund der Diffusion in die weniger durchléssigen Schichten ein. Dies
ist insbesondere im unteren Drittel des Gebiets ausgepréagt. Die Konzentrationen im
oberen Drittel stromen wiederum durch die durchléssigeren Schichten und dringt
auch von oben her, durch Diffusion, in die undurchléssigen Schichten ein.

Diese Berechnungen wurden auf uniformen Gittern durchgefiihrt. Um die Konver-
genz der erhaltenen Losungen zu bestétigen, wurden anschliessend auch adaptive
Gitter benutzt. Die Rechnungen bestétigten, dass sich die Ergebnisse nicht mehr
wesentlich bei feineren Gittern und kleineren Zeitschrittweiten dndern. Dabei wur-
den die Anfangszeitschritte mit expliziten Verfahren und analytischen Lésungen be-
stimmt. Nachdem sich die Schadstofffahne ausgebreitet hatte, konnten die weiteren
Zeitschritte mit einem impliziten Verfahren und grofleren Zeitschritten berechnet
werden. Damit konnten dann die geforderten Rechenzeiten eingehalten werden.
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Abbildung 8.18: Konzentrationen von U-236 zum Zeitpunkt ¢ = 100[a] und t =
10000]al.
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8.5.2.1 Rechenzeit bei zweidimensionaler Modellierung

Bei der Ausfithrung der Rechnungen waren besonders die Rechenzeiten wichtig. Die
zweidimensionalen Rechnungen wurden parallel und adaptiv mit mehreren Verfei-
nerungsstufen durchgefiihrt.

Durch weiteres Verfeinern, bis sich die Losungen nicht mehr &nderten, wurde Kon-
vergenz in Raum und Zeit erreicht.

Dabei konnten mit adaptiv verfeinerten Gittern die Konvergenz der Lésungen be-
schleunigt werden. Es wurden nur die Bereiche mit grossen Fehlern verfeinert und
damit konnte insgesamt eine effektive Verfeinerung durchgefiihrt werden.

Die zweidimensionalen Rechnungen wurden auf einem Linux-PC-Cluster mit Pen-
tium IT Prozessoren mit 0.4 GHz Taktfrequenz durchgefiihrt. Bei den Rechnungen
wurden 26 Radionuklide, die durch den Zerfall gekoppelt waren, verwendet, vgl.
Kapitel 2.

Die Zeitschrittweiten wurden mit einer Zeitschrittsteuerung entsprechend dem Cour-
ant-Kriterium, ermittelt, vgl. Kapitel 3.

Fiir die Anfangszeitschritte wurden ein explizites Verfahren mit Courant-Zahl 1 ver-
wendet. Dies entsprach einem Zeitschritt von 0.11 [a]. Fiir die spiteren Zeitschritte
wurde ein implizites Verfahren mit Courant-Zahl < 20 benutzt. Das entsprach einem
Zeitschritt von 3 [al.

Es wurde eine Modell mit 26 Schadstoff-Komponenten verwendet. Das Grobgitter
wurde bis Level 4 uniform verfeinert.

Zum Vergleich wurden adaptive Rechnungen mit viel feineren und angepassten Git-
tern benutzt. Sie ermoglichten eine verbesserte Approximation der Losung.

Die adaptiven Rechnungen wurden ebenfalls mit 26 Schadstoff-Komponenten und
mit einem Gitter durchgefiihrt, das bis Level 2 uniform, bis Level 4 auf der linken
Hélfte uniform und bis Level 6 lokal-adaptiv verfeinert wurde. Das Gebiet wurde
mit Hilfe eines Fehlerindikators verfeinert, der aus der Arbeit [79] stammt. Das
Grobgitter fiir beide Rechnungen bestand aus 595 Elementen.

Prozessoren || Rechnung | Anzahl der | Anzahl der | Zeitdauer fiir | Gesamt-
Elemente | Zeitschritte | ein Zeitschritt dauer

| 30 | uniform | 75000 | 3800 | 5 sec | 5.5 5td. |
| 64 | adaptiv | 350000 | 3800 [ 14sec.  |14.5Std. |

Tabelle 8.25: Kenndaten der zweidimensionalen Modellierung.

Der Vergleich mit der uniformen Rechnung zeigt in Tabelle 8.25 nun einen Mehrauf-
wand bei der adaptiven Rechnung, der von dem feineren Rechengitter herkommt.
Diese Ergebnisse der adaptiven Rechnungen wurden als Referenzlésungen benutzt
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und mit den uniformen Losungen verglichen. Die adaptive Rechnung bestétigt das
Ergebnis der uniformen Rechnung. Es wurde ein konvergentes Ergebnis erreicht.

8.5.3 Dreidimensionale Modellierung

Fiir die dreidimensionale Modellierung wurde ebenfalls ein Ausschnitt eines Gebiets,
diesmal von der Gréfe 6000[m] x 1500[m], hergenommen. Es wurde die Stromung,
sowie der Transport mit Schadstoffen simuliert. Die Parameter fiir dieses Beispiel
sind in [35] vorgegeben.

Zusatzlich sind noch zwei Brunnen modelliert. Aus ihnen wird kontaminiertes Was-
ser entnommen. Die Brunnen sind in der Gleichung als Senken eingebunden, vgl.
Kapitel 2.

Das Stromungsfeld wird wiederum mit d3f berechnet, und es ergibt sich ebenfalls ei-
ne Einstromung von rechts nach links. Das salzhaltige Wasser wird mit der Stromung
nach oben getragen. Es entstehen Verwirbelungen. Aufgrund dieser Stromung wur-
den die dreidimensionalen Rechnungen besonders interessant. Damit konnte die
raumliche Ausbreitung der Losungen erreicht werden und weitere Erkenntnisse tiber
die Losungen fiir das dreidimensionale Problem erhalten werden. Ein hoherer Auf-
wand fiir das dreidimensionalen Problem wurde aufgrund der Komplexitidt des Mo-
dells von den Rechnungen bestétigt.

Das Stromungsfeld ist in der Abbildung 8.19 in einer vertikalen Schnittebene, die
durch die Senken geht, gezeigt. Dabei geben die Lénge der Pfeile die Stéarke der
Stromung an, die Richtungen der Pfeile geben die Stréomungsrichtungen an.

Mit dieser Stromung werden die radioaktiven Schadstoffe transportiert. Dies wird
mit dem Programmpaket r3t berechnet. In der Abbildung 8.20 ist die Konzentrati-
on von U-236 nach 100 [a] angegeben. Im oberen Teil des Bildes ist die Konzentra-
tion in Ebenen senkrecht zur vertikalen Ebene, in der das Geschwindigkeitsfeld liegt,
abgebildet. Dabei ist die Konzentration in der Mitte der unteren Abbildung zu er-
kennen. Es handelt sich wiederum um eine zeitabhéngige Punktquelle wihrend der
gesamten Modellzeit. Die Ausbereitung ist wiederum in Richtung des Stromungs-
feldes advektiv dominant, wobei eine Verbreiterung der Schadstofffahne durch die
Diffusion-Dispersion stattfindet.

Bei der weiteren Ausbreitung verbreitert sich die Schadstofffahne entlang der domi-
nanten Stromung und fliesst bis an die Oberfliche zu den Senken hoch. In Abbildung
8.21 ist die Konzentration zum Zeitpunkt 10000 [a] dargestellt.

Wiederum werden Vergleiche zwischen uniform und adaptiv verfeinerten Rechnun-
gen durchgefithrt. Mit adaptiven Rechnungen und mit kleineren Zeitschrittweiten
konnten die uniformen Rechnungen bestétigt werden.

Die Rechenzeiten fiir verschieden feine Gitter werden im Kapitel 8.5.3.1 erldutert.
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Abbildung 8.19: Geschwindigkeitsfeld in einer vertikalen Ebene durch die Senken fiir
die dreidimensionale Modellierung.

8.5.3.1 Rechenzeit bei dreidimensionaler Modellierung

Die Rechnungen wurden parallel und sowohl uniform als auch adaptiv iiber mehrere
Gitterlevels durchgefiihrt. Die Ergebnisse aus den Rechnungen mit unterschiedlichen
Gittern und verschiedenen Zeitschrittweiten wurden verglichen.

Die dreidimensionalen Rechnungen wurden auf einem Linux-PC-Cluster mit Athlon
Rechnern mit einer hoheren Taktfrequenz von 1.6 GHz durchgefiihrt.

Die Zeitschrittweiten, die durch die Courant-Zahl beschrinkt werden, vgl. (8.4),
sind mit einer Zeitschrittsteuerung in einem Bereich von 0.11 [a] und 3 [a] gewéahlt
worden. Dieser entspricht einem Courantbereich von 1 bis 20 .

Die Einstellungen fiir die dreidimensionalen Rechnungen sind wie folgt:

Das Grobgitter fiir die Rechungen bestand aus 8301 Elementen. Die uniforme Rech-
nung mit 26 Schadstoff-Komponenten wurden bis zum Gitterlevel 2 uniform verfei-
nert.

Die Ergebnisse mit den Rechnungen des uniformen Gitters sind mit Rechnungen des
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Abbildung 8.20: Konzentrationen von U-236 zum Zeitpunkt ¢ = 100 [a].

adaptiven Gitters nachgerechnet worden um diese Ergebnisse zu bestétigen.

Die adaptiven Rechnungen sind ebenfalls mit 26 Schadstoff-Komponenten durch-
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Abbildung 8.21: Konzentrationen von U-236 zum Zeitpunkt ¢ = 10000 [a].

gefiihrt worden, wobei das Gitter bis Gitterlevel 2 uniform und bis zum Gitterlevel
5 adaptiv verfeinert worden ist.
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In der nachfolgenden Tabelle 8.26 sind die Rechenzeiten und der Aufwand fiir die
Rechnungen beschrieben:

Prozessoren || Rechnungen | Anzahl der | Anzahl der | Zeitdauer fiir | Gesamt-
Elemente | Zeitschritte | ein Zeitschritt | dauer
| 16 | uniform | 531264 | 3600 | 13.0sec. [ 13.0 Std. |
| 72 | adaptiv. | 580000 | 3600 | 185sec. [ 18.5 Std. |

Tabelle 8.26: Kenndaten der dreidimensionalen Modellierung.

Der Mehraufwand in der adaptiven Rechnung in Tabelle 8.26 stammt wiederum von
der Verfeinerung der Rechengitter, die mit dem Fehlerindikator berechnet wurde.

Die Ergebnisse der adaptiven Rechnungen konnten die uniformen Ergebnisse bestéti-
gen. Bei weiteren Verfeinerungen der adaptiven Rechnungen konnten keine Verbes-
serungen mehr erreicht werden. Die adaptive Rechnung konnten somit als Refe-
renzlosungen fiir die weiteren Rechnungen hergenommen werden.

Ein Ausblick zu den beschriebenen Theorien und Anwendungen der verschiedenen
Methoden wird im néchsten Kapitel erlautert.



Kapitel 9

Ausblick

9.1 Ausblick und Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit konnte eine Verbesserung der Diskretisierung fiir die
Konvektions-Reaktions-Gleichung erreicht werden. Die neue Diskretisierung, die
auf der analytischen Losung der eindimensionalen Konvektions-Reaktions-Gleichung
aufbaut, wurde mit einer klassischen Transformationsmethode konstruiert. Da-
mit konnte der bisherige Fehler, der durch die Entkopplung mit einem Operator-
Splitting-Verfahren entstand, eliminiert werden.

Mit diesem neuen Verfahren konnte die Konvektions-Diffusions-Dispersions-
Reaktions-Gleichung mit konvektions-dominanten Anteilen verbessert gelost wer-
den, dabei ist die Fehlerordnung im Raum O((Az)?) und die Fehlerordnung in
der Zeit O(7), wobei der Zeitfehler aufgrund der geringen Diffusion-Dispersion ver-
nachléassigbar ist.

Die Umschreibung der Diskretisierung von einem Konzentrationstransport hin zu
dem Massentransport wurde durch die Einbindung von analytischen Losungen von
Massen erreicht. Die physikalische Bedingungen wurden iiber die Courant- bzw.
CFL-Bedingung in das Verfahren zur Beschrinkung der Zeitschrittweite eingebun-
den.

Damit konnte ein umfangreiches mehrdimensionales und mehrfachphysikalisches
Problem in niederdimensionale und einfach physikalische Probleme unterteilt wer-
den. Diese einfacheren Probleme wurden dann mit den verbesserten Diskretisierungs-
methoden geldst unter Verwendung von analytischen oder numerischen Methoden.

Mit diesen Voraussetzungen konnten die geforderten umfangreichen Modellrechnun-
gen zur Vorhersage des Schadstofftransports eines potenziellen Schadensfalls vor-
genommen werden. Bei den Ergebnissen bestétigte sich der dominante konvektive
Anteil der Gleichungen, welches eine starke Ausprégung der Schadstofffahne in Rich-
tung des Geschwindigkeitsfeldes brachte.

161
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In der Zukunft sollen die Diskretisierungen fiir die Konvektions-Diffusions-
Dispersions-Reaktions-Gleichung weiter mit analytischen Losungen verbessert wer-
den. Dabei konnen weitere Losungen fiir die nichtlinearen Konvektions-Reaktions-
Gleichungen und die Kopplung der linearen Gleichungen mit mehreren Phasen
durchaus konstruiert werden.

Insbesondere wird die Entwicklung der Diskretisierungen von komplexen mehrdi-
mensionalen und mehrfachphysikalischen Problemen hin zu entkoppelten und opti-
mal diskretisierten Teilproblemen fiithren, bei denen man verbesserte Fehlerordnun-
gen erreicht. Dabei ist eine Untersuchung der Kopplungsfehler durchzufiihren, die
bei der Entkopplung entstehen.

Die vorliegende Arbeit hat diese Vorgehensweise der Entkopplung und der verbes-
serten Diskretisierung und Losung der Teilgleichungen anhand der Konvektions-
Diffusions-Dispersions-Reaktions-Gleichung beschrieben.



Anhang A

Eigenschaften, transformierbare

Funktionen

und

Partialbruchzerlegungen der
Laplace-Transformation

Eigenschaften der Laplace-Transformation:

Originalfunktion f(x) | Bildfunktion F(s)

or(®

exp(at) ()
f(t—a)h(t —a)

sF(s) + f(0)
F(s—a)
exp(—as)F(s)

Differentiation
Dampfungssatz
Verschiebungssatz

Tabelle A.1: Eigenschaften.
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Analytisch transformierbare Funktionen zur Herleitung der analytischen
Losungen in Kapitel 5:

Originalfunktion f(x)

Bildfunktion F(s)

hx(lba xl) ==

trop(z) =

ha: (Uit, Uit -+ L) =

|
|
|

(x

+exp(—Ajk(z — vit))

0 x<ux
1 zo<ax<ua
0 z<m;y

0 z <0
ar+b 0<ax <L
0 L <x

0 0< <t
1 vt<zx<uvt+ L
0 vt+L<«z

0 0<x <yt
1 —exp(=Ajg(z —vit)) vt<z<vt+L
exp(—Ajp(z — (vit + L)))

—exp(—Aji(z — vit)) vt+L <z
0 0<x <yt

r—uvt vit<x<wvt+L

L vit+ L <x

0 0<x <yt

T — vt vt <oz < Ut

L—z %§x<lj
0 L<zx
—a)exp(—b(x —a))h(x — a)

0 0<x <yt
exp(—Aji(z — v;t))

vt <x<uvt+ L
—exp(—Aj(z — (vit + L)))
vt+ L <ux

exp(—Aji(r — vit))h(zx — v;t)

exp(—zos)—exp(—z1s)

Ajk ( 1—exp(—Ls) )

s - exp(—v;ts)

(1—ex183£—L5)) exp(—vl-ts)

ﬁ(l — exp(—Ls)) exp(—wv;ts)

1
S+)\]k

exp(—wv;ts)

Tabelle A.2: Laplacetransformierbare Basisfunktionen fiir die analytischen Losun-

gen.
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Partialbruchzerlegungen fiir die Herleitung der analytischen L6sungen in
Kapitel 5 :

11 1111
s(s+a) as as+ta
111111
2 (s+a) as as(s+a)
1 1 11 11 1 1
$ (s+a) as? a®s® as(s+a)
1111 11
s (s+a)?  as(s+ta) a (s+a)?’
1 1 11 1 1 1 1
2 (s+a)?  a®s? gs(s+a)+?(s+a)2’
1 I T 11
(s+a) (s+b) b—as+a b—as+b’
1 1 1 1 1 1 1 1

Gra)f (550 — b—aGraf G-afsta Goafsts Y



Anhang B

Allgemeine Losungen fiir die
gewOhnlichen
Differentialgleichungen

System von linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen von erster Ord-
nung:

8’1]@
ot

= —l; U; + )‘i—l Ui—1 mit ¢ 2 0. (Bl)

Der Parameter p; ist definiert mit pu; = \; + ;. Dabei sind A; > 0 und ~; > 0.
Die Anfangsbedingungen ist u;(0) = u;,. Der Index ¢ ist im Bereich ¢ = 1,..., M
definiert. M ist die Anzahl der Komponenten. Die Unbekannte u; = w;(t) ist im
Wertebereich der Variable ¢ > 0 angegeben.

Die Losung der Gleichung (B.1) wurde in [5] und [60] hergeleitet. In der allgemeinen
Schreibweise erhélt man die Losung mit:

) exp(—pur t) (B.2)

‘ 1
Z%OHMZ H
j=1 k=j  k=j f;i Hr — Mg

izl,...,M mit )\OIO,
Anfangsbedingungen: u;(0) = u;,, .

Die Anwendung fiir die Reaktionsgleichungen in Kapitel 3 wird mit folgenden Be-
dingungen durchgefiihrt:

v =0.0mit i =1,..., M, sowie den Anfangsbedingungen u;(0) = uy, und u;(0) =
0.0 mit ¢+ = 2,..., M. Man erhélt die Losungen mit:

1

o= T (T 5

j=1 jlklk
k#j

exp( Ajt). (B.3)
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