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Abstract

Let G be a simple algebraic group over a p-adic field F and T a maximal, anisotropic torus of G. The action of
the group of F -rational points of T on the affine Bruhat-Tits building of G over F is not well understood. In
particular, the set of fixed points of such a torus is in general not known. The set of fixed points of a maximal
anisotropic torus is a convex multisimplicial complex, which consists of one single point in case the torus splits
over an unramified extension of F . The latter result is not true anymore if the torus has a ramified splitting field.
The set of fixed points seems to measure in subtle way the complexity of ramification of the splitting field of
the torus. In this thesis we consider tori which split over a purely tamely ramified extension with cyclic Galois
group. Already this case turns out to be very interesting. We discuss this for the split classical groups and some
exceptional groups. To be more precise, we have the following situation: Let G be a simple split group of type
Bn, Cn, Dn, G2, F4 or E6. In this situation, a torus T with cyclic splitting field E and Galois group Γ can be
described by a conjugacy class in the Weyl group W of G by associating as usual a class in H1(F,N(T)(E))
with T , if T denotes a maximal split torus in G. Since the absolute Galois group of F acts via its cyclic quotient
Γ, this class is already determined by the value of a representing cocycle on a generator of Γ. In case the
group G is split and therefore acts trivially on W , the image of this component under the canonical mapping
H1(F,N(T)) → H1(F,W ) is an ordinary conjugacy class in W . However, this description of T in terms of Galois
cohomology is in general not very useful for the problem stated at the beginning. We provide a method involving
roots which yields an explicit description for the tori corresponding to the primitive conjugacy classes in W in
terms of generators and (polynomial) relations. We see that the set of fixed points of the torus attached to the
coxeter class is contained in one chamber of the building, whereas this is never the case for tori not corresponding
to the coxeter class. We give a detailed description of these cases.

Zusammenfassung

Sei G eine einfache algebraische Gruppe über einem p-adischen Körper F und T ein maximaler anisotroper F -
Torus in G. Die Operation der Gruppe der F -rationalen Punkte von T auf dem affinen Bruhat-Tits Gebäude von
G über F ist noch nicht gut verstanden. Insbesondere ist die Fixpunktmenge eines solchen Torus im allgemeinen
nicht bekannt. Man weiß, daß die Fixpunktmenge eines maximalen anisotropen Torus ein konvexer multisimpli-
zialer Komplex ist und für Tori, die über einer unverzweigten Erweiterung des Grundkörpers spalten, aus einem
einzigen Punkt besteht. Für Tori mit verzweigtem Zerfällungskörper stimmt diese Aussage jedoch nicht mehr. Die
Fixpunktmenge scheint auf eine subtile Art die Komplexität der Verzweigung des Zerfällungskörpers des Torus zu
messen. In dieser Arbeit wird der Fall untersucht, daß der Torus über einer rein zahm verzweigten Erweiterung mit
zyklischer Galoisgruppe zerfällt. Bereits diese Situation stellt sich als sehr interessant heraus. Wir diskutieren dies
im Fall der spaltenden klassischen Gruppen und in einigen Fällen von exzeptionellen Gruppen. Präziser untersuchen
wir folgende Situation: G sei eine einfache spaltende Gruppe vom Typ Bn, Cn, Dn, G2, F4 oder E6. Ein Torus T
mit zyklischem Zerfällungskörper mit Galoisgruppe Γ läßt sich in dieser Situation durch eine Konjugationsklasse in
der Weylgruppe W von G beschreiben, indem man dem Torus T zunächst wie üblich eine Klasse in H1(F,N(T))
zuordnet für einen maximalen spaltenden Referenztorus T in G. Da die absolute Galoisgruppe von F durch den
zyklischen Quotienten Γ operiert, ist diese Klasse bereits bestimmt durch den Wert eines repräsentierenden Ko-
zykels auf einem Erzeuger von Γ. Dessen Bild unter der natürlichen Abbildung H1(F,N(T)) → H1(F,W ) ist
im Fall, daß die Gruppe G spaltet und daher trivial auf W operiert, eine gewöhnliche Konjugationsklasse in W .
Diese Beschreibung ist jedoch im allgemeinen nicht sehr nützlich für die eingangs beschriebene Fragestellung.
Wir geben ein Verfahren an, das für die primitiven Konjugationsklassen in W eine explizite Beschreibung der
zugehörigen Tori in Termen von Erzeugern und (polynomialen) Relationen zur Verfügung stellt und in Termen
von Wurzeln formuliert ist. Wir erhalten als Resultat, daß die Fixpunktmenge des Torus T , der zur Coxeterklasse
assoziiert ist, in einer Kammer des Gebäudes enthalten ist. Für Tori T , die nicht zur Coxeterklasse assoziiert sind,
hat die Fixpunktmenge dagegen nicht diese Eigenschaft. Wir geben eine detaillierte Beschreibung dieser Fälle.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Operation eines maximalen anisotropen Torus T einer zusammenhängenden, halbeinfachen linearen
algebraischen Gruppe G über einem p-adischen Körper F auf dem affinen Bruhat-Tits Gebäude ist
bisher noch nicht genau untersucht. Bekannt ist im allgemeinen nur, daß die Fixpunktmenge von T (F )
beschränkt ist und im Falle, daß T über einer unverzweigten Erweiterung von F zerfällt, aus einem
einzelnen Punkt besteht nach [T1][3.6.1]. Im verzweigten Fall ist dagegen kein allgemeines Ergebnis
bekannt. In [T1] ist zwar erwähnt, daß die Fixpunktmenge in einigen Fällen mehr als einen Punkt
enthält, aber selbst im Fall G = SL2 wird hier keine exakte Aussage getroffen. In [Hu] werden für
die Gruppen SLn die Fixpunktmengen der F -rationalen Punkte des maximalen anisotropen Normtorus
T = Res1E/F(Gm) für einige rein verzweigte Erweiterungen E/F vom Grad n bestimmt. Dabei sind die

F -rationalen Punkte von T als T (F ) = {x ∈ E∗ | NE/F(x) = 1} erklärt, wobei NE/F die Körpernorm
von E/F bezeichnet. Während für alle zahm verzweigten Erweiterungen E/F die Fixpunktmenge von
T (F ) immer aus genau einer Kammer besteht, lassen sich für wild verzeigte Erweiterungen Ergebnisse
überhaupt nur unter zum Teil deutlichen Einschränkungen an den Grundkörper und den Grad der
Erweiterung E/F erzielen. Die Ergebnisse weisen in eine Richtung, daß die Fixpunktmengen in gewisser,
aber unklarer Weise den Grad der Verzweigung messen: in wild verzweigten Fällen ist die Fixpunktmenge
meistens, aber nicht immer echt größer als eine Kammer.

Fixpunktmengen von Tori bzw. einzelnen Toruselementen im Bruhat-Tits Gebäude spielen in mehreren
Bereichen eine Rolle. So lassen sich für Elemente t ∈ G(F ) mit Zentralisator Gt die Orbitalintegrale

∫

Gt(F )\G(F )
1H(F )(gtg

−1)dg,

die bezüglich der charakteristischen Funktion 1H(F ) des punktweisen Stabilisators H(F ) in G(F ) einer
Facette F im Gebäude gebildet werden, durch Zählen der von t punktweise fixierten Facetten im
G(F )-Orbit von F berechnen. Die Fixpunktmenge von T (F ) ist per definitionem der Durchschnitt der
Fixpunktmengen der einzelnen t ∈ T (F ) und daher in jeder solchen enthalten. Ist t ein Element in T (F ),
dessen Fixpunktmenge mit der des gesamten Torus übereinstimmt, läßt sich das Orbitalintegral zu t
mit Hilfe der Fixpunktmenge von T (F ) bestimmen. Eine weitere Anwendung finden Fixpunktmengen
anisotroper Tori im Zusammenhang mit den Spurformeln vom Hopf-Lefschetz-Typ (siehe [SS][IV.1.5]).
Der Wert des Charakters einer zulässigen (unendlich dimensionalen) Darstellung von G(F ) auf einem
regulär elliptischen Element t läßt sich als endliche alternierende Summe der Spuren der t-Operation auf
den endlich dimensionalen Kohomologiegruppen der kompakten Fixpunktmenge von t mit Koeffizienten
in gewissen Garben ausrechnen.

Besondere Bedeutung kommt topologisch unipotenten Elementen t zu. Mit Hilfe des Tricks von Kaz-
hdan lassen sich Orbitalintegrale obigen Typs eines F -rationalen Elements h über G(F ) zurückführen
auf Orbitalintegrale des topologisch unipotenten Anteils u von h über den Zentralisator Gv des residuell
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12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

halbeinfachen Anteils v von h in G. Letztere lassen sich mit Kenntnis der Fixpunktmenge von u im
Gv(F )-Orbit einer entsprechenden Facette berechnen. Dies ist ein Grund, warum wir uns in dieser Arbeit
auf die Bestimmung der Fixpunktmengen des topologisch unipotenten Anteils der Tori beschränken. Wir
werden sehen, daß es in der Tat topologisch unipotente Elemente in T (F ) gibt, deren Fixpunktmen-
ge mit der des gesamten topologisch unipotenten Anteils übereinstimmt. Ein weiterer Grund für die
Einschränkung besteht darin, daß die Operation von topologisch unipotenten Elementen von G(F ) auf
dem Gebäude und damit auch ihre Fixpunktmengen nicht von der Isogenieklasse von G abhängen.

Ein Problem, vor dem man im Hinblick auf andere klassische und die exzeptionellen Gruppen steht,
ist die Beschreibung der Tori. Die bekannte Beschreibung in Termen von Galoiskohomologie ist für
die Berechnung von Fixpunkten im Bruhat-Tits Gebäude nicht geeignet. Während für die klassischen
Gruppen sowohl eine algebraische Beschreibung der Tori als auch eine Einbettung nach G relativ leicht
zugänglich ist, ist dies für exzeptionelle Gruppen nicht der Fall. Der erste Teil der Arbeit stellt daher
eine für unsere Zwecke geeignete Darstellung von gewissen maximalen Tori in G zur Verfügung. Im
zweiten Teil wird dann die Fixpunktmenge der F -rationalen Punkte der konstruierten Tori im Bruhat-
Tits Gebäude bestimmt. Auch der Fall G = SLn, in dem die Ergebnisse nach [Hu] bereits bekannt sind,
wird in der uniformen Sprache dieser Arbeit vollständig behandelt.

Wir werden für gewisse Tori T paarweise kommutierende, halbeinfache Elemente v1, . . . , vk in der
Liealgebra von G angeben, so daß T das Produkt von Untertori T1, . . . , Tk ist und die E-rationalen
Punkte von Ti für jede F -Algebra E Polynome in vi mit Koeffizienten in E sind. Die vi liegen dabei in
der Summe gewisser, von i abhängiger Wurzelräume. In dieser Darstellung lassen sich die Fixpunkte von
T (F ) im Bruhat-Tits Gebäude dann alleine anhand der

”
erzeugenden Elemente“ vi unter Ausnutzung

der Weylgruppenoperation auf den Wurzeln bestimmen.

1.1 Beschreibung eines anisotropen Torus am Beispiel der SLn

Als Leitfaden für die Vorgehensweise in dieser Arbeit betrachten wir den einfachsten Fall G = SLn =
{g ∈ GLn | det(g) = 1} und nehmen an, daß der Körper F die Einheitswurzeln der Ordnung n enthält.
Die Untergruppe der Diagonalmatrizen in G ist ein maximaler spaltender Torus

T = {diag(t1, . . . , tn) | t1 · · · tn = 1}

in G. Die Wurzeln αi für i = 1, . . . , n− 1, definiert durch

αi(diag(t1, . . . , tn)) =
ti
ti+1

,

bilden ein System einfacher Wurzeln ∆ für das Wurzelsystem Φ von G bezüglich T. Die positive Wurzel
maximaler Höhe α+ bezüglich ∆ ist dann gegeben durch

α+(diag(t1, . . . , tn)) =
t1
tn
.

Die zugehörigen eindimensionalen Untergruppen Uαi (bzw. Uα+) von G bestehen aus den Matrizen in
G, deren Einträge bis auf den an Position (i, i + 1) (bzw. an (1, n)) mit den Einträgen der Einheits-
matrix 1n übereinstimmen. Die entsprechenden Unterguppen zu den negativen Wurzeln sind gerade die
transponierten Matrizen. Die bezüglich ∆ positiven Wurzeln α haben Wurzeluntergruppen Uα, die aus
oberen Dreiecksmatrizen bestehen. Die Liealgebra g = sln von G besteht aus den Matrizen mit trivialer
Spur, und die Diagonalmatrizen in g bilden die Liealgebra t von T. Der Wurzelraum uαi (bzw. uα+)
in g besteht entsprechend aus allen Matrizen in sln, deren Einträge bis auf den an Position (i, i + 1)



1.1. BESCHREIBUNG EINES ANISOTROPEN TORUS AM BEISPIEL DER SLN 13

(bzw. an (1, n)) trivial sind. Wir bezeichnen nun für α ∈ ∆∪{−α+} mit Xα das Element in uα, dessen
einziger nichttrivialer Eintrag gleich 1 ist. Das Element

nw =





0 1
. . .

. . .

. . . 1
ε 0





liegt für ε = (−1)n−1 im Normalisator N(T)(F ) und wird unter der natürlichen Abbildung N(T) →W
in die Weylgruppe W von G auf das Coxeterelement w = sαn−1 · · · sα1 abgebildet. Dabei bezeichnet
sαi die zu αi assoziierte Spiegelung in W .

Sei ψ : G → G/Z(G) die zentrale Isogenie in die adjungierte Form Gad von G. In unserem Fall ist

Gad = PSLn. Die Objekte Tψ, Uψαi und nψw seien erklärt als die Bilder der jeweiligen Objekte unter der
Isogenie ψ bzw. der induzierten Abbildung dψ zwischen den Liealgebren von G und Gad. Das Element
nw hat das Minimalpolynom Xn − ε und ist in Gad konjugiert zu

w∆ = ψ
(
diag(1, ζn−1, ζn−2, . . . , ζ)

)
∈ Tψ(F ),

wenn ζ eine ab jetzt fixierte primitive n-te Einheitswurzel bezeichnet. Das Element w∆ hat die Eigen-
schaft, daß α(w∆) = ζ gilt für alle α ∈ ∆ ∪ {−α+}.

Sei nun E eine rein zahm verzweigte Körpererweiterung von F vom Grad n. Dann existieren Unifor-
misierende πF von F und πE von E mit πnE = πF . E ist also eine Galoiserweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe Γ, die durch σ(πE) = ζπE operiert für einen geeigneten Erzeuger σ von Γ. Sei ρ die
reguläre Darstellung von E über F , d.h. ρ(x) ∈ GL(E) bezeichnet die Multiplikation mit x auf dem
F -Vektorraum E für ein x ∈ E. Sei T = Res1E/F(Gm) der Normtorus zur Erweiterung E/F , d.h.

T (F ) = Kern(det ◦ρ). Wegen det ◦ρ = NE/F gilt ρ(T (F )) ⊂ SL(E). Wir beschreiben nun die F -

rationalen Punkte von T explizit. Dazu wählen wir die Basis B = (πn−1
E , . . . , πE , 1) von E über F und

betten T (F ) bezüglich B nach G(F ) = SLn(F ) ein. Sei

v := ρ(πE) =





0 1
. . .

. . .

. . . 1
πF 0





und P = a0 + a1X + . . . + an−1X
n−1 ein Polynom in F [X]. Für das durch P beschriebene Element

xP = P (πE) = a0 + a1πE + . . .+ an−1π
n−1
E

in E gilt dann ρ(xP ) = P (v). Das Bild jedes Elements aus E unter ρ ist also ein Polynom in einem
universellen Element v ∈ M(F ). Wir sehen nun, daß v in der Liealgebra g(F ) liegt. Genauer gilt

v = πFX−α+ +
∑

α∈∆

Xα,

wenn die Xα die oben beschriebenen Elemente aus uα(F ) sind für α ∈ ∆ ∪ {−α+}. Für die Wurzeln
aus ∆ ∪ {−α+} gilt nun wie oben bereits gesehen α(w∆) = ζ. Daher gilt

Ad(w∆)(v) = ζv,
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d.h. v ist ein Eigenvektor von w∆ in g(F ) zum Eigenwert ζ. Das Element v hat das Minimalpolynom
Xn − πF und ist daher konjugiert zu

ṽ := diag(πE , ζπE, ζ
2πE, . . . , ζ

n−1πE) = πE · diag(1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1) ∈ t.

Es gilt nun Ad(nw)(ṽ) = nwṽn
−1
w = ζṽ, d.h. ṽ ist ein Eigenvektor von Ad(nψw) in t zum Eigenwert ζ. Da

nψw auf t durch sein Bild w in der Weylgruppe operiert, ist ṽ ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ. Das
Element g ∈ Gad, das nψw nach w∆ konjugiert, kann deshalb so gewählt werden, daß g in Gad(E) liegt
und gleichzeitig ṽ nach v konjugiert (g kann um Elemente aus Tψ abgeändert werden, um gṽg−1 = v
zu erreichen). Die Erweiterung E von F schließlich ist isomorph zu der vom Minimalpolynom Xn− πF
von v erzeugten Erweiterung von F .

Wir kommen nun auf die Normbedingung zu sprechen, die die Elemente von T definiert. Wir verwen-
den hier eine Sichtweise, die für die SLn sehr künstlich anmutet, sich aber auf die anderen Gruppen
übertragen läßt. Die Determinante ist eine Multilinearform vom Rang n in den Spalten einer Matrix
aus GLn. Die Gruppe G = SLn läßt sich als Automorphismengruppe der Determinantenfunktion det
beschreiben, d.h.

G = {g ∈ GLn | det(ga1, . . . , gan) = det(a1, . . . , an) für alle ai ∈ F̄n}.

Für g ∈ GLn bezeichne g[i] die Abbildung, die in einer quadratischen Matrix der Größe n die i-te Spalte
ci durch den Vektor gci ersetzt. Dann läßt sich die Liealgebra g = sln beschreiben als

g = {g ∈ Mn |
n∑

i=1

det ◦g[i] = 0}.

Wir betrachten jetzt eine Basis b1, . . . , bn aus Eigenvektoren von v. Die Matrix A habe als Spalten
Vektoren a1, . . . , an aus der Menge {b1, . . . , bn} mit zugehörigen Eigenwerten y1, . . . , yn. Dann gilt

(1.1) 0 =

n∑

i=1

(det ◦v[i])(A) = det(A)

n∑

i=1

yi

wegen v ∈ g und

(det ◦v)(A) = det(A)
n∏

i=1

yi.

Für ein beliebiges, wie oben durch das Polynom P ∈ F [X] beschriebene Element xP in E gilt daher

(det ◦ρ(xP ))(A) = (det ◦P (v))(A) = det(A)

n∏

i=1

P (yi).

Wegen der Multilinearität von det können wir die Gleichheit det ◦g = det zeigen, indem wir sie auf
solchen Matrizen zeigen, deren Spalten in der Menge {b1, . . . , bn} enthalten sind, also auf Matrizen
wie A. Wir sehen dann, daß das Element xP genau dann in T (F ) liegt, wenn det(A) = 0 oder∏n
i=1 P (yi) = 1 ist. Der einzige Fall, in dem det(A) 6= 0 gilt, ist der Fall, daß die Spalten von A

paarweise verschieden, also genau die Elemente b1, . . . , bn sind. In diesem Fall erzwingt die Liealgebra-
bedingung (1.1) die Relation

∑n
i=1 yi = 0, d.h. die yi sind n (in diesem Fall paarweise verschiedene)

Nullstellen des Minimalpolynoms von v, deren Summe verschwindet. Im allgemeinen Fall liefern gerade
solche Verschwindungsrelationen zwischen Nullstellen gewisser Minimalpolynome die Normbedingun-
gen, die den jeweiligen Torus beschreiben. In unserem Fall sind die Gleichungen

∏n
i=1 P (yi) = 1 für

alle paarweise verschiedenen Nullstellen yi des Minimalpolynoms von v äquivalent zu der Gleichung∏n
i=1[P (ζiX)] = [1] in F [X]/(Xn − πF ), denn die yi sind die Elemente ζiπE für i = 1, . . . , n. Der
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Ausdruck
∏n
i=1[P (ζiX)] ist aber gerade die Körpernorm NE/F(xP ), wenn man F [X]/(Xn − πF ) mit

E identifiziert.

Wir wollen den Torus T noch in Termen von Galoiskohomologie beschreiben. Da Tψ durch ein Element
g ∈ Gad mit gnψwg−1 = w∆ zu Tψ konjugiert und über F definiert ist, liegt das Element g−1gτ in
N(Tψ) für jedes τ ∈ Gal(F̄ /F ). Wir wählen wieder wie oben g so, daß g ∈ Gad(E) und gṽg−1 = v
gilt. Dann hängt der Ausdruck g−1gτ nur vom Bild von τ in Gal(E/F ) = Γ ab. Tψ definiert also eine
Klasse in H1(Γ, N(Tψ)), die aufgrund der zyklischen Struktur von Γ bereits eindeutig bestimmt ist
durch g−1gσ für einen Erzeuger σ von Γ. Ohne Einschränkung operiere σ = σζ durch σ(πE) = ζπE.
Wir ordnen T nun das Bild wT von g−1gσ in der Weylgruppe von G zu. Die Gleichung Ad(g)(ṽ) =
Ad(g)(πE · diag(1, ζ, . . . , ζn−1)) = v zeigt durch Anwendung von σ, daß

Ad(gσ)(σ(πE) · diag(1, ζ, . . . , ζn−1)) = v

und damit Ad(gσ)(ṽ) = πEσ(πE)−1v gilt, denn v und diag(1, ζ, . . . , ζn−1) sind F -rational. Es folgt

wT ṽ = Ad(g−1gσ)(ṽ) = πEσ(πE)−1ṽ.

Insbesondere ist also ζ−1 ein Eigenwert von wT . Da die Gruppe G spaltet und bereits über Q definiert
ist, hat wT einen Q-rationalen Vertreter in N(T), der vermöge Ad auf dem ebenfalls über Q definierten
Vektorraum t operiert. Da die Kreisteilungspolynome irreduzibel sind über Q, taucht das Kreisteilungs-
polynom der Ordnung n als Faktor im charakteristischen Polynom von wT auf. Es ist z.B. aus [BFW]
bekannt, daß es nur eine Konjugationsklasse in der Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ An−1

gibt, die die primitiven n-ten Einheitswurzeln als Eigenwerte auf Z[Φ] ⊗Z F̄ ∼= t besitzt, nämlich die
Klasse der Coxeterelemente. Also ist wT in W konjugiert zu w. Zwei 1-Kozykel (aτ ) und (bτ ) definieren
nun genau dann dieselbe Klasse in H1(Γ,W ), wenn aσ = x−1bσx

σ gilt für ein x ∈W . Da die Gruppe G
spaltet, operiert Γ aber trivial auf W , und zwei Elemente in W , aufgefaßt als 1-Kozykel in W , definieren
genau dann dieselbe Klasse in H1(Γ,W ), wenn sie in W konjugiert sind. Wir sehen also, daß die durch
T definierte Klasse in H1(Γ,W ) gerade der Konjugationsklasse der Coxeterelemente entspricht.

Wir fassen unsere Überlegungen zusammen. Ausgehend von einem System einfacher Wurzeln ∆ (be-
züglich eines fixierten maximalen spaltenden Torus T) und einem Element w in der Weylgruppe W von
G haben wir ein Element w∆, das in dieser Arbeit als

”
baryzentrischer Punkt“ bezeichnet werden wird,

in Tad = ψ(T) konstruiert. Fixiert man einen Eigenwert ζ von w (für die Operation auf t), so wählt w∆

durch die Bedingung
α(w∆) = ζ

eine Menge von Wurzeln Φζ(w∆) aus. In dem Raum ⊕α∈Φζ(w∆)uα gibt es einen rationalen Eigenvektor
v von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Minimalpolynom eine rein verzweigte Körpererweiterung E über F
mit zyklischer Galoisgruppe Γ erzeugt, so daß die Elemente in G(F ), die Polynome mit gewissen Ko-
effizientenbedingungen in v sind, gerade die F -rationalen Punkte eines Torus T mit Zerfällungskörper
E mit zyklischer Galoisgruppe Γ sind. In unserem Fall definiert T gerade die Klasse in H1(Γ,W ), die
der Konjugationsklasse von w entspricht, also des Elements, von dem wir ausgegangen sind. Die Ko-
effizientenbedingungen, die den Torus T definieren, ergeben sich durch die Multilinearform, in deren
Automorphismengruppe G enthalten ist, und gewissen Relationen zwischen den Nullstellen des Mini-
malpolynoms von v.

Wir werden diese Vorgehensweise benutzen, um für eine einfache spaltende Gruppe G, deren Wurzel-
system nicht vom Typ E7 oder E8 ist, zu gewissen (nämlich den in [BFW] als primitiv bezeichneten)
Konjugationsklassen ω in W Tori Tω in G zu konstruieren, die zyklische Zerfällungskörper mit Galois-
gruppe ΓT haben und unter geeigneten Voraussetzungen gerade wieder die Klasse ω in H1(ΓT ,W )
definieren. Dies stellt den ersten Teil der Arbeit dar. Im allgemeinen reicht die Wahl eines halbeinfachen
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Eigenvektors des baryzentrischen Punktes nicht aus, um einen maximalen Torus von G zu beschreiben.
Man erhält zunächst einen Torus, dessen Dimension kleiner sein kann als der Rang der Gruppe. In diesem
Fall muß man mehrere paarweise kommutierende halbeinfache Eigenvektoren wählen, deren zugehörige
Tori zusammen einen maximalen Torus T bilden. Auch kommt man im allgemeinen nicht mit einer
Normbedingung aus, um die einzelnen Anteile von T zu beschreiben. Ist G durch mehrere Multiline-
arformen (beispielsweise eine Bi- und eine Trilinearform) beschrieben, benötigt man unter Umständen
auch mehrere Normbedingungen bezüglich verschiedener Zwischenkörper.

Die gewonnene Beschreibung des Torus T hat zum einen den Vorteil, daß eine algebraische Darstellung
wie T ∼= Res1E/F(Gm) nicht a priori bekannt sein muß. Alleine mit den Eigenwerten des betrachte-
ten Weylgruppenelements als Ausgangsdaten sowie einer Darstellung der Gruppe G lassen sich alle
benötigten Größen beschreiben. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die exzeptionellen Gruppen wich-
tig. Zum zweiten ist die Darstellung der F -rationalen Punkte von T als Polynome in einem universellen
Element v der Liealgebra schon adaptiert an die Frage nach der Fixpunktmenge von T (F ). Wir wer-
den sehen, daß die Fixpunktmenge einer geeigneten Teilmenge von T (F ) im Bruhat-Tits Gebäude mit
der einzelner, bestimmter Elemente in T (F ) übereinstimmt. Für diese ausgezeichneten Elemente läßt
sich die Fixpunktmenge jedoch alleine an dem Element v entscheiden. Die spezielle Gestalt von v als
Summe von Wurzelvektoren ermöglicht dann eine kombinatorische Vorgehensweise zur Bestimmung der
Fixpunktmenge. Zur Veranschaulichung verfolgen wir den Fall G = SLn weiter. Alle Bezeichnungen
seien wie oben.

1.2 Fixpunkte eines anisotropen Torus am Beispiel der SLn

Für jede Wurzel α ∈ Φ und jede ganze Zahl m ∈ Z ist α + m eine affine Funktion auf dem affinen
Raum A := X∗(T)⊗Z R, wobei X∗(T) die Gruppe der Kocharaktere von T bezeichnet: Für x ∈ A hat
man

(α+m)(x) = α(x) +m.

Die Zusammenhangskomponenten des Komplements aller affinen Hyperebenen Hα,m = (α+m)−1({0})
(für α ∈ Φ,m ∈ Z) in A bilden die Kammern von A. Das affine Bruhat-Tits Gebäude B(G,F ) zu G
über F entsteht nun durch Verkleben der Elemente von G(F ) ×A bezüglich einer Äquivalenzrelation.
Die Kammern in B(G,F ) sind die Bilder von Kammern in A unter G(F ).

Die Untergruppe Iw(F ) von G(F ), die aus denjenigen ganzzahligen Matrizen besteht, die obere Drei-
ecksmatrizen sind modulo πF , ist der punktweise Stabilisator einer Kammer C in A. Da v eine obere
Dreiecksmatrix modulo πF ist, gilt ρ(T (F )) ⊂ Iw(F ), d.h. T (F ) fixiert die Kammer C punktweise. Aus
der Theorie der Gebäude ist bekannt, daß die Fixpunktmenge von T (F ) in B(G,F ) in dieser Situation
ein zusammenhängender Komplex von endlich vielen Kammern ist. Wir werden also als ersten Schritt
die zu C benachbarten Kammern in B(G,F ) dahingehend untersuchen, ob sie von T (F ) punktweise
fixiert werden. Die Wände von C sind die Hyperebenen H1, . . . ,Hn−1, die zu den affinen Funktionen
α1, . . . , αn−1 ∈ ∆ gehören, zusammen mit der Hyperebene H0, die der Funktion α+ − 1 entspricht.
Wir setzen der Einfachheit halber noch α0 := −α+ und Xα0 := πFX−α+ . Die Matrix rαi sei erklärt als

rαi = (1n +Xαi)(1n −Xt
αi

)(1n +Xαi).

Das Element rαi ist die Spiegelung an Hi in A. Dann hat jede Kammer Ci(z) in B(G,F ), die zu C
über die Hyperebene Hi benachbart ist, die Gestalt

Ci(z) = (1 + zXαi)rαiC

für ein Element z ∈ OF . Die Kammer Ci(z) wird genau dann von T (F ) punktweise fixiert, wenn

(1.2) r−1
αi

(1 + zXαi)
−1ρ(T (F ))(1 + zXαi)rαi ⊂ Iw(F )
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gilt. Sei nun xP ∈ T (F ) ein (beliebiges) Element mit P (X) = a0+a1X+. . .+an−1X
n−1 und a1 ∈ O∗

F

(wir lassen die Existenzfrage an dieser Stelle außen vor). Ein solches Element hat zwei Eigenschaften:
Zum einen ist die Bedingung (1.2) genau dann erfüllt, wenn sie schon für das eine Element ρ(xP ) erfüllt
ist. Zum zweiten ist letzteres genau dann der Fall, wenn die Bedingung (1.2) für v

”
erfüllt“ ist, d.h.

wenn v eine obere Dreicksmatrix ist modulo πF . Wegen v ∈ g gilt

r−1
αi

(1 + zXαi)
−1v(1 + zXαi)rαi = Ad((1 + zXαi)

−1r−1
αi

)(v) ∈ g,

und explizites Nachrechnen zeigt, daß Ad((1 + zXαi)
−1r−1

αi
)(v) keine obere Dreiecksmatrix modulo

πF ist. Der Grund besteht darin, daß in der Zerlegung von Ad((1 + zXαi)
−1r−1

αi
)(v) bezüglich g =

t⊕⊕α∈Φ uα der Anteil des Wurzelraumes u−αi gerade Xt
αi

für 1 ≤ i ≤ n−1 und 1
π2

F
Xt
α0

für i = 0 ist.

Im ersten Fall (i > 0) ist Xt
αi

eine untere Dreicksmatrix, deren nichttrivialer Eintrag gleich 1 ist und
daher nicht verschwindet modulo πF , während für i = 0 die Matrix 1

π2
F
Xt
α0

den Eintrag 1
πF

hat und

daher nicht mehr ganzahlig ist. Wir sehen also, daß die Fixpunktmenge von T (F ) in B(G,F ) genau
aus der Kammer C besteht.

Es ist kein Zufall, daß gerade die Negativen der Wurzeln aus ∆∪{−α+} dafür verantwortlich sind, daß
Ad((1+zXαi )

−1r−1
αi

)(v) keine obere Dreicksmatrix ist modulo πF . Wenn iw(F ) die Elemente aus g(F )
bezeichnet, die obere Dreicksmatrizen sind modulo πF , so haben wir gesehen, daß die Bedingung (1.2)
für T (F ) äquivalent ist zur entsprechenden Bedingung für v, wenn Iw(F ) durch iw(F ) ersetzt wird.
Die Elemente x aus iw(F ) lassen sich nun so charakterisieren, daß für x in der Zerlegung bezüglich
g = t ⊕⊕α∈Φ uα

x = xt +
∑

α∈Φ

xα

alle Komponenten ganzzahlig sein müssen und die xα für negative Wurzeln α verschwinden müssen
modulo πF . Das Bild einer Komponente xβ unter Ad(rαi) liegt im Wurzelraum usαi(β), wenn sαi die
zu αi gehörige Spiegelung in der Weylgruppe von G ist. Führt also sαi eine positive Wurzel β in eine
negative Wurzel über, so muß man prüfen, welche Bewertung der eventuelle nichttriviale Eintrag von
Ad(rαi)(xβ) hat. In unserem Fall ist sαi(αi) = −αi negativ für 1 ≤ i ≤ n − 1 und der nichttriviale
Eintrag von Ad(rαi)(xαi) gleich 1, also eine Einheit.

In [Hu] wird dieses Ergebnis durch körpertheoretische Überlegungen erzielt. Das Gebäude B(G,F )
läßt sich äquivalent in Termen von OF -Gittern in der Erweiterung E/F beschreiben: Die Ecken der
Kammern von B(G,F ) sind Äquivalenzklassen von (vollständigen) O-Gittern in E, und n Ecken bilden
die Ecken einer Kammer genau dann, wenn es repräsentierende Gitter gibt, die bestimmte, von πF
abhängige Indizes ineinander haben. Die Operation von T (F ) auf B(G,F ) stimmt überein mit der von
der Multiplikation der Gitter mit E∗ induzierten Operation. Es wird gezeigt, daß T (F )-invariante Ecken
in B(G,F ) gerade solchen Gittern entsprechen, die OE-Moduln sind. Letztere sind die gebrochenen
Ideale (πiE) für i ∈ Z und definieren genau die n Ecken einer Kammer.

Wir fassen unsere Überlegungen wieder zusammen. Wir wollen die Fixpunktmenge von T (F ) im Bruhat-
Tits Gebäude B(G,F ) bestimmen. Ist T wie im ersten Teil beschrieben durch einen halbeinfachen
Eigenvektor v des baryzentrischen Punktes, so existiert eine Kammer C in B(G,F ), die von T (F )
punktweise fixiert wird. Deshalb bildet die Fixpunktmenge von T (F ) einen zusammenhängenden, endli-
chen Kammerkomplex in B(G,F ). Ausgehend von C beschreiben wir eine beliebige Kammer C als Bild
von C unter einem g ∈ G(F ) in einer standardisierten Form mit Hilfe von affinen Spiegelungen und
unipotenten Elementen, die zu den Wurzeln von G assoziiert sind, die in gewisser Weise den Hyper-
ebenen entsprechen, die C von C trennen. Die Frage nach Fixpunkten von T (F ) läßt sich reduzieren
auf die entsprechende Frage für geeignete einzelne Elemente in T (F ) und weiter auf die Frage, welche
g ∈ G(F ) die obere Dreiecksgestalt modulo πF von v erhalten. Aufgrund der speziellen Darstellung von
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g lassen sich die Auswirkungen, die die Konjugation mit g auf v hat, im Hinblick auf die Dreiecksgestalt
von v alleine durch die Operation der Weylgruppe auf den Wurzeln abschätzen. In unserem speziellen
Fall G = SLn haben wir auf diese Weise gesehen, daß nur die Kammer C von T (F ) punktweise fixiert
wird.

Das Ergebnis für die SLn ist charakteristisch für die Tori, die der Coxeterklasse entsprechen, und
zwar unabhängig vom Wurzelsystem der Gruppe. Der Grund besteht darin, daß in diesen Fällen der
baryzentrische Punkt genau die Wurzeln auswählt, die zu den Wänden der Kammer C assoziiert sind.
Das Argument im Fall G = SLn läßt sich fast wörtlich auf den allgemeinen Fall übertragen. Für Tori, die
nicht der Coxeterklasse entsprechen, ist die Situation jedoch völlig anders. Hier wird stets mehr als eine
Kammer von T (F ) punktweise fixiert, so daß wir auch komplexere Bedingungen als (1.2) untersuchen
müssen. Hier können die unipotenten Elemente, die in der Darstellung von g auftauchen, ebenfalls
Wurzeln liefern, die ihr Vorzeichen unter gewissen Spiegelungen ändern. Ist dies der Fall, so werden
die Kammern, die über die entsprechende Wand zur aktuell betrachteten Kammer C benachbart sind,
genau dann punktweise fixiert, wenn C in einem von bestimmten, durch die beteiligten unipotenten
Elemente festgelegten Apartments liegt. Man erhält im allgemeinen Fall folgende Einteilung der Wände
(die jeweils affinen Funktionen α+m entsprechen für eine Wurzel α und eine ganze Zahl m ∈ Z) einer
von T (F ) punktweise fixierten Kammer C in drei Typen: solche Wände, für die es nicht von der Kammer
C abhängt, ob die über die entsprechende Wand benachbarten Kammern von T (F ) punktweise fixiert
bzw. nicht punktweise fixiert werden, und schließlich solche, für die dies nicht der Fall ist. Man beachte,
daß man aufgrund der Operation der Weylgruppe auf den Wurzeln in den beiden Fällen, in denen es
Kammern gibt, die nicht punktweise fixiert werden, noch nicht entscheiden kann, ob die entsprechenden
benachbarten Kammern wirklich nicht fixiert werden. Man muß nachprüfen, daß die Konjugation von v
mit den entsprechenden unipotenten Elementen und Spiegelungen tatsächlich nichttriviale Komponenten
in den jeweiligen Wurzelräumen liefert.

1.3 Eine kapitelweise Beschreibung der Arbeit

In Kapitel 2 werden noch einmal kurz die wesentlichen Schritte zur Konstruktion der Tori beschrieben
sowie die Rolle der Isogenieklasse der betrachteten Gruppe im Hinblick auf den zweiten Teil diskutiert.

In Kapitel 3 folgt eine kurze Übersicht über die Theorien, die für diese Arbeit von grundlegender
Bedeutung sind. Allgemein bekannte Aussagen werden weder bewiesen noch mit exakter Quellenangabe
zitiert, da sie entweder wohlbekannt oder in allen Standardwerken zu den entsprechenden Themen
aufgeführt sind. Benötigen wir im weiteren Verlauf spezielle Aussagen im Umfeld dieser Theorien, so
sind diese als Sätze formuliert und (falls nötig) auch bewiesen.

In Kapitel 4 werden zwei für die Arbeit zentrale Größen, der baryzentrische Punkt bzw. der baryzentri-
sche Vektor, konstruiert. Im ganzen Kapitel arbeiten wir in der adjungierten Form von G, um primitive
Weylgruppenelemente ordnungserhaltend in den Normalisator eines maximalen spaltenden Torus liften
zu können. Die ersten beiden Abschnitte treffen Vorbereitungen für die Konstruktion, die im dritten
Abschnitt erfolgt. Schließlich werden erste Aussagen über die Eigenwerte von primitiven Weylgruppen-
elementen gemacht, die später in den konkreten Fällen zur Bestimmung der Wurzeln führen, die durch
den baryzentrischen Punkt ausgewählt werden.

Kapitel 5 beschäftigt sich mit dem Zentralisator des baryzentrischen Punktes. Seine Einskomponente
ist eine reduktive Gruppe und operiert auf dem Unterraum, der aus den Wurzelräumen zu den vom
baryzentrischen Punkt ausgewählten Wurzeln in der Liealgebra besteht. Diese Operation läßt sich aus-
nutzen, um Aussagen über die Gestalt des Minimalpolynoms eines Eigenvektors des baryzentrischen
Punktes bezüglich einer rationalen Darstellung zu machen, was in Abschnitt 5.3 geschieht.
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In Kapitel 6 geht es um Darstellungen der betrachteten Gruppen G und ihrer Liealgebren. Die Mini-
malpolynome der Eigenvektoren v des baryzentrischen Punktes bezüglich einer rationalen Darstellung
erzeugen F -Algebren, in denen man Tori mit Hilfe gewisser Gleichungen algebraisch beschreiben kann.
Alle Darstellungen beschreiben die Gruppen durch die Automorphismengruppen (eventuell mehrerer)
Multilinearformen. Die Gleichungen, die die Tori dann in den Algebren definieren, hängen von den ent-
sprechenden Multilinearformen ab. Im ersten Abschnitt wird allgemein für eine F -Algebra und eine
Darstellung des eben beschriebenen Typs untersucht, welche Elemente der Algebra als Polynome in v
nach G abgebildet werden können. Dies wird einerseits in Kapitel 10 zur Definition der Tori führen, und
gleichzeitig eine Einbettung in die Gruppe G liefern. Die drei folgenden Abschnitte beschäftigen sich
mit der Struktur der Minimalpolynome der Elemente v sowie Rationalitätsfragen in diesem Kontext.
Abschnitt 6.5 trifft mit Hilfe von Darstellungen erste Aussagen über den Zusammenhang zwischen den
von uns (später) konstruierten Tori und den Konjugationsklassen in der Weylgruppe, von denen ausge-
hend die Tori konstruiert werden. Der letzte Abschnitt schließlich beschreibt die in der Arbeit speziell
verwendeten Darstellungen.

Das Thema in Kapitel 7 sind die Gleichungen, die die Tori als Untergruppen geeigneter F -Algebren
definieren. Diese Gleichungen hängen ab von den Nullstellen der Polynome, die die entsprechenden
Algebren erzeugen, also in unserem Fall den Minimalpolynomen der Eigenvektoren des baryzentrischen
Punktes. Kapitel 7 analysiert die relevanten Relationen zwischen den Nullstellen und die zugehörigen
Gleichungen in den Algebren und schafft eine Situation, so daß man die Ergebnisse aus Abschnitt 6.1
anwenden kann, um den Torus in die Gruppe einbetten zu können.

Die beiden Kapitel 8 und 9 stellen nun alle bisher beschriebenen relevanten Größen für die betrach-
teten Gruppen bezüglich der speziellen Darstellungen aus Abschnitt 6.6 zur Verfügung. Dies sind die
vom baryzentrischen Punkt ausgewählten Wurzeln, die Minimalpolynome von gewissen Eigenvektoren
des baryzentrischen Punktes sowie konkrete Beispiele für solche Eigenvektoren. Letztere sind insbe-
sondere für den zweiten Teil der Arbeit wichtig, da dort die Bewertung bestimmter Koeffizienten eine
wesentliche Rolle spielt und es daher relevant ist, welche freien Parameter für die Beschreibung der
Eigenvektoren zur Verfügung stehen. Die vom baryzentrischen Punkt ausgewählten Wurzeln lassen sich
für die Coxeterklasse uniform für alle betrachteten Wurzeltypen bestimmen (Kapitel 8), während für
Konjugationsklassen, die kein Coxeterelement enthalten, die Ergebnisse in jedem einzelnen Fall anderes
sind (Kapitel 9). Die Vorgehensweise zu ihrer Bestimmung ist jedoch immer diesselbe. In den Abschnit-
ten, die sich mit den Minimalpolynomen beschäftigen, werden neben der Struktur derselben auch die im
Hinblick auf die Kapitel 6 und 7 relevanten Relationen zwischen den Nullstellen der Minimalpolynome
beschrieben. Der Abschnitt 9.4.4 schließlich ist als Einschub zu verstehen und macht auf einen Zusam-
menhang zwischen einem Minimalpolynom vom Grad 27 im Fall der Klasse 9p für ein Wurzelsystem vom
Typ E6 und der Geradenkonfiguration einer nichtsingulären kubischen Fläche aufmerksam: Die in dieser
Arbeit relevanten Relationen zwischen den 27 Nullstellen des entsprechenden Polynoms definieren auf
der Nullstellenmenge dieselben Inzidenzrelationen, die zwischen den 27 Geraden einer kubischen Fläche
das Schnittverhalten bzw. die Inklusion in Ebenen (Tritangentialebenen) beschreiben.

Kapitel 10 stellt das zentrale Kapitel des ersten Teils der Arbeit dar. Für jede betrachtete einfache
spaltende Gruppe G wird für jede primitive Konjugationsklasse in der Weylgruppe ein Torus T (al-
gebraisch) beschrieben und eine Einbettung nach G angegeben, so daß T ein maximaler Torus in G
ist, der bei geeigneter Wahl eines Parameters anisotrop ist und der unter geeigneten Voraussetzungen
des Grundkörpers F einen zyklischen Zerfällungskörper mit Galoisgruppe ΓT hat und gerade auf die
jeweilige primitive Konjugationsklasse in W als Element in H1(Γ,W ) abgebildet wird.

Kapitel 11 gibt eine kurze Übersicht über die Konstruktion sowie die wichtigsten Fakten des affinen
Bruhat-Tits Gebäudes für einfache spaltende Gruppen nach Bruhat und Tits. In Abschnitt 11.5 wird
ein alternativer Zugang zum Bruhat-Tits Gebäude in Termen von Kammersystemen vorgestellt. Der
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letzte Abschnitt schließlich hat vorbereitenden Charakter und stellt eine Beschreibung von Kammern im
Gebäude zur Verfügung, die an die Einbettung der Tori aus Kapitel 10 adaptiert ist und in Kapitel 13
zur Fixpunktbestimmung benutzt wird.

In Kapitel 12 werden die restlichen Aussagen zusammengetragen, die zur Fixpunktbestimmung relevant
sind. Dies beinhaltet neben einigen Eigenschaften von Fixpunktmengen im Gebäude, die die Frage nach
Fixpunkten auf die Frage nach punktweise fixierte Kammern reduziert, vor allem die Existenz geeigneter
Elemente im topologisch unipotenten Anteil der Tori, deren Fixpunktmenge mit der des ganzen topolo-
gisch unipotenten Anteils übereinstimmt. Außerdem wird eine mit dem Bruhat-Tits Gebäude und den
Darstellungen aus Abschnitt 6.6 kompatible O-Struktur auf G und damit eine Kammer im Gebäude
ausgezeichnet, die sogenannte Standardkammer, die stets von den Tori aus Kapitel 10 punktweise fixiert
wird. Schließlich wird die Operation der O-rationalen Punkte der Zusammenhangskomponente der Eins
des Zentralisators des baryzentrischen Punktes auf den zur Standardkammer benachbarten Kammern
untersucht, die eine untere Abschätzung der Fixpunktmenge der Tori erlaubt.

Kapitel 13 beschreibt einen Algorithmus zur Bestimmung der Fixpunktmenge der Tori aus Kapitel 10,
der es aufgrund der expliziten Beschreibung der Tori prinzipiell erlaubt, die Fixpunktmenge mit Hilfe
eines Computers zu berechnen. In den folgenden beiden Abschnitten werden weitere Reduktionsschritte
durchgeführt, die es letzten Endes erlauben, die Fixpunkte der Tori anhand der einzelnen Eigenvekto-
ren des baryzentrischen Punktes zu bestimmen. Die Vorgehensweise reduziert sich schließlich alleine
auf Untersuchungen innerhalb des Wurzelsystems. Im Coxeterfall fixieren die Tori genau die Punkte
der Standardkammer, während dies sonst nie der Fall ist. Die genaue Fixpunktmenge läßt sich aber
nicht universell beschreiben, sie variiert mit dem Typ des Wurzelsystems und der jeweiligen primitiven
Konjugationsklasse in der Weylgruppe.

1.4 Ausblick

Wir geben zum Schluß noch einen kurzen Ausblick auf Fragestellungen, die offen geblieben sind oder sich
aus der vorliegenden Arbeit ergeben. Gruppen, deren Wurzelsystem vom Typ E7 oder E8 ist, werden
in dieser Arbeit nicht behandelt. Dies hat jedoch nur den Grund, daß die konkrete Bestimmung der
Minimalpolynome und der ausgewählten Wurzeln, die zur Beschreibung der Tori und zur Bestimmung
derer Fixpunkte notwendig sind, in diesen Fällen mit mehr Aufwand verbunden sind, da die zur Verfügung
stehenden Darstellungen relativ hohe Dimension haben. Außerdem ist zu erwarten, daß im Fall der E8

im Coxeterfall mit drei Normbedingungen zu arbeiten ist, was den Nachweis der Existenz geeigneter
Elemente im Torus ebenfalls komplizierter macht. Strukturell lassen sich alle Argumente dieser Arbeit
jedoch für alle einfachen spaltenden Gruppen anwenden. Daher sind für die fehlenden Fälle E7 und E8

auch strukturell dieselben Ergebnisse zu erwarten wie für die anderen Gruppen.

Ein weiterer Ansatz besteht darin, die Forderung, daß der Grundkörper F geeignete Einheitswurzeln
enthält, abzuschwächen oder ganz fallen zu lassen. Die Tori, die man erhält, haben dann einen zwar noch
zahm, aber nicht mehr (im eigentlichen Sinne) rein verzweigten Zerfällungskörper, dessen unverzeigter
Anteil durch das Hinzuadjungieren der entsprechenden Einheitswurzeln entsteht. Die Tori bleiben aber
über der unverzweigten Teilerweiterung anisotrop. Da sich das Bruhat-Tits Gebäude unter unverzweigten
Galoiserweiterungen

”
gut“ verhält, lassen sich Resultate eventuell durch Galoisabstieg aus dieser Arbeit

ableiten. Als weitere Verallgemeinerung stellt sich die Frage, wie die Situation für Tori aussieht, die über
unverzweigten Erweiterungen nicht mehr anisotrop sind. Eine anderes Problem besteht darin, sich mit
nicht primitiven Tori oder nicht spaltenden Gruppen auseinander zu setzen.

Schließlich sei noch kurz die Annahme diskutiert, daß die Restklassencharakteristik von F als hinrei-
chend gut im Sinne von Definition 12.12 angenommen wird. In den konkreten Fällen lassen sich die
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Ausnahmeprimzahlen direkt bestimmen, und man stellt fest, daß es sich nur um sehr wenige Primzahlen
handelt. In den Coxeterfällen der Typen F4 und E6 z.B. ist p = 13 die einzige Ausnahmeprimzahl.
Man könnte für diese wenigen Fälle die Situation so modifizieren, daß ebenfalls Aussagen über die
Fixpunktmengen möglich sind.
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Kapitel 2

Die Strategie

In diesem Kapitel werden wir die Vorgehensweise erläutern, nach der wir eine für uns geeignete explizite
Darstellung primitiver F -Tori in G mit zyklischem Zerfällungskörper gewinnen. Im ersten Abschnitt
werden wir kurz die Klassifikation von F -Tori mit zyklischer Galoisgruppe Γ durch die erste Koho-
mologie H1(Γ,W ) von Gamma mit Werten in der Weylgruppe W von G beschreiben. Im zweiten
Abschnitt konstruieren wir im Fall, daß G einfach und von spaltendem Typ ist, zu gewissen Elementen
aus H1(Γ,W ) die entsprechenden Tori, indem wir sie über ihre Liealgebra rekonstruieren.

2.1 Klassifikation von F -Tori durch H1(Γ, W )

Sei F ein (zunächst beliebiger) Körper, der geeignete Elemente enthalte (dies wird später genauer
spezifiziert werden). Sei G eine spaltende, über F definierte lineare algebraische Gruppe, T ein maxi-
maler, spaltender Torus in G und W die Weylgruppe von G. Sei nun T ein weiterer maximaler, über F
definierter Torus in G. Dann sind T und T in G konjugiert, d.h. es existiert g ∈ G mit

T = gTg−1.

Sei nun Γ die absolute Galoisgruppe von F . Da T und T über F definiert sind, gilt σT = T und σT = T
für alle σ ∈ Γ. Es folgt gTg−1 = σgTσg−1 oder

(g−1gσ)T(σg−1g) = T.

Die Kokette (g−1gσ)σ∈Γ ist ein 1−Kozykel mit Werten im Normalisator N(T) von T, definiert also eine
Klasse in H1(Γ, N(T)). Wir ordnen nun T das Bild γT dieser Klasse unter der natürlichen Abbildung
H1(Γ, N(T)) → H1(Γ,W ) zu. Da G eine spaltende Form ist, operiert Γ trivial auf W, und zwei
Kozykel definieren genau dann dieselbe Klasse in H1(Γ,W ), wenn sie in W (gewöhnlich) konjugiert
sind. Operiert nun Γ über einen zyklischen Quotienten, so ist γT schon bestimmt durch die zu einem
Erzeuger des Quotienten gehörige Komponente, entspricht also einer Konjugationsklasse in W.

Sei nun umgekehrt γ eine Klasse in H1(Γ,W ). Wir haben die folgende Situation:

H1(Γ, N(T)) H1(Γ, G)

H1(Γ,W )

Dann gilt γ = γT für einen F -Torus T genau dann, wenn ein Lift von γ nach H1(Γ, N(T)) in H1(Γ, G)
berandet wird, also im Kern der Abbildung H1(Γ, N(T)) → H1(Γ, G) liegt. Startet man nun mit einer
beliebigen Konjugationsklasse ω in der Weylgruppe, so gehört diese genau dann zu einem Torus mit

25



26 KAPITEL 2. DIE STRATEGIE

zyklischer Galoisgruppe, wenn es eine galoissche Kummererweiterung mit zugehöriger Galoisgruppe ΓT
gibt, so daß ω (interpretiert als Klasse in H1(Γ,W ), wobei Γ über den Quotienten ΓT operiert) einen
Lift nach H1(Γ, N(T)) besitzt, der in H1(Γ, G) berandet wird. Wir werden in dieser Arbeit durch die
explizite Angabe entsprechender Tori zeigen, daß spezielle Klassen in W (nämlich die primitiven, siehe
Abschnitt 3.8) zu einem Torus korrespondieren.

2.2 Die Liealgebra hT von T

Die Idee, den Torus T zu finden, besteht darin, T über seine Liealgebra hT zu rekonstruieren. In diesem
Abschnitt wird erläutert, wie sich hT geeignet beschreiben läßt.

Wir starten also mit einer Konjugationsklasse ω in W mit Repräsentant w. Sei nw ∈ N(T) ein Re-
präsentant endlicher Ordnung von w (in der adjungierten Form Gad existiert sogar ein Repräsentant,
der dieselbe Ordnung hat wie w). Da nw halbeinfach ist, existiert g ∈ G mit ñw := gnwg

−1 ∈ T. Wir
setzen nun T := gTg−1. T ist ein maximaler Torus in G.

Wir werden ab jetzt annehmen, daß T über F definiert ist, um einen Kandidaten für T zu finden. Es
existiert dann eine endliche Körpererweiterung E/F von minimalem Grad, so daß g bereits in G(E) liegt.
Die Erweiterung E/F ist nicht notwendigerweise galoissch. Die explizite Beschreibung des Kandidaten
für T zeigt a posteriori, daß T für eine geeignete Wahl von g in der Tat schon ein F -Torus ist, und daß
sein Zerfällungskörper galoissch und zyklisch ist, falls F geeignete Elemente enthält.

Falls T über F definiert ist, wird T beschrieben durch die Klasse von (g−1gσ)σ∈Γ in H1(Γ, N(T)).
Da G eine spaltende Form ist, ist die Operation von Γ auf W trivial. Daher vertauscht das Bild von
aσ := g−1gσ in W mit w, d.h. aσ liegt im Zentralisator von w. Wir wollen nun die F -rationalen Punkte
von T beschreiben, ohne das Element g zu kennen. Dies tun wir, indem wir T über seine Liealgebra hT
rekonstruieren.

Sei dazu v ∈ t := Lie(T) ein rationaler Eigenvektor von Ad(nw) zum Eigenwert ζ für eine geeignete
primitive Einheitswurzel ζ. Wir nehmen an, daß ζ bereits in F liegt. Ad(g)(v) ist dann ein halbeinfacher
Eigenvektor in hT := Ad(g)(t) zum Eigenwert ζ für Ad(ñw), aber nicht notwendigerweise rational. Wir
schreiben nun Ad(g)(v) in der Form

Ad(g)(v) = λṽ

für ein rationales ṽ und ein λ ∈ F̄ ∗. Es folgt

Ad(g−1gσ)(v) = λ−1λσv.

Diese Gleichung erlaubt es uns später, den Typ von T zu bestimmen. Man beachte noch, daß λ−1λσ

invariant ist unter Ersetzung von v und ṽ durch skalare Vielfache.

Wegen Ad(ñw)(ṽ) = ζṽ und ñw ∈ T liegt ṽ gerade in der Summe der Wurzelräume von g, die zu den
Wurzeln α gehören mit α(ñw) = ζ. Denn wegen ñw ∈ T operiert Ad(ñw) auf dem Wurzelraum zur
Wurzel α ja gerade durch α(ñw). Unser Ansatz besteht nun darin, den Vektor ṽ zu finden. Wir suchen
also in ⊕αmitα(ñw)=ζuα ein halbeinfaches Element.

2.3 Von hT nach T

Wir wollen nun mit Hilfe eines halbeinfachen, rationalen Eigenvektors ṽ ∈ hT von Ad(ñw) zum Eigen-
wert ζ Elemente in T bzw. T (F ) konstruieren.
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Sei dazu ρ eine treue rationale Darstellung von G und dρ die assoziierte Darstellung von g. Wir identifi-
zieren ab jetzt G mit ρ(G) ⊂ GL(V ) und g mit dρ(g) ⊂ M(V ). Motiviert wird unsere Vorgehensweise
von der Exponentialfunktion: Für ein Element x ∈ g liegt (unter geeigneten Voraussetzungen) exp(x)
in G. Als Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums besitzt x ein Minimalpolynom µ.
Daher ist exp(x) ein Polynom in x, dessen Grad kleiner als der von µ ist.

Unser Ansatz besteht darin, Polynome P in ṽ zu betrachten und die Bedingungen zu bestimmen,
denen die Koeffizienten von P genügen müssen, damit P (ṽ) in G liegt. Wählt man die Koeffizienten
der Polynome dabei in einer Erweiterung E/F , so beschreibt man die E-wertigen Punkte von G. Die
Polynome P kommen also im wesentlichen aus der Algebra E[X]/µ. Es wird sich herausstellen, daß
die Koeffizientenbedingungen bezüglich ṽ gewissen Normbedingungen in E[X]/µ entsprechen und eine
algebraische Beschreibung eines Untertorus Tṽ von T liefern.

Es gilt nicht immer Tṽ = T . Dies ist in manchen Fällen so, in anderen hat man jedoch eine echte
Inklusion. In diesen Fällen läßt sich T nur aus mehreren Komponenten aufbauen, die alle die Form
Tx haben für einen halbeinfachen, rationalen Eigenvektor in hT von Ad(ñw). Es gilt also dann T ∼=
Tx1 × . . .×Txk

für entsprechende xi. Da alle xi aber in der Liealgebra eines Torus liegen, kommutieren
sie paarweise. Diese Eigenschaft ist wesentlich bei der Wahl der xi.

2.4 Beschränkung auf topologisch unipotente Elemente

Wir werden die von uns gesuchten Tori für die Gruppen konstruieren, die durch die Darstellungen von
Abschnitt 6.6 beschrieben werden. Für die Konstruktion der Tori werden wir in der adjungierten Gruppe
arbeiten (siehe Kapitel 4), was aber keine Rolle spielt, da die Weylgruppe, das Wurzelsystem sowie die
Liealgebra der Gruppe, also die nach den Abschnitten 2.1 und 2.2 zur Konstruktion relevanten Größen,
nicht von der Isogenieklasse der Gruppe abhängen.

Im zweiten Teil der Arbeit, in dem es um die Bestimmung der Fixpunkte geht, reduzieren wir uns auf
die Untergruppe der topologisch unipotenten Elemente der primitiven Tori. Dies hat zwei wesentliche
Vorteile: Diese Unterguppe fixiert nach Korollar 13.6 eine Kammer im affinen Bruhat-Tits Gebäude
punktweise, so daß wir wegen Korollar 13.6 die Aussage 12.4 anwenden können. Außerdem ist das
Ergebnis, also die Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils des Torus, nach Korollar 11.6
unabhängig von der Isogenieklasse der Gruppe. Die Fixpunktmenge des ganzen Torus ist in der seines
topologisch unipotenten Anteils enthalten und variiert mit der Isogenieklasse von G.
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Kapitel 3

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir eine Reihe von Aussagen in der Form zusammen, wie sie im weiteren
Verlauf benötigt werden.

3.1 Halbeinfache und reduktive Gruppen

Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper F̄ und R das Radikal von G, d.h. die größte Untergruppe von G, die zusammenhängend, normal
und auflösbar ist. G heißt halbeinfach, wenn R trivial ist, und reduktiv, wenn R kein nichttriviales
unipotentes Element besitzt. Ist G reduktiv, so ist R die Zusammenhangskomponente der Eins des
Zentrums Z(G) von G und ein zentraler Torus in G, und es gilt G = R · [G,G]. Der Durchschnitt von
R(G) mit [G,G] ist endlich, und die derivierte Gruppe [G,G] ist halbeinfach.

3.2 (Ko-)Charaktere und Paarung

Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe und T ein maximaler Torus in G. Ein Cha-
rakter von T ist ein Morphismus von T in die multiplikative Gruppe Gm. Die Menge aller Charaktere von
T wird mit X∗(T ) bezeichnet. X∗(T ) ist eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gleich der Dimension
von T ist.

Ein Kocharakter von T ist ein Morphismus von Gm nach T . X∗(T ) bezeichnet die freie abelsche Gruppe
aller Kocharaktere. Ihr Rang stimmt mit dem von X∗(T ) überein.

Die Zusammensetzung eines Charakters nach einem Kocharakter von T ist ein Endomorphismus von
Gm. Die Endomorphismengruppe von Gm ist isomorph zu Z vermöge n 7→ (x 7→ xn). Wir erhalten
eine Paarung 〈 , 〉 : X∗(T ) ×X∗(T ) → Z, die nichtausgeartet ist und daher Isomorphismen X∗(T ) ∼=
Hom(X∗(T ),Z) und X∗(T ) ∼= Hom(X∗(T ),Z) induziert.

3.3 Liealgebra

Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe. Der Tangentialraum im neutralen Element
trägt die Struktur einer Liealgebra und wird mit g = Lie(G) bezeichnet. Jeder Morphismus algebraischer
Gruppen liefert durch Differentiation einen Morphismus der zugehörigen Liealgebren. Man erhält also
einen kovarianten Funktor von der Kategorie der algebraischen Gruppen in die der Liealgebren.

Für ein festes Element g ∈ G ist die Konjugation Int(g) mitG ein Automorphismus vonG. Die Ableitung
von Int(g) wird mit Ad(g) bezeichnet und ist ein Automorphismus der Liealgebra g. Wir erhalten also
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eine Abbildung Ad : G→ GL(g). Ad ist sogar wieder ein Morphismus algebraischer Gruppen und kann
erneut abgeleitet werden. Der entstehende Morphismus ad : g → gl(g) von Liealgebren ist gegeben
durch ad(x)(y) = [xy], wobei [ , ] die Lieklammer von g bezeichnet.

3.4 Adjungierte Darstellung und (Ko-)Wurzeln

Eine zusammenhängende halbeinfache lineare algebraische Gruppe G operiert auf ihrer Liealgebra durch
die adjungierte Darstellung Ad. Für einen Torus T ist die Menge Ad(T ) eine Menge von paarweise
kommutierenden Automorphismen von g, ist also simultan diagonalisierbar. Wir können den endlich-
dimensionalen Vektorraum g daher schreiben als

g =
⊕

α∈X∗(T )

Vα

für Vα = {v ∈ g | Ad(t)v = α(t)v für alle t ∈ T}. Die α ∈ X∗(T ), für die Vα nichttrival ist,
heißen Gewichte der adjungierten Darstellung. Die nichttrivialen Elemente unter den Gewichten heißen
Wurzeln von G bezüglich T und bilden ein Wurzelsystem Φ im Sinne von [Hum1][9.2]. Die Lielalgebra
t von T ist genau der Raum V1. Die Dimension von t ist gleich der Dimension von T .

Der Torus T operiert auf seiner Liealgebra t durch die adjungierte Darstellung trivial. Daher hängt
Ad(n)|t für ein Element n im Normalisator von T nur von seinem Bild in N(T )/T ab. Für eine Klasse
w ∈ N(T )/T mit Repräsentant n ∈ N(T ) und ein v ∈ t schreiben wir daher kurz wv für Ad(n)(v).

Zu jeder Wurzel α ∈ Φ gibt es einen eindeutigen Kocharakter α∨ mit 〈α,α∨〉 = 2. Der Kocharakter
α∨ heißt Kowurzel von α. Die Menge aller Kowurzeln wird mit Φ∨ bezeichnet und bildet ebenfalls ein
Wurzelsystem.

3.5 Affine Gruppenschemata und Definitionskörper

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine R-Algebra. Seien π∗ : A → A ⊗R A, ι
∗ : A →

A, e : A→ A Algebrahomomorphismen, die die
”
Gruppenaxiome“ Assoziativität, Existenz des Inversen

und Existenz des neutralen Elements erfüllen (vgl. [Sp2][2.1.3,2.1.5]). A heißt dann affines Gruppen-
schema über R. Sei nun G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe über dem algebraisch
abgeschlossenen Körper F̄ , der R enthält. G hat eine R-Struktur (bzw. ist über R definiert bzw. heißt
R-Gruppe), wenn für die Algebra der F̄ -regulären Funktionen F̄ [G] von G

F̄ [G] = A⊗R F̄

gilt für ein affines Gruppenschema A über R und die Gruppenoperationen von G gegeben sind als
π∗ ⊗ id, ι∗ ⊗ id, e⊗ id . Für jede R-Algebra E ⊂ F̄ bezeichnet in diesem Fall E[G] die Algebra E[G] =
A ⊗R E und G(E) die Menge der Homomorphismen E[G] → E. π∗ induziert eine Gruppenstruktur
(als abstrakte Gruppe) auf G(E). G(E) ist dann die Gruppe der E-rationalen Punkte von G mit
Funktionenalgebra E[G]. Ein Morphismus zwischen zwei R-Gruppen G und H heißt über R definiert,
wenn die assoziierte Abbildung zwischen F̄ [H] und F̄ [G] schon R[H] nach R[G] abbildet.

Sei F ein Unterkörper von F̄ . Für eine F -Gruppe G und einen F -Torus T in G sind X∗
F (T ) bzw.

X∗F (T ) die F -Morphismen in X∗ bzw. X∗. Analog sind ΦF und Φ∨
F definiert.

Eine F -Gruppe G spaltet oder zerfällt über F , wenn es einen maximalen Torus T in G gibt, der über
F isomorph ist zu dem Produkt Gm × . . . × Gm mit dimT Faktoren. Einen solchen spaltenden Torus
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bezeichnen wir mit T. Für einen spaltenden F -Torus gilt X∗
F = X∗ und ΦF = Φ und eine analoge

Aussage für die Kocharaktere und Kowurzeln.

Sei G eine F -Gruppe. Dann ist die Liealgebra g von G ebenfalls über F definiert in dem Sinne, daß
g als F̄ -Vektorraum durch Koeffizientenerweiterung eines F -Vektorraums entsteht und die Lieklammer
mit dieser F -Struktur veträglich ist. Weiter existiert ein maximaler Torus T in G, der über F definiert
ist. Der Normalisator und Zentralisator von T sind dann ebenso über F definiert wie ihre Liealgebren.
Ist G halbeinfach und spaltend mit Wurzelsystem Φ bezüglich eines maximalen spaltenden Torus T, so
sind die Untergruppen Uα bzw. die Unteralgebren uα für alle α ∈ Φ über F definiert.

3.6 Weylgruppe

Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe, T ein maximaler Torus in G und N(T )
sein Normalisator. Der Quotient N(T )/Z(T ) ist endlich und als abstrakte Gruppe unabhängig von der
Wahl von T , da alle maximalen Tori in G konjugiert sind. Die Gruppe N(T )/Z(T ) heißt Weylgruppe
von G und wird mit WG bezeichnet. Ist G reduktiv, so ist Z(T ) = T und WG = N(T )/T . WG operiert
auf T und damit auf X∗(T ),X∗(T ),Φ,Φ∨ und t. Für die Paarung X∗(T ) ×X∗(T ) → Z gilt

〈w(α), w−1(β)〉 = 〈α, β〉

für alle α ∈ X∗(T ), β ∈ X∗(T ) und w ∈W .

Sei nun G eine reduktive F -Gruppe und S ein maximaler über F spaltender Torus in G. Dann sind N(S)
und Z(S) ebenfalls über F definiert und damit auch die relative Weylgruppe WG,F := N(S)/Z(S).
WG,F ist eine Untergruppe vonWG und operiert aufX∗

F (T ),X∗F (T ),ΦF ,Φ
∨
F , t(F ). IstG eine spaltende

Gruppe, so gilt WG,F = WG.

3.7 Anisotropie von Tori und Weylgruppenelementen

Der Begriff
”
anisotrop“ wird in zwei Kontexten verwendet: für F -Tori und Elemente der Weylgruppe.

Proposition 3.2 besagt, daß sich die beiden Begriffe unter geeigneten Voraussetzungen entsprechen.

SeiG eine zusammenhängende, reduktive, spaltende, über einem Körper F definierte lineare algebraische
Gruppe und T ein maximaler spaltender F -Torus in G. Sei W = N(T)/T die Weylgruppe von G und
Φ das Wurzelsystem von G.

(i) Sei T ein weiterer maximaler, über F definierter Torus in G mit Zerfällungskörper E. Der Torus
T heißt anisotrop, wenn T keinen nichttrivialen über F spaltenden spaltenden Untertorus besitzt.
Dies ist äquivalent dazu, daß Γ := Gal(E/F ) fixpunktfrei auf dem Kocharaktergitter X∗(T ) von
T operiert, also daß

X∗(T )Γ = 0

gilt.

Sei nun E/F zyklisch und wT ∈ W klassifiziere T wie in Abschnitt 2.1 beschrieben. Der durch
die Konjugation gTg−1 = T gegebene Isomorphismus T ∼= T induziert einen Isomorphismus
der Kocharaktergitter X∗(T ) ∼= X∗(T). Dieser Isomorphismus ist Γ-äquivariant, wenn man einen
Erzeuger σ von Γ vermöge wT auf X∗(T) operieren läßt. T ist also genau dann anisotrop, wenn

X∗(T)wT = 0

gilt.
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(ii) Ein Element w ∈W heißt anisotrop, wenn

Z[Φ∨]w = 0

gilt.

Lemma 3.1. Sei M ein torsionsfreier Z-Modul und N ⊂M ein Untermodul von endlichem Index.
Sei weiter A eine Gruppe von Automorphismen von M , die N invariant läßt. Dann gilt

MA = 0 ⇐⇒ NA = 0.

Beweis: Die eine Richtung ist klar wegen N ⊂M . Sei also x ∈M Fixpunkt von A. Da M/N endlich
ist, liegt ein ganzzahliges Vielfaches mx von x in N . Die Operation von A ist Z-linear. Daher ist mx
ebenfalls Fixpunkt von A, also gilt nach Voraussetzung mx = 0. Es folgt x = 0.

Proposition 3.2. Seien G,T,T und W wie oben. Sei weiter Gal(E/F ) zyklisch. Dann ist T ani-
sotrop genau dann, wenn wT anisotrop ist.

Beweis: Wir müssen zeigen:

X∗(T)wT = 0 ⇐⇒ Z[Φ∨]wT = 0.

Da Z[Φ∨] endlichen Index in X∗(T) hat, folgt die Aussage aus Lemma 3.1.

Bemerkung 3.3. Ein Element w ∈ W ist genau dann anisotrop, wenn kein Eigenwert von w
bezüglich der Operation auf t gleich eins ist.

Beweis: Die Abbildung X∗ ⊗Z Ga → t, die gegeben ist durch

β ⊗ x 7→ (dβ)(x),

ist ein W -äquivarianter Isomorphismus, wenn W auf der linken Seite über den Faktor X∗ operiert. Dies
folgt aus der Isomorphie von X∗ ⊗Z Gm

∼= T (man identifiziere T mit Gdim T
m und benutze Proposition

4.5) und die Funktorialität der Ableitung.

Bemerkung 3.4. Ein Coxeterelement ist immer anisotrop.

Beweis: Sei w ein Coxeterelement in W . Die Eigenwerte von w auf Z[Φ]⊗Z R sind nach [Hum3][3.16]
alle von 1 verschieden. Also hat w keinen Fixpunkt in Z[Φ] ⊗Z R und auch nicht in Z[Φ]. Dualisieren
liefert das gewünschte Ergebnis.

3.8 Primitivität von Tori und Weylgruppenelementen

Der Begriff
”
primitiv“ kennzeichnet ursprünglich eine Eigenschaft von Weylgruppenelementen, die in

einer entsprechenden Situation auf F -Tori übertragen wird.

Sei die Situation wie in Abschnitt 3.7. Ein anisotropes Element w ∈W heißt primitiv, wenn

|H0(〈w〉,Z[Φ]∗/Z[Φ∨])| = |H1(〈w〉,Z[Φ∨])|

gilt. Aufgrund der Anisotropie von w ist die Abbildung H0(〈w〉,Z[Φ]∗/Z[Φ∨]) → H1(〈w〉,Z[Φ∨]) in
der langen exakten Kohomologiesequenz bereits injektiv, deshalb ist die Primitivität äquivalent dazu,
daß obige Abbildung ein Isomorphismus ist. In der Situation von 3.7(i) nennt man einen maximalen
F -Torus T primitiv, wenn das zugehörige wT ∈W primitiv ist.
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Proposition 3.5. Sei w ∈ W primitiv. Dann steigt w in kein echtes Subsystem von Φ ab, d.h.
es existiert kein echtes Subsystem Φ1 von Φ, so daß die Konjugationsklasse von w einen Vertreter
aus der Weylgruppe W1 = W (Φ1) ⊂W von Φ1 besitzt.

Beweis: Es genügt, die Aussage für maximale Subsysteme Φ1 von Φ zu zeigen. Ein solches entsteht,
indem eine Wurzel α aus dem affinen Dynkindiagramm gestrichen wird. Ein maximales Subsystem
hat stets denselben Rang wie Φ. Eine Wurzel heißt speziell, wenn das durch Streichen der Wurzel α
entstandene maximale Subsystem Φα wieder gleich Φ ist. Äquivalent dazu ist, daß Z[Φα]

∗ = Z[Φ]∗ gilt.
Sei α+ =

∑
α∈∆ bαα und Q(I) = Z[I]∗/Z[I∨] für eine Teilmenge I von Φ. Dann ist eine Wurzel α ∈ ∆

genau dann speziell, wenn bα = 1 gilt, denn da ∆(Φα) entsteht, indem man in ∆(Φ) die Wurzel α durch
α+ ersetzt, hätte sonst Z[Φα] einen echten Index in Z[Φ]. Sei nun w ∈W anisotrop, und w steige ab in
ein echtes maximales Subsystem Φα, d.h. bα > 1. Da der Rang von Φα mit dem von Φ übereinstimmt,
hat Z[Φ∨] endlichen Index in Z[Φ∨

α] und Z[Φ]∗ endlichen Index in Z[Φα]
∗. Wegen der Anisotropie von

w und Lemma 3.1 folgt Z[Φ∨
α]〈w〉 = 0 (bzw. (Z[Φα]

∗)〈w〉 = 0). Die lange exakte Kohomologiesequenz
zu 0 → Z[Φ∨

α] → Z[Φα]
∗ → Q(Φα) → 0 mit Q(Φα) = Z[Φ∨

α]/Z[Φ]∗ impliziert dann, daß die Abbildung
Q(Φα) → H1(〈w〉,Z[Φ∨

α ]) injektiv ist. Man beachte dabei, daß die Weylgruppe W (Φ) trivial auf Q(Φ)
operiert, da dies schon für die W erzeugenden Spiegelungen der Fall ist: sα(β) − β = 〈α, β〉α∨ und
〈α, β〉 ∈ Z nach Definition von Z[Φ]∗. Wir zeigen nun: |H1(〈w〉,Z[Φ∨

α ])| = |H1(〈w〉,Z[Φ∨])| und
Q(Φ) ( Q(Φα). Dies widerspricht dann der Primitivität von w.

Für die Gleichheit der Kardinalitäten der beiden H1 benutze man den Herbrand-Quotienten. Da Z[Φ]
bzw. Z[Φα] endlich erzeugt sind, exitiert für beide Moduln der Herbrand-Quotient. Außerdem stimmen
die beiden Herbrand-Quotienten überein, da Z[Φα] endlichen Index in Z[Φ] hat. Wegen der Anisotropie
von w sind aber die jeweiligen Ȟ0 als Quotienten derH0 trivial. Daher stimmen die Herbrand-Quotienten
mit den Kardinalitäten der jeweiligen H1 überein, die also gleich sein müssen. Nun zur zweiten Aussage.
Es gilt offensichtlich Z[Φ∨

α] ⊂ Z[Φ∨] und Z[Φ]∗ ⊂ Z[Φα]
∗. Daher genügt es, Z[Φ]∗ ( Z[Φα]

∗ bzw.
Z[Φα] ( Z[Φ] zu zeigen. Letzteres gilt aber, da α nach Annahme nicht speziell ist.

3.9 Affine Spiegelungen und affine Weylgruppe

Sei V ein reeller euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Eine Spiegelung ist ein Endomor-
phismus s von V , der einen von null verschiedenen Vektor β auf −β abbildet und die zu β senkrechte
Hyperebene Hβ punktweise fixiert. sβ läßt sich darstellen in der Form

sβ(v) = v − 2(v, β)

(β, β)
β.

Offensichtlich läßt sβ das Skalarprodukt invariant, ist also ein orthogonaler Automorphismus von V .

Eine affine Spiegelung ist eine Spiegelung an einer Hyperebene, die nicht notwendigerweise den Nullpunkt
enthält. Eine affine Spiegelung ist demzufolge im allgemeinen nicht linear, sondern die Komposition einer
(linearen) Spiegelung und einer Translation. Sei also t(v) die Translation um v ∈ V und β∨ := 2β

(β,β)
für β ∈ V . Jede affine Hyperebene hat die Form

Hβ,k := {v ∈ V | (v, β) = k}

für ein β ∈ V und ein k ∈ R. Die Hyperebenen Hβ,0 sind genau die linearen Hyperebenen, die den
Nullpunkt enthalten. Hβ,k entsteht durch Translation um k

2β
∨ aus Hβ,0. Die affine Spiegelung sβ,k läßt

sich darstellen durch
sβ,k(v) = v − ((v, β) − k)β∨.

Es gilt
sβ,k = t(kβ∨) ◦ sβ.
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In unserem Fall ist V = X∗ ⊗Z R der von den Kocharakteren erzeugte Vektorraum. Die (endliche)
Weylgruppe WG von G operiert auf X∗ und damit auf V . Sei ( , ) ein WG-invariantes Skalarprodukt
auf V . Die kanonische Paarung zwischen X∗ und X∗ erlaubt eine Identifikation von X∗ mit Xdual

∗ .
Vermöge des Skalarprodukts läßt sich dann Xdual

∗
∼= X∗ mit einer Teilmenge von V identifizieren. Wir

bezeichnen das Bild von Φ unter dieser Identifikation ebenfalls mit Φ. Sei H die Menge der Hyperebenen

H = {Hα,k | α ∈ Φ, k ∈ Z}

und Waff die von allen Spiegelungen an affinen Hyperebenen in H erzeugte Gruppe. Waff heißt affine
Weylgruppe. Nach [Hum3][4.2] gilt

Waff
∼= Z[Φ∨] ⋊W,

wo W die von den linearen Spiegelungen sα, α ∈ Φ erzeugte Untergruppe ist und Z[Φ∨] als Gruppe
von Translationen operiert. Nach [Ca3][1.9] stimmen die Operationen von W und WG auf V überein.
In der Tat gilt W ∼= WG.

3.10 Restriktion der Skalare

Sei E/F eine endliche separable Körpererweiterung und G eine über E definierte zusammenhängende
lineare algebraische Gruppe. Die über F definierte Gruppe ResE/FG ist charakterisiert durch

ResE/FG(L) = G(L⊗F E)

für jede F -Algebra L und geht aus G hervor durch Restriktion der Skalare. Ist E ein Körper, existiert
ein über der normalen Hülle En von E definierter Isomorphismus

ResE/FG ∼= G[E:F ],

und es gilt
ResE/FG(F ) = G(E).

Obiger Isomorphismus ist induziert von dem Isomorphismus F̄ ⊗F E → ⊕
σ∈HomF (E,F̄ ), x ⊗ e 7→

(xσ(e))σ . Ist F ′ ein Zwischenkörper, so hat man einen über En definierten Isomorphismus

ResF’/F ResE/F’(G) ∼= ResE/F(G).

Sei nun speziell G = Gm. Dann ist ResE/F Gm ein [E : F ]-dimensionaler Torus. Der Zerfällungskörper
von ResE/F Gm ist die normale Hülle En von E über F .

Sei wieder E eine endliche separable Körpererweiterung von F . Die lineare algebraische Gruppe Res1E/F(Gm)
ist definiert durch die folgende exakte Sequenz algebraischer Gruppen:

1 Res1E/F(Gm) ResE/F(Gm)

ι

Gm 1

G
[E/F ]
m

φ
Gm

Dabei ist ι der über En definierte Isomorphismus von oben und φ gegeben durch (xσ) 7→ ∏
xσ. σ

durchläuft dabei Γ := HomF (E, F̄ ). Die Abbildung ι wird Gal(F̄ /F )-äquivariant, wenn Gal(F̄ /F )
vermöge

τ((xσ)σ) = (τ−1(xτσ))σ

auf G
[E:F ]
m = (F̄ ∗)[E:F ] operiert. Alternativ läßt sich Res1E/F(Gm) über die Determinantenfunktion

erklären. ResE/F(Gm)(L) = (L ⊗F E)∗ operiert auf dem L-Modul L ⊗F E durch Multiplikation als
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Gruppe linearer Modulautomorphismen. Sei φL = φL/F : GL(L ⊗F E) → L∗ die Determinante auf
GL(L⊗F E). Dann gilt für die L-wertigen Punkte von Res1E/F(Gm)

Res1E/F(Gm)(L) = Kern(φL).

Da φF mit der Körpernorm NE/F von E über F übereinstimmt, gilt speziell

Res1E/F(Gm)(F ) = {x ∈ E∗ | NE/F(x) = 1}.

Res1E/F(Gm) ist ein anisotroper Torus vom Rang [E : F ] − 1 und heißt Norm-Torus zu E/F .

Lemma 3.6. Seien E/F ′/F separable Körpererweiterungen und L eine F -Algebra. Wir fassen
HomF ′(E, F̄ ) als Untergruppe von HomF ′(E ⊗F L, F̄ ⊗F L) auf, indem wir σ ∈ HomF ′(E, F̄ ) auf
E⊗F L über den Faktor E operieren lassen. Sei nun T die lineare algebraische Gruppe über F , die
definiert ist durch

T (L) = {x ∈ E ⊗F L |
∏

σ∈HomF ′(E,F̄ )

σ(x) = 1}.

Dann ist T isomorph zu ResF’/F Res1E/F’(Gm).

Beweis: Sei L eine F -Algebra und L′ = L⊗F F
′. Wegen ResF’/F ResE/F’(Gm) ∼= ResE/F(Gm) genügt

es zu zeigen, daß für ein x ∈ (L⊗F E)∗ ∼= L′ ⊗F ′ E gilt:

φL′/F ′(x) =
∏

σ∈HomF ′(E,F̄ )

σ(x).

Für x ∈ (F ′ ⊗F ′ E)∗ ∼= E∗ ist die Determinante φF ′/F ′(x) der Multiplikation mit x auf E gerade die
Körpernorm NE/F’(x) =

∏
σ∈HomF ′(E,F̄ ) σ(x) von x. Man sieht leicht, daß dann φL′/F ′(x) für x ∈

(L′ ⊗F ′ E)∗ gegeben ist durch φL′/F ′(x) =
∏
σ∈HomF ′(E,F̄ )(id⊗σ)(x). Man beschreibe beispielsweise

die Determinatenfunktion φL′/F ′ durch das Element xL
′

1 ∧ . . . ∧ xL
′

n ∈ ∧n(L′ ⊗F ′ E), wenn n der

F ′-Rang von L′ ⊗F ′ E und xL
′

i die i-te Koordinatenfunktion bezüglich der F ′-Basis 1⊗ eF
′

i ist für eine
F ′-Basis eF

′

1 , . . . , eF
′

n von E. Man kann dann leicht nachrechnen, daß aus der Gleichheit

∑

τ∈Sn

(−1)sgn(τ)xF
′

1 ⊗ . . . ⊗ xF
′

n =
∏

σ∈HomF ′ (E,F̄ )

σ

wegen xL
′

i = id⊗xF ′

i die Gleichheit

∑

τ∈Sn

(−1)sgn(τ)xL
′

1 ⊗ . . .⊗ xL
′

n =
∏

σ∈HomF ′(E,F̄ )

id⊗σ

folgt.

Lemma 3.7. Seien E/F ′/F separable Körpererweiterungen.

(i) Ist T ′ ein (anisotroper) Torus über F ′, so ist ResF’/F(T ′) ein (anisotroper) Torus über F von
Dimension [F ′ : F ] · dim(T ).

(ii) ResF’/F Res1E/F’(Gm) ⊂ Res1E/F(Gm)
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Beweis: ResF’/F(T ′) ist über F̄ isomorph zu T ′[F ′:F ], also ist ResF’/F(T ′) ein Torus. Ist T ′ anisotrop,
so ist ResF’/F(T ′) ebenfalls anisotrop wegen ResF’/F(T ′)(F ) = T ′(F ′). Dies zeigt (i). Für (ii) genügt
es wegen Lemma 3.6 zu zeigen: Für jede F -Algebra L und jedes x ∈ E ⊗F L gilt

∏

σ∈HomF ′ (E,F̄ )

σ(x) = 1 =⇒
∏

σ∈HomF (E,F̄ )

σ(x) = 1.

Für τ ∈ HomF (F ′, F̄ ) sei στ ein Element in HomF ′(E, F̄ ) mit στ |F ′ = τ. Dann gilt

HomF (E, F̄ ) =
∐

τ∈HomF (F ′,F̄ )

στ ◦ HomF ′(E, F̄ )

und daher
∏

σ∈HomF (E,F̄ )

σ(x) =
∏

τ∈HomF (F ′,F̄ )

∏

σ∈HomF ′(E,F̄ )

(στ ◦ σ)(x)

=
∏

τ∈HomF (F ′,F̄ )

στ

(
∏

σ∈HomF ′(E,F̄ )

σ(x)

︸ ︷︷ ︸
=1

)
= 1.

3.11 Topologische Jordanzerlegung

Sei F ein p-adischer Körper und G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe über F . Ein
Element g ∈ G(F ) heißt

(i) stark kompakt, falls g in einer kompakten Untergruppe von G(F ) liegt.

(ii) topologisch unipotent, falls limn→∞ gp
nk = 1 ist für eine Folge (nk)k mit limk→∞ nk = ∞.

(iii) residuell halbeinfach, falls g von endlicher, zu p primer Ordnung ist.

Jedes stark kompakte Element g ∈ G(F ) besitzt eine eindeutige topologische Jordanzerlegung

g = gugs = gsgu,

bei der gs ∈ G(F ) residuell halbeinfach und gu ∈ G(F ) topologisch unipotent ist. Ist φ : G′(F ) → G(F )
ein Morphismus, so gilt φ(·)s = φ((·)s) und φ(·)u = φ((·)u).
Satz 3.8. Sei ψ : G′ → G eine zentrale Isogenie von linearen algebraischen Gruppen über dem p-
adischen Körper F , und sei die Ordnung von Kern(ψ) teilerfremd zu p. Dann ist die Einschränkung
ψtu : G′(F )tu → G(F )tu von ψ auf die topologisch unipotenten Elemente von G′(F ) eine Bijektion
auf die topologisch unipotenten Elemente von G(F ).

Beweis: Wegen ψ(·)u = ψ((·)u) gilt ψ(G′(F )tu) ⊂ G(F )tu, also existiert die Abbildung ψtu :
G′(F )tu → G(F )tu. Seien u1, u2 ∈ G′(F ) topologisch unipotent und gelte ψ(u1) = ψ(u2). Dann
existiert x ∈ Kern(ψ)(F ) mit u2 = xu1. Wegen x ∈ Kern(ψ)(F ) und (|Kern(ψ)(F )|, p) = 1 ist x
residuell halbeinfach, und es gilt xu1 = u1x. Da die topologische Jordanzerlegung eindeutig ist, folgt
x = 1 und u1 = u2.

Für die Surjektivität betrachten wir den Anfang der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen
exakten Sequenz 1 → Kern(ψ) → G′ → G→ 1 :

1 → Kern(ψ)(F ) → G′(F ) → G(F )
δ→ H1(F,Kern(ψ)).
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Sei nun u ∈ G(F ) topologisch unipotent, n := |Kern(ψ)(F )| und h1 := |H1(F,Kern(ψ))|. Da n
teilerfremd zu p ist, gilt auch (h1, p) = 1. Sei (nk)k eine Folge mit limk→∞ nk = ∞ und pnk ≡
1 mod h1. Dann ist die Folge (δ(up

nk ))k ∈ H1(F,Kern(ψ)) die konstante Folge (δ(u))k . Andererseits
gilt limn→∞ up

nk = 1, da u topologisch unipotent ist. Es folgt δ(u) = 1 wegen der Stetigkeit von δ.
Also existiert g ∈ G′(F ) mit ψ(g) = u. Sei g = gsgu die topologische Jordanzerlegung von g in G′(F ).
Wegen ψ(·)u = ψ((·)u) muß schon ψ(gu) = u gelten.

Bemerkung 3.9. Sei u ∈ G(F ) unipotent. Dann ist u auch topologisch unipotent.

Beweis: Sei u = gsgu die topologische Jordanzerlegung von u in G(F ) und gelte gks = 1 mit (k, p) = 1.
Wähle eine Folge (nk)k mit limk→∞ nk = ∞ und pnk ≡ 1 mod k. Dann gilt

lim
n→∞

up
nk = gs lim

n→∞
gp

nk

u = gs.

Da u unipotent ist, sind alle Eigenwerte von u und damit auch alle Eigenwerte von gs gleich 1. Also
ist gs unipotent. Andererseits hat gs endliche Ordnung und ist daher halbeinfach. Es folgt gs = 1, und
damit ist u topologisch unipotent.

3.12 G(F )-Konjugationsklassen von primitiven F -Tori in Gad

Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe mit Weylgruppe W . Mit Blick auf den
zweiten Teil der Arbeit, in dem wir die Fixpunkte eines primitiven F -Torus im affinen Bruhat-Tits
Gebäude bestimmen wollen, sind wir interessiert an den G(F )-Konjugationsklassen eines vorgegebenen
maximalen F -Torus T . Da wir den Torus T zu einer vorgegebenen Klasse in H1(F,W ) konstruieren,
wollen wir genauer dieG(F )-Konjugationsklassen von solchen F -Tori bestimmen, denen diesselbe Klasse
in H1(F,W ) zugeordnet wird wie T .

Sei T ein (zunächst beliebiger) maximaler F -Torus in G, W = WT die Weylgruppe von G bezüglich
T und Γ die absolute Galoisgruppe von F . Einem weiteren maximalen F -Torus T ′ läßt sich die Klasse
von (g−1gσ)σ∈Γ in H1(F,N(T )) zuordnen, wenn T ′ = gTg−1 gilt für ein g ∈ G. Ist nun das Bild von
[(g−1gσ)σ ] in H1(F,W ) unter der natürlichen Abbildung trivial, so liegt g−1gσ bereits in T für alle
σ ∈ Γ. T ′ wird also beschrieben durch eine Klasse in H1(F, T ). Da T und T ′ konjugiert sind in G,
ist das Bild dieser Klasse in H1(F,G) trivial. Die G(F )-Konjugationsklassen von F -Tori, die derselben
Klasse in H1(F,W ) zugeordnet werden wie T , werden also parametrisiert durch

Kern(H1(F, T ) → H1(F,G)).

Sei nun G = Gad spaltend, T ein maximaler spaltender F -Torus in G und Φ das Wurzelsystem von G
bezüglich T. Tad sei ein primitiver Torus in Gad mit zyklischem Zerfällungskörper. w sei ein Vertreter
der Konjugationsklasse in W = WT, die Tad als Element in H1(F,W ) zugeordnet wird. Wir betrachten
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folgendes kommutative Diagramm:

H0(〈w〉,Z[Φ]∗)

H0(〈w〉,Z[Φ]∗/Z[Φ∨])

i

H1(〈w〉,Z[Φ∨])

ι

∼
H1(F, Tsc)

κ

H1(〈w〉,Z[Φ]∗)
∼

H1(F, Tad)

λ

H1(F,Gad)

H2(F, π1(Gad)) H2(F, π1(Gad))

Die senkrechten Sequenzen sind dabei Teile der langen exakten Kohomologiesequenzen zu den kurzen
exakten Sequenzen

0 → Z[Φ∨] → Z[Φ]∗ → Z[Φ]∗/Z[Φ∨] → 0

0 → π1(Gad) → Tsc → Tad → 0

0 → π1(Gad) → Gsc → Gad → 0.

Die beiden horizontalen Isomorphismen folgen z.B. aus [Mil][Kor.2.4]. Die rechte horizontale Abbil-
dung H1(F, Tad) → H1(F,Gad) parametrisiert nun die G(F )-Konjugationsklassen von Tori, denen in
H1(F,W ) die Konjugationsklasse von w zugeordnet wird und deren Kern wir bestimmen wollen.

Da die Klasse von w anisotrop ist, gilt

H0(〈w〉,Z[Φ]∗) =| Z[Φ]∗〈w〉 |= 0.

Weiter ist w primitiv, d.h. es gilt

| H0(〈w〉,Z[Φ]∗/Z[Φ∨]) |=| Z[Φ]∗/Z[Φ∨]〈w〉 |=| H1(〈w〉,Z[Φ∨]) | .

i ist also ein injektiver Homomorphismus zwischen endlichen Gruppen derselben Kardinalität, also ein
Isomorphismus. Folglich ist ι und damit auch κ die Nullabbildung. Die in der mittleren Sequenz auftre-
tenden Kohomologiegruppen sind abelsch. Wegen κ = 0 folgt daher, daß λ injektiv ist. Wir erhalten

Kern(H1(F, Tad) → H1(F,Gad)) = 0.

In Gad gibt es also nur eine Gad(F )-Konjugationsklasse von primitiven F -Tori mit vorgegebenem Bild
in H1(F,W ).



Kapitel 4

Der baryzentrische Punkt

Ab jetzt sei in der ganzen Arbeit G eine zusammenhängende, halbeinfache und spaltende lineare alge-
braische Gruppe, definiert über einem Körper F der Charakteristik null. T sei ein fixierter maximaler
spaltender Tous in G.

Wir können einem primitiven Element w ∈ W ein Element in T und einen Punkt in einem reellen
affinen Raum A (der als affiner Raum mit dem zu T gehörenden Apartment A(Gad,T, F ) im affinen
Bruhat-Tits Gebäude identisch ist) zuordnen, der es uns zum einen ermöglicht, für jede Einheitswurzel
ζ der Ordnung ord(w) die Wurzeln α ∈ Φ zu bestimmen mit α(w̃) = ζ. Dies führt wie in Abschnitt 2.2
beschrieben zu einer geeigneten Beschreibung der gesuchten Tori. Zum anderen können wir im zweiten
Teil mit Hilfe des konstruierten Punktes im Apartment die Fixpunktmenge von T (F ) im Bruhta-Tits
Gebäude nach unten abzuschätzen (siehe Proposition 12.19).

4.1 Lifts primitiver Weylgruppenelemente

Wir zeigen in diesem Abschnitt zwei wesentliche Eigenschaften von primitiven Elementen in W . Zum
einen lassen sich in Gad primitive Elemente w ∈W ordnungserhaltend nach N(T) liften. Zum zweiten
ist eine diagonalisierte Fassung ñw ∈ T eines halbeinfachen Lifts nw für anisotrope w eindeutig in T/W
(Dies ist auch die schärfste Form von Eindeutigkeit in diesem Kontext, die möglich ist.)

Proposition 4.1. Sei G = Gad, T ein maximaler spaltender Torus in G und w ein primitives
Element in W . Dann existiert ein Lift nw ∈ N(T) von w mit ordN(T)(nw) = ordW (w).

Beweis: Wir rechnen in der einfach zusammenhängenden Form Gsc von G. Sei ψ : Gsc → Gad die
natürliche Überlagerungsisogenie und Tsc = ψ−1(T). Tsc ist dann ein maximaler spaltender Torus in
Gsc, und es gilt N(Tsc) = ψ−1(N(T)). ψ induziert weiterhin einen Isomorphismus der Weylgruppen
Wsc

∼= W . Die Eigenschaft eines Elements der Weylgruppe, primitiv zu sein, ist unabhängig von der
Isogenieklasse der zugrundeliegenden Gruppe. w ist also primitiv in W genau dann, wenn w primitiv in
Wsc ist.

Sei jetzt nw ∈ N(T) irgendein Lift von w in N(T) und ñw ∈ N(Tsc) ein Urbild von nw unter ψ. Sei
weiter l := ordW (w). Wir wollen zeigen, daß ñlw im Zentrum von Gsc liegt. Dann folgt nlw = ψ(ñw)l = 1
wegen Z(Gsc) = Kern(ψ).

Wir nehmen nun an, x := ñlw ∈ Tsc liegt nicht in Z(Gsc). Dann ist die Einskomponente CGsc(x)
0

des Zentralisators von x in Gsc eine echte reduktive Untergruppe von Gsc, deren Wurzelsystem Φx ein
echtes Untersystem von Φ ist nach [St1][3.5,Prop.4]. Weiter ist CGsc(x) zusammenhängend nach dem
Satz von Steinberg [St2], es gilt also CGsc(x) = CGsc(x)

0 =: H. ñw liegt in NH(Tsc), und daher hat
man w ∈WH . Die Konjugationsklasse von w in W ∼= Wsc steigt also ab nach Φx, was im Widerspruch
steht zur Primitivität von w nach Proposition 3.5.

39
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Korollar 4.2. Sei G zusammenhängend, spaltend, halbeinfach, nicht notwendigerweise von adjun-
giertem Typ, w ∈ W primitiv und nw ein Lift von w. Dann hat Ad(nw) als Endomorphismus von
g die Ordnung ordW (w).

Beweis: Es gilt n
ordW (w)
w ∈ Z(G) = Kern(Ad) und daher ord(Ad(nw)) = ordW (w).

Wir wenden uns nun der zweiten Eigenschaft zu. Sei w zunächst ein beliebiges Element in W und nw
ein halbeinfacher Lift in N(T). Weil nw halbeinfach ist, existiert g ∈ G mit ñw := gnwg

−1 ∈ T. ñw
hängt nun vom Lift nw und von g ab. Die Abhängigkeit von g läßt sich genau beschreiben: g kann
von links um Elemente von N(T) abgeändert werden. Diese Möglichkeit besteht immer, so daß wir
bestenfalls eine Eindeutigkeit von ñw in T/W erwarten können. Ist nun w anisotrop, so ist W in der
Tat die einzige Mehrdeutigkeit. Insbesondere hängt ñw nicht vom Lift nw ab. Die Schlüsselaussage ist
hier die folgende Proposition.

Proposition 4.3. Sei w ein anisotropes Element in W . Dann sind zwei Lifts n1, n2 ∈ N(T) von
w konjugiert durch ein Element aus T.

Beweis: Man betrachte die Abbildung φ : T → T, gegeben durch

φ(t) = tw(t)−1.

Wir werden im nachfolgenden Lemma 4.4 zeigen, daß φ surjektiv ist. Da n1 und n2 beide Lifts von w
sind, gilt n2 = τn1 für ein τ ∈ T. Wegen der Surjektivität von φ läßt sich τ schreiben in der Form
τ = tw(t)−1 für ein t ∈ T. Es folgt

n2 = tw(t)−1n1 = t(n1t
−1n−1

1 )n1 = tn1t
−1.

Also sind n1 und n2 konjugiert durch ein Element aus T.

Wenn nun gn2g
−1 ∈ T gilt für ein g ∈ G, so folgt wegen n2 = tn1t

−1 auch w̃ := gtn1(gt)
−1 =

gn2g
−1 ∈ T. w̃ hängt also nicht mehr vom gewählten Lift ab, sondern nur noch von w. Deshalb

schreiben wir für ein anisotropes w auch w̃ für (irgendeinen)
”
diagonalisierten“ Lift von w. w̃ ist

eindeutig bis auf die Operation von W auf T.

Wir müssen noch die Surjektivität der Abbildung φ zeigen.

Lemma 4.4. Sei w ∈ W anisotrop und φ : T → T die durch φ(t) = tw(t)−1 gegebene Abbildung.
Dann ist φ surjektiv.

Beweis: Man betrachte die Abbildung

(id−w) ⊗ id : X∗ ⊗ F̄ ∗ → X∗ ⊗ F̄ ∗,

gegeben durch
((id−w) ⊗ id)(β ⊗ x) = (β − w(β)) ⊗ x.

Das folgende Diagramm kommutiert.

X∗ ⊗ F̄ ∗
(id−w)⊗id

X∗ ⊗ F̄ ∗

T
φ

T

.

Dabei sind die senkrechten Abbildungen Isomorphismen, die man wie schon in Kaptel 2 aus Proposition
4.5 unter der Identifikation von T mit Gdim T

m erhält. Es genügt also, die Surjektivität von (id−w)⊗ id
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zu zeigen. Da w anisotrop ist, gilt Xw
∗ = 0. Insbesondere ist kein Eigenwert von w gleich 1. Das Bild

von id−w hat daher endlichen Index in X∗. Die kurze exakte Sequenz

0 −−−−→ X∗
id−w−−−−→ X∗ −−−−→ Q −−−−→ 0

induziert durch Tensorieren mit F̄ ∗ eine exakte Sequenz

X∗ ⊗ F̄ ∗ (id−w)⊗id−−−−−−−→ X∗ ⊗ F̄ ∗ −−−−→ Q⊗ F̄ ∗ −−−−→ 1.

Da Q endlich und F̄ ∗ divisibel ist, ist Q⊗ F̄ ∗ = 1. Daher ist die Abbildung (id−w)⊗ id surjektiv.

4.2 Die Exponentialabbildung

Wir werden im folgenden X∗ auf natürliche Weise mit HomZ(X∗,Z) und X∗ mit HomZ(X∗,Z) iden-
tifizieren, vermöge der (nicht ausgearteten) Paarung

〈, 〉 : X∗ ×X∗ → Z.

Wir zeigen zunächst die folgende Aussage.

Proposition 4.5. Sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe mit maximalem
Torus T , I eine Z-Basis von X∗ und M ein Z-Modul. Dann ist die Abbildung

δI,M : X∗ ⊗Z M →M |I|,

die festgelegt ist durch

β ⊗m 7→ (〈β, γ〉m)γ∈I ,

ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis: Die Homomorphieeigenschaft ist klar, denn es gilt δM = (α⊗id)α∈∆. Sei nun I = {γ1, . . . , γn}.
Die zu I duale Basis (βi) erfüllt < βi, γj >= δij . Die Abbildung M |I| → X∗ ⊗Z M , gegeben durch

(mi)i 7→
∑

i

βi ⊗mi,

ist die Umkehrabbildung zu δI,M . Man beachte dabei, daß β =
∑

i〈β, γi〉βi gilt für jedes β ∈ X∗.

Korollar 4.6. Sei G = Gad, ∆ ⊂ Φ ein System einfacher Wurzeln und M ein Z-Modul. Dann ist
die Abbildung δ∆,M ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Wegen G = Gad hat man Z[∆] = Z[Φ] = X∗. Die Wurzeln aus ∆ bilden also eine Z-Basis von X∗.

Bemerkung 4.7. Sei die Situation wie in Proposition 4.5 und N ein Z-Untermodul von M . Dann
gilt

(δI,M )|N = δI,N .

Insbesondere ist (δI,M )|N : X∗ ⊗Z N → N |I| ein Isomorphismus.

Bemerkung 4.8. Sei G beliebig, M1 und M2 Z-Moduln und f : M1 →M2 ein Homomorphismus.
Dann ist die Abbildung

id⊗f : X∗ ⊗Z M1 → X∗ ⊗Z M2

W -äquivariant, wenn W auf X∗ ⊗Z Mi über den ersten Faktor X∗ operiert.
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Sei n = dimT = rangG. Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm.

X∗ ⊗ R

id⊗ exp(2πi·)

δR

Rn

exp(2πi·)n

X∗ ⊗ S1
δS1

(S1)
n

X∗ ⊗ R ist (als affiner Raum) das zum Torus T gehörende Apartment A = A(Gad,T, F ) im affinen
Bruhat-Tits Gebäude. Für jede Wurzel α ∈ Φ und jedes k ∈ Z sei die affine Hyperebene Hα,k definiert
durch

Hα,k = {v ∈ X∗ ⊗ R | α(v) = k}.
H sei die Menge {Hα,k | α ∈ Φ, k ∈ Z} aller solcher affinen Hyperebenen in A. Die affine Weylgruppe
Waff ist die durch die Spiegelungen an den Hyperebenen in H erzeugte Gruppe. Sie operiert auf A.
Die Weylgruppe W ist in dieser Darstellung die durch die Spiegelungen an Hα,0 = Kern(α), α ∈ Φ
erzeugte Untergruppe von Waff . Die durch Spiegelungen beschriebene Operation von W ist diesselbe
wie die in Bemerkung 4.8 beschriebene Operation, die durch die Operation von W auf X∗ induziert ist
([Ca3][1.9]).

Es gilt Waff = Z[Φ∨] ⋊ W . Sei ∆ ein System einfacher Wurzeln in Φ und α+ die positive Wurzel
maximaler Höhe bezüglich ∆. Ein Fundamentalbereich für die Operation von Waff auf A wird dann
gegeben durch den abgeschlossenen Alkoven

A = {v ∈ A | α(v) ≥ 0 für alle α ∈ ∆, α+(v) ≤ 1}.

Die Wände des Alkovens A sind die Hyperebenen Hα,0 mit α ∈ ∆ und Hα+,1. SA bezeichne die Menge
der Spiegelungen an den Wänden von A. Der Stabilisator in Waff eines Punktes in A ist erzeugt von
den Spiegelungen in SA, die ihn festlassen.
Die letzten Aussagen lassen sich aus [Hum3][Ch.4] übertragen, wenn man auf X∗⊗R ein W -invariantes
Skalarprodukt (v1, v2) einführt, mittels dem man X∗ ∼= Xdual

∗ mit einer Teilmenge von X∗ ⊗ R identi-
fiziert: α ∈ X∗ ↔ tα ∈ X∗ ⊗ R, wo α = (tα, ·).

Der Kern der Abbildung id⊗ exp(2πi·) ist X∗ ⊗Z Z ∼= X∗. Insbesondere ist Kern(id⊗ exp(2πi·))
invariant unter Waff . Die Bedingungen, die A definieren, werden wir kurz als Alkovenbedingungen
bezeichnen.

Sei ab jetzt ein System einfacher Wurzeln ∆ in Φ fixiert. Wir schreiben kurz δM für die Abbildung
δ∆,M aus Proposition 4.5. Wir werden im folgenden die zyklische Untergruppe µl ⊂ S1 der Einheits-
wurzeln der Ordnung l betrachten. Weil Kern(id⊗ exp(2πi·)) invariant ist unter Waff , gilt dies auch
für (id⊗ exp(2πi·))−1(X∗ ⊗ µl) = X∗ ⊗ 1

lZ. Wir haben also folgende Situation.

(4.1)

X∗ ⊗ 1
lZ

id⊗ exp(2πi·)

δR

(1
lZ)n

exp(2πi·)n

X∗ ⊗ µl

i

δµl
µl
n

i

X∗ ⊗ F̄ ∗

∼ =

δF̄∗

(F̄ ∗)n

prα

T
α

F̄ ∗
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Dabei sind die beiden mittleren senkrechten Abbildungen, die mit i bezeichnet sind, von der Inklusion
µl →֒ F̄ ∗ induziert. Die Abbildung prα ist die Projektion auf die zu α ∈ ∆ gehörende Komponente
von (F̄

∗
)
n
. Die Abbildung X∗ ⊗ F̄ ∗ → T ist gegeben durch β ⊗ x 7→ β(x) und ein W -äquivarianter

Isomorphismus. Die beiden oberen senkrechten Abbildungen, die von der Exponentialabbildung induziert
sind, sind surjektiv. Alle Diagramme kommutieren.

Die verschiedenen Isomorphismen δ induzieren auf den entsprechenden rechten Seiten ebenfalls eine
Operation von W . Alle Abbildungen zwischen auftretenden W -Moduln in (4.1) sind dann äquivariant.

4.3 Konstruktion des baryzentrischen Punktes

Sei G = Gad. Wir starten nun mit einem primitiven Element w ∈W der Ordnung l. Nach Abschnitt 4.1
existiert ein Lift nw ∈ N(T) der Ordnung l und ein nur von w abhängiges w̃ ∈ T, das zu nw konjugiert
ist in G. Da die Ordnung von w̃ gleich l ist, liegt w̃ bereits in µnl unter der Identifikation T ∼= Gn

m. Wir
wählen einen Lift w̃reell von w̃ in (1

lZ)n ∼= X∗ ⊗ 1
lZ ⊂ X∗ ⊗ R = A. w̃reell entspricht einem eindeutig

bestimmten Punkt wA im Fundamentalbereich A. Da Waff wie oben bemerkt auf X∗ ⊗ 1
lZ operiert,

liegt wA sogar in (X∗ ⊗ 1
lZ) ∩A.

Was ist nun die Bedeutung von wA im Hinblick auf unser Ziel, für gegebenes i die α ∈ Φ zu bestimmen
mit α(w̃) = ζil ? Die Antwort gibt die folgende Aussage.

Proposition-Definition 4.9 (Baryzentrischer Punkt). Sei G = Gad, w ∈ W primitiv von Ord-
nung l und die Elemente w̃ ∈ T sowie wA ∈ X∗ ⊗ 1

lZ ∩A dazu konstruiert bezüglich eines Systems
einfacher Wurzeln ∆ wie oben beschrieben. Dann existiert ein z = zw̃ ∈ W mit α(wA) = α(z(w̃))
für alle α ∈ Φ (genauer: α((exp(2πi·)n ◦ δR)(wA)) = α(z(w̃)) für alle α ∈ Φ).

Zusatz: Das Element z(w̃) ist eindeutig bestimmt und heißt baryzentrischer Punkt von w. Es
wird mit w∆ bezeichnet. Der eindeutig bestimmte Punkt wA im Alkoven erfüllt die Gleichung

(exp(2πi·)n ◦ δR)(wA) = w∆

und heißt baryzentrischer Vektor von w. Enthält der Grundkörper F die Einheitswurzeln von
Ordnung ord(w), so liegt w∆ bereits in T(F ).

w∆ ist also das eindeutig bestimmte W -Konjugierte von w̃ in T, auf dem die Wurzeln des gegebenen
einfachen Systems ∆ gewissen Bedingungen, nämlich die den Alkovenbedingungen entsprechenden,
genügen.

Bemerkung 4.10. Der Begriff baryzentrisch rührt daher, daß im Coxeterfall der Punkt wA der
geometrische Baryzenter des Alkovens A ist (vgl. Proposition 8.2). Eine äquivalente Definition des
baryzentrischen Punktes ist die folgende: Sei w ∈W primitiv und nw ∈ N(T) ein Lift von w. Dann
hat die Konjugationsklasse von nw nach Proposition 4.9 einen eindeutigen Repräsentanten w∆ in
T, der den Alkovenbedingungen bezüglich des einfachen Systems ∆ genügt.

Beweis (der Proposition): Sei w̃reell wie oben ein Lift von w̃ ∈ µnl nach X∗ ⊗ 1
lZ. Sei weiter

zaff ∈ Waff ein Element mit zaff(w̃reell) = wA. Wegen Waff = Z[Φ∨] ⋊ W läßt sich zaff (eindeutig)
schreiben in der Form zaff = xz für eine Translation x ∈ Z[Φ∨] und ein z ∈W , d.h. man hat

wA = zaff(w̃reell) = z(w̃reell) + x.

Im Diagramm (4.1) können wir die Abbildung exp(2πi·)n ◦ δR ersetzen durch die Abbildung δµl
◦

(id⊗ exp(2πi·)), deren Kern gleich X∗ ist. Der Translationsanteil x ∈ Z[Φ∨] ⊂ X∗ spielt also keine
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Rolle. Wir erhalten daher

α((exp(2πi·)n ◦ δR)(wA)) = α((exp(2πi·)n ◦ δR)(z(w̃reell)))

= α(z((exp(2πi·)n ◦ δR)(w̃reell)))

= α(z(w̃)).

Wir haben für die zweite Gleichheit die W -Äquivarianz der Abbildungen δR und exp(2πi·)n benutzt.
Die letzte Gleichheit folgt, weil w̃reell nach Konstruktion ein Lift von w̃ unter der Exponentialabbildung
ist.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von z(w̃) zu zeigen. Sei w1 := z1(w̃), w2 := z2(w̃) und gelte α(w1) =
α(w2) für alle α ∈ Φ. Dann liegt w1w

−1
2 in Kern(Ad) = Z(G). Aber Z(G) = 1 wegen G = Gad.

Daselbe Argument zeigt auch den Zusammenhang zwischen wA und w∆.

Für die konkrete Bestimmung von α(w∆) = α(wA) werden wir nicht im Apartment A und der linken
Seite im Diagramm (4.1) rechnen, sondern in (1

lZ)n und der rechten Seite von (4.1). wA hat als Element
in (1

lZ)n die Form

wA =
1

l
(aα)α∈∆.

Die Alkovenbedingungen übersetzen sich dann in

aα ≥ 0 für alle α ∈ ∆
∑

α∈∆

bαaα ≤ 1.(4.2)

Dabei sind die bα die Koeffizienten in der Darstellung der längsten Wurzel α+ bezüglich ∆, also α+ =∑
α∈∆ bαα.

Zum Schluß formulieren wir noch eine Aussage, die schon in Abschnitt 2.2 benutzt wurde und einen
zentralen Punkt in dieser Arbeit darstellt.

Proposition 4.11. Sei w ∈ W primitiv und ζ ein Eigenwert von w auf t. Dann liegt ein Eigen-
vektor von w∆ zum Eigenwert ζ in

⊕
α(w∆)=ζ uα.

4.4 Eigenwerte von Ad(nw)

In diesem Abschnitt sei immer noch G = Gad, w ∈ W primitiv von Ordnung l und ζl eine fixierte
primitive Einheitswurzel der Ordnung l. Bevor wir die Wurzeln α mit α(w∆) = ζ für einen Eigenwert ζ
von Ad(w) bestimmen, untersuchen wir zunächst die Anzahl der Wurzeln α ∈ Φ mit α(w∆) = ζ. Sei
zunächst ζ irgendeine Einheitswurzel beliebiger Ordnung. Wir bezeichnen mit Φζ(w∆) die Menge

Φζ(w∆) := {α ∈ Φ | α(w∆) = ζ}

und mit nζ(w∆) ihre Anzahl |Φζ(w∆)|. Die Wurzeln aus Φζ(w∆) nennen wir ζ-Wurzeln (bezüglich
w∆). Die Menge Φ1(w∆) spielt eine besondere Rolle: Φ1(w∆) ist das Wurzelsystem der reduktiven
Gruppe Z0

G(w∆). Es wird in Abschnitt 5.1 genauer untersucht werden.

Wir bemerken zunächst, daß die Werte α(w∆) die Eigenwerte von Ad(w∆) auf t⊥ := ⊕α∈Φuα sind.
Sei nw ∈ N(T) ein Lift von w ∈ W mit ord(nw) = ord(w) = l. Da w∆ und nw konjugiert sind in
G, haben Ad(nw) und Ad(w∆) dieselben Eigenwerte als Endomorphismen von g. Wir betrachten also
die Operation von Ad(nw) auf g (genauer die Operation der von Ad(nw) erzeugten Gruppe). Ad(nw)
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operiert auf t und permutiert die Wurzelräume uα, nämlich gemäß der Operation von w auf den Wurzeln
Φ. Sei o ⊂ t⊥ ein invarianter Teilraum unter Ad(nw). o entspricht einem Orbit von Wurzeln, also

o =
∑

i

uwi(α)

für eine Wurzel α. Wir schreiben daher auch o[α] für o. Die Dimension von o[α] ist die Länge λ[α] des
Orbits von α unter der Operation von Ww := 〈w〉 ⊂W .

Wir wollen die Eigenwerte von Ad(nw)|o[α] bestimmen. Sei dazu v ∈ uα. Wegen wλ[α](β) = β und

dim uβ = 1 für alle Wurzeln β ∈ 〈w〉α gilt Ad(nw)λ[α](v) = yv für ein y ∈ F̄ ∗. Das charakteristische
Polynom f[α] von Ad(nw)|o[α] hat also die Form

f[α](X) = Xλ[α] − y.

Andererseits gilt ord(Ad(nw)) = ord(w) = l. Jeder Teiler von f[α] muß also ein Teiler von X l − 1

sein. Es folgt yl/λ[α] = 1. Die in dieser Arbeit behandelten einfachen Gruppen sind alle bereits über Z
definiert. Daher können v,w und nw Q-rational gewählt werden, und es gilt dann y ∈ Q∗. Es folgt

f[α](X) = Xλ[α] ± 1.

Die Eigenwerte von Ad(nw)|o[α]
sind also entweder genau die Einheitswurzeln von Ordnung λ[α] oder

genau die Einheitswurzeln von Ordnung 2λ[α], die nicht schon Einheitswurzeln der Ordnung λ[α] sind.
Die Multiplizität der auftretenden Eigenwerte ist jeweils eins.

Proposition 4.12. Sei w ∈ W primitiv, nw ∈ N(T) ein Lift von w und o ein Orbit in Φ unter
〈w〉. Sei weiter t⊥ =

∑
α∈Φ uα und uo =

∑
α∈o uα. Ist die Länge λ von o gleich der Ordnung von

w, so gilt für das charakteristische Polynom fo des Endomorphismus Ad(nw) von uo

fo(X) = Xλ − 1.

Das charakteristische Polynom f von Ad(nw) auf t⊥ berechnet sich als

f =
∏

Orbiten o∈Φ/〈w〉

fo.

Hat speziell jeder Orbit dieselbe Länge λ = ord(w), so hat das charakteristische Polynom f des
Endomorphismus Ad(nw) von t⊥ die Gestalt

f(X) = (Xord(w) − 1)|Φ/〈w〉|.

Insbesondere sind die Eigenwerte von Ad(nw)|t⊥ genau die Einheitswurzeln von Ordnung λ =
ord(w), jeweils mit Multiplizität | Φ/〈w〉 | .

Beweis: Wir müssen nur zeigen, daß die Ordnung einer Einheitswurzel, die Nullstelle von fo ist, nicht
größer als λ sein kann. Jede Nullstelle von fo ist aber auch Eigenwert von Ad(nw), und nach 4.2 hat
Ad(nw) die Ordnung ord(w) = λ. Die Aussage im Fall, daß jeder Orbit dieselbe Länge λ = ord(w)
hat, folgt direkt.

Die Operation von w auf der Liealgebra t von T hat als Eigenwerte Einheitswurzeln von Ordnung
ord(w) = l. Welche Eigenwerte mit welcher Multiplizität genau auftreten, ist für anisotrope w bekannt
und z.B. in [BFW] aufgelistet. Der Eigenwert 1 tritt dabei wegen der Anisotropie von w nie auf.

Wir können jetzt unsere Ergebnisse zusammenfassen und die Eigenwerte von Ad(nw) bestimmen.
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Proposition 4.13. Sei G = Gad und w ∈ W primitiv von Ordnung l. Sei nw ein Lift von w
in N(T) von Ordnung l. Die Multiplizität eines Eigenwerts von Ad(nw) eingeschränkt auf einen
Untervektorraum V von g werde mit multV (ζ) bezeichnet. Dann gilt: Die Eigenwerte von Ad(nw)
auf g sind Einheitswurzeln von Ordnung l. Die Multiplizität multg(ζ), mit der ein Eigenwert ζ
auftritt, berechnet sich als

multg(ζ) = multt(ζ) +
∑

Orbiten o∈Φ/〈w〉

multo(ζ).

Dabei ist multo(ζ) 0 oder 1. Genauer ist multo(ζ) genau dann gleich 1, wenn ζ Nullstelle von fo

ist.

Beweis: Die Formel für multg(ζ) folgt aus der Gleichung für das charakteristische Polynom von Ad(nw)
eingeschränkt auf t⊥ aus Proposition 4.12. Die Aussage über die möglichen Werte von multo(ζ) folgt
aus der Separabilität der Polynome fo.

Korollar 4.14. Sei die Situation wie in Proposition 4.13. Dann gilt für die Anzahl nζi
l
(w∆) der

Wurzeln α ∈ Φ mit α(w∆) = ζil

nζi
l
(w∆) =

{
multg(1) − dim T falls i ≡ 0 mod l

multg(ζ
i
l ) sonst

Es habe nun speziell jeder Orbit in Φ unter 〈w〉 dieselbe Länge λ = ord(w), und m = |Φ|/λ sei die
Anzahl der Orbiten. Dann gilt

nζi
l
(w∆) =

{
m− dimT falls i ≡ 0 mod l

m+ multt(ζ
i
l ) sonst

Beweis: Da w∆ und nw konjugiert sind in G, haben die Endomorphismen Ad(w∆) und Ad(nw)
dieselben Eigenwerte. Die Eigenwerte von Ad(w∆) eingeschränkt auf t⊥ stimmen aber wegen w∆ ∈ T
mit den Werten α(w∆) überein. Der einzige Eigenwert von Ad(w∆) auf t ist 1, seine Multiplizität ist
dim t = dim T. Es folgen die Formeln für die Anzahl nζ(w∆) von Φζ(w∆) im allgemeinen Fall. Unter
der zusätzlichen Voraussetzung über die Orbitlängen benutze man die Aussage von Proposition 4.12
über die Multiplizitäten der Eigenwerte von Ad(nw) eingeschränkt auf t⊥.

Das Problem, das bleibt, besteht darin, die Orbitlängen λ[α] für die Operation von Ww auf Φ zu bestim-
men. Dies läßt sich im Fall, daß w ein Coxeterelement ist, allgemein beantworten (siehe Abschnitt 8.1).
In den anderen Fällen muß man die Orbitlängen für jede einfache Gruppe und jede Konjugationsklasse
von primitiven w einzeln bestimmen. Allerdings engen die beiden folgenden Aussagen die Möglichkeiten
etwas ein.

Proposition 4.15. Sei Φ die Menge der Wurzeln von G bezüglich T . Sei weiter w ∈W . Dann ist
die Länge jedes Orbits in Φ unter 〈w〉 ein Vielfaches der Ordnung eines Eigenwertes von w auf t.

Die Proposition ist in Abschnitt 6.2 als Korollar 6.8 formuliert und auch dort bewiesen. Inhaltlich gehört
die Aussage jedoch an diese Stelle.

Proposition 4.16. Seien w ∈ W und Φg die Menge der Wurzeln von g bezüglich t, also die
Menge der Ableitungen der Elemente aus Φ. w operiere auf die kanonische Weise auf Φg, d.h.
w(dα) = d(w(α)). Dann stimmen die charakteristischen Polynome und die Minimalpolynome der
Operationen von w auf t und auf Z[Φg] ⊗Z F überein.



4.4. EIGENWERTE VON AD(NW ) 47

Beweis: Da dimF (Z[Φg] ⊗ F ) = dimF (t) gilt und Φg aus Homomorphismen t → Ga von Liealgebren
besteht, die insbesondere Vektorraumhomomorphismen sind, läßt sich Z[Φg] ⊗ F als Dualraum von t

(im Sinne von F -Vektorräumen) auffassen. Die Operation von w auf Z[Φg]⊗F ist dann gerade die von
w auf t induzierte Operation, also

w(φ)(x) = φ(wx)

für alle φ ∈ t∗ = Z[Φg] ⊗ F . Die Behauptung über die Polynome folgt jetzt aus der entsprechenden
Aussage aus der linearen Algebra.



48 KAPITEL 4. DER BARYZENTRISCHE PUNKT



Kapitel 5

Der Zentralisator des baryzentrischen
Punktes

Auf dem Unterraum uζ = ⊕α∈Φζ
uα ⊂ g operiert der Zentralisator ZG(w∆) von w∆ in G durch Ad.

Die Struktur von ZG(w∆) ist nach [St2][3.5,Prop.4] bekannt: ZG(w∆) ist erzeugt von T, den Uα mit
α ∈ Φ1(w∆) und Lifts nw ∈ N(T) von den w ∈ StabW (w∆). Die Einskomponente ZA := Z◦

G(w∆)
ist reduktiv und von T und den Uα mit α ∈ Φ1(w∆) erzeugt. Weiter bilden die α ∈ Φ1(w∆) das
Wurzelsystem von ZA, und es gilt Φ1(w∆)+ = Φ+ ∩ Φ1(w∆).

Proposition 5.1. Sei w ∈ W primitiv und w∆ der baryzentrische Punkt von w. Dann ist die
Anzahl n1(w∆) der Wurzeln α mit α(w∆) = 1 gerade.

Beweis: Es gilt n1(w∆) = |Φ1(w∆)|, und die Kardinalität jedes Wurzelsystems ist gerade.

5.1 Das Wurzelsystem von Z◦
A

Wir untersuchen zunächst die Struktur von Φ1(w∆) genauer. Dazu benutzen wir wieder das Element
wA im abgeschlossenen Alkoven A (vgl. 4.2 und 4.3). Sei ∆ ein System einfacher Wurzeln. Die positive
Wurzel maximaler Höhe α+ bezüglich ∆ (genauer: ihr Negatives) spielt eine besondere Rolle. Daher
führen wir an dieser Stelle noch zwei Koeffizienten a−α+ ∈ 1

lZ und b−α+ ∈ Z ein: Sei α+ =
∑

α∈∆ bαα

und der baryzentrische Vektor wA habe als Element von (1
lZ)|∆| die Form wA = (aα)α∈∆. Dann sei

a−α+ := 1 −
∑

α∈∆

bαaα,

b−α+ := 1.

Wegen Proposition 4.9 haben wir die Beziehung α(w∆) = exp(2πiaα) für alle α ∈ ∆. Dies und die
Alkovenbedingungen (4.2) haben folgende Konsequenzen für a−α+ :

0 ≤ a−α+ ≤ 1,

−α+(w∆) = exp(2πia−α+)

Wir setzen noch ∆aff := ∆ ∪ {−α+}. Es gilt dann

∑

α∈∆aff

bαα = 0,

∑

α∈∆aff

bαaα = 1.

49
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Lemma 5.2. Sei ∆ ein System einfacher Wurzeln von Φ, w ∈ W primitiv und anisotrop von
Ordnung l und w∆ ∈ T der baryzentrische Punkt bzw. wA = (aα)α∈∆ ∈ (1

lZ)|∆| der baryzentrische
Vektor von w bezüglich ∆ (vgl. 4.3). Dann ist eine nichtnegative ganzzahlige Linearkombination
β =

∑
α∈∆mαα genau dann eine Linearkombination von Wurzeln aus ∆(w∆) = ∆∩Φ1(w∆), wenn∑

α∈∆mαaα = 0 gilt.

Beweis: Die Koordinaten aα des baryzentrischen Vektors wA erfüllen nach Proposition 4.9 die Glei-
chung

α(w∆) = exp(2πiaα).

Zusätzlich gelten die Alkovenbedingungen (4.2): aα ≥ 0 und
∑

α∈∆ bαaα ≤ 1. Daher läßt sich ∆(w∆)
beschreiben als

∆(w∆) = {α ∈ ∆ | aα = 0}.
Also gilt

∑
α∈∆mαaα = 0 für jede Linearkombination β =

∑
α∈∆(w∆)mαα von Wurzeln aus ∆(w∆).

Ist umgekehrt
∑

α∈∆mαaα = 0, so folgt wegen mαaα ≥ 0, daß mα = 0 gilt für alle α 6∈ ∆(w∆).

Proposition 5.3. Sei ∆ ein System einfacher Wurzeln, α+ die positive Wurzel maximaler Höhe
bezüglich ∆ und ∆aff := ∆ ∪ {−α+}. Seien w ∈ W primitiv und anisotrop von Ordnung l und
w∆ ∈ T der baryzentrische Punkt bzw. wA ∈ (1

lZ)|∆| der baryzentrische Vektor von w bezüglich ∆
(vgl. 4.3). Wir setzen ∆aff(w∆) := ∆aff∩Φ1(w∆). Dann ist ∆aff(w∆) ein System einfacher Wurzeln
von Φ1(w∆). Ist weiter β0 =

∑
α∈∆ nαα eine positive Wurzel mit

∑
α∈∆ nαaα = 1 minimaler Höhe,

so ist ∆(w∆)∪{β0} ein einfaches System für Φ1(w∆)+ = Φ+ ∩Φ1(w∆). Der Rang von Φ1(w∆) ist
gleich |∆(w∆)| + 1, falls α+ ∈ Φ1(w∆) gilt, und gleich |∆(w∆)| sonst.

Beweis: Sei β =
∑

α∈∆mαα eine positive Wurzel. Dann gilt

β(w∆) =
∏

α∈∆

α(w∆)mα = exp
(
2πi

∑

α∈∆

mαaα

)
.

Insbesondere liegt β genau dann ∈ Φ1(w∆), wenn
∑

α∈∆mαaα ∈ Z gilt. Wie man durch Inspektion
(von z.B. [T2]) sieht, gilt mα ≤ bα für alle α ∈ ∆. Zusammen mit den Alkovenbedingungen (4.2) für
die aα folgt

(5.1) 0 ≤
∑

α∈∆

mαaα ≤
∑

α∈∆

bαaα ≤ 1.

Also liegt β genau dann in Φ1(w∆), wenn
∑

α∈∆mαaα gleich 0 oder 1 ist. Sei nun β ∈ Φ1(w∆). Wir
unterscheiden die beiden Fälle α+ ∈ Φ1(w∆) und α+ 6∈ Φ1(w∆). Im letzteren Fall gilt a−α+ 6= 0. Wegen∑

α∈∆aff
bαaα = 1 ist daher

∑
α∈∆ bαaα < 1. Zusammen mit (5.1) folgt dann

∑
α∈∆mαaα = 0. Nach

Lemma 5.2 beweist dies die Aussage im Fall α+ 6∈ Φ1(w∆). Man beachte hierbei noch, daß in diesem
Fall ∆aff(w∆) = ∆(w∆) gilt und keine Wurzel β0 existiert.

Es gelte nun α+ ∈ Φ1(w∆), d.h. a−α+ ist gleich 0 oder 1. Im Fall a−α+ = 1 folgt wegen
∑

α∈∆aff
bαaα =

1, daß aα = 0 ist für alle α ∈ ∆, also Φ = Φ1(w∆). Dann wäre aber w∆ ∈ ⋂α∈Φ Kern(α) = Z(G)
schon ein zentrales Element, was im Widerspruch steht zur Primitivität von w. Also gilt a−α+ = 0 und
daher

∑
α∈∆ bαaα = 1. Insbesondere existiert eine Wurzel β0 wie in der Behauptung beschrieben. Ist nun

β ∈ Φ1(w∆) mit
∑

α∈∆mαaα = 0, so läßt sich wieder Lemma 5.2 anwenden. Gilt
∑

α∈∆mαaα = 1,
so ist β′ := α+ − β =

∑
α∈∆m

′
αα eine Summe einfacher Wurzeln in Φ1(w∆) mit

∑
α∈∆m

′
αaα = 0.

Nach Lemma 5.2 ist β′ eine Linearkombination von Wurzeln aus ∆(w∆) mit positivem Vorzeichen. Also
läßt sich β = −β′ − (−α+) schreiben als negative Linearkombination von Wurzeln aus ∆aff(w∆).

Es bleibt noch zu zeigen, daß ∆(w∆)∪{β0} ein einfaches System für Φ1(w∆)+ ist, falls α+ ∈ Φ1(w∆)
gilt. Wegen Φ1(w∆)+ = Φ+ ∩ Φ1(w∆) sind alle Wurzeln aus ∆(w∆) einfach in Φ1(w∆)+. Wir haben
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oben gesehen, daß es genügt, eine Wurzel β zu ∆(w∆) hinzuzunehmen, um ein einfaches System für
Φ1(w∆) zu erhalten. Wegen Lemma 5.2 muß für die Wurzel β =

∑
α∈∆mαα

∑

α∈∆

mαaα = 1

gelten. Sei nun β′ =
∑

α∈∆(w∆)m
′
αα ∈ Φ1(w∆)+ beliebig. Dann ist β′−β eine Linearkombination von

Wurzeln aus ∆(w∆), denn α+−β und α+ −β′ sind beides Summen einfacher Wurzeln und daher auch
β′ − β = (α+ − β) − (α+ − β′). Also gilt

β′ = β +
∑

α∈∆(w∆)

(m′
α −mα)α.

Da ∆(w∆)∪{β} ein einfaches System für Φ1(w∆)+ ist, müssen die Koeffizienten m′
α−mα nichtnegativ

sein. Dafür muß notwendigerweise ht(β) ≤ ht(β′) gelten, also β minimale Höhe haben.

5.2 Die Wurzel α+

Die Bestimmung des Wurzelsystems Φ1(w∆) erlaubt uns die Bestimmung von |∆(w∆)|. Um die Wurzeln
in ∆(w∆) zu identifizieren und die Werte α(w∆) für die restlichen Elemente aus ∆ zu bestimmen,
benutzen wir die längste positive Wurzel α+. Die schon mehrfach erwähnte Beziehung α+ =

∑
α∈∆ bαα

erlaubt es uns nämlich, auf kombinatorischem Weg die Werte α(w∆) zu bestimmen für alle einfachen
Wurzeln α.

Proposition 5.4. Sei l die Ordnung von w und ζ ein Eigenwert von Ad(w) auf t maximaler
Ordnung. Gilt ζ = ζil für minimales positives i, so gilt α+(w∆) = ζjl für ein j ≥ l − i.

Beweis: Wir nehmen an, die Aussage ist falsch. Dann gilt α+(w∆) = ζjl für ein j mit 0 < j < l−i. Wir
betrachten nun die Menge Φζ−1(w∆). Da w∆ den Alkovenbedingungen (4.2) genügt und α+ die längste
positive Wurzel ist, gilt für alle positiven Wurzeln α(w∆) = ζkl für ein k mit 0 ≤ k < j < l− i. Folglich
kann keine positive Wurzel in Φζ−1(w∆) liegen, d.h Φζ−1(w∆) ⊂ Φ−. Nun ist aber ζ ein Eigenwert
von w auf t, und wegen der Irreduzibilität der Kreisteilungspolynome folglich auch ζ−1. Also muß in
uζ−1 = ⊕α∈Φζ−1 (w∆)uα ein halbeinfaches Element liegen. Andererseits sind wegen Φζ−1(w∆) ⊂ Φ− alle

Elemente in uζ−1 nilpotent. Dies ist ein Widerspruch.

Die Situation wird bedeutend einfacher, wenn ζl als Eigenwert von w auftritt (wie es im Coxeterfall fast
immer der Fall ist). Wir erhalten dann als Ergebnis:

Korollar 5.5. Hat ζ = ζl Ordnung l = ord(w) in der vorigen Proposition, dann gilt α+(w∆) = ζ−1
l

oder α+(w∆) = 1.

5.3 Operation von Z◦(w∆) auf uζ

Sei w ∈W primitiv, w∆ der baryzentrische Punkt von w und ζ ein Eigenwert von w auf t. Dann operiert
wie bereits am Anfang des Kapitels erwähnt der Zentralisator des baryzentrischen Punktes Z(w∆) in
G vermöge Ad auf uζ = ⊕α(w∆)=ζuα. Genauer operieren schon die F -wertigen Punkte auf uζ , da uζ
bereits über F definiert ist. Wir wollen diese Operation nun ausnutzen, um das Minimalpolynom von
ρ(v) genauer zu beschreiben für ein halbeinfaches Element v ∈ uζ und eine Darstellung ρ von g.

Sei also v ∈ uζ ein rationales halbeinfaches Element und ρ eine rationale Darstellung von g. Wie immer
bezeichne Φζ = Φζ(w∆) die ζ-Wurzeln bezüglich w∆, also die Menge {α ∈ Φ | α(w∆) = ζ}, und
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nζ = nζ(w∆) ihre Kardinalität. Wir wählen jetzt für jedes α ∈ Φζ(w∆) ein rationales Element xα ∈ uζ ;
die xα seien ab jetzt fixiert. Wir schreiben dann v in der Form

v =
∑

α∈Φζ

yαxα

für geeignete yα ∈ F . Sei weiter µv das Minimalpolynom von ρ(v). Das Minimalpolynom von ρ(x) für
ein x ∈ uζ ist invariant unter der Operation von Z◦(w∆), d.h. es gilt

µv = µz.v

für alle z ∈ Z◦(w∆), wenn z.v = Ad(z)(v) ist für beliebiges z ∈ Z◦(w∆). µv hat die Form

µv(X) =
∑

i

Pi(Y )Xi

für Polynome Pi ∈ F [X1, . . . ,Xnζ
] und Y = (yα)α∈Φζ

. Wegen der Invarianz von µv unter Z◦(w∆)
müssen die Pi ebenfalls invariant sein unter Z◦(w∆).

Z◦(w∆) wird erzeugt von T und den Uα mit α ∈ Φ1(w∆). Wir betrachten zunächst die Operation von
T auf den Pi. Für t ∈ T gilt

Ad(t)
(∑

α∈Φζ

yαxα

)
=
∑

α∈Φζ

α(t)yαxα.

Die Operation von T auf den Pi ist eine skalare Operation auf den Monomen von Pi. Also müssen
bereits diese invariant sein unter T. Sei J eine Teilmenge von Φζ und

∏
α∈J y

mα
α ein Monom von Pi,

dann muß gelten ∏

α∈J

α(t)mα
∏

α∈J

ymα
α =

∏

α∈J

(α(t)yα)mα =
∏

α∈J

ymα
α

für alle t ∈ T. Es folgt
∏
α∈J α(t)mα = 1 für alle t ∈ T oder

∑

α∈J

mαα = 0.

Proposition 5.6. Sei w ∈ W primitiv, w∆ der baryzentrische Punkt von w und ζ ein Eigenwert
von w auf t. Weiter sei v ∈ uζ ein rationales halbeinfaches Element und ρ eine rationale Darstellung
von g. Sei für jedes α ∈ Φζ(w∆) ein rationales Element xα ∈ uα fest gewählt und v =

∑
α∈Φζ

yαxα
für geeignete yα ∈ F . Dann sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms von ρ(v) Polynome Pi in
den yα, und für jedes in einem Pi vorkommende Monom

∏
α∈J y

mα
α , J ⊂ Φζ(w∆), gilt

∑
α∈J mαα =

0.



Kapitel 6

Darstellungen

Wir werden für die in dieser Arbeit betrachteten einfachen spaltenden Gruppen jeweils eine geeignete
Darstellung angeben, mit deren Hilfe wir im zweiten Teil der Arbeit die Fixpunktmenge von T (F )
bestimmen werden. Aber auch zur expliziten Beschreibung der Tori sind die Darstellungen sehr nützlich.
Wie in Kapitel 2 beschrieben wollen wir die F -wertigen Punkte von T im wesentlichen ausdrücken als
Polynome in einem Element v = ρ(v) für einen rationalen Eigenvektor v ∈ g von w und eine rationale
Darstellung ρ von g. Die Koeffizienten der Polynome müssen gewissen Bedingungen genügen, damit
T →֒ G gilt. Diese Bedingungen liefern dann eine algebraische Beschreibung von T und lassen sich mit
Hilfe von Darstellungen ermitteln.

Alle vorgestellten Darstellungen ρ haben die Eigenschaft, daß ρ(G) die Automorphismengruppe einer
Multilinearform auf einem Vektorraum V oder der Schnitt von solchen Gruppen ist. Daher werden wir
im ersten Teil des Kapitels untersuchen, welche Bedingungen in diesem Fall erfüllt sein müssen, damit
Polynome in v schon in G(F ) liegen.

Im letzten Teil dieses Kapitels geben wir explizit die Darstellungen an, die wir später verwenden werden.

6.1 Multilinearformen

In fast allen Darstellungen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, handelt es sich bei den auftretenden
Multilinearformen um Bi- und Trilinearformen. Nur im Fall G = SLn ist die Darstellung durch eine
Multilinearform vom Grad n gegeben.

Für die Untersuchungen in diesem Abschnitt spielt der Grad der Multilinearformen jedoch keine Rolle: k-
Multilinearformen lassen sich für beliebiges k völlig analog behandeln, allerdings ist mit der gleichzeitigen
Behandlung eine etwas aufwendigere Notation verbunden.

Sei V ein F -Vektorraum der endlichen Dimension d und K eine k-Multilinearform auf V . Genauer
schreiben wir im folgenden Kk : V k → F für die k-Multilinearform. Die Gruppe GL(V ) operiert
komponentenweise auf V k. Für ein Element v = (v1, . . . , vk) ∈ V k und ein g ∈ End(V ) sei g ⊙i v das
Element aus V k, das durch Anwendung von g auf die i-te Komponente von v entsteht, also

g ⊙i v = (v1, . . . , vi−1, gvi, vi+1, . . . , vk−1).

Sei G ⊂ GL(V ) die Automorphismengruppe von Kk, also die über F definierte algebraische Gruppe
mit

G(E) = {g ∈ GL(V ⊗F E) | ∀v ∈ (V ⊗F E)k : Kk(gv) = Kk(v)}

53
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für eine F -Algebra E. Die Form Kk wird dabei auf die offensichtliche Weise auf V ⊗F E ausgedehnt.
Die Liealgebra g von G läßt sich beschreiben durch

g(E) = {g ∈ End(V ⊗F E) | ∀v ∈ (V ⊗F E)k :

k∑

i=1

Kk(g ⊙i v) = 0}.

Wir schreiben kurz G bzw. g für G(F̄ ) bzw. g(F̄ ) und V̄ für V ⊗F F̄ . Nach Basiswahl identifizieren wir
V mit F d. Die Gruppen GL(V ⊗F E) bzw. End(V ⊗F E) lassen sich dann identifizieren mit GL(d,E)
bzw. M(d,E) für jede F -Algebra E. Man hat für die E-wertigen Punkte von G bzw. g dann

G(E) = G ∩GL(d,E)

g(E) = g ∩M(d,E).

Sei v ein halbeinfaches Element aus g(F ), dessen Minimalpolynom die Form Xjµ(X) hat für ein
Polynom µ ∈ F [X] mit X ∤ µ und j = 0, 1. Sei a0 6= 0 der Koeffizient des konstanten Terms von µ.
AE sei die E-Algebra AE = E[X]/µ, und v0 sei definiert durch

v0 :=
1

a0
(−µ(v) + a0).

Es gilt dann

vv0 = v0v = v

v2
0 = v0

Die erste Eigenschaft gilt wegen vµ(v) = 0. Die zweite Eigenschaft ist eine direkte Folge aus der ersten,
denn wegen X | (µ−a0) läßt sich v0 als Vielfaches von v schreiben. Man beachte noch, daß auch 1−v0

idempotent ist.

Wir definieren eine Abbildung φv,E : E[X] → M(d,E) als E-lineare Fortsetzung der Abbildung

1 7→ v0

Xi 7→ vi.

Für ein Polynom P ∈ E[X] mit konstantem Koeffizienten p0 läßt sich φv,E(P ) auch beschreiben als

φv,E(P ) = P (v) + p0(v0 − 1).

Bemerkung 6.1. Die Abbildung φv,E : E[X] → M(d,E) hat folgende Eigenschaften:

(i) φv,E ist linear und multiplikativ.

(ii) φv,E(1) = v0, Kern(φv,E) = (µ).

(iii) Für alle P ∈ E[X] gilt φv,E(P )(1 − v0) = 0.

Beweis: Die Linearität und die Gleichung φv,E(1) = v0 sind klar (man verwende die obige alternative
Darstellung von φv,E). Die Eigenschaft (iii) folgt aus vv0 = v und v2

0 = v0. Die Multiplikativität
von φv,E folgt direkt aus (iii) und der Idempotenz von 1 − v0: Seien P,Q ∈ E[X] mit konstanten
Koeffizienten p0 bzw. q0. Dann gilt

φv,E(PQ) = (PQ)(v) + p0q0(v0 − 1)

=
(
P (v) + p0(v0 − 1)

)(
Q(v) + q0(v0 − 1)

)

= φv,E(P )φv,E(Q).
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Wegen (i) ist Kern(φv,E) ein Ideal in E[X], das offensichtlich µ enthält. Da µ das Minimalpolynom
von v und φv,E ein Polynom in v ist, folgt Kern(φv,E) = (µ).

Sei nun Φv,E : AE → M(d,E) definiert durch

Φv,E([P ]) = φv,E(P ) + 1 − v0.

Φv,E ist wohldefiniert, injektiv, multiplikativ und Φv,E([1]) = 1. Diese Eigenschaften folgen aus Be-
merkung 6.1: Die Wohldefiniertheit folgt aus 6.1(i) und (ii), die Multiplikativität aus (i) und (iii). Die
Injektivität ergibt sich aus (i) und (ii), denn aus Φv,E([P ])−Φv,E([Q]) folgt wegen (i) φv,E([P−Q]) = 0,
also [P − Q] ∈ Kern(φv,E) = (µ). Φv,E ist aber im allgemeinen nicht linear; dies ist der Fall genau
dann, wenn v0 = 1 (und damit das Minimalpolynom von v teilerfremd zu X) ist.

Wir wollen untersuchen, wann Φv,E schon Werte in G(E) hat. Wegen G(E) = G ∩ GL(d,E) und
Bild(Φv,E) ⊂ M(d,E) ist dies äquivalent zu der Frage, wann Φv,E Werte in G hat. Dazu muß für ein
Polynom P ∈ E[X] gelten

(6.1) Kk(Φv,E([P ])u) = Kk(u)

für alle u ∈ V̄ k. Da v halbeinfach ist, können wir V̄ zerlegen in die Eigenräume bezüglich v. Sei Ei der
Eigenraum zum Eigenwert xi. Wegen der Linearität von Kk können wir in (6.1) dann annehmen, daß
jede Komponente ui ∈ V̄ von u = (ui)i=1,...,k schon in einem Eigenraum Ei liegt.

Da v in g liegt, gilt
k∑

i=1

Kk(v ⊙i u) = 0.

Wegen vui = xiui folgt

(6.2)
( k∑

i=1

xi

)
Kk(u) = 0.

Wir unterscheiden zwei Fälle. Ist Kk(u) = 0, so folgt dies wegen der Linearität auch für die linke Seite
von (6.1), d.h aus (6.1) folgt keine Bedingung an P . Sonst gilt

∑k
i=1 xi = 0. In diesem Fall verwenden

wir folgende Aussage.

Lemma 6.2. Sei u ein Eigenvektor von v zum Eigenwert x und v1, . . . , vk−1 ∈ V̄ beliebig. Sei

v := (v1, . . . , u
↑
i

, . . . , vk−1) ∈ V̄ k.

Dann gilt

Kk(Φv,E([P ]) ⊙i v) =

{
Kk(v) falls x = 0

P (x)Kk(v) sonst

Beweis: Sei p0 der konstante Koeffizient von P . Nach Definition von Φv,E hat man dann

Φv,E([P ]) = φv,E(P ) + 1 − v0 = (P − p0)(v) + p0v0 + 1 − v0.

Nun gilt

v0u =
1

a0
(−µ(v) + a0)u =

1

a0
(−µ(xi) + a0)u.
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Ist x = 0, so folgt v0u = 1
a0

(−a0 + a0)u = 0. Gilt x 6= 0, so ist x als Nullstelle von Xjµ(X) schon

Nullstelle von µ(X), und wir erhalten v0u = 1
a0

(a0)u = u. u ist also immer Eigenvektor von v0, und
zwar zum Eigenwert 0, falls x = 0, und zum Eigenwert 1 sonst.

Mit dieser Information können wir jetzt Φv,E([P ])u berechnen. Sei zunächst x = 0. Dann gilt

Φv,E([P ])u = ((P − p0)(v) + (p0 − 1)v0 + 1)u = (P − p0)(x)u+ u = u.

Ist x 6= 0, so gilt

Φv,E([P ])u = ((P − p0)(v) + (p0 − 1)v0 + 1)u

= (P − p0)(x)u + (p0 − 1)u+ u

= (P − p0)(x)u + p0u

= P (x)u.

Wir fassen unser Ergebnis abschließend zusammen.

Proposition 6.3. Sei [P ] ∈ AE. Dann liegt das Bild von [P ] unter der Abbildung Φv,E : AE →
M(d,E) genau dann in G(E), wenn für alle Eigenvektoren u1, . . . , uk ∈ V̄ von v zu den Eigenwer-
ten x1, . . . , xk gilt:

Kk(u1, . . . , uk) = 0 oder aus

k∑

i=1

xi = 0 folgt
∏

xi 6=0

P (xi) = 1.

Beweis: Wir müssen (6.1) zeigen für beliebiges u ∈ V̄ k. Wir können uns dabei wie zuvor beschrieben
auf den Fall reduzieren, daß jede Komponente ui von u ∈ V̄ k Eigenvektor von v zum Eigenwert xi ist.
Aus Lemma 6.2 folgt

Kk(Φv,E([P ])u) =
∏

xi 6=0

P (xi)K
k(u).

Die rechte Seite stimmt genau dann mit Kk(u) überein, wenn Kk(u) = 0 oder
∏
xi 6=0 P (xi) = 1 gilt.

Ist Kk(u) 6= 0, so folgt wegen Gleichung (6.2) aber
∑k

i=1 xi = 0. Dies zeigt die Behauptung.

Wir werden später im Beweis von Satz 10.2 mit einer stärkeren (aber nach Proposition 6.3 hinreichenden)
Bedingung arbeiten, um zu zeigen, daß der von uns konstruierte Torus in G liegt:

Korollar 6.4. Sei [P ] ∈ AE. Wenn für alle Eigenvektoren u1, . . . , uk ∈ V̄ von v zu den Eigenwerten
x1, . . . , xk gilt:

Aus

k∑

i=1

xi = 0 folgt
∏

xi 6=0

P (xi) = 1,

dann liegt das Bild von [P ] unter der Abbildung Φv,E : AE → M(d,E) in G(E).

Beweis: Offensichtlich ist diese Bedingung stärker als die in Proposition 6.3 formulierte, also hinrei-
chend für die gewünschte Aussage.

Bemerkung 6.5. Wenn alle xi = 0 sind, ist die Bedingung aus Korollar 6.4 trivialerweise erfüllt.

Beispiel 6.6. In den für uns relevanten Fällen k = 2, 3,dimF̄ V̄ ergibt sich die folgende Situation.
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(i) Im Fall k = 2 ist K = K2 eine Bilinearform. Wegen Bemerkung 6.5 bleibt nur der Fall
0 6= x1 = −x2 zu betrachten. Die Bedingung aus Korollar 6.4 besagt dann, daß für das
Polynom P

P (x)P (−x) = 1

gelten muß für jede Wahl eines Eigenwerts x 6= 0 von v, so daß −x ebenfalls Eigenwert von v

ist.

(ii) Im Fall k = 3 ist K = K3 eine Trilinearform. Es bleiben zwei Fälle zu untersuchen. Entweder
ist genau ein xi = 0, oder alle drei Eigenwerte sind von null verschieden. Die Bedingung aus
Korollar 6.4 besagt dann, daß für das Polynom P

P (x1)P (x2) = 1

P (x1)P (x2)P (x3) = 1

muß gelten für alle Wahlen von zwei bzw. drei Eigenwerten mit x1+x2 = 0 bzw. x1+x2+x3 =
0.

(iii) Sei k = dimF̄ V̄ und Kk : V̄ k → F̄ die Determinantenfunktion. 0 tauche nicht als Eigenwert
von v auf. Sind zwei xi gleich, so sind die zugehörigen Eigenvektoren ui linear abhängig und
daher Kk(u) = 0 für jedes k-Tupel von Eigenvektoren von v, in dem die beiden ui auftauchen.
Nach Korollar 6.3 bleibt also nur der Fall zu untersuchen, daß alle xi paarweise verschieden
sind.

Welchen Bedingungen an P dies in den jeweiligen Fällen (i)-(iii) entspricht, hängt von den tatsächlich
auftretenden Eigenwerten xi sowie der Algebra AE ab und muß in jedem Fall einzeln bestimmt
werden.

6.2 Gewichte

Nach Proposition 6.3 benötigen wir Informationen über die Eigenwerte von v. Diese als auch die Struktur
der Algebra AE (siehe Kapitel 7) sind kodiert im Minimalpolynom µ von v. In unserem Fall ist v das Bild
eines Eigenvektors v ∈ g von Ad(w∆) zum Eigenwert ζ unter einer Darstellung von g. Wir werden hier
untersuchen, welche Gestalt µ in dieser Situation hat. Die Gestalt hängt natürlich von der Darstellung
ab.

Sei ρ eine rationale Darstellung von g mit zugrundeliegendem Vektorraum V . Sei Λ die Menge der
Gewichte von ρ, d.h. die Menge aller χ ∈ Hom(t,Ga), für die der Raum

Vχ := {v ∈ V | ∀t ∈ t : ρ(t)v = χ(t)v}

nicht trivial ist. V ist die direkte Summe aller Gewichtsräume Vχ. Die Operation der Weylgruppe W
von G auf t vermöge Ad induziert eine Operation von W auf Λ.

Sei jetzt w ∈W und v ∈ t Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ. Das Minimalpolynom von ρ(v) hat die
Form

µ(X) =
∏

χ∈Λv

(X − χ(v)),

wo Λv ein Vertretersystem für die Äquivalenzrelation χ1 ∼ χ2 :⇔ χ1(v) = χ2(v) ist.

Wir nutzen jetzt die Operation von W aus. Für w ∈W ist w(χ) gegeben durch

w(χ)(x) = χ(wx)



58 KAPITEL 6. DARSTELLUNGEN

für x ∈ t. Für den Eigenvektor v erhalten wir

(6.3) w(χ)(v) = χ(wv) = χ(ζv) = ζχ(v).

Sei jetzt o ein Orbit in Λ unter Ww := 〈w〉. Sei χ ein Vertreter von o und ν die Orbitlänge. Dann gilt
wegen (6.3)

χ(v) = wν(χ)(v) = ζνχ(v).

Es folgt χ(v) = 0 oder ord(ζ) | ν. Dieses wichtige Ergebnis halten wir fest.

Proposition 6.7. Sei ρ eine rationale, endlich-dimensionale Darstellung von g über V und Λ die
Menge der Gewichte von ρ. Sei w ein Element in W , o ein Orbit in Λ unter w der Länge λ und
χ ein Vertreter von o. Dann gilt: Ist χ 6= 0, so existiert ein Eigenwert ζ von w mit ord(ζ) | λ.

Beweis: Wir haben oben gesehen, daß für einen Eigenvektor v ∈ t von w zum Eigenwert ζ entweder
χ(v) = 0 oder ord(ζ) | λ gilt. Da w diagonalisierbar ist, wird t aufgespannt von Eigenvektoren von w.
Falls also ord(ζ) ∤ λ gilt für alle auftretenden Eigenwerte ζ von w, so folgt χ(v) = 0 für alle t ∈ t, also
χ = 0.

Das folgende Korollar dieser Aussage haben wir bereits in Abschnitt 4.4 als Proposition 4.15 erwähnt,
um Aussagen über die Orbitlängen in Φ zu erhalten.

Korollar 6.8. Seien Φg die Wurzeln von g bezüglich t und Φ die Wurzeln von G bezüglich T . Sei
weiter w ∈W . Dann ist die Länge jedes Orbits in Φg bzw. Φ unter 〈w〉 ein Vielfaches der Ordnung
eines Eigenwertes von w auf t.

Beweis: Die Aussage für Φg folgt aus der vorigen Proposition, wenn man für ρ die adjungierte Darstel-
lung von g wählt und beachtet, daß die Elemente von Φg genau die von null verschiedenen Gewichte
sind. Die Aussage für Φ erhält man, weil die durch Differentiation gegebene Abbildung Φ → Φg bijektiv
und die Differentiation funktoriell ist; wegen der Funktorialität gilt nämlich

d(w(α)) = d(Int(nw) ◦ α) = d(Int(nw)) ◦ (dα) = Ad(nw) ◦ (dα) = w(dα)

für α ∈ Φ und einen Lift nw ∈ N(T ) von w.

Wir kommen zurück zu unseren Überlegungen bezüglich des Minimalpolynoms. Existiert ein χ ∈ Λ mit
χ(v) = 0, so ist der Beitrag aller solchen χ zu µ der Faktor X. Ansonsten tragen nur Orbiten zu µ bei,
deren Länge ein Vielfaches von ord(ζ) ist. Für einen solchen Orbit o mit Repräsentant χ und χ(v) 6= 0
gilt nun wegen (6.3)

word(ζ)(χ)(v) = ζord(ζ)χ(v) = χ(v).

Außerdem sind die Werte wi(χ)(v) paarweise verschieden für i = 1, . . . , ord(ζ). Also ist der von o

herkommende Beitrag µo zu µ

µo(X) =

ord(ζ)∏

i=1

(X − wi(χ)(v)) =

ord(ζ)∏

i=1

(X − ζiχ(v)) = Xord(ζ) − χ(v)ord(ζ).

Für zwei verschiedene Orbiten o1 und o2 sind die Mengen oi(v) := {χ(v) | χ ∈ oi} entweder identisch
oder disjunkt. Wir fassen unser Ergebnis zusammen.

Proposition 6.9. Sei ρ eine rationale Darstellung von g mit zugrundeliegendem Vektorraum V .
Λ bezeichne die Menge der Gewichte von dρ. Sei weiter w ∈ W und v ∈ t ein Eigenvektor von
w zum Eigenwert ζ. Für einen 〈w〉-Orbit o in Λ sei µo das zu o gehörige Polynom µo(X) =
Xord(ζ) − χo(v)

ord(ζ). Schließlich bezeichne (Λ/w)v ein Vertretersystem für die Äquivalenzrelation
o1 ∼ o2 :⇔ o1(v) = o2(v) auf den 〈w〉-Orbiten o in Λ, für die o(v) 6= {0} und ord(ζ) | |o| gilt.
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Setze ε = 1, außer falls χ(v) 6= 0 gilt für alle Gewichte χ ∈ Λ. In diesem Fall setze ε = 0. Dann
hat das Minimalpolynom µ von dρ(v) die Gestalt

µ(X) = Xε
∏

o∈(Λ/w)v

µo(X).

Korollar 6.10. Sei die Situation wie in Proposition 6.9. Dann ist µ separabel.

Beweis: Nach Definition von (Λ/w)v sind die Nullstellen von µ paarweise verschieden.

Bemerkung 6.11. Gilt v1 = Ad(g)(v2) für ein g ∈ G, so stimmen die Minimalpolynome von ρ(v1)
und ρ(v2) überein.

Die Proposition 6.9 macht deutlich, daß es von Vorteil ist, Darstellungen möglichst kleiner Dimension
zu verwenden. In diesem Fall gibt es nur wenige Gewichte und damit Orbiten, so daß µ nur aus wenigen
Komponenten besteht. Ein gutes Beispiel hierfür ist die SLn.

Beispiel 6.12. Wir verwenden die Standarddarstellung für SLn (siehe Abschnitt 6.6.1). t hat
dann genau n Gewichte, die den n Diagonaleinträgen entsprechen. Es ist leicht zu sehen, daß
als Eigenwert von Ad(nw) eine primitive n-te Einheitswurzel ζn auftaucht. Sei v ∈ t wie oben
beschrieben ein Eigenvektor von Ad(nw). Wegen v 6= 0 existiert mindestens ein Gewicht χ mit
χ(v) 6= 0. Folglich gibt es einen Gewichtsorbit der Länge n. In der Tat kann es nur diesen einen
Orbit geben. Nach Proposition 6.9 folgt

µ(X) = Xn − χ(v)n

für irgendein Gewicht χ.

6.3 Einige Minimalpolynome von Eigenvektoren von w

In diesem Abschnitt werden wir eine Übersicht über die Struktur der Minimalpolynome für die Elemente
ρ(v) geben für Eigenvektoren v von w bezüglich der Darstellungen ρ von 6.6, soweit dies nach dem
jetzigen Kenntnisstand möglich ist. Dies ist in den Fällen möglich, in denen eine primitive Einheitswurzel
von Ordnung l = ord(w) als Eigenwert von w auftritt oder die Darstellungen genügend kleine Dimension
haben. Grundlage sind die Proposition 6.9 und die Beschreibung der Gewichte in Abschnitt 6.6.

Zur Bestimmung der Struktur der Minimalpolynome: Die folgenden Aussagen (i)-(iii) klären die Typen
An, Bn, Cn und G2. Mit den Aussagen (iv) und (v) ergibt sich der Fall eines Eigenvektors zum Eigenwert
ζ2k für eine primitive Einheitswurzel der Ordnung 2k für den Typ Dn, falls k > n− k ist.

(i) Da alle betrachteten Gruppen einfach sind, gilt dies auch für ihre Liealgebren. Alle ihre nichttrivialen
Darstellungen (also insbesondere alle von uns betrachteten) sind daher treu. Wegen v 6= 0 existiert
folglich für jeden auftretenden Eigenwert ζ ein Gewicht χ mit χ(v) 6= 0. Daher existiert stets ein
Gewichtsorbit, der einen nichttrivialen Beitrag liefert, d.h die Menge (Λ/w)v ist nicht leer.

(ii) In den Fällen, in denen schon ein Gewicht gleich null ist (also in den Fällen Bn, F4, G2), ist das ε
aus Proposition 6.9 stets 1, d.h. X taucht als Faktor im Minimalpolynom auf.

(iii) Ist ṽ Eigenvektor zu einer primitiven Einheitswurzel von Ordnung ord(w) von Ad(w), so tragen
nur Orbiten der Länge ord(w) zu µṽ bei.

(iv) Für jeden Gewichtsorbit o, dessen Länge kein Vielfaches von ord(ζ) ist, gilt o(v) = {0}.
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(v) Im Fall Dn existiert im Nichtcoxeterfall ein Orbit, dessen Länge ein Vielfaches von 2k ist, und ein
Orbit, dessen Länge ein Vielfaches von 2(n−k) ist. Weil es insgesamt nur 2n Gewichte gibt, kann
im Fall k 6= n− k jeweils nur genau ein Orbit von Länge 2k bzw. 2(n − k) existieren. Das unten
aufgeführte Ergebnis gilt also, wenn n 6= 2k ist.

Gruppe Typ von Φ Klasse Eigenwert von w Minimalpolynom eines EV

SLn+1 An cox ζn+1 Xn+1 −D

SO2n+1 Bn cox ζ2n X(X2n −D)

Sp2n Cn cox ζ2n X2n −D

SO2n Dn

cox
ζ2n−2 X(X2n−2 −D)
ζ2 = −1

[k(n− k)]
ζ2k X(X2k −D)

ζ2(n−k)

E6 E6

cox
ζ12
ζ3

9p ζ9

3p6
2
p

ζ6
ζ6
ζ3

F4 F4

cox ζ12

62
p

ζ6
ζ6

G2 G2 cox ζ6 X(X6 −D)

Die noch offenen Fälle werden in den Kapiteln 8 und 9 behandelt.

6.4 Rationalität

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Eigenschaften der Faktorisierung aus Proposition 6.9 hinsicht-
lich Rationalitätsfragen. Das letzte Ergebnis des Abschnitts wird eine Rolle spielen beim Beweis, daß
der von uns konstruierte Torus tatsächlich durch die Konjugationsklasse des Ausgangselements w ∈W
beschrieben wird.

Lemma 6.13. Sei G eine spaltende lineare algebraische Gruppe über F mit maximalem spaltenden
Torus T und W die Weylgruppe von G. Seien g bzw. t die Liealgebren von G bzw. T. Sei ρ eine
Darstellung der Liealgebra g von G über dem Vektorraum V und Λ die Menge der Gewichte von
t in V . Sei weiter L eine Körpererweiterung von F , w ∈ W und v ein Eigenvektor von w in t(L)
zum Eigenwert ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von Ordnung λ. Es gelte ζ ∈ F . Sei

µ(X) = Xε
∏

i

(Xλ −Di)

die Faktorisierung des Minimalpolynoms von ρ(v) aus Proposition 6.9. Dann existieren ein x ∈ L∗,
ein rationales v0 ∈ t sowie für jedes i ein Gewicht χi ∈ Λ, so daß für jedes i

Di = xλχi(v0)
λ

gilt.
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Beweis: Wegen ζ ∈ F ist der Eigenraum von w zum Eigenwert ζ über F definiert. Wir schreiben v in
der Form

xv0 = v

für ein x ∈ L∗ und ein rationales v0 in t. Die Minimalpolynome von ρ(v) und ρ(xv0) stimmen dann
überein und sind gleich µ. Nach Proposition 6.9 existiert für jedes i ein Gewicht χi mit Di = χi(v)

λ.
Es folgt

Di = χi(v)
λ = xλχi(v0)

λ.

Lemma 6.14. Sei I eine endliche Indexmenge, m eine positive ganze Zahl und für jedes i ∈ I das
Polynom fi ∈ F̄ [X] gegeben durch

fi(X) = Xm −Di

für Elemente Di 6= 0. Sei

f =
∏

i∈I

fi

bereits über F definiert. Es sei
∑

i∈I Di 6= 0, und es gebe einen festen Index i0, so daß für alle i ∈ I

Di

Di0

∈ F

gilt. Dann sind die Faktoren fi bereits über F definiert.

Beweis: Man betrachte den Koeffizienten a von Xm(|I|−1): Es gilt

0 6= a = −
∑

i∈I

Di = −Di0

∑

i∈I

Di

Di0

.

Nach Voraussetzung liegen a und
∑

i∈I
Di
Di0

in F . Es folgt Di0 ∈ F und damit die Behauptung.

Korollar 6.15. Sei v ∈ t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ und ρ eine rationale Darstel-
lung von G. Es gelte ζ ∈ F . Falls

∑
o∈(Λ/w)v

χo(v)
ord(ζ) 6= 0 ist, existiert die Faktorisierung des

Minimalpolynoms µ von ρ(v) aus Proposition 6.9 über F .

Beweis: Nach Lemma 6.13 existieren x ∈ L∗ und v0 ∈ t(F ) mit χo(v)
ord(ζ) =: Do = xλχo(v0)

ord(ζ).
Da die Darstellung ρ aus Proposition rational ist, liegt χo(v0) in F . Sei o0 ein beliebiger Orbit in Λ
unter 〈w〉 mit χo0(v) 6= 0. Dann gilt für alle o

Do

Do0

=
χo(v0)

ord(ζ)

χo0(v0)
ord(ζ)

∈ F.

Die Behauptung folgt jetzt nach Lemma 6.14.

Korollar 6.16. Sei die Situation wie in Lemma 6.13 und x ∈ L∗ ein Element mit

Di = xλχi(v0)
λ

für ein rationales v0 ∈ t. Dann hängt der Grad der Körpererweiterung F (x)/F nicht von der Wahl
von x ab. Weiter stimmen die Ordnungen der Di in F ∗/(F ∗)λ für alle i überein und sind gleich
dem Grad der Erweiterung F (x)/F .

Beweis: Seien x, x′ zwei Elemente in L∗ und v0, v
′
0 zwei rationale Elemente in t, die obige Gleichung

erfüllen. Dann gilt (xχi(v0))
λ = Di = (x′χi(v

′
0))

λ. Also unterscheiden sich xχi(v0) und x′χi(v
′
0) um

eine Einheitswurzel von Ordnung λ, also ein Element in F . Wegen χi(v0) ∈ F stimmt die Ordnung von
Di in F ∗/(F ∗)λ mit der von xλ in F ∗/(F ∗)λ überein. Letztere ist aber gleich dem Grad der Erweiterung
F (x)/F .
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6.5 Die Klasse eines Torus in H1(Gal(F̄ /F ), W )

Wir konstruieren den von uns gesuchten Torus T mit Hilfe einer Cartanalgebra hT in der Liealgebra
von G. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, daß die Klasse in H1(Gal(F̄ /F ),W ), die T zugeordnet
wird, in enger Verbindung steht zu dem Weylgruppenelement w, durch das hT bestimmt ist.

Proposition 6.17. Sei G eine einfache spaltende Gruppen über F mit Liealgebra g und T ein
maximaler spaltender Torus in G mit Liealgebra t. Sei w ein Element in der Weylgruppe W von
G und nw ∈ N(T) ein Lift von w endlicher Ordnung. Es sei g ∈ G mit gnwg

−1 ∈ T. Wir setzen
hT = Ad(g)(t). Sei nun T ein F -Torus in G mit Liealgebra hT und L eine Körpererweiterung von
F minimalen Grades mit g ∈ G(L). Die Erweiterung L/F sei galoissch mit zyklischer Galoisgruppe
und wT ∈ W sei ein Repräsentant der Konjugationsklasse in W , die dem Torus T als Element
in H1(Gal(F̄ /F ),W ) zugeordnet wird. Der Körper F enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung
[L : F ]. Dann ist jeder Eigenvektor von w in t auch Eigenvektor von wT , und der zugehörige
Eigenwert bezüglich wT ist eine Potenz des zugehörigen Eigenwerts bezüglich w. Weiter ist das
charakteristische Polynom von wT als Automorphismus von t ein Produkt von Kreisteilungspoly-
nomen.

Beweis: Nach Annahme ist die Erweiterung L/F galoissch mit zyklischer Galoisgruppe Γ. Daher
operiert die absolute Galoisgruppe Gal(F̄ /F ) durch den zyklischen Quotienten Γ auf G(L). Deshalb ist
das Bild γT des 1-Kozykels (g−1σ(g))σ∈Γ in W schon bestimmt durch die Komponente aτ = g−1τ(g)
für einen Erzeuger τ von Γ. Da L/F eine Radikalerweiterung ist, hat L die Form L = F (d) für
ein Element d ∈ L∗ mit d|Γ| ∈ F ∗, und τ operiert auf L vermöge τ(d) = ζ|Γ|d für eine primitive
Einheitswurzel ζ|Γ| von Ordnung |Γ|.

Es genügt, die Aussage der Proposition für einen bestimmten Vertreter wT zu zeigen. Da T die Liealgebra
hT hat, gilt g−1Tg = T. Sei alsowT das Bild von aτ inW . Dann wird in der Tat T die Konjugationsklasse
von wT zugeordnet, und wir zeigen die Behauptung für dieses spezielle wT .

Sei nun v ∈ t ein rationaler Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von
Ordnung λ. Dann hat Ad(g)(v) die Gestalt

Ad(g)(v) = xṽ

für einen rationalen Vektor ṽ ∈ g und ein x ∈ L∗. Es folgt

Ad(aτ )(v) = Ad(g−1τ(g))(v) = x−1τ(x)v.

Wir müssen also zeigen: x−1τ(x) ist eine Einheitswurzel von Ordnung λ.

Sei dazu ρ eine rationale Darstellung von g über V und Λ die Menge der Gewichte von t in V . Die
beiden Elemente ρ(x−1v) und ρ(ṽ) haben dasselbe Minimalpolynom nach Bemerkung 6.11. Ersteres
hat nach Proposition 6.9 die Gestalt

Xε
∏

i

(Xλ −Di)

für ein ε ∈ {0, 1} und Elemente Di ∈ F̄ ∗. Nach Korollar 6.15 liegen die Di bereits in F ∗. Wir betrachten
einen Faktor Xλ −Di. Nach Lemma 6.13 existiert dann ein Gewicht χ ∈ Λ mit

Di = χg(x
−1v)λ = x−λχ(v)λ.

Da die Elemente Di und χ(v) rational sind, sind auch x−λ bzw. xλ rational, d.h. es gilt τ(xλ) = xλ.
Folglich ist x−1τ(x) eine Einheitswurzel von Ordnung λ. Genauer ist x−1τ(x) eine Einheitswurzel von
Ordnung [F (x) : F ].
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Die Aussage über die Gestalt des charakteristischen Polynoms von wT folgt, da G als einfache spaltende
Gruppe bereits über Q definiert sind und jedes Element der Weylgruppe einen Q-rationalen Vertreter
hat, da die Gruppen spalten. Daher ist das charakteristische Polynom von wT ebenfalls über Q definiert.
Die Kreisteilungspolynome sind aber irreduzibel über Q.

Der Beweis von Proposition 6.17 zeigt, daß die Ordnung jedes Eigenwerts von wT bestimmt wird durch
den Grad der Körpererweiterung F (x)/F , wo x ∈ L∗ ein Element ist, das von g ∈ G(L) abhängt mit
gnwg

−1 ∈ T für einen Lift nw ∈ N(T) von w. Nach Konstruktion von x im obigen Beweis können wir
nun Korollar 6.16 anwenden und sehen, daß die Ordnung jedes Eigenwerts von wT bestimmt ist durch
das Minimalpolynom des Bildes eines zugehörigen Eigenvektors unter einer rationalen Darstellung von
g. Dies ist insbesondere dann von Nutzen, wenn der Torus T algebraisch durch solche Minimalpolynome
gegeben ist, wie es später im Kapitel 10 der Fall sein wird.

Zum Schluß formulieren wir noch ein Korollar, das uns später die Bestimmung des Typs von T erleichtern
wird.

Korollar 6.18. Sei die Situation wie in Proposition 6.17. Zusätzlich gelte die Eigenschaft, daß
für jeden Eigenvektor von w bzw. wT in t zum Eigenwert ζ bzw. ξ die Ordnungen von ζ und ξ
übereinstimmen. Dann haben w und wT dieselben Eigenwerte.

Beweis: Die charakteristischen Polynome fw bzw. fT von w bzw. wT sind Produkte von Kreisteilungs-
polynomen. Nach Voraussetzung tritt aber jedes Kreisteilungspolynom, das fw teilt, auch als Faktor in
fT auf.

6.6 Darstellungen der einfachen Gruppen

Wir beschreiben in diesem Abschnitt Darstellungen für die von uns betrachteten einfachen, zusam-
menhängenden, über F spaltenden linearen algebraischen Gruppen. Wir nehmen im ganzen Abschnitt
an, daß die Restklassencharakteristik von F ungleich 2 ist, wenn G durch die Automorphismengruppe
einer Bilinearform, und ungleich 2, 3 ist, wenn G durch die Automorphismengruppe einer Trilinearform
beschrieben ist. Im Hinblick auf Proposition 6.9 und Beispiel 6.12 sind die Darstellung dahingehend
gewählt, daß sie möglichst kleine Dimension haben. Alle Gruppen tragen eine OF -Struktur. Die hier
beschriebenen Darstellungen werden entsprechend OF -rational sein. In allen Fällen geben wir für eine
OF -Algebra E einen E-Modul V und eine abgeschlossenen Untergruppe G(E) von GL(n,E) an. Für
eine über OF definierte Untergruppe H von G wird also stets H(E) = H(F̄ ) ∩ GL(n,E) gelten.
Die affinen Gruppenschemata, die auf diese Weise erklärt werdend, sind Chevalley Gruppenschemata
mit generischer Faser G, denn es gibt in allen Fällen eine ganzzahlige Chevalley-Basis im Sinne von
[SGA3,III][Ch.6]. Durch Differentiation erhält man Darstellungen der Liealgebren der Gruppen. Dies
entspricht der Situation von Abschnitt 6.1.

Im ganzen Abschnitt sei E eine beliebige OF -Algebra. Wie immer schreiben wir H bzw. h für H(F̄ )
bzw. h(F̄ ) für eine Untergruppe H von G bzw. eine Unteralgebra h von g. Die Gewichte bzw. Wurzeln
sind alle bereits über OF definiert.

6.6.1 SLn

Wir betrachten die Standarddarstellung der SLn. Sei V = En und SLn(E) = SL(V ) die Untergruppe
der Automorphismen in GLn(E) = GL(V ), deren Determinante gleich 1 ist. Sei det : V n → E die
Standard-Determinantenfunktion. det ist eine alternierende n-Multilinearform. Wenn GL(V ) auf V n

komponentenweise operiert, dann läßt sich SL(V ) beschreiben als

SL(V ) = Aut(det) = {g ∈ GL(V ) | ∀v ∈ V n : det(gv) = det(v)}.
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Die Liealgebra von SLn(E) ist der Raum sln(E) aller Endomorphismen von V mit Spur 0. Als maximaler
spaltender E-Torus in SLn kann der Torus T der Diagonalmatrizen in SLn gewählt werden. Seine
Liealgebra t besteht dann gerade aus den Diagonalmatrizen in sln.

Gewichte. Die Gewichte von sln(E) in V sind χ1, . . . , χn. Sie entsprechen den n Diagonaleinträgen
der Elemente von t. Es gilt χ1 + . . .+ χn = 0.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln bezüglich T wird gegeben durch xi
xj

für 1 ≤ i < j ≤ n,

wenn xi : T → Gm die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus T bezeichnet. Das
zugehörige einfache System besteht aus den Wurzeln xi

xi+1
für 1 ≤ i ≤ n − 1. Die entsprechenden

positiven bzw. einfachen Wurzeln Φg von g bezüglich t sind die εi − εj für 1 ≤ i < j ≤ n bzw. die
εi − εi+1 für 1 ≤ i ≤ n− 1, wenn εi = χi : t → Ga die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer
Matrix aus t bezeichnet. Die Notation stimmt mit der aus [BFW] benutzten überein.

6.6.2 SO2n+1

Wir betrachten die Standarddarstellung der SO2n+1. Sei V = E2n+1,

B =




1

. .
.

1





und SO2n+1(E) die Zusammenhangskomponente der eins in Aut(B). SO2n+1 heißt spezielle orthogo-
nale Gruppe bezüglich der symmetrischen Bilinearform B. Als maximaler spaltender F -Torus in SO2n+1

kann der Torus T der Diagonalmatrizen in SO2n+1 gewählt werden. Seine Liealgebra t besteht dann
gerade aus den Diagonalmatrizen in so2n+1 = Lie(SO2n+1).

Gewichte. Die Gewichte von so2n+1(E) in V sind χ1, . . . , χ2n+1. Sie entsprechen den 2n + 1 Dia-
gonaleinträgen der Elemente von t. Es gilt χi + χ2n+2−i = 0 für alle i und χn+1 = 0.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln bezüglich T wird gegeben durch xix
pm1
j für 1 ≤ i < j ≤ n

und xi für 1 ≤ i ≤ n, wenn xi : T → Gm die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix
aus T bezeichnet. Das zugehörige einfache System besteht aus den Wurzeln xi

xi+1
für 1 ≤ i ≤ n − 1

zusammen mit xn. Die entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln Φg von g bezüglich t sind die
εi ± εj für 1 ≤ i < j ≤ n und die εi für 1 ≤ i ≤ n bzw. die εi − εi+1 für 1 ≤ i ≤ n− 1 zusammen mit
εn, wenn εi = χi : t → Ga die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet.
Die Notation stimmt mit der aus [BFW] benutzten überein.

6.6.3 Sp2n

Wir betrachten die Standarddarstellung der Sp2n. Sei V = E2n,

B =





1
−1

. .
.

1
−1





und Sp2n(E) = Aut(B) die Automorphismengruppe bezüglich der symplektischen Bilinearform B. Als
maximaler spaltender F -Torus in Sp2n kann der Torus T der Diagonalmatrizen in Sp2n gewählt werden.
Seine Liealgebra t besteht dann gerade aus den Diagonalmatrizen in sp2n = Lie(Sp2n).
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Gewichte. Die Gewichte von sp2n(E) in V sind χ1, . . . , χ2n. Sie entsprechen den 2n Diagonalein-
trägen der Elemente von t. Es gilt χi + χ2n+1−i = 0 für alle i.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln bezüglich T wird gegeben durch xix
pm1
j für 1 ≤ i < j ≤ n

und x2
i für 1 ≤ i ≤ n, wenn xi : T → Gm die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix

aus T bezeichnet. Das zugehörige einfache System besteht aus den Wurzeln xi
xi+1

für 1 ≤ i ≤ n − 1

zusammen mit x2
n. Die entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln Φg von g bezüglich t sind die

εi± εj für 1 ≤ i < j ≤ n und die 2εi für 1 ≤ i ≤ n bzw. die εi− εi+1 für 1 ≤ i ≤ n− 1 zusammen mit
2εn, wenn εi = χi : t → Ga die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet.
Die Notation stimmt mit der aus [BFW] benutzten überein.

6.6.4 SO2n

Wir betrachten die Standarddarstellung der SO2n. Sei V = E2n,

B =




1

. .
.

1





und SO2n(E) die Zusammenhangskomponente der eins in Aut(B). SO2n heißt spezielle orthogonale
Gruppe bezüglich der symmetrischen Bilinearform B. Als maximaler spaltender F -Torus in SO2n kann
der Torus T der Diagonalmatrizen in SO2n gewählt werden. Seine Liealgebra t besteht dann gerade aus
den Diagonalmatrizen in so2n = Lie(SO2n).

Gewichte. Die Gewichte von so2n(E) in V sind χ1, . . . , χ2n. Sie entsprechen den 2n Diagonalein-
trägen der Elemente von t. Es gilt χi + χ2n+1−i = 0 für alle i.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln bezüglich T wird gegeben durch xix
pm1
j für 1 ≤ i < j ≤ n,

wenn xi : T → Gm die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus T bezeichnet. Das
zugehörige einfache System besteht aus den Wurzeln xi

xi+1
für 1 ≤ i ≤ n−1 zusammen mit xn−1xn. Die

entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln Φg von g bezüglich t sind die εi±εj für 1 ≤ i < j ≤ n
bzw. die εi − εi+1 für 1 ≤ i ≤ n − 1 zusammen mit εn−1 + εn, wenn εi = χi : t → Ga die Projektion
auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet. Die Notation stimmt mit der aus [BFW]
benutzten überein.

6.6.5 E6

Sei V der Vektorraum M3
3(E), wobei M3(E) der Raum der 3× 3-Matrizen mit Koeffizienten in E ist.

Sei f die kubische Form auf V , die definiert ist durch

f((x1, x2, x3)) = det(x1) + det(x2) + det(x3) − tr(x1x2x3)

für xi ∈ M3(E). Die Untergruppe E6 := Aut(f) von GL(V ) ist dann eine spaltende, einfach-
zusammenhängende Gruppe vom Typ E6.

Sei K : V 3 → E die (symmetrische) Trilinearform, die man durch Polarisation von f erhält:

K(u, v, w) =
1

6

(
f(u+ v + w) − f(u+ v) − f(v + w) − f(u+ w) + f(u) + f(v) + f(w)

)
.

Es gilt dann f(v) = K(v, v, v) für alle v ∈ V . Es gilt E6 = Aut(K).
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Untergruppen. Die Gruppe SL3
3(E) operiert linear auf V durch die Vorschrift

(g1, g2, g3).(x1, x2, x3) = (g1x1g
−1
2 , g2x1g

−1
3 , g3x1g

−1
1 )

für gi ∈ SL3(E), xi ∈ M3(E). Offensichtlich respektiert diese Operation die Form f , so daß wir einen
Homomorphismus SL3

3(E)
ι→ Aut(f) = E6(E) erhalten. Der Diagonaltorus in SL3

3(E) hat Rang 6,
und sein Bild unter ι ist ein maximaler spaltender Torus T6(E) in E6(E), der Diagonaltorus in E6.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wir identifizieren E6 mit einer Untergruppe von GL(27, E)
über die Standardbasis von V = M3

3(E): Die 272 Basisvektoren von V sind die Elemente (eij , ekl, emn) ∈
M3

3(F ), wo eab den Eintrag 1 an Position (a, b) hat und sonst alle Einträge verschwinden. Ist der Dia-
gonaltorus in dem i-ten Faktor von SL3

3 durch die freien Parameter ti und ti+1 beschrieben, setzen
wir

x1 :=

√
t1t4
t2t3

, x2 :=

√
t1t3
t2t4

,

x3 := t6
√
t1t2t3t4, x4 := t5

√
t1t2t3t4,

x5 :=

√
t1t2t3t4
t5t6

, x6 :=
t23t4

√
t4

t1t2
√
t1t2t3

als formale Ausrücke. Zwischen den xi ist die formale Mulitplikation auf die offensichtliche Weise erklärt,
wobei das Wurzelziehen den Vorschriften (ab)1/2 = a1/2b1/2 und (a2l)1/2 = al genügen soll. Wir setzen
noch formal εi = d(xi).

Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus in dem i-ten Faktor von SL3
3 sei parametrisiert als(

ti
ti+1

(titi+1)−1

)
. Dann existieren die folgenden Wurzeln α1, . . . , α6 von T in g:

α1 =
( x1

x2x3x4x5x6

)1/2
, α2 = x1x2,

α3 =
x2

x1
, α4 =

x3

x2
, α5 =

x4

x3
, α6 =

x5

x4
.

Die Menge {α1, . . . , α6} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehöriges System positiver Wurzeln
die Menge

{x±1
i xj | 1 ≤ i < j ≤ 5} ∪

{(
1

x6

5∏

i=1

x
(−1)ν(i)

i

)1/2

|
5∑

i=1

ν(i) gerade

}

ist. Die entsprechenden Wurzeln bezüglich t sind

{±εi + εj | 1 ≤ i < j ≤ 5} ∪
{
1/2
(
−ε6 +

5∑

i=1

(−1)ν(i)εi

)
|

5∑

i=1

ν(i) gerade
}

mit zugehörigem einfachen System

1

2
(ε1 − ε2 − ε3 − ε4 − ε5 − ε6), ε1 + ε2,

ε1 + ε2,−ε2 + ε3,−ε3 + ε4,−ε4 + ε5.

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW], wenn man ε6 mit der dortigen Bezeichnung ε6+ε7−ε8
gleichsetzt. Die positive Wurzel maximaler Höhe hat die Form

α+ =
(x1x2x3x4x5

x6

)1/2
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bzw.
1

2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 − ε6).

Wir haben dann

◦ ◦ ◦

◦

◦

◦ ◦ ◦α6α4

α2

−α+

α3α1 α5

Wir ordnen die Standardbasis von V = M3
3(E) wie folgt an:

e
1
12, e

1
11, e

1
22, e

1
21, e

1
13, e

1
23, e

1
32, e

1
31, e

1
33

e
2
32, e

2
12, e

2
31, e

2
11, e

2
22, e

2
21, e

2
33, e

2
13, e

2
23,

e
3
33, e

3
13, e

3
23, e

3
32, e

3
31, e

3
12, e

3
11, e

3
22, e

3
21,

Bezüglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelräume in G zu den einfachen Wurzeln aus oberen
Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(E) in V sind χ1, . . . , χ27. Sie entsprechen den 27 Diagonaleinträgen der Elemente
von t. 10 Gewichte sind dann von der Form 1

3(±3εi − ε6) für i = 1, . . . , 5. Ein Gewicht hat die Form
2
3ε6. Die verbleibenden 16 Gewichte sind von der Form 1

6(±3ε1 ± 3ε2 ± 3ε3 ± 3ε4 ± 3ε5 + ε6). Dabei
treten alle 10 möglichen Vorzeichenkombinationen mit dreimal + und zweimal −, alle 5 möglichen
Vorzeichenkombinationen mit einmal + und viermal − sowie die Kombination mit fünfmal + auf.

6.6.6 F4

Seien V ,f ,K und ι wie in Abschnitt 6.6.5. Sei weiter

v0 := (id, 0, 0) ∈ V.

Die Untergruppe F4 := Aut(f) ∩ Stab(v0) von GL(V ) ist dann eine spaltende Gruppe vom Typ F4.
F4 ist sowohl einfach-zusammenhängend als auch von adjungiertem Typ.

Sei K0 : V 2 → E die (symmetrische) Bilinearform, die durch

K0(u, v) = K(u, v, v0)

gegeben ist. Es gilt dann F4 = Aut(K) ∩ Aut(K0).

Untergruppen. Die Gruppe SL2
3(E) läßt sich mit der Untergruppe von SL3

3(E) identifizieren, die
durch die Gleichheit der ersten beiden Komponenten gegeben ist. Diese Untergruppe stabilisiert den
Vektor v0, wenn man die Operation aus Abschnitt 6.6.5 zugrunde legt. Wir haben also vermöge ι einen
Homomorphismus SL2

3(E) → F4(E). Der Diagonaltorus in SL2
3(E) hat Rang 4, und sein Bild unter ι

ist ein maximaler Splittorus T(E) in F4, der Diagonaltorus in F4.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wir wählen dieselbe Basis von V wie im Fall der E6. Sind
t1, . . . , t4 die freien Parameter des Diagonaltorus in SL2

3, setzen wir

x1 :=
t3t4
t1t2

, x2 := t1t2t3, x3 := t1t2t4, x4 :=
t1
t2
.

Wir setzen noch εi = d(xi).
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Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus in dem i-ten Faktor von SL3
3 sei wie im Fall der E6

parametrisiert. Dann existieren die folgenden Wurzeln α1, . . . , α4 von T in g

α1 =
x2

x3
, α2 =

x3

x4
, α3 = x4, α4 =

( x1

x2x3x4

)1/2
,

wobei das Wurzelziehen den Vorschriften (ab)1/2 = a1/2b1/2 und (a2l)1/2 = al genügen soll. Die Menge
{α1, . . . , α4} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehöriges System positiver Wurzeln die Menge

{xi | 1 ≤ i ≤ 4} ∪ {xix±1
j | 1 ≤ i < j ≤ 4} ∪

{(
ε1ε

±1
2 ε±1

3 ε±1
4

)1/2}

ist. Die entsprechenden Wurzeln bezüglich t sind

{εi | 1 ≤ i ≤ 4} ∪ {εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ 4} ∪
{1

2
(ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4)

}

mit zugehörigem einfachen System

ε2 − ε3, ε3 − ε4, ε4,
1

2

(
ε1 − ε2 − ε3 − ε4

)
.

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW]. Die positive Wurzel maximaler Höhe hat die Form

α+ = x1x2

bzw.
ε1 + ε2.

Wir haben dann
◦ ◦ ◦ ◦ ◦> α4α2α1−α+ α3

Wir ordnen die Standardbasis von V = M3
3(E) wie folgt an:

e
1
32, e

1
31, e

1
12, e

1
11, e

1
22, e

1
21, e

1
33, e

1
13, e

1
23,

e
2
33, e

2
13, e

2
23, e

2
32, e

2
31, e

2
12, e

2
11, e

2
22, e

2
21,

e
3
12, e

3
11, e

3
22, e

3
21, e

3
13, e

3
23, e

3
32, e

3
31, e

3
33

Bezüglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelräume in G zu den einfachen Wurzeln aus oberen
Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(E) in V sind χ1, . . . , χ27. Sie entsprechen den 27 Diagonaleinträgen der Elemente
von t. Drei Gewichte sind null. Die verbleibenden 24 Gewichte entsprechen in dieser Notation den 24
kurzen Wurzeln in der additiven Notation von [BFW].

6.6.7 G2

Sei V = E7 mit Standardbasis e1, . . . , e7 und e∗i ∈ V ∗ die Projektion auf die zu ei gehörende Kompo-
nente von V . Seien Q ∈ Sym2(V ∗) gegeben durch

Q = −e∗42 + e∗1e
∗
7 + e∗2e

∗
6 + e∗3e

∗
5

und f ∈ Λ3(V ∗) durch

f = e∗4 ∧ (e∗1 ∧ e∗7 + e∗2 ∧ e∗6 + e∗3 ∧ e∗5) + e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 + e∗5 ∧ e∗6 ∧ e∗7.

Q bzw. f definiert eine symmetrische Bilinear- bzw. alternierende Trilinearform auf V . Die Untergruppe
G2(E) := Aut(Q) ∩ Aut(f) von GL(V ) ist dann eine spaltende Gruppe vom Typ G2. G2 ist sowohl
einfach-zusammenhängend als auch von adjungiertem Typ.
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Untergruppen. Wir identifizieren SL3(E) mit einer Untergruppe σ(SL3(E)) von GL(V ) durch die
Vorschrift

σ(g) =




g 0 0
0 1 0
0 0 θ(g)



 ,

wo g ∈ SL3(E) und θ(g) gegeben ist durch

θ(g) =




0 0 0
0 1 0
1 0 0



 tg
−1




0 0 0
0 1 0
1 0 0



 .

Diese Operation läßt die Formen Q und f invariant, so daß wir einen Homomorphismus SL3(E)
ι→֒

G2(E) erhalten. Der Diagonaltorus von SL3(E) hat Rang 2, und sein Bild unter ι ist ein maximaler
Splittorus T(E) in G2(E), der Diagonaltorus in G2.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wie bereits erwähnt wählen wir die Standardbasis e1, . . . , e7
von V . Ist der Diagonaltorus der SL3 durch die freien Parameter t1 und t2 beschrieben, setzen wir

x1 := t2, x2 := t1t2, x3 := 1.

Wir setzen noch εi = d(xi).

Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus der SL3 sei parametrisiert als

(
t1
t2

(t1t2)−1

)
. Dann

existieren die folgenden Wurzeln α1, α2 von T in g

α1 =
x1

x2
, α2 =

x2x3

x2
1

.

Die Menge {α1, α2} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehöriges System positiver Wurzeln die
Menge

{α1, α2, α1 + α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2}
ist. Die entsprechenden Wurzeln bezüglich t sind die Ableitungen der Wurzeln bezüglich T mit zu-
gehörigem einfachen System

ε1 − ε2,−2ε1 + ε2 + ε3.

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW]. Die positive Wurzel maximaler Höhe hat die Form

α+ =
x2

3

x1x2
= 3α1 + 2α2

bzw.
−ε1 − ε2 + 2ε3.

Die entsprechenden Relationen zwischen den Ableitungen d(αi) ∈ Φg beschreiben nach [BFW] ein
einfaches System von Wurzeln. Wir übernehmen daher die entsprechenden Notationen aus [BFW] für
Φg. Die positive Wurzel maximaler Höhe hat die Form

α+ =
x2

3

x1x2
.

Wir haben dann
◦ ◦ ◦<α1 α2 −α+
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Wir ordnen die Standardbasis von V = E7 wie folgt an:

e6, e1, e3, e4, e5, e7, e2

Bezüglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelräume in G zu den einfachen Wurzeln aus oberen
Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(E) in V sind χ1, . . . , χ7. Sie entsprechen den 7 Diagonaleinträgen der Elemente
von t. Genauer entspricht χi der zum Basisvektor ei gehörende Komponente. Das Gewicht χ4 ist dann
null. Die verbleibenden 6 Gewichte entsprechen in dieser Notation den 6 kurzen Wurzeln. Es gilt weiter
χi + χ8−i = 0 für alle i und χ1 + χ2 + χ3 = χ5 + χ6 + χ7 = 0.

6.6.8 Die adjungierte Darstellung

Die adjungierte Darstellung von G hat den Vorteil, daß sie für jede Gruppe existiert und die Gewichte
wohlbekannt sind: Die nichttrivialen Gewichte sind gerade die Wurzeln von G. Der Nachteil ist schon
in Abschnitt 6.2 angeklungen: Je höher die Dimension der Darstellung, umso höhergradig und kom-
plizierter sind die Minimalpolynome der halbeinfachen Eigenvektoren von w∆ bezüglich der gegebenen
Darstellung. Aus diesem Grund arbeiten wir für jede Gruppe G mit einer Darstellung möglichst kleiner
Dimension. Im Hinblick auf Gruppen mit Wurzelsystem vom Typ E8 wird die adjungierte Darstellung
von G jedoch spätestens dort eine große Rolle spielen.

Sei wie immer G zusammenhängend und halbeinfach. Sei g die Liealgebra von G und κ : g × g → F
die Killingform. [ · , · ] bezeichne die Lieklammer auf g. Wir definieren folgende Trilinearform auf g:

κt : g × g × g → F

(x, y, z) 7→ κ(x, [yz])

G operiert vermöge Ad auf dem F -Vektorraum g und erhält die beiden Formen κ und κt. Die Automor-
phismengruppe von κ und κt in GL(g) besteht aus Ad(G) = Gad und den äußeren Automorphismen
von g. Dies sieht man wie folgt: Ein Automorphismus von κ und κt läßt auch die Lieklammer von g

invariant, ist also bereits ein Automorphismus von g. Jetzt kann man die Strukturtheorie für Liealgebren
anwenden.



Kapitel 7

Die Algebra AE

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welche Struktur die Algebra AE hat. Die spezielle Gestalt von
µ führt zu einer Zerlegung von AE mittels Idempotenter. Wir werden dann für die von uns betrachteten
Gruppen eine Einbettung eines Summanden von AE nach AE konstruieren, so daß sich der gesuchte
Torus T durch algebraische Gleichungen in diesem Summanden beschreiben läßt.

Im ganzen Kapitel sei ρ eine rationale endlich-dimensionale Darstellung von G mit zugehöriger Dar-
stellung dρ von g. Sei V der zugrundeliegende Vektorraum und d seine Dimension. Sei weiter v ∈ t

ein rationaler Eigenvektor eines primitiven Elements w ∈ W zum Eigenwert ζ und v = dρ(v). Nach
Proposition 6.9 hat das Minimalpolynom von v die Gestalt

Xε
∏

i∈I

µi

für eine endliche Indexmenge I und Polynome µi ∈ F̄ [X] von der Gestalt

µi(X) = (Xord(ζ) −Di).

Wir setzen µ =
∏
i∈I µi und AE = E[X]/µ. Das Polynom µ ist separabel nach Korollar 6.10. Die

µi sind wegen der Separabilität von µ paarweise teilerfremd. Wir wollen den Torus T nun mit Hilfe
der in Abschnitt 6.1 konstruierten Abbildung ΦE,v : AE → M(d,E) beschreiben. In diesem Kapitel
untersuchen wir daher zunächst die Struktur der Algebra AE . Wir werden im ganzen Kapitel annehmen,
daß die µi bereits Koeffizienten in F haben.

7.1 Zerlegung mittels Idempotenter

Wir untersuchen in diesem Abschnitt allgemein die Zerlegung einer F -Algebra mittels Idempotenter.
Seien f1, . . . , fm teilerfremde separable Polynome in F [X] und f = f1 · · · fm. Sei E eine F -Algebra
und AE die Algebra E[X]/f . Wir werden in dieser Arbeit in zwei Situationen auf eine Algebra vom Typ
AE stoßen: Zum einen hat, wie bereits am Anfang dieses Abschnitts erläutert, das Minimalpolynom µ
eines Eigenvektors von w ∈W eine Gestalt wie f . Zum anderen werden wir in Kapitel 10 den Torus T
algebraisch durch Gleichungen in einer Algebra vom Typ AE beschreiben. Um zu sehen, daß T wirklich
ein Torus ist, werden wir ebenfalls eine Zerlegung der Algebra benutzen.

Wegen der Separabilität von f sind die fi paarweise teilerfremd, und AE = E[X]/f zerlegt sich in eine
direkte Summe

AE ∼=
⊕

i

AE,i

71
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mit

AE,i = E[X]/fi.

Seien ck ∈ F [X] (für k ∈ I) Elemente mit
∑

k∈I ck
∏
j 6=k fj = 1. Dann ist der Isomorphismus τ :

⊕
iAE,i

∼→ AE gegeben durch

([Pi])i 7→
[∑

k∈I

ckPk
∏

j 6=k

µj

]

mit Umkehrabbildung

[P ] 7→ ([P ])i.

Bemerkung 7.1. Sei xk eine Nullstelle von fk und Q1, . . . , Qm(X) ∈ E[X]. Dann gilt

τ
(
([Qi])i

)
(xk) = Qk(xk).

Bemerkung 7.2. Sei f ein separables Polynom in E[X] und A = E[X]/f . Seien weiter Q ein
Polynom in E[X1, . . . ,Xm] und P1, . . . , Pm Polynome in E[X] sowie c ∈ E. Dann sind äquivalent:

(i) Für alle Nullstellen λ von f gilt Q(P1(λ), . . . , Pm(λ)) = c.

(ii) Es gilt Q([P1], . . . , [Pm]) = c als Gleichung in der Algebra A.

Beweis: Die Richtung (ii) ⇒ (i) ist klar. Umgekehrt schreiben wir Q(P1, . . . , Pm) in der Form

Q(P1, . . . , Pm) = c+R

für ein Polynom R ∈ E[X]. Wegen Q(P1(λ), . . . , Pm(λ)) = c für alle Nullstellen λ von f folgt R(λ) = 0
für alle Nullstellen λ von f . Wegen der Separabilität von f folgt f | R und damit

Q(P1, . . . , Pm) ≡ c mod f.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts nehmen wir nun an, daß die fi eine spezielle Gestalt haben: Sei λ
eine positive ganze Zahl, κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ in F̄ und D ∈ E∗. Sei f
das Polynom

f(X) = Xλ −D

und d eine fest gewählte Nullstelle von f in einem Zerfällungskörper L von f . Wir setzen für ξ ∈ κ

fξ(X) = X − ξd

AL,ξ = L[X]/fξ .

Dann gilt

f =
∏

ξ∈κ

fξ,

und die Algebra AL ist isomorph zu
⊕

ξ∈κ AL,ξ vermöge der oben definierten Abbildung τ . Sind cξ
Elemente in L[X] mit

∑
ξ∈κ cξ

∏
ξ′ 6=ξ fξ′ = 1, dann ist τ gegeben durch

τ
(
[Pξ ])ξ

)
=

[
∑

ξ∈κ

cξPξ
∏

ξ′ 6=ξ

fξ′

]
.
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Lemma 7.3. Sei λ eine positive ganze Zahl und κ die Gruppe der λ-ten Einheitswurzeln in F̄ . Sei
E eine Körpererweiterung von F , f(X) = Xλ −D ∈ E[X] mit X ∤ f und L ein Zerfällungskörper
von f . Es sei die Algebra AL durch AL = L[X]/f erklärt. Das Polynom f sei als f =

∏
xi∈κ fξ

faktorisiert für eine fest gewählte Nullstelle d von f in L und fξ(X) = X − ξd. Wir setzen AL,ξ =
L[X]/fξ. Der Isomorphismus τ :

⊕
ξ∈κAL,ξ → AL sei wie oben erklärt. Sei ζ ∈ κ und σ = σζ :

AL → AL der durch
σ([X]) = [ζX]

gegebene Automorphismus von AL. σ induziert einen Automorphismus

στ = τ−1στ

von
⊕

ξ∈κ AL,ξ. Seien nun P1, . . . , Pλ Polynome in L[X]. Dann gilt

στ
(
([Pξ(X)])ξ∈κ

)
= ([Pζξ(ζX)])ξ∈κ.

Beweis: Die Gleichung
∑

ξ∈κ cξ(X)
∏
ξ′ 6=ξ fξ(X) = 1 ist eine Gleichung zwischen Polynomen, bleibt

also richtig, wenn auf beiden Seiten X durch ζX ersetzt wird, d.h. es gilt

∑

ξ∈κ

cξ(ζX)
∏

ξ′ 6=ξ

fξ(ζX) = 1.

Genauso bleiben Kongruenzen zwischen Polynomen erhalten, wenn in allen beteiligten Polynomen X
durch ζX ersetzt wird. In unserem Fall gilt also

cξ(ζX)
∏

ξ′ 6=ξ

fξ(ζX) ≡
{

1 modfξ(ζX)

0 modfξ′(ζX), ξ′ 6= ξ.

Nun gilt für jedes ξ ∈ κ

fξ(ζX) = ζX − ξd = ζ(X − ζ−1ξd) = ζfζ−1ξ(X).

Insbesondere sind Kongruenzen modulo fξ(ζX) und modulo fζ−1ξ(X) dieselben. Daher ist das Bild von

στ
(
([Pξ(X)])ξ

)
=

[
∑

ξ∈κ

cξ(ζX)Pξ(ζX)
∏

ξ′ 6=ξ

fξ′(ζX)

]

unter τ−1 das Tupel ([Pξ(ζX])ζ−1ξ. Nach Umindizierung erhalten wir

στ
(
([Pξ(X)])ξ

)
= ([Pζξ(ζX])ξ∈κ

wie behauptet.

7.2 Relationen zwischen Nullstellen

Wir betrachten nun den Fall, daß zwischen den einzelnen Di ∈ F gewisse Relationen bestehen. In den
Kapiteln 8 und 9 werden wir sehen, daß solche Relationen zwischen verschiedenen µi von Relationen
zwischen Gewichten aus verschiedenen Orbiten unter 〈w〉 herkommen.

Sei wieder κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ und fi ∈ F [X] Polynome der Form
fi(X) = Xλ − Di. Wir nehmen ab jetzt an, daß κ in F enthalten sei und fixieren eine primitive
Einheitswurzel ζ von Ordnung λ. Wir wählen Elemente di ∈ F̄ mitDi = dλi . Diese Elemente entsprechen
den Werten χ(v) im Abschnitt 6.2. Für jedes Paar von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Indizes
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(i, j) aus I sei θij ∈ F̄ ∗ mit di = θijdj. Wir nehmen an dieser Stelle an, daß alle θij bereits in F liegen.
Dies wird in den von uns betrachteten Fällen immer der Fall sein, siehe Kapitel 8 und 9. Wir fixieren für
den Rest des Abschnitts die F -Algebra E und schreiben kurz Aν für AE,ν und A für AE. Die Algebren
Ai und Aj sind dann wegen der Gleichung di = θijdj isomorph vermöge der Abbildung Ψij : Ai → Aj ,
gegeben durch

Ψij : [P (X)] 7→ [P (θijX)].

Die Umkehrabbildung Ψ−1
ij : Aj → Ai wird gegeben durch

Ψ−1
ij : [(Q(X)] 7→ [Q(θ−1

ij X)].

Offensichtlich werden die Abbildungen Ψij induziert von den Abbildungen E[X] → E[X], P (X) 7→
P (θijX). Wir werden in der Notation nicht zwischen diesen beiden eigentlich verschiedenen Abbildungen
unterscheiden.

Bemerkung 7.4. Die Abbildungen Ψij hängen von der Wahl von θij ab. θij ist nämlich nur ein-
deutig bis auf Multiplikation mit einer Einheitswurzel von Ordnung λ. Wir müssen also eigentlich
Ψij(θij) statt Ψij schreiben. Dies tun wir jedoch explizit nur, wenn die Wahl des

”
richtigen“ θ eine

Rolle spielt. Wir treffen allerdings folgende Vereinbarungen: Es gelte stets θii = 1 und θji = θ−1
ij .

Für die zugehörigen Isomorphismen gilt dann Ψii = id und Ψji = Ψ−1
ij .

Bemerkung 7.5. Seien Q,P1, . . . , Pm Polynome in E[X] sowie c ∈ E. Seien i, j zwei Indizes aus
der obigen Indexmenge I. Gilt

Q([P1], . . . , [Pm]) = c

in AE,i, so gilt auch
Q(Ψij([P1]), . . . ,Ψij([Pm])) = c

in AE,j.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Typen von Relationen zwischen Nullstellen λi von µ:

(Typ 1) λ1 + λ2 = 0 für zwei von null verschiedene Nullstellen von µ.

(Typ 2) λ1 + λ2 + λ3 = 0 für drei von null verschiedene Nullstellen von µ.

Motiviert sind diese beiden Typen durch die Proposition 6.3: Obige Relationen sind gerade diejenigen,
die eine Rolle spielen für Gruppen, die durch Bi- und Trilinearformen beschrieben sind im Sinne von
Abschnitt 6.2. Dies ist der Fall für alle von uns betrachteten Gruppen, deren Wurzelsystem nicht vom
Typ An ist. In diesem Fall besteht µ nur aus einem Faktor, und die möglichen Relationen sind sehr
einfach und werden im Abschnitt 7.3 beschrieben.

Typ 2. Wir betrachten als erstes den Typ 2 und fixieren drei Indizes (i, j, k) aus I. Sei λν Nullstelle
des Faktors µν für ν = i, j, k. Seien θij, θik Elemente in F ∗ mit

di = θijdj

di = θikdk,

für die die in Bemerkung 7.4 getroffenen Vereinbarungen erfüllt sind.

Es gelte nun λi + λj + λk = 0. Wir drücken λj und λk in Abhängigkeit von λi aus mit geeigneten a, b
als

λj = ζaθ−1
ij λi

λk = ζbθ−1
ik λi.

(7.1)
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Man beachte dabei die Gleichungen zwischen den dν und die Tatsache, daß sich jede Nullstelle von
(Xλ−Dν) um eine Einheitswurzel der Ordnung λ von dν unterscheidet. Die Gleichung λi+λj+λk = 0
lautet dann

λi + ζaθ−1
ij λi + ζbθ−1

ik λi = 0

und gilt für jede Nullstelle λi von µi(X) = Xλ −Di.

Wir betrachten nun ein allgemeines Element ([P ]) ∈ A. Nach Proposition 6.3 ist die Bedingung

P (λi)P (λj)P (λk) = 1

hinreichend, damit die Abbildung Φv = Φv,E das Element [P ] nach G(E) abbildet. Wir untersuchen
die linke Seite LS der Gleichung. Das Element τ−1([P ]) hat die Form ([Pν ])ν ∈⊕ν Aν für Polynome
Pν ∈ E[X]. Nach Bemerkung 7.1 gilt dann

P (λi)P (λj)P (λk) = Pi(λi)Pj(λj)Pk(λk),

denn die λν sind Nullstellen der entsprechenden µν . Wir setzen jetzt die Gleichungen (7.1) ein und
erhalten

LS = Pi(λi) · Pj(ζaθ−1
ij λj) · Pk(ζbθ−1

ik λk)

oder
LS = Pi(λi) · (Ψ−1

ij Pj)(ζ
aλi) · (Ψ−1

ik Pk)(ζ
bλi).

Typ 1. Wir geben hier nur noch das analoge Ergebnis an: Seien λi Nullstelle von µi und λj Nullstelle
von µj mit λi + λj = 0. Sei [P ] ∈ A und τ−1([P ]) = ([Pν ])ν . Dann gilt λj = ζaθ−1

i λi = −λi und

P (λi)P (λj) = Pi(λi)(Ψ
−1
ij Pj)(ζ

aλi) = Pi(λi)Pj(−λj).

Wie die Abschnitte 8.4 und 9.2.3 zeigen werden, gilt in einer solchen Situation immer i = j und
ζa = −1.

Proposition 7.6. Seien I eine endliche Menge und ζ eine primitive Einheitswurzel von Ordnung
λ in F . Für alle i ∈ I sei µi ein Polynom in F [X] der Form

µi(X) = Xλ −Di,

und di ein Element in F̄ ∗ mit dλi = Di. Die µi seien teilerfremd und µ sei erklärt als µ =
∏
i µi.

Für alle Paare (i, j) ∈ I × I gelte di = θijdj für ein Element θij ∈ F ∗. Die Vereinbarungen
aus Bemerkung 7.4 seien für die θij erfüllt. Es sei weiter AE die Algebra E[X]/µ und AE,i die
Algebra E[X]/µi. Wegen der Teilerfremdheit der µi gilt AE ∼=

⊕
iAE,i vermöge der Abbildung τ

aus Abschnitt 7.1. Sei für (i, j) die Abbildung Ψij : E[X] → E[X] gegeben durch

P (X) 7→ P (θijX).

Die Ψij induzieren Abbildungen AE,i → AE,j, die auch mit Ψij bezeichnet werden. Seien λ1, λ2, λ3

drei Elemente in F̄ , so daß λi entweder 0 oder Nullstelle von µni ist und (λ1, λ2, λ3) 6= (0, 0, 0)
gilt. Ohne Einschränkung sei λ1 6= 0. Es gilt dann λ2 = ε2ζ

a2θ−1
k1k2

λ1 und λ3 = ε2ζ
a3θ−1

k1k3
λ1 für

nicht-negative ganze Zahlen ai und geeignete εi ∈ {0, 1}. Seien schließlich noch P,Pi ∈ E[X] mit
τ−1([P ])i = [Pi] ∈ AE,i. Dann ist die Bedingung

P (λ1)P (λ2)
ε2P (λ3)

ε3 = 1

aus Proposition 6.1 äquivalent zu der Gleichung

Pn1(λ1) ·
(
Ψ−1
n1n2

Pn2)(ζ
a2λ1)

)ε2 ·
(
(Ψ−1

n1n3
Pn3)(ζ

a3λ1)
)ε3 = 1.
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Beweis: Nach Bemerkung 7.1 gilt

P (λ1)P (λ2)
ε2P (λ3)

ε3 = Pn1(λ1)Pn2(λ2)
ε2Pn3(λ3)

ε3 .

Setzt man nun die Gleichungen zwischen den λi ein, erhält man die Behauptung.

Korollar 7.7. Es seien alle Größen wie in Proposition 7.6. Dann ist das System von λ Bedingungen

P (λ1)P (λ2)
ε2P (λ3)

ε3 = 1,

das man erhält, wenn λ1 alle Nullstellen von µn1 durchläuft, äquivalent zu der Gleichung in AE,n1

[Pn1(X)][(Ψ−1
n1n2

Pn2)(ζ
a2X)]ε2 [(Ψ−1

n1n3
Pn3)(ζ

a3X)]ε3 = [1].

Beweis: Die Aussage folgt direkt mit Hilfe von Bemerkung 7.2 aus Proposition 7.6.

Bemerkung 7.8. Seien nun die Zahlen ai in der Darstellung λi = εiζ
aiθ−1

k1ki
λ1 aus Proposition 7.6

eindeutig bestimmt, falls εi 6= 0 ist. Dann läßt sich die Menge der Tripel (λ1, λ2, λ3) mit λ1 + λ2 +
λ3 = 0, wo 0 6= λ1 eine Nullstelle von µk1 und λ2 bzw. λ3 Nullstellen von µk2 bzw. µk3 oder gleich
0 sind, parametrisieren durch die Menge der Nullstellen λ von µk1 als (λ, ε2ζ

a2θ−1
k1k2

λ, ε3ζ
a3θ−1

k1k3
λ).

Zum Schluß formulieren wir noch ein Lemma, das es uns erlaubt, die Menge aller Lösungstripel der
Gleichung (Typ 2) durch die Lösungsmenge einer Gleichung von Einheitswurzeln zu parametrisieren.
Sei dazu κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ. Die Elemente θij und θik seien wie in den
Gleichungen (7.1) erklärt. Wir betrachten die folgende Gleichung in κ:

(7.2) 1 +Xθ−1
ij + Y θ−1

ik = 0

Lemma 7.9. Sei ζ eine Einheitswurzel von Ordnung λ und κ die Gruppe der Einheitswurzeln von
Ordnung λ. Seien µi(X) = Xλ −Di Polynome in E für jedes i aus einer endlichen Indexmenge I
und µ =

∏
i µi. Dann stehen die Lösungen der Gleichung (Typ 2) in eindeutiger Beziehung zu den

Lösungen in κ × κ der Gleichung (7.2). Genauer gilt: Eine Lösung in κ × κ der Gleichung (7.2)
liefert durch Multiplikation mit den Nullstellen von µi genau λ Lösungen der Gleichung (Typ 2).
Umgekehrt entsteht jede Lösung der Gleichung (Typ 2) auf diese Weise.

Beweis: Die Aussage folgt aus den Gleichungen (7.1), die stets für Lösungen der Gleichung (Typ 2)
gilt.

7.3 Relationen innerhalb eines Orbits und Normgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Auswirkungen die Beziehungen zwischen den Nullstellen
eines Faktors µi von µ auf die Algebra AE,i haben. Wir werden sehen, daß die von den Relationen
innerhalb des zu µi gehörenden Orbits herkommenden Beziehungen zwischen den Nullstellen von µi mit
Normgleichungen in AE,i in Verbindung gebracht werden können.

Wir behalten die Notationen aus den beiden vorigen Abschnitten bei. Die Polynome µi = Xλ −Di ∈
F [X] seien insbesondere alle vom gleichen Grad λ und separabel. Daher sind die Nullstellen von einem µi
paarweise verschieden. Wir betrachten für eine natürliche Zahl k folgende Relation zwischen k paarweise
verschiedenen Nullstellen von µi, die wieder motiviert ist durch die Proposition 6.3 für k-Linearformen:

(7.3)

k∑

j=1

λj = 0.
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Aufgrund der Struktur von µi = Xλ − Di besteht die Menge der Nullstellen von µi gerade aus dem
Orbit einer festen Nullstelle λ0 unter der Gruppe κ = κλ der Einheitswurzeln von Ordnung λ. Lösungen
der Gleichungen (7.3) stehen daher in eindeutiger Beziehung zu Lösungen einer entsprechenden Glei-
chung für paarweise verschiedene Elemente aus κ. Genauer geht es um folgende Gleichung zwischen
Einheitswurzeln der Ordnung λ:

(7.4) 1 +

k−1∑

j=1

Xj = 0.

Lösungen der Gleichung (7.4) entsprechen dann Lösungen der Gleichung (7.3). Wir bezeichnen ein
Lösungstupel der Gleichung (7.3) (bzw. (7.4)) als zulässig, wenn die Komponenten des Lösungstupel
paarweise verschieden sind.

Bemerkung 7.10. Sei κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ, µi(X) = Xλ−Di ∈ F [X]
und N die Menge der Nullstellen von µi. Dann entsprechen die (zulässigen) Lösungstupel in N k

der Gleichung (7.3) den (zulässigen) Lösungstupeln in κk−1 ((κ \ {1})k−1) der Gleichung (7.4).
Genauer gilt: Ein Lösungstupel in κk−1 liefert durch Multiplikation mit den Elementen aus N
genau λ Lösungstupel in N k. Umgekehrt entsteht jede Lösung von (7.3) auf diese Weise.

Korollar 7.11. Die möglichen Relationen (7.3) zwischen Nullstellen eines Faktors µi hängen nicht
vom Faktor µi ab. Genauer: Seien µi und µj zwei beliebige Faktoren (gleichen Grades) von µ.
Dann stehen die Lösungen der Gleichung (7.3) für den Faktor µi in eineindeutiger Beziehung zu
denjenigen für den Faktor µj .

Seien µi(X) = Xλ − Di und µj(X) = Xλ − Dj und di, dj ∈ F̄ ∗ mit Di = dλi und Dj = dλj . Sei

weiter θ = θij = did
−1
j . Dann wird eine eineindeutige Beziehung zwischen den Lösungen für µi und

denen von µj induziert durch die Abbildung
{
{Nullstellen von µi} → {Nullstellen von µj}

x 7→ θx.

Beweis: Bemerkung 7.10 zeigt, daß die Lösungsmenge für einen beliebigen Faktor eindeutig bestimmt
ist durch die Gruppe κ der Einheitswurzeln von Ordnung λ. Die Ordnung λ ist jedoch eine Invariante
für µ, also für jeden Faktor µi.

Offensichtlich sind Lösungen der Gleichung (7.3) höchstens eindeutig bis auf Vertauschung der λi. Für
k = 2, 3 ist dies auch schon die einzige Mehrdeutigkeit:

Bemerkung 7.12. Sei F ein Körper der Charakteristik 0 und κ die Gruppe der Einheitswurzeln
von Ordnung λ in F̄ . Dann besitzt die Gleichung (7.4) für k = 2, 3 genau dann eine Lösung
in (κ \ {1})k−1 wenn λ durch k teilbar ist. In diesem Fall ist die Lösung bis auf Vertauschung
eindeutig und besteht genau aus den Einheitswurzeln von Ordnung k in κ \ {1}. Ist weiter λ = k,
so existiert bis auf Vertauschung genau eine zulässige Lösung der Gleichung (7.4), die genau aus
den nichttrivialen Elementen von κ besteht.

Beweis: Offensichtlich bilden die Einheitswurzeln von Ordnung k eine Lösung für die Gleichung (7.4).
Die Aussage für k = 2 ist ebenfalls klar. Ist k = 3, so beachte man, daß zwei Einheitswurzeln ζ1 und ζ2
(beliebiger Ordnung) durch ihre Summe ζ1 + ζ2 schon eindeutig bestimmt sind: Wegen char(F ) = 0
können wir in C rechnen und sehen, daß der Vektor ζ1 + ζ2 auf der Winkelhalbierenden von ζ1 und ζ2
liegt und die Halbebene, die durch die Normale zu ζ1 + ζ2 begrenzt wird und die ζi enthält, festlegt.
Da beide Einheitswurzeln die Länge 1 haben, sind die Winkel zwischen den ζi und ihrer Summe durch
die Länge der Summe schon eindeutig bestimmt. Andererseits ist (ζ3, ζ

2
3 ) eine Lösung von (7.4), wenn

ζ3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist.

Wir fassen unser Ergebnis wieder mit Blick auf Proposition 6.3 zusammen.
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Proposition 7.13. Sei E eine F -Algebra und κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ.
Es gelte κ ⊂ F . Seien weiter µ ein Polynom in F [X] von der Form

µi(X) = Xλ −D

für D ∈ E∗ und P ein Polynom in E[X]. Ein k-Tupel (λ1, . . . , λk) von paarweise verschiedene
Nullstellen von µ mit λ1 + . . . + λk = 0 heiße zulässig. Es gelte k | λ, und die Gleichung 1 +∑k−1

i=1 Xk = 0 in κk−1 habe bis auf Vertauschung als paarweise verschiedene Lösungen xi nur die
nichttrivialen Einheitswurzeln von Ordnung k. Dann ist das System von Gleichungen

k∏

i=1

P (λi) = 1,

das man erhält, wenn (λ1, . . . , λk) alle zulässigen Tripel durchläuft, äquivalent zu der Gleichung in
AE = E[X]/µ ∏

ζk=1

[P (ζX)] = [1].

Beweis: Die Menge aller zulässigen Tripel läßt sich nach Bemerkung 7.10 und der Voraussetzung der
Proposition parametrisieren als (ζλ1)ζk=1, wo λ1 die Nullstellenmenge µ durchläuft,. Wir wenden dann
Bemerkung 7.2 an.

7.4 Abhängigkeiten zwischen den Summanden von AE

Während die Existenz und Eindeutigkeit der faktorinternen Relationen nach Bemerkung 7.12 vollständig
geklärt ist und nur von der Ordnung λ des betrachteten Eigenwerts abhängt, ist dies bei den fak-
torübergreifenden Relationen aus Abschnitt 7.2 nicht der Fall. Daher treffen wir einige Annahmen, die
in den von uns betrachteten Fällen stets erfüllt sein werden. Wir werden sehen, daß eine Relation vom
Typ 2 zwischen Nullstellen von zwei verschiedenen Faktoren µi und µj von µ eine Einbettung von
E[X]/µi nach E[X]/µ induziert, die sich mit der Abbildung Φv,E ”

verträgt“ in dem Sinne, daß die
Bedingung aus Korollar 6.4 erfüllt ist für Nullstellen von µiµj.

Seien wieder µi Polynome in F [X] der Gestalt µi(X) = Xλ −Di für eine Indexmenge I = {1, . . . ,m}
und eine positive ganze Zahl λ. Sei κ die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ, und gelte
κ ⊂ F . Es seien λ1 Nullstelle des Faktors µi und λ2, λ3 Nullstellen des Faktors µj. Es gelte wieder
λ1 + λ2 + λ3 = 0, und die beiden Faktoren µi und µj seien verschieden. Ein solches Tripel (λ1, λ2, λ3)
nennen wir in diesem Abschnitt verbindendend bezüglich (i, j). Seien wieder di und dj Elemente in F̄
mit Di = dλi und Dj = dλj und θ = θij = did

−1
j .

Lemma 7.14. Die Gleichung (7.2) besitzt für θ = θij = θik bis auf Vertauschung höchstens eine
Lösung in κ.

Beweis: Es gelte ζ1 + ζ2 = ξ1 + ξ2 für Elemente ζi, ξj ∈ κ. Wegen char(F ) = 0 können wir in
C rechnen. Das Element ζ1 + ζ2 liegt auf der Winkelhalbierenden von ζ1 und ζ2. Daher müssen ξ1
und ξ2 dieselbe Winkelhalbierende haben wie ζ1 und ζ2. Aus ζ1 + ζ2 = ξ1 + ξ2 folgt dann aber schon
{ζ1, ζ2} = {ξ1, ξ2}.

Wir nehmen ab jetzt an, daß λ durch 3 teilbar ist.

Nach den Lemmata 7.9 und 7.14 gibt es nun genau λ verbindende Tripel bezüglich (i, j). Sei [P ] ∈ AE
und τ−1([P ]) = ([Pk])k ∈ ⊕kAE,k. Wenn wir die Bedingung aus Korollar 6.4 erfüllen wollen, muß nach
Proposition 7.13 zusammen mit Bemerkung 7.12 auf jeden Fall

(7.5) [Pj(X)][Pj(ζ3X)][Pj(ζ
2
3X)] = [1]
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gelten in AE,j, wenn ζ3 eine primitive 3-te Einheitswurzel ist. Nach Bemerkung 7.5 gilt die Gleichung
(7.5) auch für Ψ−1

ij ([Pj ]). Die Bedingung

[Pi(X)][(Ψ−1
ij Pj)(ζ

aX)][(Ψ−1
ij Pj)(ζ

bX)] = [1]

aus Korollar 7.7 ist daher quivalent zu

(7.6) [Pi(X)] = [(Ψ−1
ij Pj)(ζ

a+νX)][(Ψ−1
ij Pj)(ζ

a+2νX)][(Ψ−1
ij Pj)(ζ

b+νX)][(Ψ−1
ij Pj)(ζ

b+2νX)],

wenn ν = λ
3 ist. Die Gleichung (7.6) liefert eine notwendige Bedingung, damit die Bedingung aus

Proposition 6.3 erfüllt ist. Gleichzeitig definiert die Gleichung (7.6) eine Abbildung Θji : AE,j → AE,i
durch

Θji([Q]) = [(Ψ−1
ij Q)(ζa+νX)][(Ψ−1

ij Q)(ζa+2νX)][(Ψ−1
ij Q)(ζb+νX)][(Ψ−1

ij Q)(ζb+2νX)].

Θji ist ein Isomorphismus von F -Algebren. Wir definieren nun eine Abbildung εji : AE,j → AE,j⊕AE,i
durch

εji = (id,Θji),

also
εji([P ]) = ([P ],Θji([P ])).

εji ist eine Einbettung von AE,j nach AE,j ⊕AE,i. Sie hat die Eigenschaft, daß für ihre Einschränkung
auf die Untergruppe von AE,j, die durch die Gleichung [Pj(X)][Pj(ζ3X)][Pj(ζ

2
3X)] = [1] gegeben ist,

die Bedingung aus Proposition 6.3 erfüllt ist, wenn die drei Nullstellen λ1, λ2, λ3 Nullstellen von µiµj
sind.

Proposition 7.15. Seien ζ eine primitive Einheitswurzel der Ordnung λ ≡ 0 (mod 3), κ die
Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung λ in F̄ und ν = λ

3 . Es gelte κ ⊂ F . Seien µi = Xλ −Di

und µj = Xλ −Dj zwei teilerfremde Polynome in F [X], di und dj Elemente in F̄ ∗ mit dλi = Di

und dλj = Dj sowie θ = θij = did
−1
j . Es gelte θ ∈ F . Weiter bezeichne AE,i bzw. AE,j bzw. AE,ij die

Algebra E[X]/µi bzw. E[X]/µj bzw. E[X]/µiµj und τij den Isomporphismus AE,i⊕AE,j → AE,ij.
Der Isomorphismus Ψij : AE,i → AE,j sei gegeben durch

Ψij([P ]) = [P (θX)].

(y1, y2) ∈ κ × κ sei die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung der Gleichung (7.2) für θ. Wir
erklären die Abbildung Θji : AE,j → AE,i durch

Θji([P ]) = [(Ψ−1
ij P )(y1ζ

νX)][(Ψ−1
ij P )(y1ζ

2νX)][(Ψ−1
ij P )(y2ζ

νX)][(Ψ−1
ij P )(y2ζ

2νX)]

und die Abbildung εji : AE,j → AE,j ⊕ AE,i durch

εji = (id,Θji).

Sei schließlich T (E) die Untergruppe von AE,j, die durch die Gleichung

[P (X)][P (ζ3X)][P (ζ2
3X)] = [1]

definiert ist. Für P ∈ E[X] sei noch P̃ ∈ E[X] ein Polynom mit P̃ ≡ P (mod µj) und P̃ ≡ Θji(P )
(mod µi). Dann gilt für alle Elemente [P ] ∈ T (E) und alle Nullstellen λ1, λ2, λ3 von µiµj mit
λ1 + λ2 + λ3 = 0, so daß nicht zwei λν Nullstellen von µi und ein λν Nullstelle von µj sind,

P̃ (λ1)P̃ (λ2)P̃ (λ3) = 1.
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Beweis: Nach Definition von P̃ gilt P̃ ≡ P (mod µj) und P̃ ≡ Θji(P ) (mod µi). Sind alle drei
Nullstellen λ1, λ2, λ3 Nullstellen desselben µk, so folgt die Behauptung direkt aus der Definition von
T (E) zusammen mit Bemerkung 7.5. Sind λ1 Nullstelle von AE,i und λ2, λ3 Nullstellen von AE,j, so
gilt

P̃ (λ1)P̃ (λ2)P̃ (λ3) = Θji(P )(λ1)P (λ2)P (λ3)

= Θji(P )(λ1)P (y1θ
−1λ1)P (y2θ

−1λ1)

= Θji(P )(λ1)(Ψ
−1
ij P )(y1λ1)(Ψ

−1
ij P )(y2λ1)

nach Lemma 7.9 und Definition von Ψij . Wir benutzen die Definition von Θji und erhalten nach
Umordnung der Faktoren für die rechte Seite RS

RS = (Ψ−1
ij P )(y1λ1)(Ψ

−1
ij P )(y1ζ

νλ1)(Ψ
−1
ij P )(y1ζ

2νλ1)︸ ︷︷ ︸
=1

· (Ψ−1
ij P )(y2λ1)(Ψ

−1
ij P )(y2ζ

νλ1)(Ψ
−1
ij P )(y2ζ

2νλ1)︸ ︷︷ ︸
=1

Die Gleichheiten der beiden geklammerten Terme folgen nach Definiton von T (E) und Bemerkung
7.5.

Der Fall, daß zwei λi Nullstellen von µj und ein λi Nullstelle von µi ist, läßt sich im allgemeinen Fall
nicht folgern, da überhaupt nicht klar ist, in welchem Zusammenhang Lösungen der Gleichung

1 + Y1θ + Y2θ

zu den Lösungen der Gleichung
1 + Y1θ

−1 + Y2θ
−1

stehen. Lösungen der ersten Gleichung existieren genau dann, wenn θ−1 als Summe zweier Einheitswur-
zeln von Ordnung λ geschrieben werden kann, Lösungen der zweiten Gleichng genau dann, wenn θ als
Summe zweier Einheitswurzeln von Ordnung λ geschrieben werden kann. Wann dies jeweils der Fall ist
und welche Einheitswurzeln dann auftauchen, muß von Fall zu Fall untersucht werden. Dies kann z.B.
immer in C getan werden.



Kapitel 8

Vorbereitungen für Tori zu
Coxeterelementen

In diesem Kapitel betrachten wir den Torus T = Tcox, der zur Konjugationsklasse eines Coxeterelements
in der WeylgruppeW gehört. Da alle Coxeterelemente konjugiert sind inW , spielt die Wahl eines solchen
keine Rolle. Ein Coxeterelement w hat die Form

w = sα1 · · · sαn

für ein angeordnetes System einfacher Wurzeln ∆ = {α1, . . . , αn}. Sei α+ die Wurzel maximaler Höhe
bezüglich ∆ und wie in Kapitel 5 ∆aff = ∆ ∪ {−α+}. Sei l := ord(w) die Coxeterzahl.

8.1 Bestimmung der ζ-Wurzeln

Um die Eigenwerte Ad(w∆) zu bestimmen, müssen wir wie in 4.4 beschrieben die Anzahl nζi
l
(w∆)

der Wurzeln α ∈ Φ bestimmen mit α(w∆) = ζil für alle i. Nach den Aussagen 4.12, 4.13 und 4.14
ist dies äquivalent zur Bestimmung der charakteristischen Polynome fo von Ad(nw) auf dem Raum
uo =

∑
α∈o uα für jeden Orbit o in Φ unter 〈w〉. Im Fall, daß w ein Coxeterelement ist, hat man nun

folgende Aussage.

Proposition 8.1. Sei w ein Coxeterelement. Dann haben alle 〈w〉-Orbiten in Φ dieselbe Länge l.
Die Anzahl der Orbiten ist gleich dem Rang n der Gruppe.

Beweis: In [Hum3] wird ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V mit W -invariantem Skalarprodukt
betrachtet mit Φ ⊂ V . In [Hum3][3.17+3.18] wird eine Ebene E in V konstruiert, die das orthogonale
Komplement einer Wurzel α in einer Gerade schneidet für jedes α ∈ Φ. Das Coxeterelement w operiert
auf E als Drehung um 2π/l. Es folgt, daß jeder Orbit von Wurzeln unter Ww mindestens Länge l hat.
Wegen ord(w) = l folgt schon Gleichheit. Die Anzahl der Orbiten folgt aus der Formel |Φ| = l ·n (siehe
[Hum3][3.18]).

Jetzt können wir mit Hilfe von Proposition 4.14 leicht die Mengen Φζi
l
(w∆) = {α ∈ Φ | α(w∆) = ζil}

bestimmen für alle i. Da alle Orbiten diesselbe Länge n = dimT haben nach Proposition 8.1, folgt
sofort Φ1(w∆) = ∅. Insbesondere gilt ∆aff(w∆) = ∆aff ∩ Φ1(w∆) = ∅, d.h. α(w∆) 6= 1 für alle
Wurzeln aus ∆aff . Dies bedeutet, daß w∆ bereits im Inneren A◦ des Alkovens A liegt. In der Darstellung
w∆ = 1

l (aα)α∈∆ mit ganzen Zahlen aα gelten daher in den Alkovenbedingungen 4.2 überall echte
Ungleichungen:

aα > 0 für alle α ∈ ∆
∑

α∈∆

bαaα < l.

81
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Weil die aα ganze Zahlen sind und l = 1 +
∑

α∈∆ bα gilt nach [Hum3][3.20], sind die offenen Alkoven-

bedingungen genau dann erfüllt, wenn alle aα gleich 1 sind. Dies bedeutet, daß α(w∆) = ζ
ht(α)
l gilt für

eine beliebige positive Wurzel α ∈ Φ, wenn ht(α) die Höhe von α bezeichnet.

Wir fassen unser Ergebnis zusammen:

Proposition 8.2. Sei w ein Coxeterelement. Dann gilt:

(i) Der baryzentrische Punkt von w ist

w∆ = (ζl, . . . , ζl) ∈
∏

α∈∆

F ∗.

(ii) Der baryzentrische Vektor von w ist

wA = (
1

l
, . . . ,

1

l
) ∈ (

1

l
Z)|∆|.

(iii) Es gilt

α(w∆) = ζ
ht(α)
l

für alle positiven Wurzeln α ∈ Φ+.

(iv) Die Menge der ζil -Wurzeln ist

Φζi
l
(w∆) = {α ∈ Φ+ | ht(α) ≡ i mod l} ∪ {α ∈ Φ− | ht(−α) ≡ −i mod l}.

(v) Die Anzahl der ζil -Wurzeln ist

nζi
l
(w∆) =

{
0 falls i ≡ 0 mod l

n+ multt(ζ
i
l ) sonst

.

(vi) Φ1(w∆) = ∅, Φζl(w∆) = ∆aff = ∆ ∪ {−α+}

(vii) Für die Zusammenhangskomponente Z0
A der 1 des Zentralisators von w∆ gilt

Z0
A = T.

Bemerkung 8.3. Die Eigenschaft α+(w∆) = ζ−1
l folgt auch schon aus Φ1(w∆) = ∅ zusammen

mit Proposition 5.4.

Korollar 8.4. Sei v ∈ uζl = ⊕α∈Φζl
(w∆)uα ein rationaler Eigenvektor des baryzentrischen Punktes

eines Coxeterelements , ρ eine rationale Darstellung von g und α+ =
∑

α∈∆ bαα. Wir setzen wieder
b−α+ = 1. Sei v geschrieben in der Form

v =
∑

α∈Φζl
(w∆)

yαxα

für fest gewählte rationale xα ∈ uα und geeigneten yα ∈ F . Dann sind die Koeffizienten des
Minimalpolynoms von ρ(v) Polynome in

∏
α∈∆∪{−α+} y

bα
α , d.h. jedes auftretende Monom ist eine

Potenz von
∏
α∈∆∪{−α+} y

bα
α . Außerdem sind alle yα ungleich null.
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Beweis: Nach Proposition 5.6 sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms µ von ρ(v) Polynome in den
yα, und alle auftretenden Monome haben die Gestalt

∏
α∈J y

mα
α für eine Teilmenge J von Φζl(w∆) mit∑

α∈J mαα = 0. Wegen Φζl(w∆) = ∆aff = ∆∪{−α+} folgt aber für eine solche Teilmenge J = ∆aff .
Die einzigen Lösungen der Gleichung

∑
α∈∆aff

mαα = 0 sind bis auf Vielfache gegeben durch

m−α+ = 1

mα = bα für α ∈ ∆.

Wäre nun ein yα = 0, so wären alle Koeffizienten von µ konstant und damit invariant unter der
Multiplikation von v mit Skalaren aus F . Andererseits hat µ nach Proposition 6.9 die Form

µ(X) = Xε
∏

k

(Xν − χνk(v))

für ε ∈ {0, 1}, geeignetes ν und geeignete Gewichte χk von ρ mit χk(v) 6= 0. Da χk(xv) = xχ(v)
und damit

∏
k χk(xv)

ν = xkν
∏
k χk(v)

ν gilt für x ∈ F , müssen die Koeffizienten von µ bereits
verschwinden. Dies ist aber ein Widerspruch zu χk(v) 6= 0 für alle k.

In den klassischen Fällen An, Bn und Cn sowie dem Fall G2 ist die Struktur der Minimalpolynome für
Eigenvektoren von w bereits in der Tabelle 6.3 aufgeführt. In diesem und den nächsten Abschnitten
befassen wir uns nun mit den noch offenen Fällen Dn, F4 und E6.

8.2 Das Minimalpolynom für das Wurzelsystem vom Typ Dn

Das Minimalpolynom von ρ(v) für einen rationalen, halbeinfachen Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert
ζ2(n−1) hat die Form X(X2(n−1) −D) für ein D ∈ F ∗ nach Abschnitt 6.3. Für das Minimalpolynome
eines Eigenvektors von w∆ zum Eigenwert −1 verweisen wir auf die späteren Abschnitte 8.5.4 und 9.1.1.

8.3 Das Minimalpolynom für das Wurzelsystem vom Typ F4

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 12-ten Einheitswurzeln. Sei ζ = ζ12 eine
solche und ab jetzt fixiert. Nach den Propositionen 6.7 und 6.9 gibt es nur zwei Möglichkeiten für das
Minimalpolynom µ von dρ(v), wenn v ∈ t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ und dρ die zu der
in 6.6.6 beschriebenen 27-dimensionalen Darstellung von G assoziierte Darstellung von g ist:

µ(X) = X(X12 −D)

oder

µ(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2).

Die 24 von null verschiedenen Gewichte sind die 24 kurzen Wurzeln aus Φ. Wir wählen die Notationen
aus Abschnitt 6.6.6. Eine Wurzel α =

∑4
i=1 cααi schreiben wir kurz als cα1cα2cα3cα4 . Dabei steht c̄αi

für −cαi . Sei nun w das Coxeterelement w = sα4 · . . . · sα1 . Die beiden Orbiten der Länge 12 lassen
sich explizit bestimmen:

o1 : 1110 001̄1̄ 01̄2̄1̄ 1̄2̄3̄2̄ 1̄2̄3̄1̄ 1̄2̄2̄1̄ 1̄1̄1̄0 . . .

o2 : 0010 0111 1121 0110 1111 0001̄ 001̄0 . . .

Die jeweils letzten aufgeführten Elemente sind genau die Negativen der ersten, daher ist der Orbit durch
obige Angabe bereits bestimmt.
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Wir kommen nun zuruc̈k auf den Abschnitt 7.2 über additive Relationen zwischen den Gewichten.
Unser Ziel ist es, Relationen zwischen den verschiedenen Orbiten auszunutzen. Offensichtlich gilt z.B.
die folgende Relation:

w1232 = 1221,

d.h mit α=̂1232 gilt

α3 = α− w(α).

Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten

α3(v) = α(v) − w(α)(v) = α(v) − ζα(v)

oder

α3(v) = (1 − ζ)α(v).

Aus dieser Gleichung folgt nun sofort, daß die beiden Orbiten o1 und o2 zwei verschiedene Elemente in
Λ/w definieren, denn 1 − ζ 6= 0 und 1 − ζ 6= ζi für alle i. Also gilt

µ(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2).

Enthält F die 12-ten Einheitswurzeln, existiert diese Zerlegung schon über F nach Korollar 6.15.

Wir haben gesehen, daß α3(v) = (1 − ζ)α(v) gilt. Aus Symmetriegründen, die ausschließlich einer
schöneren Darstellung dient, ersetzen wir α durch w−1(α) und setzenχ1 = w−1(α), χ2 = α3. Wegen
ζ2(1 − ζ2) = 1 erhalten wir dann

(8.1) χ2(v) = ζ(1 − ζ)χ1(v) bzw. χ1(v) = ζ(1 + ζ)χ2(v).

Zum Schluss beschäftigen wir uns noch mit der Frage, welche Linearkombinationen von Nullstellen null
ergeben. Da G der Durchschnitt der Automorphismusgruppe einer Bilinearform mit der einer Triline-
arform ist, sind für uns Summen aus zwei oder drei Nullstellen interessant (siehe Beispiel 6.6). Wir
benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10 sowie 7.12.

Fall 1: Summen von zwei Nullstellen. Da die Coxeterzahl 12 gerade ist, hat die Gleichung 7.12(i)
die eindeutige Lösung ζ6 = −1. Es gibt keine Relation zwischen Nullstellen verschiedener Faktoren von
µ.

Fall 1: Summen von drei Nullstellen. Da die Coxeterzahl 12 durch 3 teilbar ist, hat die Gleichung
7.12(ii) die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung (ζ4, ζ8).

Allerdings gibt es jetzt noch orbitübergreifende Relationen: Seien χ1 ∈ o1 und χ2 ∈ o2 wie in (8.1)
gewählt. Dann gilt für das zugehörige θ aus Abschnitt 7.2

θ = ζ(1 + ζ).

Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet dann nach Multiplikation mit θ

ζ(1 + ζ) +X + Y = 0

und hat die bis auf Vetauschung eindeutige Lösungen (−ζ,−ζ2). Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma
7.14. Im zugehörigen Tripel von Nullstellen von µ sind dann zwei Elemente Nullstellen von X12 −D2

und eines Nullstelle von X12 −D1.
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Im dualen Fall betrachten wir die Gleichung (7.2) für θ−1. Sie lautet dann

ζ(1 − ζ) +X + Y = 0

und hat die bis auf Vetauschung eindeutige Lösungen (−ζ, ζ2).

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ F4 zusammen.

Proposition 8.5. Sei w ein Coxeterelement in W und v ∈ t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert
ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von Ordnung 12. Dann hat das Minimalpolynom µ von dρ(v)
die Gestalt

µ(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2)

für Elemente D1,D2 ∈ F̄ ∗, wenn dρ die Darstellung aus Abschnitt 6.6.6 ist. Es gilt dabei D1 =
(1 + ζ)12D2. Enthält F die 12-ten Einheitswurzeln, so liegen die Di bereits in F ∗. Es gibt weiter
Gewichte χ1 und χ2, so daß zusätzlich die Beziehungen

χ1(v) = ζ(1 + ζ)χ2(v)

Di = χ12
i (v)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Möglichkeiten,
zwei bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von µ zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ζ6χi(v) + χi(v) = 0

(2) ζ8χi(v) + ζ4χi(v) + χi(v) = 0

(3) χ1(v) − ζχ2(v) − ζ2χ2(v) = 0

(4) χ2(v) + ζ2χ2(v) − ζχ1(v) = 0

Beweis: Es bleibt nur noch zu bemerken, daß die Di bereits in F ∗ liegen, wenn F die 12-ten Ein-
heitswurzeln enthält. Dies folgt aus Korollar 6.15. Die entsprechende Bedingung ist erfüllt wegen der
Relationen zwischen den χi.

8.4 Die Minimalpolynome für das Wurzelsystem vom Typ E6

Die Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 12-ten und die primitiven 3-ten Einheitswurzeln. Sei
ζ = ζ12 eine primitiven 12-te Einheitswurzel und ab jetzt fixiert. Nach den Propositionen 6.7 und 6.9
gibt es nur zwei Möglichkeiten für das Minimalpolynom µ von dρ(v), wenn v ∈ t Eigenvektor zum
Eigenwert ζ und dρ die in 6.6.6 beschriebene 27-dimensionale Darstellung ist:

µ(X) = X(X12 −D)

oder

µ(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2).

Wir wählen die Notationen aus Abschnitt 6.6.5.Ein Gewicht χ = a
b

(
c6(ε6 + ε7 − ε8) +

∑5
i=1 ciεi

)

schreiben wir kurz als c1c2c3c4c5c6. Dabei steht c̄i für −ci. Die drei Typen von Gewichten, die in
Abschnitt 6.6.5 beschrieben werden, haben also beispielhaft folgende Darstellungen:

(i) 000001 bezeichnet das Gewicht 2
3 (ε6 + ε7 − ε8).

(ii) 003001̄ bezeichnet das Gewicht 1
3 (3ε3 − ε6 − ε7 + ε8).



86 KAPITEL 8. VORBEREITUNGEN FÜR TORI ZU COXETERELEMENTEN

(iii) 3̄33̄331 bezeichnet das Gewicht 1
6(−3ε1 + 3ε2 − 3ε3 + 3ε4 + 3ε5 + ε6 + ε7 − ε8).

Sei nun w das Coxeterelement w = sα6 · . . . · sα1 . Die Orbiten in Λ lassen sich explizit bestimmen:

o1 : 00003̄1̄ 3333̄3̄1 3̄33̄3̄3̄1 33̄3̄3̄3̄1 000001 3̄3̄3̄3̄3

33̄3̄331 3̄3̄3331 000031̄ 000301̄ 003001̄ 030001̄

o2 : 300001 3̄3333̄1 0003̄01̄ 333̄33̄1 3̄3̄33̄3̄1 333̄3̄31

3̄3̄3̄33̄1 33̄33̄31 3̄33̄331 003̄001̄ 333331 3̄00001̄

o3 : 003̄001̄ 33̄333̄1 3̄333̄31

Wir kommen nun zurück auf den Abschnitt 7.2 über additive Relationen zwischen den Gewichten. Unser
Ziel ist es, Relationen zwischen den verschiedenen Orbiten auszunutzen. Wir betrachten zunächst die
beiden Orbiten der Länge 12. Offensichtlich gilt z.B. die folgende Relation:

030001̄ − 300001̄ =w3
030001̄ −w4

030001̄,

d.h mit χ2=̂300001̄ und χ1=̂030001̄ gilt

χ1 − χ2 = w3(χ1) − w4(χ1)

oder

(8.2) χ2 = χ1 + w4(χ1) −w3(χ1).

Wir wenden diese Gleichung nun auf einen Eigenvektor v von w zum Eigenwert ζ an und erhalten

χ2(v) = χ1(v) + w4(χ1)(v) − w3(χ1)(v) = χ1(v)(1 + ζ4 − ζ3).

Das Kreisteilungspolynom der Ordnung 12 lautet Φ12(X) = X4 −X2 + 1. Wir können daher 1 + ζ4 in
der obigen Gleichung durch ζ2 ersetzen und erhalten nach Ersetzung von χ2 durch w−1(χ2)

χ2(v) = ζ(1 − ζ)χ1(v) bzw. χ1(v) = ζ(1 + ζ)χ2(v)

Es gilt also dieselbe Beziehung wie im Fall des Wurzelsystems vom Typ F4, vgl. Abschnitt 8.3. Aus
dieser Gleichung folgt nun sofort, daß die beiden Orbiten o1 und o2 zwei verschiedene Elemente in Λ/w
definieren, denn 1 − ζ 6= 0 und 1 − ζ 6= ζi für alle i. Also gilt

µ(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2).

Enthält F die 12-ten Einheitswurzeln, existiert diese Zerlegung schon über F nach Korollar 6.15.

Wir betrachten nun einen Eigenvektor v von w zum Eigenwert ζ4. Nach Proposition 6.9 können alle
drei Orbiten in Λ zum Minimalpolynom von ρ(v) beitragen, da die Orbitlängen jeweils Vielfache von 3
sind. Wir nutzen auch hier wieder Relationen zwischen den Gewichten aus. Es gilt nun

030001̄ − 003̄001̄ =w2
030001̄ −w4

030001̄,

d.h mit χ1=̂030001̄ und χ3=̂003̄001̄ gilt

χ1 − χ3 = w2(χ1) − w4(χ1)

oder
χ3 = χ1 + w4(χ1) −w2(χ1).
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Wir wenden diese Gleichung auf v an und erhalten

χ3(v) = χ1(v) + ζ16(χ1)(v) − ζ8(χ1)(v) = χ1(v)(1 + ζ4 − ζ8).

Nach Ersetzung von 1 + ζ4 durch −ζ8 und χ3 durch w(χ3) erhalten wir schließlich

(8.3) χ3(v) = −2χ1(v).

Aus der Gleichung (8.2) folgt weiter

χ2(v) = χ1(v) + ζ16χ1(v) − ζ12χ1(v) = ζ4χ1(v).

Also tragen die Orbiten o1 und o2 nur einmal zum Minimalpolynom von ρ(v) bei. Wegen Gleichung 8.3
kann kein χ ∈ Λ trivial auf v sein, denn sonst gälte χ(v) = 0 für alle χ ∈ Λ und damit v = 0. Das
Minimalpolynom von v hat also die Gestalt

µ(X) = (X3 −D)(X3 + 8D).

Zum Schluss beschäftigen wir uns wieder mit der Frage, welche Linearkombinationen von Nullstellen
von µ null ergeben. Da G die Automorphismusgruppe einer Trilinearform ist, sind für uns ausschließlich
Summen aus drei Nullstellen interessant (siehe Beispiel 6.6). Wir benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10
sowie 7.12.

Fall 1: v Eigenvektor zum Eigenwert ζ. Die orbitinternen und orbitübergreifenden Relationen
zwischen den Nullstellen von µ sind exakt dieselben wie im Abschnitt 8.3.

Fall 1: v Eigenvektor zum Eigenwert ζ4. Wegen X ∤ µ(X) ist 0 keine Nullstelle von µ auf.
Daher sind nur Summen von drei jeweils von null verschiedneen Nullstellen von µ relevant.

Wegen ord(ζ4) = 3 hat die Gleichung 7.12(ii) die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung (ζ4, ζ8). Dies
ist die einzige orbitinterne Relation. Seien nun χ2 ∈ o1 und χ3 ∈ o2 wie in (8.3) gewählt. Dann gilt für
das zugehörige θ aus Abschnitt 7.2

θ = −2.

Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet dann nach Multiplikation mit θ

−2 +X + Y = 0

und hat die bis auf Vertauschung eindeutige Lösungen (1, 1). Die Eindeutigkeit folgt wieder aus Lemma
7.14. Im zughörigen Tripel von Nullstellen von µ sind dann zwei Elemente Nullstellen von X3 −D und
eines Nullstelle von X3 + 8D.

Im dualen Fall betrachten wir die Gleichung (7.2) für θ−1. Sie lautet dann

−1

2
+X + Y = 0

und hat keine Lösungen.

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ E6 zusammen.
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Proposition 8.6. Sei w ein Coxeterelement in W , v1 ∈ t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert
ζ und v2 ∈ t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ4 für eine primitive Einheitswurzel ζ von
Ordnung 12. Dann hat das Minimalpolynom µ1 von dρ(v1) die Gestalt

µ1(X) = X(X12 −D1)(X
12 −D2)

für Elemente D1,D2 ∈ F̄ ∗, und das Minimalpolynom µ2 von dρ(v2) die Gestalt

µ2(X) = (X3 −D)(X3 + 8D)

für ein Element D ∈ F̄ ∗. In beiden Fällen ist dρ die Darstellung aus Abschnitt 6.6.5. Es gilt dabei
D1 = (1 + ζ)12D2. Enthält F die 12-ten Einheitswurzeln, so liegen D und die Di bereits in F ∗. Es
gibt weiter Gewichte χ1, χ2 und χ3, so daß zusätzlich die Beziehungen

χ1(v1) = ζ(1 + ζ)χ2(v1)

Di = χ12
i (v1).

und

χ3(v2) = −2χ2(v2)

D = χ3
3(v3)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Möglichkeiten,
drei von null verschiedene Nullstellen von µ1 bzw. µ2 zu null zu kombinieren, die folgenden:

Für µ1 (i = 1, 2):

(1) ζ6χi(v) + χi(v) = 0

(2) ζ8χi(v) + ζ4χi(v) + χi(v) = 0

(3) χ1(v) − ζχ2(v) − ζ2χ2(v) = 0

(4) χ2(v) + ζ2χ2(v) − ζχ1(v) = 0

Für µ2:

(1) ζ8χ3(v) + ζ4χ3(v) + χ3(v) = 0

(2) −2ζ8χ3(v) − 2ζ4χ3(v) − 2χ3(v) = 0

(3) −2χ3(v) − χ3(v) − χ3(v) = 0

8.5 Beispiele für halbeinfache Eigenvektoren von w∆

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der Darstellungen aus Abschnitt 6.6 konkrete rationale, halb-
einfache Eigenvektoren von w∆ angegeben für ein Coxeterelement w. Diese konkreten Beispiele werden
später im zweiten Teil der Arbeit, wo es um die Bestimmung der Fixpunkte der Tori geht, eine wichtige
Rolle spielen: Zum einen werden die hier angegebenen Matrizen bei geeigneter Wahl eines Parameters
obere Dreiecksmatrizen modulo π sein (der Grundkörper ist im zweiten Teil ein p-adischer Körper mit
Uniformisierendem π), und zum anderen läßt sich für die angegebenen Matrizen v leicht die Menge
Φ(v) (siehe Definition 13.11) ablesen, die Menge der Wurzeln, die eine nichttriviale Komponente zu v
beitragen. Aus denselben Gründen gibt es auch einen entsprechenden Abschnitt im Kapitel 9.

Ist l die Coxeterzahl und ζ eine primitive Einheitswurzel von Odnung l, so gilt nach Proposition 8.2
stets Φζ(w∆) = ∆ ∪ {−α+}. Weiter gilt nach Korollar 8.4 Φ(v) = Φζ(w∆) für jedes halbeinfache
v ∈ ⊕α∈Φζ(w∆)uα.
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8.5.1 Typ An

Es ist G = SLn. Für α = εi − εi+1 ∈ ∆ sei xα die Matrix, deren einziger von null verschiedener
Eintrag an Position (i, i + 1) steht und gleich 1 ist. Die Matrix x−α+(D) habe ihren einzigen von null
verschiedenen Eintrag D an Position (n, 1). Dann hat vD = x−α+(D)+

∑
α∈∆ xα das Minimalpolynom

Xn −D.

8.5.2 Typ Bn

Es ist G = SO2n+1. Für α = εi − εi+1 ∈ ∆ sei xα die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Einträge an den Positionen (i, i+1) bzw. (2n+1− i, 2n+2− i) stehen und gleich 1 bzw. −1 sind. Die
Matrix xεn habe ihre einzigen von null verschiedenen Einträge 1 bzw. −1 an den Positionen (n, n+ 1)
bzw. (n + 1, n + 2). Schließlich seien die einzigen von null verschiedenen Einträge von x−α+(D) an
den Positionen (2n, 1) bzw. (2n + 1, 2) gleich D bzw. −D. Dann hat vD = Dx−α+ +

∑
α∈∆ xα das

Minimalpolynom X(X2n − 4D).

8.5.3 Typ Cn

Es ist G = Sp2n. Für α = εi − εi+1 ∈ ∆ sei xα die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Einträge an den Positionen (i, i + 1) bzw. (2n − i, 2n + 1 − i) stehen und beide gleich 1 sind. Die
Matrix x2εn habe ihren einzigen von null verschiedenen Eintrag 1 an der Position (n, n+ 1). Schließlich
sei der einzige von null verschiedene Eintrag von x−α+(D) an der Position (2n, 1) gleich D. Dann hat
vD = Dx−α+ +

∑
α∈∆ xα das Minimalpolynom X2n − 4D.

8.5.4 Typ Dn

Es ist G = SO2n. Für α = εi − εj ∈ Φ+ sei xα die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Einträge an den Positionen (i, j) bzw. (2n + 1 − j, 2n + 1 − i) stehen und gleich 1 bzw. −1 sind. Für
α = εi + εj ∈ Φ+ sei xα die Matrix, deren einzige von null verschiedenen Einträge an den Positionen
(i, 2n + 1 − j) bzw. (j, 2n + 1 − i) stehen und gleich 1 bzw. −1 sind. Für eine negative Wurzel α sei
xα = xt−α. Dann hat v1(D1) = D1x−α+ +

∑
α∈∆ xα das Minimalpolynom X(X2(n−1) −D1).

Es bleibt ein Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζn−1
2(n−1) = −1 anzugeben. Sei

I = {±(ε1 ± εn)}.

Es ist I ⊂ Φ−1(w∆) nach Bemerkung 9.2. Bei richtiger Normierung der xα hat

v2(D2) = D2(x−(ε1−εn) + x−(ε1+εn)) + xε1−εn + xε1−εn

das Minimalpolynom X(X2 −D2) und kommutiert mit v1(D2). Genauer gilt sogar v1(D)v2(D) = 0.

8.5.5 Typ G2

Für α1, α2,−α+ ∈ ∆aff sei

xα1 =





0 −1
0

0 2
0 1

0
0 1

0



 , xα2 =





0
0 1

0
0

0 −1
0

0



 , x−α+(D) =





0
0

0
0

0
D 0

−D 0



 .

Dann hat v(D) = x−α+(D) + xα1 + xα2 das Minimalpolynom X(X6 − 4D).
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8.5.6 Typ F4

Es existieren für alle α ∈ Φ Matrizen xα mit xα ∈ uα, so daß alle Einträge von xα gleich ±1 sind (dies
läßt sich leicht anhand des Abschnitts 6.6.6 nachrechnen). Die xα sind eindeutig bis auf Mulitplikation
mit −1. Bei richtiger Normierung der xα hat dann vD = Dx−α+ +

∑
α∈∆ xα das Minimalpolynom

X(X24 + 270DX12 − 27D2).

8.5.7 Typ E6

Es existieren für alle α ∈ Φ Matrizen xα mit xα ∈ uα, so daß alle Einträge von xα gleich ±1 sind. Die
xα sind eindeutig bis auf Mulitplikation mit −1. Bei richtiger Normierung der xα hat dann v1(D1) =
D1x−α+ +

∑
α∈∆ xα Minimalpolynom X(X24 − 270D1X

12 − 27D2
1) und charakteristisches Polynom

X3(X24 − 270D1X
12 − 27D2

1).

Es bleibt ein Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ4
12 anzugeben. Sei

I = { α1 + α3 + α4 + α5,

α1 + α2 + α3 + α4,

α3 + α4 + α5 + α6,

α2 + α4 + α5 + α6,

− (α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5 + α6),

− (α1 + α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6) }.

Es gilt I ⊂ Φ−1(w∆) nach 8.2(iii). Bei richtiger Normierung der xα und für D2 = D1 kommutiert
v2(D2) = D2(

∑
α∈I− xα)+

∑
α∈I+ xα mit v1(D1) und hat das Minimalpolynom (X3−D2)(X

3+8D2).
Das charakteristische Polynom von v2(D2) lautet (X3 −D2)

8(X3 + 8D2). Weiter gilt Φ(v2(D2)) = I.

Es existiert ein dreidimensionaler Unterraum, von V = F 27 auf dem v1(D) die Nullabbildung und v2(D)
das charakteristische Polynom X3 + 8D hat.



Kapitel 9

Vorbereitungen für Tori zu
Nicht-Coxeter-Elementen

In diesem Kapitel betrachten wir die primitiven Tori T , die nicht zur Konjugationsklasse eines Coxeter-
elements in der Weylgruppe W gehören. Solche Tori existieren in den Fällen eines Wurzelsystems vom
Typ Dn, F4 und E6. Sei wie immer ∆ ein System einfacher Wurzeln, α+ die Wurzel maximaler Höhe
bezüglich ∆ und ∆aff = ∆ ∪ {−α+}. Sei w ∈W primitiv und l := ord(w) die Ordnung von w.

Wir gehen vor im Kapitel 8 und bestimmen zunächst mit Hilfe der Orbiten von w in Φ nach Proposition
4.14 die Wurzelmengen Φζ(w∆) für alle auftretenden Eigenwerte ζ von w. Diese sind wichtig für die
Fixpunktbestimmung in Teil II. Anschließend beschreiben wir für die Darstellungen aus Abschnitt 6.6
die Minimalpolynome von halbeinfachen, paarweise kommutierenden Eigenvektoren von w. Diese liefern
uns dann die gewünschten algebraischen Beschreibungen der Tori.

Wir untersuchen die Tori für jeden Typ des Wurzelsystems getrennt. Die Bezeichnung der Konjugati-
onsklassen ist die aus [BFW], gibt also die Ordnungen der Kreisteilungspolynome an, die als Faktoren
im charakteristischen Polynom von w als Automorphismus von t auftreten.

9.1 Bestimmung der ζ-Wurzeln

9.1.1 Wurzelsystem vom Typ Dn

Für jede Partition (k, l) von n = k + l mit kl 6= 0 exitiert eine primitive Konjugationsklasse in W .
Aus Notationsgründen nehmen wir stets 1 ≤ l ≤ k ≤ n an. Ein Vertreter w = wk der Klasse zu (k, l)
operiert nach [BFW] wie folgt auf den Gewichten ±ε1, . . . ,±εn aus Abschnitt 6.6.4:

ε1 7→ ε2 7→ . . . 7→ εk 7→ −ε1 7→ . . . 7→ −εk
εk+1 7→ εk+2 7→ . . . 7→ εn 7→ −εk+1 7→ . . . 7→ −εn

wk wird deshalb auch in der Form (1 . . . k)−((k + 1) . . . n)− dargestellt. Die Eigenwerte von wk auf t

sind die Einheitswurzeln von Ordnung 2k bzw. 2l, die nicht schon Einheitswurzeln der Ordnung k bzw.
l sind. Sei nun ζ2k bzw. ζ2l eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k bzw. 2l. Um die ζ2k-Wurzeln
bzw. ζ2l-Wurzeln in Φ zu bestimmen, benutzen wir hier direkt die Gewichte εi.

Die Eigenwerte λi(w∆) (0 ≤ i ≤ 2n) des baryzentrischen Punktes w∆ von w = wk (für ein festes k)
sind in der Darstellung von 6.6.4 die ζa2k und die ζb2l für 0 ≤ a ≤ 2k− 1 und 0 ≤ b ≤ 2l− 1. Die Menge
{ζa2k | 0 ≤ a ≤ 2k − 1} bzw. {ζb2l | 0 ≤ b ≤ 2l − 1} steht über die (komplexe) Exponentialabbildung
in Bijektion zu E2k := {0, . . . , 2k−1

2k } bzw. E2l := {0, . . . , 2l−1
2l }, nämlich durch x 7→ exp(2πix). Es
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gelte ohne Einschränkung ζ2k = exp(2πi/2k) und ζ2l = exp(2πi/2l). Wir ordnen nun einem Gewicht
εi wie folgt einen Wert ei ∈ E := E2k ∪ E2l zu: Man ordne die Menge E aufsteigend bezüglich der
gewöhnlichen Ordnung in R als {x1, . . . , x2n} und ordne dem Gewicht εi gerade die Zahl ei := xn+1−i

zu für 1 ≤ i ≤ n. Es gilt dann e1 = xn = 1
2 und en = x1 = 0.

Proposition 9.1. Sei ∆ das System einfacher Wurzeln, das aus den Wurzeln αi mit d(αi) =
εi − εi+1 für i = 1, . . . , n − 1 und d(αn) = εn−1 + εn besteht, und w∆ der baryzentrische Punkt
von w = wk bezüglich ∆. Mit obiger Zuordnung εi ↔ ei ∈ E gilt dann für eine Wurzel α mit
d(α) = ±1εa ± εb mit 1 ≤ a 6= b ≤ n

α(w∆) = exp(2πi(±ea ± eb)).

Beweis: Man sieht leicht mit Hilfe der expliziten Operation von wk auf den εi, daß die Menge der Eigen-
werte von Ad(nk) auf g (mit Vielfachheiten) bis auf den Eigenwert 1 mit Vielfachheit n übereinstimmt
mit der Menge der Werte exp(2πi(±ea ± eb)) (ebenfalls mit Vielfachheiten) für 1 ≤ a 6= b ≤ n. Dabei
ist nk ein Lift von wk nach N(T) derselben Ordnung (man arbeite in Gad). Da w∆ nach Proposition
4.9 das eindeutige G-Konjugierte von nk in T ist, das den Alkovenbedingungen bezüglich ∆ genügt,
müssen wir nur noch zeigen, daß für die obige Festlegung die Alkovenbedingungen (4.2) bezüglich ∆
erfüllt sind. Diese entsprechen den Bedingungen

ei − ei+1 ≥ 0 für alle 1 ≤ i ≤ n− 1

en−1 + en ≥ 0

(e1 − e2) + (en−1 − en) + (en−1 + en) + 2
n−2∑

i=2

ei − ei+1 ≤ 1.

Die ersten beiden Bedingungen sind erfüllt nach Definition der Ordnung auf E2k ∪ E2l. Für die letzte
Bedingung beachte man, daßei − ei+1 ≤ 1

2k gilt für alle i, da zwei aufeinanderfolgende Elemente aus
E2k gerade den Abstand 1

2k haben. Wegen en = 0 ist außerdem en−1 + en = en−1 − en. Wir erhalten
also für die linke Seite LS der letzten Ungleichung

LS ≤ 3
1

2k
+ (n − 3)

1

2k
=

n

2k
.

Wir haben jedoch k ≥ l = n− k angenommen, d.h. k ≥ n
2 . Es folgt LS ≤ n

2k ≤ 1.

Mit der Formel aus Proposition 9.1 lassen sich die Mengen Φζ2k
(w∆) und Φζ2k

(w∆) natürlich explizit
bestimmen. Ihr Aussehen hängt jedoch massiv von k (und n) ab: Sind k und l beispielsweise teilerfremd,
so gilt α(w∆) 6= 1 für alle α ∈ Φ. Der baryzentrische Punkt liegt also im Innern des Alkovens A. Im
Fall k = l für gerades n sind die Mengen E2k und E2l gleich und es gibt (mehrere) Wurzeln α mit
α(w∆) = 1.

Bemerkung 9.2. Für die Wurzeln α1, αn−1, αn und −α+ gilt α(w∆) = exp(2πi/2k) = ζ2k. Diese
vier Wurzeln entsprechen gerade den Ecken des affinen Dynkindiagramms vom Typ Dn. Weiter
liegen die Wurzeln, deren Ableitungen in der Menge {±(ε1±εn)} enthalten sind, alle in Φ−1(w∆) =.

Beweis: Es gilt e1 = 1
2 , e2 = 1

2 − 1
2k , en−1 = 1

2k und en = 0. Man beachte noch d(α+) = ε1 + ε2 und
wende nun die Formel aus Proposition 9.1 an.

9.1.2 Wurzelsystem vom Typ F4

Die Klasse 6p6p

Es sei ζ6 eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 6. Alle Orbiten von w in Φ haben die Länge
6 nach Proposition 4.15. Die Anzahl der Wurzeln ist 48. Nach Korollar 4.14 gilt also n1(w∆) = 4,
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nζ(w∆) = 8 für 6-te Einheitswurzeln ζ, die nicht primitiv sind, und nζ(w∆) = 10 für primitive 6-te
Einheitswurzeln ζ. Das Wurzelsystem Φ1(w∆) von ZA = Z◦

G(w∆) besteht also aus genau vier Wurzeln
β1,−β1, β2,−β2, von denen ohne Einschränkung β1 und β2 positiv seien. Wegen Proposition 5.3 ist
eine der Wurzeln βi, ohne Einschränkung β1, einfach. β2 ist entweder ebenfalls einfach oder gleich α+.
Im zweiten Fall, also wenn β2 = α+ ist, wäre a−α+ entweder gleich 0 oder gleich 1. Aus a−α+ = 0 folgt
aber nach Abschnitt 5.1

∑
α∈∆ bαaα = 1, was wegen

∑
α∈∆ bα = 11 und bα < 5 nur möglich ist, wenn

aα = 0 gilt für mindestens zwei einfache α. Dann wäre aber |Φ+
1 (w∆)| > 2. Ebenso führt a−α+ = 1

zum Widerspruch, da in diesem Fall nach Abschnitt 5.1
∑

α∈∆ bαaα = 0 und damit aα = 0 für alle
α ∈ ∆ folgen würde.

Für die beiden einfachen Wurzeln β1 und β2 mit β1, β2 ∈ Φ1(w∆) gilt aβi
= 0 und damit

∑

α∈∆aff\{β1,β2}

bαaα = 1.

Wegen aα ∈ 1
6Z und

∑
α∈∆ bα = 11 folgt bβ1 + bβ2 = 6. Durch diese Bedingung sind β1 und β2 schon

(bis auf Vertauschung) eindeutig bestimmt: Es gilt

β1 = α1 und β2 = α3.

Weiter folgt aα = 1
6 für alle α ∈ ∆aff \ {α1, α3}. Wir können nun die Menge Φζ6(w∆) bestimmen als

(9.1) Φζ6(w∆) = ∆aff \ {α1, α3} ∪ {α1 + α2, α2 + α3,

α3 + α4, α1 + α2 + α3, α1 + α2 + 2α3, α2 + 2α3, α1 − α+}.

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in Φζ6(w∆), und wegen nζ6(w∆) = 10 sind dies schon alle. Die
negativen Wurzeln in Φζ6(w∆) sind −α+ und α1 − α+.

9.1.3 Wurzelsystem vom Typ E6

Ist das Wurzelsystem vom Typ E6, so existieren zwei primitive Konjugationsklassen inW , die verschieden
sind von der Coxeterklasse.

Die Klasse 9p

Es sei ζ9 eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 9. Alle Orbiten von w in Φ haben die Länge
9 nach Proposition 4.15. Die Anzahl der Wurzeln ist 72. Nach Korollar 4.14 gilt also n1(w∆) = 2,
nζ(w∆) = 8 für 9-te Einheitswurzeln ζ, die nicht primitiv sind, und nζ(w∆) = 9 für primitve 9-te
Einheitswurzeln ζ. Das Wurzelsystem Φ1(w∆) von ZA = Z◦

G(w∆) besteht also aus genau zwei Wurzeln
β,−β, von denen ohne Einschränkung β positiv sei. Wegen Proposition 5.3 ist β entweder einfach oder
gleich α+. Im zweiten Fall, also wenn β = α+ ist, wäre a−α+ entweder gleich 0 oder gleich 1. Aus
a−α+ = 0 folgt aber nach Abschnitt 5.1

∑
α∈∆ bαaα = 1, was wegen

∑
α∈∆ bα = 11 nur möglich ist,

wenn aα = 0 gilt für eine einfache Wurzel α. Dann wäre aber |Φ+
1 (w∆)| > 1. Ebenso führt a−α+ = 1

zum Widerspruch, da in diesem Fall nach Abschnitt 5.1
∑

α∈∆ bαaα = 0 und damit aα = 0 für alle
α ∈ ∆ folgen würde.

Für die einfache Wurzel β mit β ∈ Φ1(w∆) gilt aβ = 0 und damit

∑

β 6=α∈∆aff

bαaα = 1.
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Wegen aα ∈ 1
9Z und

∑
α∈∆ bα = 11 folgt bβ = 3. Durch diese Bedingung ist β schon eindeutig

bestimmt: Es gilt β = α4. Weiter folgt aα = 1
9 für alle α4 6= α ∈ ∆aff . Wir können nun die Menge

Φζ9(w∆) bestimmen als

(9.2) Φζ9(w∆) = ∆aff \ {α4} ∪ {α2 + α4, α2 + α4, α2 + α4}.

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in Φζ9(w∆), und wegen nζ9(w∆) = 9 sind dies schon alle. Die
einzige negative Wurzel in Φζ6(w∆) ist −α+.

Die Klasse 6p6p3p

Es sei ζ6 eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 6. Für die Länge der Orbiten in Φ unter w
kommen nach Proposition 4.15 nur 3 und 6 in Frage. Auf dem Unterraum U von Z[Φg]⊗F , der von den
Wurzeln aus Orbiten der Länge 3 aufgespannt wird, operiert w3 als Identität. Nach Proposition 4.16
ist U höchstens zweidimensional. Da in einem eindimensionalen Unterraum nur maximal zwei Wurzeln
liegen können, scheidet diese Möglichkeit aus. Die Wurzeln, die in U liegen, bilden selbst wieder ein
Wurzelsystem, dessen Rang wie eben gesehen 0 oders 2 ist. Da alle Wurzeln dieselbe Länge haben, kann
es nicht vom Typ G2 sein, d.h. es bleiben als nichttriviale Typen nur die Typen A1 × A1 und A2. Der
Typ A1 ×A1 ist allerdings ausgeschlossen, da die Wurzeln in U nach Annahme in Orbiten der Länge 3
liegen und ihre Anzhal daher durch 3 teilbar ist. Die Orbiten der Länge 3 bestehen also, falls existent,
insgesamt aus genau 6 Wurzeln. Die Anzahl der Wurzeln ist 72, weshalb es also mindestens 11 Orbiten
der Länge 6 gibt. Aus den Aussagen 4.12 und 4.14 erhalten wir die Gleichung

11 + multU (1) = dim(T) + n1(w∆),

wenn multU (1) die Multiplizität des Eigenwerts 1 von Ad(nw) auf ⊕α∈Uuα bezeichnet. Wegen dim(t) =
6, multU (1) ≤ 2 und n1(w∆) gerade (letzteres nach Proposition 5.1) folgt multU (1) = 1 und n1(w∆) =
6, und zwar unabhängig davon, ob die Wurzeln in einem oder zwei Orbiten unter w liegen; die Orbiten
der letzten sechs Wurzeln tragen immer den Faktor X6−1 zum charakteristischen Polynom von Ad(nw)
bei.

Nach Korollar 4.14 gilt also n1(w∆) = 6, nζ(w∆) = 12 für 6-te Einheitswurzeln ζ, die nicht primitiv oder
keine primitiven 3-ten Einheitswurzeln sind, sowie nζ(w∆) = 14 für primitive 6-te und nζ(w∆) = 13 für
primitive 3-te Einheitswurzeln ζ. Das Wurzelsystem Φ1(w∆) von ZA = Z◦

G(w∆) besteht also aus genau
sechs Wurzeln ±β1,±β2,±β3, von denen ohne Einschränkung β1, β2 und β3 positiv seien. Wegen
Proposition 5.3 hat ∆aff(w∆) mindestens zwei Elemente, von denen mindestens eines eine einfache
Wurzel ist und das andere entweder ebenfalls eine einfache Wurzel oder gleich α+ ist. Den Fall, daß
ein βi gleich α+ ist, schließt man aus wie in den bereits behandelten Fällen: Aus a−α+ = 0 folgt nach
Abschnitt 5.1

∑
α∈∆ bαaα = 1, was wegen

∑
α∈∆ bα = 11 und bα + bα′ < 6 (für einfache α 6= α′, die

beide von α4 verschieden sind) nur möglich ist, wenn aα4 = 0 ist oder aα = 0 gilt für mindestens drei
einfache α. In beiden Fällen wäre dann aber |Φ+

1 (w∆)| > 3, denn gälte aα4 = aα = 0 für eine einfache
Wurzel α 6= α4, so wäre aα = 2 und α nicht orthogonal zu α4. Deshalb wäre in diesem Fall α4 + α
eine zusätzliche Wurzel in Φ1(wA)+. Ebenso führt a−α+ = 1 zum Widerspruch, da in diesem Fall nach
Abschnitt 5.1

∑
α∈∆ bαaα = 0 und damit aα = 0 für alle α ∈ ∆ folgen würde.

Also sind mindestens zwei der drei Wurzeln βi einfach. Bezeichne Υ die Menge der einfachen Wurzeln
unter den βi. Für die Wurzeln aus Υ gilt aβi

= 0 und damit

∑

α∈∆aff\Υ

bαaα = 1.

Wegen aα ∈ 1
6Z und

∑
α∈∆ bα = 11 folgt

∑
β∈Υ bβ = 6. Wegen bα + bα′ < 6 für einfache α 6= α′ folgt

Υ = {β1, β2, β3}, also sind alle βi schon einfach. Die βi müssen paarweise orthogonal zueinander sein,
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denn sonst gäbe es mehr als drei positive Wurzeln in Φ1(w∆). Es bleibt (bis auf Vertauschung) nur eine
Möglichkeit:

β1 = α2, β2 = α3, β3 = α5.

Weiter folgt aα = 1
6 für alle α ∈ ∆aff \ Υ. Wir können nun die Mengen Φζ6(w∆) und Φζ26

(w∆)
bestimmen als

Φζ6(w∆) = ∆aff \ {α2, α3, α5}∪
{α1 + α3, α3 + α4, α2 + α4, α4 + α5, α5 + α6, α2 + α3 + α4,

α2 + α4 + α5, α3 + α4 + α5, α2 + α3 + α4 + α5, α2 − α+}
Φζ26

(w∆) = {α1 + α3 + α4, α4 + α5 + α6, α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α3 + α4 + α5,

α2 + α4 + α5 + α6, α3 + α4 + α5 + α6, α1 + α2 + α3 + α4 + α5,

α2 + α3 + α4 + α5 + α6, α2 + α3 + 2α4 + α5, α2 + α4 − α+,

α2 + α4 + α5 − α+, α2 + α3 + α4 − α+, α2 + α3 + α4 + α5 − α+}.

(9.3)

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in Φζ6(w∆) bzw. Φζ26
(w∆), und durch Vergleich der Kardinalitäten

folgt schon, daß dies alle sind. Die negativen Wurzeln in Φζ6(w∆) sind −α+ und α1 − α+.

9.2 Minimalpolynome der Eigenvektoren von w

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Minimalpolynome von Eigenvektoren der primitiven Elemente
w ∈W , die nicht zu einem Coxeterelement konjugiert sind, bezüglich der Darstellungen aus Abschnitt
6.6.

9.2.1 Wurzelsystem vom Typ Dn

Wir betrachten zunächst den Fall, daß k und n − k teilerfremd sind. Sind v1, v2 ∈ t rationale Eigen-
vektoren von w zum Eigenwert ζ2k bzw. ζ2(n−k) für eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k bzw.
2(n − k), so gilt für die Minimalpolynome µi von ρ(vi)

µ1(X) = X(X2k −D1)

µ1(X) = X(X2(n−k) −D2)
(9.4)

für geeignete Elemente Di ∈ F ∗. Dies folgt bereits aus den allgemeinen Überlegungen in Abschnitt 6.3.
Außerdem kann für eine Wurzel α = ε±1

i ε±1
j nur dann α(w∆) = ζ2k bzw. α(w∆) = ζ2(n−k) gelten,

wenn die zugehörigen ei, ej aus Abschnitt 9.1.1 beide in E2k bzw. E2(n−k) liegen (sieht man von den

trivialen Elementen 0 und 1
2 ab, die immer in beiden E vorkommen). Wir übertragen diese Situation auf

den allgemeinen Fall wie folgt: Sind k und n−k beliebig, so enthalten die Mengen E2k und E2(n−k) außer

den Elementen 0 und 1
2 eventuell noch weitere gemeinsame Elemente. Wir markieren nun die Indizes

der von 0 und 1
2 verschiedenen Elemente unter den e1, . . . , en derart, daß wir jeden Index i genau einer

der beiden Mengen E2k oder E2(n−k) zuordnen. Taucht ei nicht in beiden Mengen E auf, so wählen wir
die eindeutige der Mengen E , die ei enthält. Sonst taucht der Wert ei zweimal unter den e1, . . . , en auf
(als ei und ei+1 für ein geeignetes i). Dann treffen wir willkürlich eine Wahl, die i der einen und i+ 1
der anderen Menge zuordnet. Die Indizes 1 und n werden beiden Mengen zugeordnet. Im teilerfremden
Fall entspricht die Markierung der gewöhnlichen Elementbeziehung der zugehörigen Werte ei. Bei der
Suche nach halbeinfachen Eigenvektoren von w∆ beschränken wir uns nun auf solche zuläßige Wurzeln
α = ε±1

i ε±1
j (1 ≤ i, j ≤ n), für die Indexe i und j beide derselben Menge E2k bzw. E2(n−k) zugeordnet
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sind. Man sieht, daß man für jede wie oben beschriebene Markierung rationale Elemente

v1 ∈
⊕

α(w∆)=ζ2k
α zuläßig

uα

v2 ∈
⊕

α(w∆)=ζ2(n−k)
α zuläßig

uα

findet, die kommutieren und Minimalpolynome wie in (9.4) haben.

9.2.2 Wurzelsystem vom Typ F4

Die Klasse 6p6p

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 6-ten Einheitswurzeln, jeweils mit Multiplizität
zwei. Sei ζ = ζ6 eine solche und ab jetzt fixiert. Sei ρ die in Abschnitt 6.6.6 beschriebene 27-dimensionale
Darstellung und v ∈ t Eigenvektor zum Eigenwert ζ. Sei weiter µ das Minimalpolynom von ρ(v). Die
24 von null verschiedenen Gewichte sind die 24 kurzen Wurzeln aus Φ. Wir wählen die Notationen aus
dem Abschnitt 6.6.6. Wir können w explizit beschreiben: Sei φ gegeben durch folgende Operation auf
Φ:

α1 7→ −α+, α2 7→ α1 + 2α2 + 2α3, α3 7→ α4, α4 7→ α3.

Da G keine äußeren Automorphismen hat, gilt schon φ ∈ W . Wir setzen nun w0 = sα4sα1φ ∈ W . w0

hat Ordnung 6 als Automorphismus des vierdimensionalen Vektorraums Z[Φ] ⊗ R, und kein Eigenwert
von w0 ist gleich ±1. Die einzige Konjugationsklasse in W , die die primitiven 6-ten, aber nicht die
primitiven 2-ten Einheitswurzeln als Eigenwerte hat, ist die Klasse 6p6p nach [BFW]. Nach Proposition
4.16 sind also w und w0 in W konjugiert.

Die vier Orbiten der Länge 6 in Λ unter w0 lassen sich explizit bestimmen:

o1 : 0010 0001̄ 001̄1̄ 001̄0 . . .

o2 : 1110 01̄2̄1̄ 1̄2̄3̄1̄ 1̄1̄1̄0 . . .

o3 : 1232 1121 01̄1̄1̄ 1̄2̄3̄2̄ . . .

o4 : 0110 1221 1111 01̄1̄0 . . .

Die jeweils letzten aufgeführten Elemente sind genau die Negativen der ersten, daher ist der Orbit durch
obige Angabe bereits bestimmt.

Wir betrachten die folgenden beiden orbitübergreifenden Relationen:

w1232 +w 1110 = 1110 − 0110
w1232 −w 1110 = 1232 + 0010,

d.h. mit χ1 = 1232, χ2 = 1110, χ3 = 0110 und χ4 = 0010 gilt

w(χ1) + w(χ2) = χ2 − χ3

w(χ1) − w(χ2) = χ1 + χ4.

Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten

χ3(v) = χ2(v) − w(χ1)(v) −w(χ2)(v) = χ2(v) − ζχ2(v) − ζχ1(v)

χ4(v) = w(χ1)(v) − χ1(v) − w(χ2)(v) = ζχ1(v) − χ1(v) − ζχ2(v).
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Unter Ausnutzung des Kreisteilungspolynoms 6-ter Ordnung X2 −X + 1 können wir weiter umformen
zu

χ3(v) = −ζχ1(v) − ζ2χ2(v)

χ4(v) = ζ2χ1(v) − ζχ2(v).

An dieser Stelle läßt sich nicht sagen, in welcher Beziehung die Werte χ1(v) und χ2(v) zueinander
stehen. Wir greifen deshalb vor auf den Abschnitt 9.4.2, wo explizit zwei Eigenvektoren v1 und v2 von
w∆ zum Eigenwert ζ angegeben sind. Da uns nur die Minimalpolynome der vi interessieren und diese in
9.4.2 ebenfalls angegeben sind, verfolgen wir die Überlegungen dieses Abschnitts nicht weiter. Es sei nur
gesagt, daß die Minimalpolynome der vi z. Bsp. entstehen können durch die Belegung χ2(v1)ζ

2 = χ1(v1)
bzw. χ2(v2) = ζ(1 + ζ)χ1(v2).

9.2.3 Wurzelsystem vom Typ E6

Die Klasse 9p

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 9-ten Einheitswurzeln, jeweils mit Multiplizität
eins. Sei ζ = ζ9 eine solche und ab jetzt fixiert. Sei ρ die in Abschnitt 6.6.5 beschriebene 27-dimensionale
Darstellung und v ∈ t Eigenvektor zum Eigenwert ζ. Sei weiter µ das Minimalpolynom von ρ(v). Die
27 von null verschiedenen Gewichte sowie alle anderen Notationen seien wie in Abschnitt 6.6.5. Wir
beschreiben w wieder explizit wie im vorigen Abschnitt. Sei φ gegeben durch

α1 7→ −α+, α2 7→ α5, α3 7→ α2, α4 7→ α4, α5 7→ α3, α6 7→ α1.

φ hat Ordnung 3, während jeder nichttriviale äußere Automorphismus von G gerade Ordnung hat.
Es folgt wieder φ ∈ W . Setze w0 = sα3sα1φ ∈ W . w0 hat Ordnung 9 als Automorphismus des 6-
dimensionalen Vektorraums Z[Φ] ⊗ R. Das Minimalpolynom ist daher das Kreisteilungspolynom der
Ordnung 9. Nach Proposition 4.16 stimmen die Konjugationsklassen von w0 und w dann überein.

Die drei Orbiten der Länge 9 in Λ unter w lassen sich mit Hilfe des Vertreters w0 explizit bestimmen:

o1 : 000001 000031̄ 33̄333̄1 3̄00001̄ 3333̄3̄1

3̄33̄331 300001̄ 3̄3̄3̄33̄1 0003̄01̄

o2 : 00003̄1̄ 3̄33̄3̄3̄1 333̄3̄31 33̄3̄331 03̄0001̄

3̄3̄33̄3̄1 3̄333̄31 333331 000301̄

o3 : 030001̄ 333̄33̄1 003̄001̄ 33̄3̄3̄3̄1 3̄3̄3̄3̄31

33̄33̄31 3̄3̄3331 003001̄ 3̄3333̄1

Wir betrachten die folgenden beiden orbitübergreifenden Relationen:

030001̄ − 300001̄ = 3̄33̄3̄3̄1 −w 030001̄

030001̄ −w2
030001̄ =w−2

300001̄ −w3
030001̄,

d.h. mit χ1 = 300001̄, χ2 = 3̄33̄3̄3̄1 und χ3 = 030001̄ gilt

χ3 − χ1 = χ2 − w3(χ3)

χ3 − w2(χ3) = w−2(χ1) − w3(χ3).
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Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten

χ2(v) = χ3(v) + w3(χ3)(v) − χ1(v) = χ3(v) + ζ3χ3(v) − χ1(v)

w−2(χ1)(v) = χ3(v) + w3(χ3) − w2(χ3)(v) = χ3(v) + ζ3χ3(v) − ζ2χ3(v).

Unter Ausnutzung des Kreisteilungspolynoms 9-ter Ordnung X6 +X3 + 1 können wir die zweite Glei-
chung weiter umformen zu

ζ−2χ1(v) = (1 + ζ3 − ζ2)χ3(v) = −ζ4(ζ2 + ζ−2)χ3(v)

oder
χ1(v) = −ζ6(ζ2 + ζ−2)χ3(v).

Wir setzen dieses Resultat in die erste Gleichung ein und erhalten

χ2(v) = (1 + ζ3 + ζ6(ζ2 + ζ−2))χ3(v) = ζ6(ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4)χ3(v).

Um eine schönere Darstellung zu erhalten, ersetzen wir noch χ3 durch w3(χ3) und erhalten endgültig

χ1(v) = −(ζ2 + ζ−2)χ3(v)

χ2(v) = (ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4)χ3(v)
(9.5)

Wegen (ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4) 6= 0 tragen alle drei Orbiten zum Minimalpolynom von ρ(v) bei. Nach
Propositon 6.9 hat also µ die Form

(9.6) µ(X) = (X9 − χ2(v)
9)(X9 − χ1(v)

9)(X9 − χ3(v)
9).

Enthält F die 9-ten Einheitswurzeln, so existiert diese Zerlegung auch schon über F nach Korollar 6.15
und den Relationen (9.5). Wegen der beiden Identitäten (9.5) sind die Koeffizienten von µ Polynome
in χ3(v)

9. Genauer gilt

µ(X) = X27 + a18χ3(v)
9X18 + a9χ3(v)

18X9 + a0χ3(v)
27

mit

a18 = (ζ2 + ζ−2)9 − (ζ2 + ζ−2)9(ζ4 + ζ−4)9 − 1

a9 = (ζ2 + ζ−2)9(ζ4 + ζ−4)9 − (ζ2 + ζ−2)18(ζ4 + ζ−4)9 − (ζ2 + ζ−2)9

a0 = (ζ2 + ζ−2)18(ζ4 + ζ−4)9

Die in (9.5) auftretenden Faktoren ζ2 + ζ−2 und ζ4 + ζ−4 hängen auf folgende Weise zusammen:
Die Elemente ζ2 + ζ−2, ζ4 + ζ−4 und ζ + ζ−1 sind die drei Nullstellen des Polynoms X3 − 3X + 1.
Insbesondere gilt

(9.7) (ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4)(ζ + ζ−1) = −1.

Die Klasse 6p6p3p

Die Ergebnisse im Fall der Klasse 6p6p3p lassen sich in gewisser Weise aus den Fällen 6p6p für den typ
F4 und dem Coxeterfall des Typs E6 zusammensetzen: Die Minimalpolynome der 6p-Anteile stimmen
mit denen der Klasse 6p6p überein, während das Minimalpolynom des 3p-Anteils identisch ist mit dem
des 3p-Anteils des Coxeterfalls des Typs E6. Dies sei hier nur bemerkt, für weiteres verweisen wir auf
Abschnitt 9.4.3.



9.3. RELATIONEN ZWISCHEN NULLSTELLEN DER MINIMALPOLYNOME 99

9.3 Relationen zwischen Nullstellen der Minimalpolynome

Wir beschreiben in diesem Abschnitt, welche Linearkombinationen aus Nullstellen der jeweiligen Mini-
malpolynome 0 ergeben. Ist das Wurzelsystem von G vom Typ Dn, ist für uns nur der Fall relevant,
daß die Summe zweier Nullstellen 0 ergibt. In den anderen Fällen ist G (mindestens) durch eine Triline-
arform beschrieben, so daß wir Summen von zwei und drei Nullstellen betrachten (siehe Beispiel 6.6).
Wir benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10 sowie 7.12.

9.3.1 Wurzelsystem vom Typ Dn

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors µi. Da die Ordnung von w durch 2 teilbar ist, hat
die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die eindeutige Lösung −1.

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Die jeweiligen Minimalpolynome be-
sitzen nur einen Faktor nach Abschnitt 9.4.1.

9.3.2 Wurzelsystem vom Typ F4

Die Klasse 6p6p

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors µi. Da die Ordnung 6 von w durch 2 bzw. 3 teilbar
ist, hat die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung −1 bzw.
(ζ2, ζ4).

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Hier brauchen wir nur einen der beiden
Eigenvektoren betrachten, nämlich mit Minimalpolynom X(X6 +D)(X6−27D) (vgl. Abschnitte 9.2.2
oder 9.4.2). Für das zu den beiden von X verschiedenen Faktoren gehörige θ gilt dann

θ = 1 + ζ.

Da 6 gerade ist, gibt es keine faktorübergreifende Relation zwischen zwei Nullstellen. Die Gleichung
(7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet nach Multiplikation mit θ

θ +X + Y = 1 + ζ +X + Y = 0.

Sie hat die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung (−1,−ζ) (vgl. Lemma 7.14). Im zugehörigen Tripel
von Nullstellen von µ sind dann zwei Elemente Nullstellen vonX6+D und eines Nullstelle vonX6−27D.
Ersetzt man θ durch θ−1, so hat die resultierende duale Gleichung (7.2) keine Lösung für (X,Y ).

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ F4 zusammen. Wir beziehen neben
den Resultaten dieses Kapitels auch den späteren Abschnitt 9.4.2 mit ein.

Proposition 9.3. Sei w ein Repräsentant der Konjugationsklasse [BFW][6p6p] in W . Dann exi-
stieren Eigenvektoren v1, v2 ∈ t von w zum Eigenwert ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von
Ordnung 6 mit den folgenden Eigenschaften. Die Minimalpolynome µ1, µ2 von ρ(v1) bzw. ρ(v2)
haben die Gestalt

µ1(X) = X(X6 −D)(X6 + 27D)

µ2(X) = X(X6 + 4D)
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für ein Element D ∈ F ∗, wenn ρ die Darstellung aus 6.6.6 ist. Es gibt weiter Gewichte χ1, χ2 und
χ3, so daß zusätzlich die Beziehungen

χ2(v1) = (1 + ζ)χ1(v1)

D = χ6
1(v1)

4D = χ6
3(v2)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Möglichkeiten,
zwei bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von µi zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ζ4χi(v) + ζ2χi(v) + χi(v) = 0

(2) ζ3χi(v) + χi(v) = 0

und für µ1 zusätzlich

(3) −χ1(v) − ζχ1(v) + χ2(v) = 0

9.3.3 Wurzelsystem vom Typ E6

G wird in diesem Fall nur durch eine Trilinearform beschrieben. Taucht im Minimalpolynom µ von
ρ(v) der Faktor X nicht auf, d.h. ist 0 keine Nullstelle von ρ(v), sind ausschließlich Summen von drei
Nullstellen von µ zu betrachten. Sei wie immer ζ = ζ9 eine fixierte primitive 9-te Einheitswurzel.

Die Klasse 9p

Wegen (9.6) taucht der Faktor X nicht als Nullstelle von µ auf.

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors µi. Da die Ordnung 9 von w durch 3 teilbar ist,
hat die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die bis auf Vertauschung eindeutige Lösung (ζ3, ζ6).

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Seien χ1 ∈ o1, χ2 ∈ o2 und χ3 ∈ o3

wie in (8.1) gewählt. Dann gilt für die zugehörigen θij aus Abschnitt 7.2 wegen (9.5) und der Beziehung
(9.7)

θ13 = −(ζ2 + ζ−2)

θ21 = −(ζ4 + ζ−4)

θ32 = −(ζ + ζ−1).

Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet nach Multiplikation mit θij

θij +X + Y = 0.

Sie hat für obige θij die bis auf Vertauschung eindeutige Lösungen (ζk(ij), ζ−k(ij)), wenn θij = ζk(ij) +
ζ−k(ij) gilt (vgl. Lemma 7.14). Im zugehörigen Tripel von Nullstellen von µ sind dann zwei Elemente
Nullstellen von X9 − χj(v)

9 und eines Nullstelle von X9 − χi(v)
9.

Ersetzt man θij durch θ−1
ij , so hat die resultierende duale Gleichung (7.2) keine Lösung für (X,Y ). Es

gibt also keine entsprechenden Relationen zwischen zwei Nullstellen von X9−χi(v)9 und einer Nullstelle
von X9 − χj(v)

9.
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Es bleibt noch der Fall zu betrachten, daß die drei beteiligten Nullstellen aus drei verschiedenen Faktoren
stammen. Da diese Situation symmetrisch ist bezüglich der Faktoren, spielt die Wahl der beiden θij und
der Übergang zu den jeweiligen Inversen keine Rolle. Die Gleichung (7.2) lautet für θ12 und θ13

1 − (ζ4 + ζ−4)X − (ζ2 + ζ−2)−1Y = 0.

Wegen (9.7) ist (1, 1) eine Lösung, denn

1 − (ζ4 + ζ−4) + (ζ + ζ−1)(ζ4 + ζ−4) = 1 + ζ3 + ζ6 = 0.

Man sieht leicht, daß diese Lösung eindeutig ist.

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ E6 für die Klasse [9p] zusammen.

Proposition 9.4. Sei w ein Repräsentant der Konjugationsklasse [BFW][9p] in W und v ∈ t ein
Eigenvektor von w zum Eigenwert ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von Ordnung 9. Dann hat
das Minimalpolynom µ von ρ(v) die Gestalt

µ(X) = (X9 −D1)(X
9 −D2)(X

9 −D3)

für Elemente D1,D2,D3 ∈ F̄ ∗, wenn ρ die Darstellung aus 6.6.5 ist. Enthält F die 9-ten Einheits-
wurzeln, liegen die Di bereits in F ∗. Es gilt weiter D1 = −(ζ2 +ζ−2)9D3 und D2 = (ζ2+ζ−2)9(ζ4+
ζ−4)9D3. Es gibt weiter Gewichte χ1, χ2 und χ3, so daß zusätzlich die Beziehungen

χ1(v) = −(ζ2 + ζ−2)χ3(v)

χ2(v) = (ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4)χ3(v)

Di = χ9
i (v)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Möglichkeiten,
zwei bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von µ zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ζ8χi(v) + ζ4χi(v) + χi(v) = 0

(2) χ1(v) + ζ2χ3(v) + ζ−2χ3(v) = 0

(3) χ2(v) + ζ4χ1(v) + ζ−4χ1(v) = 0

(4) χ3(v) + ζ1χ2(v) + ζ−1χ2(v) = 0

(5) χ1(v) + χ2(v) + χ3(v) = 0

Beweis: Es bleibt nur noch zu bemerken, daß die Di bereits in F ∗ liegen, wenn F die 9-ten Ein-
heitswurzeln enthält. Dies folgt aus Korollar 6.15. Die entsprechende Bedingung ist erfüllt wegen der
Relationen zwischen den χi.

Die Klasse 6p6p3p

Die Minimalpolynome, die in diesem Fall auftauchen, wurden bereits in den Abschnitten 9.3.2 und 8.4
untersucht (vgl. Abschnitt 9.4.3).
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9.4 Beispiele für halbeinfache Eigenvektoren von w∆

9.4.1 Typ Dn

Die Matrizen xα ∈ uα seien die xα aus Abschnitt 8.5.4. Seien ζ2k eine primitive 2k-te und ζ2(n−k) eine
primitive 2(n − k)-te Einheitswurzel, die Indizes 1, . . . , n markiert wie in Abschnitt 9.2.1 beschrieben
und

I1 = {α ∈ Φ | α zuläßig, α(w∆) = ζ2k}
I2 = {α ∈ Φ | α zuläßig, α(w∆) = ζ2(n−k)}

Es gibt jeweils genau eine negative Wurzel βj in Ij . Für I1 ist diese β1 = −α+, β2 kann von der gewählten
Markierung abhängen. Bei richtiger Normierung der xα hat v1(D1) = D1β1 +

∑
α∈I+1

xα das Minimal-

polynom X(X2k−4D1) und v2(D2) = D2β2 +
∑

α∈I+2
xα das Minimalpolynom X(X6 +(−1)n+14D2).

Für D1 = D2 = D kommutieren v1(D) und v2(D), und wie im Coxeterfall gilt v1(D)v2(D) = 0. Es
gilt Φ(vj(Dj)) = Ij.

9.4.2 Typ F4

Die Matrizen xα ∈ uα seien die xα aus Abschnitt 8.5.6. Sei

I1 = {α2, α1 + α2 + 2α3, α3 + α4,−(α+ − α1)}

und

I2 = {α4, α1 + α2 + α3, α2 + 2α3,−α+}.

Es gilt I1, I2 ⊂ Φζ6(w∆) nach Gleichung (9.1). Bei richtiger Normierung der xα hat dann v1(D1) =
D1x−(α+−α1)+

∑
α∈I+1

xα das Minimalpolynom X(X6 +4D1) und v2(D2) = D2x−α+ +
∑

α∈I+2
xα das

Minimalpolynom X(X6 +D2)(X
6 − 27D2). Die charakteristischen Polynome lauten X9(X6 + 4D1)

3

für v1(D1) und X3(X6 +D2)
3(X6 − 27D2) für v2(D2). Für D1 = D2 = D kommutieren v1(D) und

v2(D). Es gilt Φ(vj(Dj)) = Ij.

Es existiert ein sechsdimensionaler Unterraum von V = F 27, auf dem v1(D) die Nullabbildung und
v2(D) das charakteristische Polynom X6 − 27D hat.

9.4.3 Typ E6

Die Matrizen xα ∈ uα seien die xα aus Abschnitt 8.5.7.

Die Klasse 9p

Sei

I = {α1, α2, α5, α6, α2 + α4, α3 + α4,−α+}.

Es gilt I ⊂ Φζ9(w∆) nach Gleichung (9.2). Bei richtiger Normierung der xα hat dann v(D) = Dx−α+ +∑
α∈I+ xα das Minimalpolynom X27 + 84DX18 − 159D2X9 +D3. Es gilt Φ(v(D)) = I.
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Die Klasse 6p6p3p

Sei

I1 = {α1, α6, α2 + α3 + α4, α2 + α4 + α5, α3 + α4 + α5,−α+},

I2 = {α4, α2 + α3 + α4 + α5, α5 + α6, α1 + α3,−(α+ − α2)},
und

I3 = {α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α3 + α4 + α5, α2 + α4 + α5 + α6,

α3 + α4 + α5 + α6,−(α+ − α2 − α3 − α4),−(α+ − α2 − α4 − α5)}.
Es gilt I1, I2 ⊂ Φζ6(w∆) und I3 ⊂ Φζ26

(w∆) nach Gleichung (9.3). Bei richtiger Normierung der xα hat

dann v1(D1) = D1x−α+ +
∑

α∈I+1
xα das Minimalpolynom X(X6 +D1)(X

6 − 27D1) und v2(D2) =

D2x−(α+−α2) +
∑

α∈I+2
xα das Minimalpolynom X(X6 +4D2). Die charakteristischen Polynome lauten

X3(X6 +D1)
3(X6 − 27D1) für v1(D1) und X9(X6 + 4D2)

3 für v2(D2). v3(D3) = D3
∑

α∈I−3
xα +

∑
α∈I+3

xα schließlich hat (X3 − D3)(X
3 + 8D3) als Minimalpolynom und (X3 − D3)

8(X3 + 8D3)

als charakteristisches Polynom. Für D1 = D2 = D3 = D kommutieren die vi(D) paarweise. Es gilt
Φ(vj(Dj)) = Ij.

Es existieren drei Unterräume Uij von V = F 27, die den drei möglichen Paaren (vi, vj) unter den
vk entsprechen, auf denen jeweils vi verschwindet und vj nicht. Bezeichnet gj das charakteristische
Polynom von vj auf Uij , so gilt genauer

dimU21 = 6, g1(X) = X6 − 27D

dimU13 = 3, g3(X) = X3 + 8D

dimU23 = 9, g3(X) = (X3 −D)2(X3 + 8D).

Die Elemente v1(D)5, v2(D)5 und v3(D)2 liegen in den Unterräumen
⊕

α∈−Ij
uα für j = 1, 2, 3. Die

sechs Elemente v1(D), v1(D)5, v2(D), v2(D)5, v3(D), v3(D)2 sind F̄ -linear unabhängig, d.h. für jedes j
hat der von den beiden Potenzen von vj(D) aufgespannte Unterraum trivialen Schnitt mit der Summe
der beiden Unterräume, die von den Potenzen der vk(D) für k 6= j aufgespannt werden.

9.4.4 Geradenkonfiguration einer nichtsingulären kubischen Fläche

Dieser Abschnitt ist als kleiner Einschub zu verstehen und schildert eine Beobachtung, die Dr. Uwe
Weselmann über die Klasse 9p des Typs E6 gemacht hat. Sei µD(X) das Minimalpolynom des Elements
v(D) für die Klasse 9p aus Abschnitt 9.4.3, also

µD(X) = X27 + 84DX18 − 159D2X9 +D3.

Seien ζ eine primitive 9-te Einheitswurzel und

a = ζ + ζ−1

b = ζ4 + ζ−4

c = ζ2 + ζ−2

die Nullstellen des Polynoms X3 − 3X + 1. Dann sind

α = a6b3

β = b6c3

γ = c6a3
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die Nullstellen von X3 + 84X2 − 159X + 1. Das Polynom µD zerfällt also in

µD(X) = (X9 − αD)(X9 − βD)(X9 − γD).

Wir stellen die 27 Nullstellen von µ1 in der komplexen Ebene mit Zentrum 0 dar. Die eingezeichneten
Dreiecke entsprechen Kombinationen von drei Nullstellen, die zwei verschiedene Längen haben und deren
Summe null ergibt. Die

”
Spitze“ eines Dreiecks, d.h. der Punkt, der eine andere Länge hat als die beiden

anderen, legt das Dreieck bereits eindeutig fest. Zwischen drei Nullstellen derselben Länge existieren
gleichseitige Dreiecke, die bei Festlegung einer der drei Ecken ebenfalls eindeutig bestimmt sind. Auf
jeder Ursprungsgerade durch eine Nullstelle liegen noch zwei andere; dies sind entartete Dreiecke, die
einer Kombination von Nullstellen mit drei verschiedenen Längen entsprechen.

• •

•
••

•

•

• •
•

•

•

•
•

•

•

•
•

•

•

•

•
•

•

•

•
•

•

Wir nennen die 27 Nullstellen von µ1 Geraden und erklären folgende Inzidenzrelationen: Zwei ver-
schiedene Geraden λ1 und λ2 schneiden sich genau dann, wenn es eine dritte Gerade λ3 gibt, so daß
λ1 + λ2 + λ3 = 0 gilt. Jede Gerade schneidet dann genau 10 andere: dies folgt aus den Überlegungen
in Abschnitt 9.3.3. In der Tat stimmt diese Geradenkonfiguration überein mit der bekannten Geraden-
konfiguration einer nichtsingulären kubischen Fläche. Die Automorphismengruppe dieser Geradenkonfi-
guration ist die Weylgruppe vom Typ E6. Wir geben der Vollständigkeit halber eine kurze Übersicht,
obwohl sehr viel Literatur zu diesem Thema zur Verfügung steht.

Sei X/C eine nichtsinguläre kubische Fläche, aufgefaßt als komplexe Mannigfaltigkeit. Es gilt dann
H2(X,Z) ∼= Z7 und H4(X,Z) ∼= Z. Weiter existiert eine Schnittpaarung 〈, 〉 : H2(X,Z)×H2(X,Z) →
H4(X,Z), deren quadratische Form q bei Identifikation mit einer Paarung · : Z7 × Z7 → Z die Form

q(x) = x2
0 −

6∑

i=1

x2
i

hat. Sei ω ∈ H2(X,Z) die Chernklasse des kanonischen Geradenbündels auf X. Es gilt dann ω =
(−3, 1, . . . , 1) ∈ Z7 und w ·ω = 3. Jede Gerade x in X läßt sich auffassen als ein Element in H2(X,Z),
das Lösung des Gleichungssystems

x · x = x · ω = −1.
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Es gilt dann für zwei Geraden x1, x2 in X

x1 · x2 =






0 falls x1 ∩ x2 = ∅
1 falls x1 ∩ x2 6= ∅ und x1 6= x2

−1 falls x1 = x2

Die Bedingung x1 · x2 = 1 ist genau dann für zwei Geraden erfüllt, wenn es eine dritte Gerade x3

gibt mit x3 · xi = −1 für i = 1, 2. x3 ist dann eindeutig bestimmt durch x3 = −ω − x1 − x2. Zwei
verschiedene Geraden x1 und x2 schneiden sich also genau dann, wenn es eine dritte Gerade x3 gibt
mit x1 + x2 + x3 = −ω. Auf diese Weise läßt sich die Geradenkonfiguration von X in H2(X,Z)
zusammen mit dem ausgezeichneten Element −ω und der Addition in H2(X,Z) identifizieren mit der
oben beschriebenen Konfiguration der Nullstellenmenge in C von µ1 zusammen mit dem ausgezeichneten
Element 0 und der komplexen Addition.
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Kapitel 10

Konstruktion der primitiven Tori

Wir werden in diesem Kapitel eine algebraische Beschreibung von gewissen maximalen Tori zusammen
mit einer möglichen Einbettung nach G geben, wobei die Darstellungen aus Abschnitt 6.6 zugrunde
gelegt werden. Die Tori hängen von einem Parameter D ∈ F ∗ ab, dessen Ordnung in F ∗/(F ∗)l darüber
entscheidet, wie groß der anisotrope Anteil des jeweiligen Torus ist. l ist dabei eine Zahl, die vom jewei-
ligen Torus T abhängt und den Grad der T beschreibenden Algebra angibt. Enthält der Grundkörper F
geeignete Elemente, so haben die Tori eine zyklische Galoiserweiterung von F als Zerfällungskörper und
sind in diesem Fall bei geeigneter Wahl der Parameter D gerade die primitiven Tori in den betrachteten
Gruppen (vgl. Abschnitt 3.8).

Der Aufbau des Kapitels ist der folgende. Für jeden Typ des Wurzelsystems wird die Algebra sowie
die Einbettung nach G beschrieben. Die Hauptaussage wird uniform für alle Gruppen in Abschnitt
10.11 formuliert und auch dort bewiesen. Ein großer Teil des Beweises ist unabhängig vom Typ des
Wurzelsystems. An den Stellen, wo gruppenspezifisch argumentiert werden muß, wird dies dann getan.

Eine letzte Bemerkung zur Eindeutigkeit der konstruierten Tori. Die konstruierten primitiven Tori sind
im allgemeinen nicht eindeutig bis auf Konjugation in G(F ). Die eigentliche Motivation dieser Arbeit
lag jedoch ursprünglich im zweiten Teil, in dem wir uns auf den topologisch unipotenten Anteil der Tori
beschränken. Die dafür erzielten Ergebnisse sind unabhängig von der Isogenieklasse von G und damit
auch unabhängig von der G(F )-Konjugationsklasse der Tori wegen Satz 3.8 und 3.12.

Im ganzen Kapitel sei F ein Körper der Charakteristik null, w ∈ W ein Vertreter der in der jeweiligen
Überschrift benannten primitiven Konjugationsklasse von W und w∆ der baryzentrische Punkt von
w (siehe Abschnitt 4.3). F enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung ord(w). In den Fällen, wo ein
Polynom in mehrere Radikalfaktoren zerfällt, wird eine Aussage über die Bewertung der auftretenden
Elemente im Fall eines p-adischen Grundkörpers gemacht.

10.1 Die Coxeterklasse für den Typ An

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung n+ 1, D ∈ F ∗ und µ(X) = Xn+1 −D. Für jede
F -Algebra E setzen wir

AE = AE,µ = E[X]/µ.

σ = σE,ζ : AE → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE über E. σ erzeugt AutE(AE). Wir setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈AutE(AE)

τ(x) = 1}.

107
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Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.1 das Minimalpolynom µ hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → Mn+1(E) sei die Abbildung Φv,E

aus Abschnitt 6.1.

10.2 Die Coxeterklasse für den Typ Bn

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2n, D ∈ F ∗ und µ(X) = X2n − D. Für jede
F -Algebra E setzen wir

AE = AE,µ = E[X]/µ.

σ = σE,−1 : AE → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (−X)]

gegebenen Automorphismus von AE über AσE = {x ∈ AE | σ(x) = x}. σ erzeugt AutAσ
E
(AE). Wir

setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈AutAσ
E

(AE)

τ(x) = xσ(x) = 1}.

Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.2 das Minimalpolynom Xµ(X) hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) sei die Abbildung
Φv,E aus Abschnitt 6.1.

10.3 Die Coxeterklasse für den Typ Cn

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2n, D ∈ F ∗ und µ(X) = X2n − D. Für jede
F -Algebra E setzen wir

AE = AE,µ = E[X]/µ.

σ = σE,−1 : AE → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (−X)]

gegebenen Automorphismus von AE über AσE = {x ∈ AE | σ(x) = x}. σ erzeugt AutAσ
E
(AE). Wir

setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈AutAσ
E

(AE)

τ(x) = xσ(x) = 1}.

Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.3 das Minimalpolynom µ hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) sei die Abbildung Φv,E

aus Abschnitt 6.1.

10.4 Die Klasse [k][n − k] (n/2 ≤ k ≤ n − 1) für den Typ Dn

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k(n− k), D ∈ F ∗ sowie µ1(X) = X2k −D und
µ2(X) = X2(n−k) + (−1)n+1D. Wir setzen µ = (µ1, µ2) und für jede F -Algebra E

AE,i = AE,µi = E[X]/µi

für i = 1, 2. σi = σE,−1,i : AE,i → AE,i bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (−X)]
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gegebenen Automorphismus von AE,i über Aσi
E,i = {x ∈ AE,i | σi(x) = x}. σi erzeugt AutAσi

E,i
(AE,i).

Wir setzen
Tµi(E) = {x ∈ AE,i |

∏

τ∈Aut
A

σi
E,i

(AE,i)

τ(x) = xσ(x) = 1}

und
Tµ(E) = Tµ1(E) × Tµ1(E).

Sei v1 ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζn−k, dessen Bild v1 unter
der Darstellung 6.6.4 das Minimalpolynom Xµ1(X) hat, und εµ1,v1,E : Tµ1(E) → M2n(E) sei die
Abbildung Φv1,E aus Abschnitt 6.1. Sei v2 ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum
Eigenwert ζk, der mit v1 kommutiert und dessen Bild v2 unter der Darstellung 6.6.4 das Minimalpolynom
Xµ2(X) hat, und εµ2,v2,E : Tµ2(E) → M2n(E) sei die Abbildung Φv2,E aus Abschnitt 6.1.

Schließlich sei v = (v1, v2) und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) definiert als

εµ,v,E = mE ◦ (εµ1,v1,E × εµ2,v2,E),

wenn mE die Multiplikation in M2n(E) bezeichnet.

10.5 Die Coxeterklasse für den Typ G2

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D ∈ F ∗ und µ(X) = X6 − D. Für jede
F -Algebra E setzen wir

AE = AE,µ = E[X]/µ.

σ = σE,ζ : AE → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE über E. σ erzeugt AutE(AE), und σ2 bzw. σ3 erzeugt Aut
Aσ2

E
(AE)

bzw. Aut
Aσ3

E
(AE) = Aut

Aσ3
E

(AE), wenn Aσ
2

E = {x ∈ AE | σ2(x) = x} und Aσ
3

E = {x ∈ AE | σ3(x) =

x} ist. Wir setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈Aut
Aσ2

E

(AE)

τ(x) =
∏

τ∈Aut
Aσ3

E

(AE)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE | xσ2(x)σ4(x) = xσ3(x) = 1}.

Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom Xµ(X) hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) sei die Abbildung
Φv,E aus Abschnitt 6.1.

10.6 Die Coxeterklasse für den Typ F4

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 12, D̃ ∈ F ∗ und µ(X) = X24 + 270D̃X12 −
27D̃2 = (X12−D)(X12− (1+ζ)12D) für ein von D̃ abhängiges D ∈ F ∗. Für jede F -Algebra E setzen
wir

AE = E[X]/(X12 −D)

A′
E = E[X]/(X12 − (1 + ζ)12D).
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Die Isomorphismen ΨE : A′
E → AE und ΘE : AE → A′

E seien gegeben durch

ΨE : [P (X)] 7→ [P (ζ(1 + ζ)X)]

ΘE : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E P )(−ζ5X)][(Ψ−1

E P )(−ζ9X)][(Ψ−1
E P )(−ζ6X)][(Ψ−1

E P )(−ζ10X)].

AE ⊕ A′
E ist kanonisch isomorph zu E[X]/µ, und τE sei dieser kanonische Isomorphismus. σ = σE,ζ :

AE → AE bezeichne den durch
[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE über E. σ erzeugt AutE(AE), und σ4 bzw. σ6 erzeugt Aut
Aσ4

E
(AE)

bzw. Aut
Aσ6

E
(AE). Wir setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈Aut
Aσ4

E

(AE)

τ(x) =
∏

τ∈Aut
Aσ6

E

(AE)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE | xσ4(x)σ8(x) = xσ6(x) = 1}.
Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom Xµ(X) hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) sei die Abbildung
Φv,E ◦ τE ◦ (id,ΘE). Dabei sind (id,ΘE) die offensichtliche Abbildung AE → AE ⊕ A′

E und Φv,E die
Abbildung aus Abschnitt 6.1.

Ist F ein p-adischer Körper, so ist 1 + ζ eine Einheit in F , denn das Inverse ζ2(1 − ζ) ist ebenfalls
ganzzahlig. Daher stimmt die Bewertung von D mit der von D̃ überein.

10.7 Die Klasse 6p6p für den Typ F4

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D ∈ F ∗ sowie µ1(X) = X6 + 4D und
µ2(X) = (X6 +D)(X6 − 27D). Wir setzen µ = (µ1, µ2) und für jede F -Algebra E

AE,1 = E[X]/(X6 + 4D)

und

AE,2 = E[X]/(X6 +D)

A′
E,2 = E[X]/(X6 − 27D).

Die Isomorphismen ΨE,2 : A′
E,2 → AE,2 und ΘE,2 : AE,2 → A′

E,2 seien gegeben durch

ΨE,2 : [P (X)] 7→ [P ((1 + ζ)X)]

ΘE,2 : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E,2P )(−ζ2X)][(Ψ−1

E,2P )(−ζ4X)][(Ψ−1
E,2P )(−ζ3X)][(Ψ−1

E,2P )(−ζ5X)].

AE,2 ⊕ A′
E,2 ist kanonisch isomorph zu E[X]/µ2, und τE,2 sei dieser kanonische Isomorphismus. σi =

σE,ζ,i : AE,i → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE,i überE. σi erzeugt AutE(AE,i), und σ2
i bzw. σ3

i erzeugt Aut
A

σ2
i

E,i

(AE,1)

bzw. Aut
A

σ3
i

E,i

(AE,i). Wir setzen

Tµi(E) = {x ∈ AE,i |
∏

τ∈Aut
A

σ2
i

E,i

(AE,i)

τ(x) =
∏

τ∈Aut
A

σ3
i

E,i

(AE,i)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE,i | xσ2
i (x)σ

4
i (x) = xσ3

i (x) = 1}
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und

Tµ(E) = Tµ1(E) × Tµ2(E).

Seien v1, v2 ∈ g kommutierende rationale halbeinfache Eigenvektoren von w∆ zum Eigenwert ζ, deren
jeweiliges Bild vi unter der Darstellung 6.6.6 das Minimalpolynom Xµi(X) hat. εµ1,v1,E : Tµ1(E) →
M27(E) sei die Abbildung Φv1,E aus Abschnitt 6.1. εµ2,v2,E : Tµ2(E) → M27(E) sei die Abbildung
Φv2,E ◦ τE,2 ◦ (id,ΘE,2). Dabei ist (id,ΘE,i) die offensichtliche Abbildung AE,i → AE,i ⊕ A′

E,i.

Schließlich sei v = (v1, v2) und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) definiert als

εµ,v,E = mE ◦ (εµ1,v1,E × εµ2,v2,E),

wenn mE die Multiplikation in M2n(E) bezeichnet.

Ist F ein p-adischer Körper und p > 3, so sind 4 und 1 + ζ Einheiten in F , denn (1 + ζ)12 = −27 ist
ebenfalls eine Einheit. Die Bewertungen von 4D und −27D stimmen mit der von D überein.

10.8 Die Coxeterklasse für den Typ E6

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 12, D̃ ∈ F ∗ sowie µ1(X) = X24 − 270D̃X12 −
27D̃2 = (X12 +D)(X12 +(1+ζ)12D) für ein von D̃ abhängiges D ∈ F ∗ und µ2(X) = (X3−D̃)(X3 +
8D̃). Wir setzen µ = (µ1, µ2) und für jede F -Algebra

AE,1 = E[X]/(X12 +D)

A′
E,1 = E[X]/(X12 + (1 + ζ)12D)

und

AE,2 = E[X]/(X3 − D̃)

A′
E,2 = E[X]/(X3 + 8D̃).

Die Isomorphismen ΨE,1 : A′
E,1 → AE,1 und ΘE,1 : AE,1 → A′

E,1

ΨE,1 : [P (X)] 7→ [P (ζ(1 + ζ)X)]

ΘE,1 : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E,1P )(−ζ5X)][(Ψ−1

E,1P )(−ζ9X)][(Ψ−1
E,1P )(−ζ6X)][(Ψ−1

E,1P )(−ζ10X)].

Die Isomorphismen ΨE,2 : A′
E,2 → AE,2 und ΘE,2 : AE,2 → A′

E,2 seien gegeben durch

ΨE,2 : [P (X)] 7→ [P (−2X)]

ΘE,2 : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E,2P )(ζ4X)][(Ψ−1

E,2P )(ζ8X)][(Ψ−1
E,2P )(ζ4X)][(Ψ−1

E,2P )(ζ8X)].

AE,i ⊕ A′
E,i ist kanonisch isomorph zu E[X]/µi, und τE,i sei dieser kanonische Isomorphismus. σ1 =

σE,ζ,1 : AE,1 → AE,1 bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE,1 über E. σ2 = σE,ζ,2 : AE,2 → AE,2 bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζ4X)]
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gegebenen Automorphismus von AE,2 über E. σ1 erzeugt AutE(AE,1), und σ4 bzw. σ6 erzeugt
Aut

A
σ4
1

E,1

(AE,1) bzw. Aut
Aσ6

E,1
(AE,1). σ2 erzeugt AutE(AE,2). Wir setzen

Tµ1(E) = {x ∈ AE,1 |
∏

τ∈Aut
Aσ4

E,1

(AE,1)

τ(x) =
∏

τ∈Aut
Aσ6

E,1

(AE,1)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE,1 | xσ4
1(x)σ

8
1(x) = xσ6

1(x) = 1}

und

Tµ2(E) = {x ∈ AE,2 |
∏

τ∈AutE(AE,2,)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE,2 | xσ2(x)σ
2
2(x) = 1}

sowie
Tµ(E) = Tµ1(E) × Tµ1(E).

Sei v1 ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v1 unter
der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom Xµ1(X) hat, und εµ1,v1,E : Tµ1(E) → M27(E) sei die
Abbildung Φv1,E ◦ τE,1 ◦ (id,ΘE,1). Sei v2 ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum
Eigenwert ζ4, dessen Bild v2 unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom µ2(X) hat, und εµ2,v2,E :
Tµ2(E) → M27(E) sei die Abbildung Φv2,E ◦ τE,2 ◦ (id,ΘE,2). Dabei sind (id,ΘE,i) die offensichtliche
Abbildung AE,i → AE,i ⊕ A′

E,i und Φvi,E die Abbildung aus Abschnitt 6.1.

Schließlich sei v = (v1, v2) und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) definiert als

εµ,v,E = mE ◦ (εµ1,v1,E × εµ2,v2,E),

wenn mE die Multiplikation in M2n(E) bezeichnet.

Ist F ein p-adischer Körper, so ist 1 + ζ eine Einheit in F , denn das Inverse ζ2(1 − ζ) ist ebenfalls
ganzzahlig. Daher stimmt die Bewertung von D mit der von D̃ überein. Ist p > 2, ist auch −8 eine
Einheit in F und die Bewertung von −8D̃ gleich der von D̃.

10.9 Die Klasse 9p für den Typ E6

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 9, D̃ ∈ F ∗ und µ(X) = X27 + 84D̃X18 −
159D̃2X9 + D̃3D̃2 = (X9 −D)(X9 + (ζ2 + ζ−2)9D)(X9 − (ζ2 + ζ−2)9(ζ4 + ζ−4)9D) für ein von D̃
abhängiges D ∈ F ∗. Für jede F -Algebra E setzen wir

AE = E[X]/(X9 −D)

A′
E = E[X]/(X9 + (ζ2 + ζ−2)9D)

A′′
E = E[X]/(X9 − (ζ2 + ζ−2)9(ζ4 + ζ−4)9D).

Die Isomorphismen Ψ′
E : A′

E → AE und Ψ′′
E : A′′

E → AE seien gegeben durch

Ψ′
E : [P (X)] 7→ [P (−(ζ2 + ζ−2)X)]

Ψ′′
E : [P (X)] 7→ [P ((ζ2 + ζ−2)(ζ4 + ζ−4)X)].

Die Isomorphismen Θ′
E : AE → A′

E und Θ′′
E : AE → A′′

E seien gegeben durch

Θ′
E : [P (X)] 7→ [(Ψ′−1

E P )(ζX)][(Ψ′−1
E P )(ζ−1X)][(Ψ′−1

E P )(ζ4X)][(Ψ′−1
E P )(ζ−4X)]

Θ′′
E : [P (X)] 7→ [(Ψ′′−1

E P )(ζ2X)][(Ψ′′−1
E P )(ζ−2X)][(Ψ′′−1

E P )(ζ3X)][(Ψ′′−1
E P )(ζ−3X)].
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AE ⊕ A′
E ⊕ A′′

E ist kanonisch isomorph zu E[X]/µ, und τE sei dieser kanonische Isomorphismus.
σ = σE,ζ : AE → AE bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE über E. σ erzeugt AutE(AE), und σ3 erzeugt Aut
Aσ3

E
(AE). Wir

setzen

Tµ(E) = {x ∈ AE |
∏

τ∈Aut
Aσ3

E

(AE)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE | xσ3(x)σ6(x) = 1}.

Sei v ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom µ(X) hat, und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) sei die Abbildung
Φv,E ◦ τE ◦ (id,Θ′

E ,Θ
′′
E). Dabei sind (id,Θ′

E ,Θ
′′
E) die offensichtliche Abbildung AE → AE ⊕A′

E ⊕A′′
E

und Φv,E die Abbildung aus Abschnitt 6.1.

Ist F ein p-adischer Körper, so sind ζ+ζ−1, ζ2 +ζ−2 und ζ4 +ζ−4 Einheiten in F wegen (ζ+ζ−1)(ζ2 +
ζ−2)(ζ4 + ζ−4) = −1 (siehe (9.7)). Daher stimmt die Bewertung von D mit der Bewertung von D̃
überein.

10.10 Die Klasse 6p6p3p für den Typ E6

Sei ζ ∈ F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D ∈ F ∗ sowie µ1(X) = (X6 + D)(X6 −
27D), µ2(X) = X6 + 4D und µ1(X) = (X3 −D)(X3 + 8D). Wir setzen µ = (µ1, µ2, µ3) und für jede
F -Algebra E

AE,1 = E[X]/(X6 +D)

A′
E,1 = E[X]/(X6 − 27D)

und

AE,2 = E[X]/(X6 + 4D)

sowie

AE,3 = E[X]/(X3 −D)

A′
E,3 = E[X]/(X3 + 8D).

Die Isomorphismen ΨE,1 : A′
E,1 → AE,1 und ΘE,1 : AE,1 → A′

E,1 seien gegeben durch

ΨE,1 : [P (X)] 7→ [P ((1 + ζ)X)]

ΘE,1 : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E,1P )(−ζ2X)][(Ψ−1

E,1P )(−ζ4X)][(Ψ−1
E,1P )(−ζ3X)][(Ψ−1

E,1P )(−ζ5X)].

Die Isomorphismen ΨE,3 : A′
E,3 → AE,3 und ΘE,3 : AE,3 → A′

E,3 seien gegeben durch

ΨE,3 : [P (X)] 7→ [P (−1

2
X)]

ΘE,3 : [P (X)] 7→ [(Ψ−1
E,3P )(ζ2X)][(Ψ−1

E,3P )(ζ4X)][(Ψ−1
E,3P )(ζ2X)][(Ψ−1

E,3P )(ζ4X)].
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Für i = 1, 3 ist AE,i⊕A′
E,i kanonisch isomorph zu E[X]/µi, und τE,i sei dieser kanonische Isomorphis-

mus. Für i = 1, 2 bezeichne σi = σE,ζ,i : AE,i → AE,i den durch

[P (X)] 7→ [P (ζX)]

gegebenen Automorphismus von AE,i über E. σ3 = σE,ζ,3 : AE,3 → AE,3 bezeichne den durch

[P (X)] 7→ [P (ζ2X)]

gegebenen Automorphismus von AE,3 über E. Für alle i ist AutE(AE,i) erzeugt von σi. Für i = 1, 2
ist Aut

A
σ2

i
E,i

(AE,1) bzw. Aut
A

σ3
i

E,i

(AE,i) erzeugt von σ2
i bzw. σ3

i . Wir setzen für i = 1, 2

Tµi(E) = {x ∈ AE,i |
∏

τ∈Aut
A

σ2
i

E,i

(AE,i)

τ(x) =
∏

τ∈Aut
A

σ3
i

E,i

(AE,i)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE,i | xσ2
i (x)σ

4
i (x) = xσ3

i (x) = 1}

und

Tµ3(E) = {x ∈ AE,3 |
∏

τ∈AutE(AE,3)

τ(x) = 1}

= {x ∈ AE,3 | xσ3(x)σ
2
3(x) = 1}

sowie
Tµ(E) = Tµ1(E) × Tµ2(E) × Tµ3(E).

Seien v1, v2 ∈ g kommutierende rationale halbeinfache Eigenvektoren von w∆ zum Eigenwert ζ, deren
jeweiliges Bild vi unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom Xµi(X) hat. εµ1,v1,E : Tµ1(E) →
M27(E) sei die Abbildung Φv1,E ◦ τE,1 ◦ (id,ΘE,1). Dabei ist (id,ΘE,1) die offensichtliche Abbildung
und Φv1,E die Abbildung aus Abschnitt 6.1. εµ2,v2,E : Tµ2(E) → M27(E) sei die Abbildung Φv2,E.
Sei v3 ∈ g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ2, der mit v1 und v2
jeweils kommutiert und dessen Bild v3 unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom µ3(X) hat.
εµ3,v3,E : Tµ3(E) → M27(E) sei die Abbildung Φv3,E ◦ τE,3 ◦ (id,ΘE,3).

Schließlich sei v = (v1, v2, v3) und εµ,v,E : Tµ(E) → M2n(E) definiert als

εµ,v,E = mE ◦ (εµ1,v1,E × εµ2,v2,E × εµ3,v3,E),

wenn mE die Multiplikation in M2n(E) bezeichnet.

Ist F ein p-adischer Körper und p > 3, so sind 27, 8 und 4 Einheiten in F . Die Bewertungen von
27D, 4D und 8D stimmen mit der von D überein.

10.11 Der Hauptsatz

Vorbemerkung zum Beweis. Jeder der primitiven Tori T = Tµ, die in diesem Kapitel beschrieben
wurden, ist als Produkt von Untergruppen geeigneter Quotientenalgebren des Polynomrings in einer
Unbestimmten beschrieben. Die Polynome, die die ausdividierten Ideale des Polynomrings erzeugen,
sind die µi aus den vorigen Abschnitten und abhängig von einem freien Paramter Di. Ebenfalls eine
große Rolle spielt das Weylgruppenelement w, dessen Eigenwerte in die Konstruktion von T eingehen.
Wir schreiben auch T = Tµi,Di,w für Tµi , wenn wir Aussagen über T treffen wollen, die sich auf
Eigenschaften von Di oder w beziehen. Ein Di ∈ F ∗ heißt nun anisotrop für Tµi,Di,w, wenn Di
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maximale Ordnung hat in F ∗/(F ∗)ord(w). Besteht µ aus den Komponenten µi mit zugehörigen Di, so
so schreiben wir entsprechend Tµ,D,w für Tµ mit D = (Di)i.

Die im Beweis von Satz 10.2 angegebene Einbettung T →֒ G hängt von der konkreten Wahl der ratio-
nalen halbeinfachen Eigenvektoren v1, . . . , vk von w∆ ab, mit deren Hilfe die Abbildungen ΦE,v erklärt
sind. Während Tµ1,...,µk

die algebraische Beschreibung von T darstellt, bezeichnen wir mit Tv1,...,vk
die

durch v1, . . . , vk festgelegte Einbettung von T in G. Die Bezeichnungen Tµ und Tv gelten entsprechend
für die einzelnen Komponenten von T .

Bemerkung 10.1. Sei G eine einfache spaltende Gruppe mit Wurzelsystem Φ und sei w ein
Element in der Weylgruppe von G. Stimmen die Eigenwerte von w auf Z[Φ∨] mit den Eigenwerten
einer primitiven Konjugationsklasse ω von W auf Z[Φ∨] überein (mit Vielfachheiten), so liegt w
bereits in ω.

Beweis: Eine Inspektion der Tabellen in [BFW] zeigt, daß keine von ω verschiedene Konjugationsklasse
in W dieselben Eigenwerte wie ω hat, wenn ω primitiv ist.

Satz 10.2. Sei F ein p-adischer Körper und G eine der in Abschnitt 6.6 über Q definierten
einfachen spaltenden Gruppen, deren Wurzelsystem nicht vom Typ E7 oder E8 ist. Sei w ein
primitives Element der Weylgruppe W , D ∈ F ∗ und T = Tµ,D,w bzw. εµ,v,F̄ die im jeweiligen
Abschnitt dieses Kapitels beschriebene algebraische Gruppe bzw. Abbildung. Der Körper F enthalte
die Einheitswurzeln der Ordnung ord(w). Dann ist T ein über F definierter Torus, der mit Hilfe
der Abbildung εµ,v,F̄ nach G eingebettet werden kann. T ist ein maximaler Torus in G. Ist D
anisotrop, so ist T anisotrop. Enthält F zusätzlich geeignete Elemente, so hat T einen zyklischen
Zerfällungskörper und wird durch die Konjugationsklasse von w in H1(Gal(F̄ /F ),W ) beschrieben
im Sinne von Abschnitt 2.1. Ist F ein p-adischer Körper und p teilerfremd zu ord(w), so ist dies
der Fall, wenn F die maximal unverzweigte Erweiterung Qun

p von Qp enthält.

Korollar 10.3. Sei G eine spaltende lineare Gruppe über einem Körper F der Charakteristik null,
deren Wurzelsystem nicht vom Typ E7 oder E8 ist, mit maximalem spaltenden Torus T und ω eine
primitive Konjugationsklasse in der Weylgruppe W von G. Dann existiert eine Körpererweiterung
F ′ von F , eine zyklische Galoiserweiterung L von F ′ mit Galoisgruppe ΓL = 〈σ〉 und ein Torus
T , so daß die absolute Galoisgruppe Γ = Gal(F̄ /F ′) mittels ΓL auf W operiert und ω, aufgefaßt
als Element in H1(Γ,W ), im Bild der Abbildung H1(Γ, N(T)) → H1(Γ,W ) und im Kern der
Abbildung H1(Γ, N(T)) → H1(Γ, G) liegt.

Beweis: Die Aussage ist klar für den Isogenietyp von G, den die Darstellungen aus Abschnitt 6.6
beschreiben. Sei G′ irgendeine spaltende F -Gruppe, ψ eine zentrale Isogenie von bzw. nach G und
T ein Torus in G wie im Korollar. Dann hat ψ(T ) bzw. ψ−1(T ) die gewünschte Eigenschaft, denn
WG = WG′ und ψ(T ) bzw. ψ−1(T ) ist maximal in G′.

Beweis des Satzes: Wir legen die Notationen aus den vorigen Abschnitten zugrunde. Als eine
Komponente von µ bezeichnen wir entweder µ selbst, wenn µ ein Polynom ist, oder ein µi, wenn
µ = (µi)i ist. Wir zeigen zunächst, daß T ein F -Torus ist. Sei dazu eine Komponente ν̃ von µ fixiert und
ν der Radikalfakor von ν̃ =

∏
i(X

λ−xi), der zur Konstruktion von Tν = Tν̃ in den vorigen Abschnitten
benutzt wird. Alle Größen aus den vorigen Abschnitten (Algebren, Abbildungen usw.) beziehen sich ab
jetzt immer auf diese Komponente. Tν(F̄ ) ist eine algebraische Gruppe, die schon über F definiert ist
wegen ν ∈ F [X]. Die absolute Galoisgruppe Γ = Gal(F̄ /F ) operiert auf den Koeffizienten der zur
Komponente ν gehörenden Algebra AF̄ = F̄ [X]/ν und vertauscht mit σ. Daher operiert Γ auch auf
Tν(F̄ ), und für eine algebraische Körpererweiterung F ′ von F gilt

Tν(F̄ )Gal(F̄ /F ′) = Tν(F
′),
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wobei die rechte Seite wie im Satz definiert ist. Sei l = deg(ν) und κ die Gruppe der l-ten Einheitswurzeln
in F̄ ∗. Über F̄ zerfällt ν in paarweise verschiedene Linearfaktoren νξ (ξ ∈ κ), und die Algebra AF̄ =
F̄ [X]/ν ist kanonisch isomorph zu A⊕

F̄
=
⊕

ξ F̄ [X]/νξ . Wir sind jetzt in der Situation von Lemma 7.3
und übernehmen von dort die Bezeichnungen für die Abbildungen τ, σ = σζ und στ für eine primitive
Einheitswurzel ζ von Ordnung l: τ ist der kanonische Isomorphismus A⊕

F̄
→ AF̄ , σ : AF̄ → AF̄ der

durch [P (X)] 7→ [P (ζX)] gegebene Automorphismus von AF̄ und στ = τ−1 ◦ σ ◦ τ. Es bezeichne
Tν,τ (F̄ ) das Bild von Tν(F̄ ) unter der Abbildung τ−1. Es gilt dann

Typ An : Tν,τ (F̄ ) = {x ∈ A⊕
F̄
|
l−1∏

i=0

σiτ (x) = 1}(10.1)

Typ Bn, Cn,Dn : Tν,τ (F̄ ) = {x ∈ A⊕
F̄
| xσl/2τ (x) = 1}

Typ E6[9p, 3p] : Tν,τ (F̄ ) = {x ∈ A⊕
F̄
| xσl/3τ (x)σ2l/3

τ (x) = 1}
Typ G2, F4, E6[12p, 6p] : Tν,τ (F̄ ) = {x ∈ A⊕

F̄
| xσl/2τ (x) = xσl/3τ (x)σ2l/3

τ (x) = 1},

je nach Typ des Wurzelsystems von G und der Komponente ν. Wir benutzen Lemma 7.3, um die
definierenden Gleichungen von Tν,τ (F̄ ) umzuschreiben. Wir erhalten für die drei Gleichungstypen jeweils
ein äquivalentes Gleichungssystem, dessen Gleichungen durch die Elemente ξ ∈ κ indiziert sind. Die
Pξ, ξ ∈ κ sind dabei beliebige Polynome in F̄ [X].

l−1∏

i=0

σiτ (([Pξ ])ξ) = 1 ⇐⇒ ∀ξ :

l−1∏

i=0

[Pζiξ(ζ
iX)] = [1]

([Pξ ])ξσ
l/2
τ (([Pξ ])ξ) = 1 ⇐⇒ ∀ξ : [Pξ(X)][P−ξ(−X)] = [1]

([Pξ ])ξσ
l/3
τ (([Pξ ])ξ)σ

2l/3
τ (([Pξ ])ξ) = 1 ⇐⇒ ∀ξ : [Pξ(X)][Pζl/3ξ(ζ

l/3X)][Pζ2l/3ξ(ζ
2l/3X)] = [1]

Für jedes ξ ∈ κ ist die entsprechende Gleichung auf der rechten Seite eine Gleichung in F̄ [X]/νξ .
Von den |κ| Gleichungen sind nun je nach Typ einige zueinander äquivalent: Im Fall des Gleichungs-
systems ∀ξ :

∏l−1
i=0[Pζξ(ζX)] = [1] sind alle Gleichungen zueinander äquivalent, im Fall des GS

∀ξ : [Pξ(X)][P−ξ(−X)] = [1] sind es genau die Gleichungen für ξ und −ξ, und im Fall des GS
∀ξ : [Pξ(X)][Pζl/3ξ(ζ

l/3X)][Pζ2l/3ξ(ζ
2l/3X)] = [1] sind es genau die Gleichungen für ξ, ζ l/3ξ und

ζ2l/3ξ.

Wir betrachten zunächst den Fall, daß Tν,τ (F̄ ) in (10.1) nur durch eine Gleichung beschrieben wird.
Dann wird Tν,τ (F̄ ) also durch k voneinander unabhängigen Gleichungen der Form x1 · · · xl/k = 1
definiert, wo jede Gleichung in der Algebra F̄ [X]/νξ zu lesen ist und k je nach Typ die Werte 1 bzw.
l/2 bzw. l/3 annimmt. Da νξ linear ist, gilt F̄ [X]/νξ ∼= F̄ , und in jeder der k Gleichungen x1 · · · xl/k = 1
sind l/k − 1 Parameter frei wählbar in F̄ ∗. Für die zugehörigen Tν,τ (F̄ ) gilt dann

Tν,τ (F̄ ) ∼= Gk(l/k−1)
m = Gl−k

m .

Wird Tν,τ (F̄ ) (10.1) durch zwei Gleichungen beschrieben, so sind die l/2 Gleichungen der Form xy = 1
nicht unabhängig von den l/3 Gleichungen der Form xyz = 1. Man sieht leicht, daß Tν,τ (F̄ ) in diesem
Fall genau l/3 Parameter in F̄ ∗ frei wählbar sind. Also folgt

Tν,τ (F̄ ) ∼= Gl/3
m .

Wir sehen also, daß Tν(F̄ ) ∼= Tν,τ (F̄ ) ein über F definierter Torus ist, dessen Rang der oben berechnete
ist. Durch Zusammensetzung der einzelnen Komponenten Tν zu T erhalten wir, daß T ein Torus ist,
der, sofern er nach G eingebettet werden kann, schon ein maximaler Torus ist.
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Als nächstes befassen wir uns mit der Einbettung von T nach G. Wir betrachten wieder eine beliebige,
fest gewählte Komponente ν̃ von µ. Sei w∆ der baryzentrische Punkt von w und v ∈ g ein rationaler
halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ für eine primitive Einheitswurzel ζ von Ordnung
l = Radikalgrad von ν̃, dessen Bild v unter der Darstellung aus Abschnitt 6.6 das Minimalpolynom
Xεν̃(X) hat. ε ist dabei 0 oder 1 und hängt wieder vom Wurzelsystem von G und der Komponente ν
ab. Man beachte, daß ein solches v existiert (z.B. nach den Abschnitten 8.5 und 9.4; in den Coxeterfällen
könnte man alternativ auch den Beweis von Korollar 8.4 benutzen). Es genügt nun zu zeigen, daß die
Abbildung εν̃,v,F̄ : Tν̃ → Mn(F̄ ) aus den vorigen Abschnitten eine Einbettung nach G und für ein
ν̃ der Schnitt von εν̃,v,F̄ (Tν̃) mit dem Produkt der übrigen εη,vη ,F̄ (Tη) zu den von ν̃ verschiedenen
Komponenten η trivial ist.

Die Abbildung εν̃,v,F̄ hat die Form εν̃,v,F̄ = Φo,F̄ ◦r für eine injektive Abbildung r : AF̄ → Aν
F̄

= F̄ [X]/ν
und die ebenfalls injektive Abbildung Φo,F̄ aus Abschnitt 6.1. Um εν̃,v,F̄ (Tν) ⊂ G ⊂ GLn(F̄ ) zu sehen,

benutzen wir Korollar 6.4. Seien also x1, . . . , xk Nullstellen von Xεν̃(X) mit
∑k

i=1 xi = 0, wenn k der
Grad der G beschreibenden Multilinearform ist. Wir müssen zeigen, daß dann für [P ] ∈ Tν̃(F̄ )

(10.2)
∏

xi 6=0

P (xi) = 1

gilt. Sind die von null verschiedenen xi Nullstellen desselben Radikalfaktors von ν̃, so ist die Bedingung
(10.2) nach Proposition 7.13 und der Definition von Tν̃ erfüllt. Man beachte dabei, daß die Voraus-
setzung über die Lösbarkeit der Einheitswurzelgleichung erfüllt ist nach Bemerkung 7.12. Im Fall des
Typs An beachte man dazu noch Beispiel 6.6(iii). In den Fällen Bn und Dn ist G nicht alleine durch
eine Bilinearform beschrieben, sondern die Einskomponente der Automorphismengruppe. Da Tν̃ aber
wie oben gesehen ein Torus ist, ist Tν̃ zusammenhängend und daher schon in G enthalten. Es bleiben
damit nur noch die Typen F4 und E6. Besteht ν̃ aus zwei Radikalfaktoren ν1 und ν2 (dies ist der
Fall außer für die Klasse 9p des Typs E6), so müssen wir drei Nullstellen λ1, λ2, λ3 von ν̃ betrachten,
die nicht schon Nullstellen desselben Radikalterms sind. Daher können wir annehmen daß alle λi von
null verschieden sind. Bis auf die Komponente der Coxeterklassen von F4 und E6 zu einer primitiven
Einheitswurzel von Ordnung 12 legt die Kombination λ1 + λ2 + λ3 = 0 eindeutig fest, von welchem
Faktor νi zwei Nullstellen stammen (siehe Abschnitte 8.3, 8.4 und 9.3). Dann ist die Bedingung (10.2)
erfüllt nach Definition von Tν̃ und der Propositionen 7.15 und 7.6. Die Coxeterklassen von F4 und E6

können zusammen behandelt werden, da die Relationen zwischen den Nullstellen in den beiden Fällen
diesselben sind; wir verwenden die Bezeichnungen für den Typ F4. Stammen zwei Nullstellen aus dem
Faktor X12 ± D, so greift dasselbe Argument wie eben. Seien also zwei Nullstellen aus dem Faktor
X12 ± (1 + ζ)12D. Nach Korollar 7.7 müssen wir den Ausdruck

[P (X)][(ΨF̄ΘF̄P )(−ζX)][(ΘF̄P )(ζ2X)]

berechnen für [P ] ∈ Tν̃(F̄ ) denn (−ζ, ζ2) ist Lösung der Gleichung ζ(1 − ζ) + X + Y = 0 (vgl.
Lemma 7.9). Wir setzen die Definition von ΘF̄ aus Abschnitt 10.6 ein und nutzen die Identitäten
[P (X)][P (−X)] = [1] und [P (X)][P (ζ4X)][P (ζ8X)] = [1] aus, die nach Definition von Tν̃ gelten. Wir
sehen, daß obiger Ausdruck gleich 1 ist und erhalten Tν̃ ⊂ G nach Korollar 7.7.

Es bleibt die Klasse 9p für den Typ E6. ν̃ besteht aus drei Radikalfaktoren ν1, ν2, ν3. Stammen zwei
Nullstellen aus einem Faktor, legt die Kombination λ1 +λ2 +λ3 = 0 wieder eindeutig fest, von welchem
Faktor zwei Nullstellen stammen. Die Definition von Tν̃ liefert zusammen mit den Propositionen 7.15
und 7.6, daß die Bedingung (10.2) erfüllt ist, wenn ein λi Nullstelle von X9 + (ζ2 + ζ−2)9D und zwei
λi Nullstellen von X9 −D sind. Es bleiben die beiden restlichen Fälle, in denen zwei Faktoren beteiligt
sind, und der Fall, daß die λi aus drei verschiedenen Faktoren stammen. Wir benutzen wieder Korollar
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7.7. Die Ausdrücke, die wir berechnen müssen, sind

[(Θ′
F̄P )(ζ4X)][(Θ′

F̄P )(ζ−4X)][(Θ′′
F̄P )(X)]

[P (X)][(Θ′′
F̄P )(ζX)][(Θ′′

F̄P )(ζ−1X)]

[P (X)][(Θ′
F̄P )(−X)][(Θ′′

F̄P )(−X)]

Die zugehörigen, bis auf Vertauschung eindeutigen Lösungen der Gleichung (7.2) lauten (ζ4 + ζ−4) −
ζ4−ζ−4 = 0, (ζ1+ζ−1)−ζ1−ζ−1 = 0 und (ζ+ζ−1)−1−ζ2−ζ−2 = 0. Die letzte Gleichung ist nämlich
äquivalent zu 0 = 1+ζ3+ζ6 = 1−(ζ2+ζ−2)+(ζ4+ζ−4)(ζ2+ζ−2) (näheres siehe Abschnitt 9.3.3). Wir
setzen die Definitionen von Θ′

F̄
und Θ′′

F̄
ein und nutzen die Identität [P (X)][P (ζ4X)][P (ζ8X)] = [1]

aus, die nach Definition von Tν̃ gilt. Wir sehen, daß alle obigen Ausdrücke gleich 1 sind und erhalten
Tν̃ ⊂ G nach Korollar 7.7.

Es bleibt noch die Schnittbedingung für die Komponenten Tν̃ zu zeigen. Dies folgt im Falle, daß die
Anzahl der Komponenten höchstens zwei ist, aus der Existenz geeigneter Unterräume des Darstellungs-
raums, auf denen der Erzeuger vν̃ einer Komponente verschwindet, während andere Komponenten ν̃ ′

dort als Minimalpolynom einen Radikalfaktor von ν̃ ′ haben. Man siehe dazu die Abschnitte 8.5 und
9.4. Die Einschränkung jedes Elements von εν̃,v,F̄ (Tν̃) auf einen solchen Unterraum Uν̃ , auf dem vν̃
verschwindet, ist die Identität, während für eine andere Komponente ν̃ ′, deren Erzeuger auf Uν̃ nicht
verschwindet, aus εν̃,v,F̄ ([P ])|Uν̃

= id schon [P ] = [1] folgt. Man benutze dazu den Beweis von Lemma
6.2 und beachte, daß wegen εν̃,v,F̄ ([P ])|Uν̃

= id das Polynom P − 1 schon verschwinden muß modulo
eines Radikalfaktors von ν̃ ′. Da die Abbildungen θE , die den Zusammenhang zwischen den einzelnen
Radikalfaktoren von ν̃ ′ liefern, Isomorphismen sind, folgt dann schon [P ] = [1]. Im verbleibenden Fall der
Klasse 6p6p3p folgt die Aussage aus der entsprechenden Aussage in Abschnitt 9.4.3 über die Liealgebren
der drei Komponenten.

Wir betrachten nun den Fall, daß D anisotrop ist. Dann sind die Radikalfaktoren ν der Komponenten
ν̃, die die zugehörigen Algebren AE erzeugen, alle irreduzibel über F und die Lν := AF Radikalerweite-
rungen von F . In den Fällen, in denen die Komponente Tν durch eine einzelne Bedingung beschrieben
ist (also in allen Klassen für Wurzelsysteme vom Typ An, Bn, Cn und Dn sowie den Klassen 9p und
den Komponenten zu einer primitiven 3-ten Einheitswurzeln in der Coxeterklasse und der Klasse 6p6p3p
für ein Wurzelsystem vom Typ E6), gilt Tν ∼= ResEν/F Res1Lν/Eν

(Gm) nach Lemma 3.6 für geeignete

Zwischenerweiterungen Lν/Eν/F . Insbesondere sind alle Tν und damit auch T ein anisotroper F -Torus
nach Lemma 3.7. In den verbleibenden Fällen ist Tν ein Untertorus eines zu ResEν/F Res1Lν/Eν

(Gm)
isomorphen Torus. Genauer läßt sich Tν beschreiben durch die beiden exakten Sequenzen

1 −→ S −→ ResLν/Eν
(Gm)

φν−→ Gm −→ 1

1 −→ Tµi −→ S
φ′ν |S−→ Gm −→ 1,

wenn Eν und E′
ν die beiden Zwischenerweiterungen von Lν/F sind, bezüglich derer die den Torus Tν

definierenden Normen gebildet werden, und φν bzw. φ′ν die Determinantenabbildungen bezüglich Lν/Eν
bzw. Lν/E

′
ν (vgl. Abschnitt 3.10).

Die Zerfällungskörper der einzelnen Komponenten Tν von T entstehen aus den Körpererweiterungen Lν
durch Hinzuadjungieren der Eigenwerte der Erzeuger vν. Liegen diese bereits in F , so haben die Zer-
fällungskörper der Tν zyklische Galoisgruppe. Ist die Komposition der Zerfällungskörper der einzelnen
Komponenten wieder zyklisch, hat auch T einen zyklischen Zerfällungskörper. Die Eigenwerte des Erzeu-
gers vν sind die Wurzeln der Ordnung λν aus denDi, wenn vν das Minimalpolynom

∏
i(X

λν −Di,ν) hat.
Enthält F also geeignete Einheitswurzeln sowie geeignete Wurzeln aus den Di,ν1D

−1
j,ν2

, wo ν1 und ν2 zwei
(nicht notwendigerweise verschiedene) Komponenten von T sind,hat T zyklischen Zerfällungskörper L.
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Ist F ein p-adischer Körper, liegen alle Einheitswurzeln und alle Wurzeln aus den Di,ν1D
−1
j,ν2

in Qun
p ,

denn die Di,ν1D
−1
j,ν2

sind alle Einheiten wegen der Voraussetzung p ∤ ord(w), wie man durch Inspektion
der Polynome in den entsprechenden Abschnitten dieses Kapitels sieht.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß dem Torus T = Tµ die Konjugationsklasse von w zugeordnet wird. Sei
dazu T ein maximaler spaltender F -Torus in G und g ∈ G mit g−1Tg = T. Nach Konstruktion von T
kann g in G(L) gewählt werden, wenn L = AF die durch (irgend)einen Radikalfaktor einer geeigneten
Komponente von µ erzeugte galoissche Radikalerweiterung von F mit zyklischer Galoisgruppe Γ ist. Ist
wT das Bild von g−1gσ für einen Erzeuger σ von Γ, so wird T dann die Konjugationsklasse von wT
in W als Element in H1(Γ,W ) zugeordnet. Wir wollen die Eigenwerte von wT auf X∗(T) bestimmen.
Die Operation der von wT erzeugten Untergruppe von W auf X∗(T) entspricht der Operation von Γ
auf X∗(T ) (vgl. Abschnitt 3.7(i)), so daß die Eigenwerte von wT auf X∗(T) den Eigenwerten von σ auf
X∗(T ) entsprechen. Die Operation von σ auf X∗(T ) ist aufgrund des Γ-äquivarianten Isomorphismus
X∗(T ) ⊗Z F̄

∗ ∼= T (F̄ ) bestimmt durch die Operation von σ auf T = T (F̄ ). Diese können wir aber für
die einzelnen Komponenten Tν̃ von T explizit angeben. Tν̃ ist ein Untertorus von ResE/F(Gm), wenn

L/E/F der Zerfällungskörper von Tν̃ ist. Der Isomorphismus ResE/F(Gm) ∼= (F̄ ∗)[E/F ] ist Gal(E/F )-
äquivariant, wenn Gal(E/F ) vermöge

τ ′((xτ )τ ) = (τ ′
−1

(xτ ′τ ))τ

auf (F̄ ∗)[E/F ] operiert (vgl. Abschnitt 3.10). Ist Gal(E/F ) zyklisch mit Erzeuger τ0, so permutiert τ0 die
Komponenten von (F̄ ∗)E/F zyklisch. Daher hat τ0 auf X∗(ResE/F(Gm)) genau die Einheitswurzeln von
Ordnung [E/F ] als Eigenwerte. Auf dem Chocharaktergitter des Untertorus Res1E/F(Gm) hat τ0 genau

die von 1 verschiedenen Einheitswurzeln von Ordnung [E/F ] als Eigenwerte. Aufgrund der Struktur
der Komponenten Tν̃ sieht man anhand dieser Überlegungen sofort, daß die Eigenwerte von wT auf
X∗(T) mit denen von w überein stimmen: Die Eigenwerte von σ auf X∗(ResE/F Res1L/E(Gm)) sind

genau die Einheitswurzeln von Ordnung [L/F ], die nicht schon Einheitswurzeln von Ordnung [E/F ]
sind. Nach Bemerkung 10.1 folgt dann, daß wT und w konjugiert sind in W . Also wird T in der Tat
die Konjugationsklasse von wT zugeordnet.
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Teil II

Fixpunkte primitiver Tori im affinen
Bruhat-Tits Gebäude
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Kapitel 11

Das affine Bruhat-Tits Gebäude

Da wir nur einfache spaltende Gruppen betrachten, werden wir auch das affine Bruhat-Tits Gebäude
nur für diesen Fall beschreiben. Wenn nicht anders angegeben bezeichnet G im ganzen Kapitel eine
einfache, zusammenhängende, spaltende Gruppe über einem p-adischen Körper F .

11.1 p-adische Körper

Im gesamten zweiten Teil dieser Arbeit ist F ein p-adischer Körper, d.h. F ist eine endliche Erweiterung
von Qp für eine rationale Primzahl p. Es bezeichne v = vF : F ∗ → R die diskrete Bewertung von F und
π = πF ein Element in F ∗, so daß v(π) das kleinste positive Element in v(F ∗) ist. v(π) ist dann ein
Erzeuger der zyklischen Gruppe v(F ∗) ∼= Z, und πF heißt Uniformisierendes von F . O = OF bezeichne
den Bewertungsring O = {x ∈ F | x = 0 oder v(x) ≥ 0} in F . O stimmt mit dem Ganzheitsring
von F überein und ist ein Hauptidealring, dessen Ideale gerade von den nichtnegativen Potenzen von
π erzeugt werden. Das von π erzeugte Ideal p = pF ist das einzige maximale Ideal von O, und der
Restklassenkörper κ = κF = O/p ist ein endliche Körpererweiterung von Fp.

Sei nun E eine endliche Körpererweiterung von F . Es existiert eine eindeutige Fortsetzung vE der
Bewertung vF nach E. Es gilt dann OF ⊂ OE und pF ⊂ pE . Der Restklassenkörper κE ist eine endliche
Erweiterung des Restklassenkörpers κF . Der Grad der Erweiterung κE/κF heißt Trägheitsindex von E
über F und wird mit fE/F bezeichnet. Die Bewertungsgruppe vF(F ∗) hat endlichen Index in vE(E∗).
Dieser Index heißt Verzweigungsindex und wird mit eE/F bezeichnet. Es gilt

[E : F ] = eE/F · fE/F .

Die Erweiterung E/F heißt unverzweigt, wenn eE/F = 1 gilt. In diesem Fall hat die Erweiterung der
Restklassenkörper denselben Grad wie E/F , und die Bewertungsgruppen von E und F stimmen überein.
Insbesondere ist ein Uniformisierendes von F schon ein Uniformisierendes von E. Gilt eE/F > 1, so
nennt man die Erweiterung E/F verzweigt. Ist speziell eE/F = [E : F ], so heißt E/F rein verzweigt.
In diesem Fall stimmen die Restklassenkörper von E und F überein, und die [E : F ]-te Potenz eines
Uniformisierenden von E ist ein Uniformisierendes von F . Man unterscheidet zwei Fälle von Verzwei-
gungstypen für die Erweiterung E/F : Ist eE/F teilerfremd zur Charakteristik des Restklassenkörpers
(von E oder F ), so spricht man von zahmer Verzweigung, sonst von wilder Verzweigung. Unverzweigte
Erweiterungen sind bezüglich dieser Definition also stets zahm verzweigt. Man hat den folgenden Satz:

Satz 11.1 ([Lang][II.5.12]). Sei F ein p-adischer Körper und E eine endliche, rein zahm verzweigte
Erweiterung von F . Dann existiert ein Uniformisierendes π in F , so daß das Polynom X [E:F ] − π
eine Nullstelle in E hat. Umgekehrt sei a ∈ OF und e ∈ N teilerfremd zu p. Dann erzeugt jede
Nullstelle von Xe − a eine zahm verzweigte Erweiterung von F , die rein verzweigt ist falls vF(a)
teilerfremd zu e ist (hier ist vF normiert durch vF(F ∗) = Z).
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Rein zahm verzweigte Erweiterung sind also immer Radikalerweiterungen, die durch Wurzelziehen aus
einem Uniformisierenden entstehen. Da wir in dieser Arbeit nur Tori betrachten, deren Zerfällungskörper
rein zahm verzweigt ist, werden wir Tori T = TD, wie sie in Kapitel 10 zu Elementen D ∈ F ∗ konstruiert
wurden, zu Uniformisierenden D von F betrachten und weiter annehmen, daß die Restklassencharak-
teristik die auftretenden Ordnungen der Eigenwerte der jeweiligen primitiven Konjugationsklasse in der
Weylgruppe nicht teilt.

11.2 Das Standardapartment

Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe über F und T ein maximaler spaltender
F -Torus in G. Sei N = N(T) der Normalisator von T in G, W = N/T die Weylgruppe von G und
X∗ = X∗(T) bzw. X∗ = X∗(T) die Gruppe der Charaktere bzw. Kocharaktere von T. Sei weiter 〈 , 〉
die kanonische Paarung

〈 , 〉 : X∗ ×X∗ → Z.

Das Wurzelsystem von G bezüglich T werde mit Φ = Φ(G,T) ⊂ X∗ bezeichnet. Für jede Wurzel
α ∈ Φ sei Uα ⊂ G die zusammenhängende eindimensionale unipotente Untergruppe von G, die von T
normalisiert wird. Für jeden Isomorphismus εα : Ga → Uα gilt Int(t)(εα(z)) = εα(α(t)z). Alle eben
beschriebenen Gruppen sind bereits über F definiert.

Es sei A der reelle affine Raum
A := X∗ ⊗Z R

und ν : T(F ) → A der durch

〈ν(t), χ〉 = − v(χ(t)) für alle t ∈ T(F ), χ ∈ X∗

definierte Homomorphismus. Der Kern von ν besteht gerade aus dem kompakten Anteil T(F )c von
T(F ). Wir erklären nun vermöge ν eine Operation von T(F ) auf A durch Translationen, nämlich durch

tx := x+ ν(t) für t ∈ T(F ), x ∈ A.

Diese Operation läßt sich fortsetzen zu einer affinen Operation x 7→ nx (für n ∈ N(F ), x ∈ A) von
N(F ) auf A. Man erhält also einen Homomorphismus N → Autaff(A), der ν fortsetzt und meistens
wieder mit ν bezeichnet wird. Im spaltenden Fall läßt sich dies explizit sehen: Der Quotient N(F )/T(F )c
ist dann ein semidirektes Produkt

N(F )/T(F )c ∼= T(F )/T(F )c ⋊W (F ).

Ein Schnitt von W (F ) nach N(F ) ist dabei dadurch gegeben, daß man Repräsentanten für die erzeu-
genden Spiegelungen von W (F ) ∼= W (κ) in N(O) wählt. Dies ist möglich, da G im spaltenden Fall eine
O-Struktur trägt und T, N und W bereits über O definiert sind. Die von den gewählten Repräsentanten
erzeugte Untergruppe von N(F ) ist nun modulo T(O) = T(F )c isomorph zu W (F ). Beide Faktoren des
semidirekten Produktes operieren auf A: W (F ) durch die lineare Operation, die von derjenigen von W
auf X∗ induziert wird, und T(F )/T(F )c durch die von ν induzierte Operation als Translationsgruppe.
Man erhält daher eine affine Operation x 7→ nx (für n ∈ N(F ), x ∈ A) von N(F ) auf A.

Die so gewonnene Operation von N(F ) auf A bzw. der Homomomorphismus ν : N(F ) → Autaff(A) ist
eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie. Jede andere Operation von N(F ) durch affine Automorphismen
auf A hat die Form

x 7→ n(x+ x0) − x0

für einen beliebigen festen Punkt x0 ∈ A. Außerdem ist für n ∈ N(F ) mit Bild w ∈ W (F ) die
Abbildung x 7→ wx der lineare Anteil der affinen Abbildung x 7→ nx.
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Sei nun α ∈ Φ und u ∈ Uα(F ) \ {1}. Dann besteht der Schnitt

U−αuU−α ∩N = {m(u)}

aus einem einzigen Element m(u), das schon F -rational ist. Das Bild von m(u) in W (F ) und damit
der lineare Anteil von r(u) := ν(m(u)) ist die zu α assoziierte Spiegelung sα. Der Translationsanteil
von r(u) ist von der Form −l(u) · α̌ für eine reelle Zahl l(u). Wir haben also für x ∈ A

m(u)x = sαx− l(u)α̌ = x− (α(x) + l(u))α̌.

Wir können r(u) also auffassen als affine Spiegelung an der Hyperebene {x ∈ A | α(x) = −l(u)}. Sei
für α ∈ Φ

Γα = {l(u) | u ∈ Uα(F ) \ {1}} ⊂ R.

Γα ist eine nach oben und unten unbeschränkte diskrete Teilmenge von R mit −Γα = Γ−α. Die
affinen Funktionen α+m auf A für α ∈ Φ und m aus dem zu α gehörigen Γα heißen affine Wurzeln.
Die Menge aller affinen Wurzeln wird mit Φaff bezeichnet. Die Menge der zu den affinen Wurzeln
gehörenden Hyperebenen bilden eine zusätzliche Struktur auf dem affinen Raum A. Parallel dazu hat
man eine diskrete Filtrierung der Gruppen Uα(F ). Für α ∈ Φ und r ∈ R sei

Uα,r(F ) := {u ∈ Uα(F ) \ {1} | l(u) ≥ r} ∪ {1}
Uα,r+(F ) :=

⋃

r′>r

Uα,r′

und

Ūα,r(F ) := Uα,r(F )/Uα,r+(F ).

Die Uα,r(F ) bilden eine diskrete Filtrierung von Uα(F ), deren Quotienten gerade die Ūα,r(F ) sind. Da
G spaltet, sind die Ūα,r(F ) isomorph zum Restklassenkörper κ von F .

Identifiziert man das Apartment A mit dem Vektorraum X∗⊗R, so werden die affinen Wurzeln gegeben
durch

Φaff = {α+m | α ∈ Φ,m ∈ v(F ∗)}.
Dann gibt es für jede Wurzel α einen Isomorphismus εα : Ga(F ) → Uα(F ) mit

Uα,m(F ) = εα(v−1([m,∞])).

Ist v normiert, d.h. v(F ∗) = Z, folgt

Uα,m(F ) = εα(π
mO).

Insbesondere gilt Uα,0(F ) = εα(O).

Sei Ω ⊂ A eine beliebige nichtleere Teilmenge von A und fΩ : Φ → R ∪ {∞} definiert durch

fΩ(α) = − inf
x∈Ω

α(x).

Sei UΩ(F ) die Untergruppe von G, die von allen Uα,fΩ(α)(F ) für alle α ∈ Φ erzeugt wird, und

NΩ(F ) := {n ∈ N(F ) | nx = x für alle x ∈ Ω}.

Wegen nUΩ(F )n−1 = UnΩ(F ) für jedes n ∈ N(F ) wird UΩ(F ) von NΩ(F ) normalisiert. Wir setzen
noch

PΩ(F ) := NΩ(F ) · UΩ(F ).
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Besteht speziell die Menge Ω = {x} nur aus einem Element x ∈ A, schreiben wir kurz fx, Ux, Nx, Px
für f{x}, U{x}, N{x}, P{x}.

Für eine affine Wurzel α+m sei

Aα+m := (α+m)−1([0,∞[)

∂Aα+m := (α+m)−1(0).

Die Mengen Aα+m für die α + m ∈ Φaff heißen Halbapartments von A, die Mengen ∂Aα+m heißen
Wände von A. Wegen −Γα = Γ−α für eine Wurzel α ∈ Φ ist mit α +m ∈ Φaff auch −(α +m) eine
affine Wurzel. Weiter gilt ∂Aα+m = ∂A−(α+m) und A\Aα+m = A−(α+m) \∂Aα+m. Die Wände von A
sind genau die affinen Hyperebenen, die zu den affinen Spiegelungen r(u) für u ∈ Uα(F )\{1} assoziiert
sind. Wir schreiben ab jetzt für eine affine Wurzel α+m auch rα+m für r(u), wenn u ∈ Uα(F ) gilt und
der Translationsanteil von r(u) gleich m ist. Das Komplement der Vereinigung aller Wände in A zerfällt
in Zusammenhangskomponenten, die Kammern von A. Da G einfach ist, sind die Kammern Simplizes.
Die Facetten der Kammern heißen auch Facetten von A. Eine Kammer C hat die affine Hyperebene
∂Aα+m als Wand, wenn der Durchschnitt des Abschlußes von C mit ∂Aα+m die Hyperebene ∂Aα+m

affin erzeugt.

Sei Waff die Gruppe, die von allen rα+m mit α + m ∈ Φaff erzeugt wird. Waff heißt Weylgruppe
zum affinen Wurzelsystem Φaff und ist die affine Weylgruppe von Φ im Sinne von Abschnitt 3.9. Waff

ist als affine Spiegelungsgruppe eine Coxetergruppe. Das affine Wurzelsystem Φaff wird von ν(N(F ))
stabilisiert. Daher permutiert ν(N(F )) die Halbapartments, Wände und Kammern von A. Weiter ist
Waff ein Normalteiler in ν(N(F )). Waff operiert einfach transitiv auf der Menge der Kammern von A.
Sei C eine Kammer mit den begrenzenden Wänden L0, . . . , Ll. Sei αi+mi die eindeutige affine Wurzel
mit Li = ∂Aαi+mi und C ∈ Aαi+mi . Die Menge {αi + mi | i = 0, . . . , l} heißt Basis von Φaff zur
Kammer C und wird mit ∆aff(C) bezeichnet. Da die Kammern von Waff einfach transitiv permutiert
werden, hängt eine Basis von Φaff nicht von der Wahl der Kammer C ab bis auf kanonische Isomorphie.
Weiter bilden die Spiegelungen rαi+mi ein minimales Erzeugendensystem für die Coxetergruppe Waff .

Sei C eine Kammer in A und {αi +mi | i = 0, . . . , l} die Basis von Φaff zur Kammer C. Sei ( , ) ein
Skalarprodukt auf V ∗, das invariant ist unter der Weylgruppe W . Das lokale Dynkindiagramm ∆(Φaff)
von Φaff erhält man wie folgt: Die Elemente der Basis zu C werden durch Knoten vi dargestellt, und
zwei Knoten vi und vj mit zugehörigen affinen Wurzeln αi + mi bzw. αj + mj werden auf eine Art
verbunden, die vom Wert λij = 4(αi, αj)/(αi, αi)(αj , αj) abhängt (für diesen Wert kommen nur die
Zahlen 0, 1, 2, 3 oder 4 in Frage). Ist λij = 2 oder 3, wird die Verbindung zwischen vi und vj mit einem
Pfeil versehen, der auf den Knoten zeigt, der zur

”
kürzeren“ der beiden Wurzeln αi und αj gehört.

Da Waff die Kammern von A einfach transitiv permutiert, hängt das lokale Dynkindiagramm bis auf
kanonische Isomorphie nicht von der Wahl der Kammer C ab. Ignoriert man die Pfeile im lokalen
Dynkindiagramm erhält man das Coxeterdiagramm der Weylgruppe W .

11.3 Das affine Bruhat-Tits Gebäude

Wir betrachten die Äquivalenzrelation ∼ auf G(F ) ×A, die definiert ist durch

(g, x) ∼ (h, y) :↔ es gibt ein n ∈ N(F ) mit nx = y und g−1hn ∈ Ux(F ).

Wir setzen

B = B(G,F ) := G(F ) ×A/ ∼ .
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B(G,F ) heißt affines Gebäude zu G über F . Die Gruppe G(F ) operiert auf B durch

g · [(h, y)] = [(gh, y)]

für g ∈ G(F ) und (h, y) ∈ G(F ) ×A. Die Abbildung A→ X, definiert durch

x 7→ [(1, x)],

ist injektiv und N(F )-äquivariant. Wir können also A mit einer Teilmenge von X identifizieren und
schreiben ab jetzt gx für [(g, x)]. N(F ) ist dann der Stabilisator von A in G(F ). Es gilt weiter für eine
nichtleere Teilmenge Ω von A

PΩ(F ) = {g ∈ G(F ) | gx = x für alle x ∈ Ω}.

Für eine Wurzel α ∈ Φ und ein u ∈ Uα(F ) \ {1} hat man

{x ∈ A | ux = x} = {x ∈ A | α(x) + l(u) ≥ 0}.

Daraus folgt, daß die Gruppe Uα,m das Halbapartment Aα+m punktweise fixiert.

Das Gebäude B läßt sich wie folgt charakterisieren.

Satz 11.2. Seien A, ν,Φaff sowie Uα,m und Aα+m gegeben wie in Abschnitt 11.2. Dann existiert
eine bis auf eindeutige Isomorphie eindeutige Menge B mit einer Linksoperation von G(F ) und
den folgenden Eigenschaften:

1. B =
⋃
g∈G(F ) gA

2. N(F ) stabilisiert A und operiert auf A durch ν.

3. Für jede affine Wurzel α + m ∈ Φaff fixiert die Gruppe Uα,m das Halbapartment Aα+m

punktweise.

Die Teilmengen von B der Form gA mit g ∈ G(F ) heißen Apartments von B. Man hat eine Bijektion
zwischen den Apartments in B und den maximalen spaltenden F -Tori in G, indem man dem Apartment
gA den Torus gTg−1 zuordnet. gA ist das einzige Apartment in B, das von gT(F )g−1 stabilisiert wird,
und gN(F )g−1 ist der Stabilator von gA in G(F ).

Da der Stabilisator N(F ) von A in G(F ) die affine Struktur von A erhält, überträgt sich die Struktur
eines reellen affinen Raumes mit einer Unterteilung durch affine Hyperebenen mittels G(F ) auf alle
Apartments. Diese Strukturen stimmen auf Durchschnitten überein:

Satz 11.3 ([BT1][2.5.8]). Für zwei Apartments A′ und A′′ existiert ein g ∈ G(F ), das A′ auf A′′

abbildet und den Durchschnitt A′ ∩A′′ punktweise fixiert.

Das gesamte Gebäude B erhält auf diese Weise eine Unterteilung in Facetten. Diejenigen davon, die
in einem Apartment offen sind (bezüglich der gewöhnlichen affinen Topologie), heißen Kammern. Da
G einfach ist, ist B ein simplizialer Komplex. Die durch x 7→ gx gegebene Abbildung A′ → A′′, die
A′ ∩A′′ punktweise fixiert, ist eindeutig bestimmt, falls A′ ∩A′′ eine Kammer enthält.

Wegen Satz 11.3 hängt das lokale Dynkindiagramm, das von einer Kammer und einem die Kammer
enthaltenden Apartment abhängt, bis auf eindeutige Isomorphie nicht von der Wahl eines solchen ab.
Daher sprechen wir von dem lokalen Dynkindiagramm von G über F . Die Gruppe G(F ) operiert auf
dem lokalen Dynkindiagramm von G über F : Fixiere eine Referenzkammer C. Zu g ∈ G(F ) existiert
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ein Apartment A, das C und gC enthält, und ein eindeutiges w ∈Waff mit wgC = C. Also permutiert
wg die Wände von C und operiert auf diese Weise auf ∆(Φaff).

Für je zwei Facetten gibt es ein Apartment, das beide enthält. Insbesondere liegen je zwei Punkte x
und y aus B in einem gemeinsamen Apartment. Für t ∈ [0, 1] sind die Punkte (1 − t)x + ty in jedem
solchen Apartment wohldefiniert und nach 11.3 unabhängig vom gewählten Apartment. Die Menge
{(1− t)x+ ty | t ∈ [0, 1]} heißt geodätisches Segment zwischen x und y und wird manchmal mit [x, y]
bezeichnet.

Sei A′ ein Apartment und C ⊂ A′ eine Kammer. Zu jedem Apartment A′′, das C enthält, existiert
ein eindeutiger Isomorphismus affiner Räume, der A′′ auf A′ abbildet und C punktweise fixiert. Wegen
Satz 11.3 lassen sich diese Isomorphismen zu einer globalen Abbildung ρA,C : B → A′ verkleben, dem
Retrakt von B nach A′ mit Zentrum C.

Zwei Kammern heißen benachbart über die Wand ∂Aα+m, wenn sie verschieden sind und das affine
Erzeugnis des Durchschnitts ihrer topologischen Abschlüsse die affine Hyperebene ∂Aα+m ist. Der
Schnitt der topologischen Abschlüsse zweier Kammern heißt Facette der Kodimension 1. Sei nun C
eine beliebige, fest gewählte Referenzkammer, C ′ eine beliebige Kammer in B und A′ ein Apartment,
das C und C ′ enthält. Die Weylgruppe von Φaff operiert einfach transitiv auf den Kammern von A′.
Daher existiert für eine Facette F ′ von C ′ eine eindeutige Facette F von C, die im selben Waff -Orbit
wie F ′ liegt. Man erhält auf diese Weise eine Typisierung (Labelling) aller Facetten in B durch die
Facetten bzw. die Wände der Referenzkammer C. Eine Facette der Kodimension 1 in B ist im Abschluß
von genau q + 1 Kammern enthalten, wenn q die Anzahl der Elemente des Restklassenkörpers von F
bezeichnet.

Ein Labelling der Facetten der Kodimension 1 in B entspricht einem Labelling der Knoten des lokalen
Dynkindiagramms: Die Knoten entsprechen ja eineindeutig den Wänden einer Referenzkammer. Eine
Untergruppe H(F ) von G(F ) operiert genau dann labelerhaltend, wenn die Operation von H(F ) auf
∆(Φaff) trivial ist. Ist G einfach-zusammenhängend, operiert G(F ) labelerhaltend nach [T1][2.5].

Eine Galerie G der Länge l vom Typ s(G) zwischen zwei Kammern C und C ′ ist eine endliche Folge
von Kammern G = (C = C0, . . . , Cl = C ′) in B zusammen mit einer Folge von Facetten der Refe-
renzkammer C s(G) = (F1, . . . , Fl), für die Ci benachbart ist zu Ci+1 und die Wand zwischen Ci und
Ci+1 vom Typ Fi+1 ist. Eine Galerie heißt minimal, wenn sie minimale Länge hat. Die Länge einer
minimalen Galerie zwischen zwei Kammern C und C ′ heißt auch Kammerabstand von C und C ′. Für
minimale Galerien gilt die folgende Aussage:

Satz 11.4. Seien C eine Kammer und F eine Facette der Kodimension 1 in B. Dann ist jede
Galerie zwischen C und F in jedem Apartment enthalten, das C und F enthält. Weiter existiert
eine eindeutige Kammer D in B, die F enthält und minimalen Kammerabstand von C hat. Seien
C ′ eine weitere Kammer in B und G und G′ zwei minimale Galerien zwischen C und C ′ vom selben
Typ. Dann stimmen G und G′ überein.

Beweis: Für die erste Aussage siehe [BT1][2.3.6]. Sei A ein Apartment, das C und F enthält. In A
gibt es genau zwei Kammern D1 und D2, die F enthalten. Diese Kammern sind benachbart über die
eindeutige Wand, die F enthält. Die minimalen Galerien zwischen C und D1 bzw. D2 unterscheiden
sich aber in ihrer Länge um 1. Alternativ kann man auch Abschnitt 11.5 zusammen mit [Ro2][2.10]
verwenden. Die Aussage über die Identität von Galerien folgt aus [BT1][2.3.6] und [BT1][2.3.8].

Wir wählen ein W (F )-invariantes Skalarprodukt auf V und erhalten eine W (F )-invariante euklidische
Metrik auf A. Die Operation von N(F ) auf A ist dann automatisch isometrisch. Diese Metrik setzt sich
auf eindeutige Weise zu einer G(F )-invarianten Metrik d auf ganz B fort. Der metrische Raum (B, d)
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ist dann vollständig und zusammenziehbar. Das geodätische Segment zwischen zwei Punkten x und y
aus B läßt sich dann nach [BT1][2.5.4] mithilfe der Metrik d intrinsisch charakterisieren als

[x, y] = {z ∈ B | d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}.

Die von d induzierte Topologie stimmt sowohl mit der Quotiententopologie auf B bezüglich
∐
g∈G(F ) gA→

B überein, wenn
∐
g∈G(F ) gA die natürliche Topologie trägt, als auch mit der Initialtopologie auf B

bezüglich aller Retrakte ρA′,C , d.h. der gröbsten Topologie auf B, bezüglich der alle Retrakte stetig
sind. B wird bezüglich dieser Topologie ein lokal kompakter Raum.

Für eine Teilmenge Ω von B sei G(F )Ω der punktweise Stabilator von Ω in G(F ), also

G(F )Ω = {g ∈ G(F ) | gx = x für alle x ∈ Ω}.

Besteht Ω nur aus einem Punkt x, schreiben wir G(F )x für G(F ){x}. Die Punktstabilisatoren G(F )x

(x ∈ B) sind genau die maximal kompakten Untergruppen von G(F ).

Sei Ω eine nichtleere, beschränkte Teilmenge eines Apartments von B. Dann existiert ein (bis auf ein-
deutige Isomorphie) eindeutiges affines Gruppenschema GΩ mit den folgenden beiden Eigenschaften: Die
generische Faser GΩ,F ist G und die Gruppe GΩ(OE) ist gleich dem punktweisen Stabilisator G(E)Ω für
jede unverzweigte Körpererweiterung E von F . Ist Ω = {x} ein spezieller Punkt, so ist GΩ gerade das
Chevalley Gruppenschema mit generischer Faser G. Ist Ω′ eine nichtleere Teilmenge des topologischen
Abschlußes von Ω, so definiert die Inklusionsabbildung G(F )Ω → G(F )Ω

′
einen Morphismus der Grup-

penschemata GΩ → GΩ′ , der mit ρΩ′Ω bezeichnet wird. Wir schreiben ḠΩ bzw. ρ̄Ω′Ω für die algebraische
Gruppe über κF bzw. den κF -Homomorphismus, den wir aus GΩ bzw. ρΩ′Ω durch Reduktion modulo p

erhalten.

Sei nun C eine Kammer im Gebäude B. Die zur Kammer C gehörende Iwahoriuntergruppe Iw(C) ist
definiert als eine Untergruppe von G(F )C (siehe [T1][3.7]), die wegen [T1][3.5.3] aber im Falle einer
spaltenden Gruppe gleich G(F )C ist. Wir nehmen daher dies als Definition, also

Iw(C) = G(F )C .

Alle Iwahoriuntergruppen von G(F ) sind konjugiert. Sie lassen sich auch beschreiben als Urbilder in
den Punktstabilisatoren G(F )x (x ∈ X) der κF -Borelgruppen in den modulo p reduzierten Gruppen
Ḡx unter dem Reduktionshomorphismus. Ist G einfach zusammenhängend, so stimmt die Iwahoriunter-
gruppe zur Kammer C stets mit G(F )C überein (auch wenn g nicht spaltet). Die Iwahoriuntergruppen
von G(F ) sind kompakt offene Unterguppen in der lokal kompakten Gruppe G(F ).

11.4 Weitere Eigenschaften des Gebäudes

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Übersicht über die wichtigsten Fakten zum Bruhat-Tits
Gebäude. Wieder formulieren wir die Aussagen nur für den Fall, daß die Gruppe G einfach, über F
definiert und spaltend ist, auch wenn einige Aussagen in größerer Allgemeinheit gelten.

Satz 11.5 ([Ball][4.7]). Sei G einfach, über F definiert und spaltend und G′ eine beliebige über F
definierte lineare algebraische Gruppe und ψ : G′ → G eine über F definierte, zentrale Isogenie.
Dann ist B(G′, F ) kanonisch isomorph zu B(G,F ).

Korollar 11.6. Sei H(F ) eine Unterguppe von G(F ), die nur aus topologisch unipotenten Ele-
menten besteht. Dann hängt die Operation von H(F ) auf B(G,F ) bis auf kanonische Isomorphie
nicht von der Isogenieklasse von G ab. Insbesondere hängt die Fixpunktmenge B(G,F )H(F ) von
H(F ) in B(G,F ) bis auf kanonische Isomorphie nicht von der Isogenieklasse von G ab.
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Beweis: Nach Satz 3.8 ist eine zentrale Isogenie G → G′ eingeschränkt auf H(F ) bijektiv. Die
Operation von H(F ) auf B(G,F ) ist also äquivalent zur Operation von ψ(H(F )) auf B(G′, F ).

Korollar 11.7. Eine Unterguppe von G(F ), die nur aus topologisch unipotenten Elementen besteht,
operiert labelerhaltend auf B(G,F ).

Beweis: Wegen Korollar 11.6 kann man ohne Einschränkung G = Gsc annehmen. Nach Abschnitt 11.3
operiert Gsc(F ) und damit auch jede Untergruppe labelerhaltend.

Sei G einfach, über F definiert und spaltend. Nach Satz 11.5 ist B(G,F ) kanonisch isomorph zu
B(Gad, F ), und die Operation von G(F ) auf B(G,F ) entspricht der Operation von G̃(F ) ⊂ Gad(F )
auf B(Gad, F ), wenn G̃(F ) das Bild von G(F ) unter der zentralen Isogenie G→ Gad ist. Auf B(Gad, F )
operieren also immer die F -wertigen Punkte jeder zu G zentral isogenen Gruppe, insbesondere operieren
immer Gsc(F ) und Gad(F ). Gad(F ) (bzw. Gsc(F )) ist in dieser Situation die größte (bzw. kleinste)
Gruppe, die auf B(Gad, F ) operiert.

Satz 11.8 ([Ball][4.11]). Sei G einfach, über F definiert und spaltend. Dann ist ν(N(F )) = X∗⋊W.

11.5 Kammersysteme und Coxeterkomplexe

In [Ro2] werden (affine) Gebäude mithilfe des Begriffs des Kammersystems eingeführt, zunächst ohne
Bezug zu algebraischen Gruppen. Ein Kammersystem bezüglich einer (endlichen) Menge I ist eine
Menge C zusammen mit einem |I|-Tupel von Äquivalenzrelationen (∼i)i∈I auf C. Die Elemente in C
heißen Kammern, und zwei Kammern x, y mit x ∼i y heißen i-benachbart. Ist W eine Coxetergruppe mit
Indexmenge I, so läßt sich W ein spezielles Kammersystem zuordnen, der Coxeterkomplex (der ebenfalls
mit W bezeichnet wird): Die Kammern sind die Elemente aus W, und für i ∈ I ist i-Nachbarschaft
erklärt durch

w ∼i wri,

wenn die ri die Erzeuger der Coxetergruppe W sind. W operiert auf sich selbst von links und erhält
dabei i-Nachbarschaft. In der Tat ist W schon die ganze Automorphismengruppe des Coxeterkomplexes.

Wir haben im Abschnitt 11.2 gesehen, daß die Weylgruppe Waff zum affinen Wurzelsystem Φaff eine
Coxetergruppe ist und erzeugt wird von den Spiegelungen an den Wänden einer beliebigen, ab jetzt
fest gewählten Kammer C im Apartment A. Weiter operiert Waff einfach transitiv auf der Menge
der Kammern in A, und zwei Kammern sind benachbart über die Hyperebene α + m = 0, wenn der
Durchschnitt der topologischen Abschlüsse der beiden Kammer diese Hyperebene affin erzeugt. Mittels
der G(F )-Operation wird dann B zu einem Kammersystem. Die Abbildung

w 7→ wC

vonWaff in die Menge der Kammern in A ist ein Isomorphismus von Kammersystemen, d.h. A (aufgefaßt
als Kammersystem) ist isomorph zum Coxeterkomplex von Waff .

In [Ro2][ch.2] wird folgendes Kriterium angegeben, wann ein Kammersystem ein Gebäude im Sinne von
[Ro2] ist.

Theorem 11.9 ([Ro2][2.8]). Sei C ein Kammersystem, das Untersysteme (genannt Apartments)
enthält, die alle isomorph sind zu einem einzigen gegebenen Coxeterkomplex, und mit den folgenden
Eigenschaften: Je zwei Kammern liegen in einem gemeinsamen Apartment, und je zwei gegebene
Apartments, die eine gemeinsame Kammer x und eine gemeinsame Kammer oder Kammerwand
y enthalten, sind isomorph vermöge eines Isomorphismus, der x und y fest läßt. Dann ist C ein
Gebäude.

Nach den Aussagen im vorderen Teil des Kapitels sind die Bedingungen, die Theorem 11.9 stellt, für B
erfüllt. Also ist B auch ein Gebäude im Sinne von [Ro2].
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11.6 Beschreibung von Kammern in B(G, F )

Aufgrund des Korollar 13.6 besteht die zentrale Aufgabe darin, in B = B(G,F ) nach punktweise fixier-
ten Kammern unter einer Gruppe H von Automorphismen von B zu suchen. Proposition 12.4 besagt,
daß − die Existenz einer punktweisen fixierten Kammer vorausgesetzt − die Fixpunktmenge eine zusam-
menhängende Menge von Kammern ist. Sei C irgendeine von H punktweise fixierte Kammer. Dann läßt
sich die Fixpunktmenge von H bestimmen, indem man bei C startend schrittweise alle benachbarten
Kammern von bereits als punktweise fixiert bekannten Kammern betrachtet. Nur diese sind Kandidaten
für weitere Fixpunkte. In diesem Abschnitt werden wir zu diesem Zweck eine geeignete Beschreibung
aller Kammern in B geben, die zu einer Referenzkammer C einen vorgegebenen Kammerabstand l hat.

Sei für den Rest des Abschnitts ein Apartment A und eine Kammer C0 in A fixiert. H(C0) bezeichne die
Menge der Wände von C0, ∆aff die Basis von Φaff zur Kammer C und für α+m ∈ ∆aff sei wie früher
rα+m die Spiegelung an der affinen Hyperebene Lα+m := ∂Aα+m ∈ H(C0) in A. Die Weylgruppe Waff

wird dann von den rα+m für die α+m ∈ ∆aff erzeugt.

Die eindeutige Kammer Cα+m in A, die zu C0 benachbart ist über die Wand Lα+m, hat die Form

Cα+m = rα+mC0.

Sei nun Uα,m(F ) die Gruppe aus Abschnitt 11.2. Die Fixpunktmenge von Uα,m(F ) in A ist genau die
Menge

(11.1) {x ∈ A | α(x) +m ≥ 0}.

Daher fixiert Uα,m(F ) das Halbapartment Aα+m. Die beiden Kammern C0 und Cα+m werden jedoch
genau durch die Hyperebene Lα+m = {x ∈ B | α(x)+m = 0} getrennt, d.h. eine der beiden Kammern
liegt im Halbapartment Aα+m und die andere im gegenüberliegenden Halbapartment A−(α+m) = A \
Aα+m. Wir definieren allgemein für eine beliebige Kammer C in A mit Wand ∂Aα+m

UCα,m(F ) :=

{
Uα,m(F ) falls C ∈ Aα+m

U−α,−m(F ) falls C ∈ A−(α+m)

UCα,m+(F ) :=

{
Uα,m+(F ) falls C ∈ Aα+m

U−α,(−m)+(F ) falls C ∈ A−(α+m)

und

ŪCα,m(F ) :=

{
Ūα,m(F ) falls C ∈ Aα+m

Ū−α,−m(F ) falls C ∈ A−(α+m)

∗UCα,m(F ) := (UCα,m(F ) \ UCα,m+(F )) ∪ {1}.

Bis auf ∗UCα,m(F ) sind alle obigen Mengen Gruppen. Alle vier Mengen ändern sich nicht, wenn (α,m)

durch (−α,−m) ersetzt wird. Weiter fixiert UCα,m(F ) die Kammer C und das C enthaltende Halba-
partment punktweise.

Wir betrachten immmer noch den allgemeinen Fall einer Kammer C im Apartment A mit Wand ∂Aα+m.
Dann fixiert UCα,m(F ) keinen Punkt in dem offenen Halbapartment von A, das von der Wand ∂Aα+m

begrenzt wird und C nicht enthält. UCα,m+(F ) fixiert jedoch jede Kammer in A, die von der Wand

∂Aα+m begrenzt wird, punktweise. Beide Aussagen sind klar, da die Fixpunktmenge von UCα′,m′(F ) in
A für beliebiges α′ ∈ Φ und m′ ∈ R gegeben ist durch (11.1). Sei nun C ′ die eindeutige Kammer in
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A, die zu C über die Wand ∂Aα+m benachbart ist. Wir betrachten nun den Orbit UCα,m(F ) · C ′ der

Kammer C ′ unter der Gruppe UCα,m(F ), also die Menge {uC ′ | u ∈ UCα,m(F )}. Wir behaupten, daß der

Orbit UCα,m(F ) ·C ′ gerade aus allen Kammern in B besteht, die zu C über die Wand ∂Aα+m benachbart
sind.

Proposition 11.10. Sei C eine Kammer in einem Apartment A mit Wand ∂Aα+m für eine affine
Wurzel α + m. Sei C ′ die eindeutige Kammer in A, die zu C über die Wand ∂Aα+m benachbart
ist. Die Gruppen UCα,m(F ) und ∗UCα,m(F ) seien wie oben definiert. Dann stimmen die Orbiten

UCα,m(F ) ·C ′ und ∗UCα,m(F ) ·C ′ überein und bestehen genau aus den Kammern in B, die zu C über
die Wand ∂Aα+m benachbart sind.

Beweis: Wir schreiben C für die Menge aller Kammern in B, die zu C benachbart sind über die
Wand ∂Aα+m. Wir haben schon gesehen, daß UCα,m(F ) die Wand ∂Aα+m punktweise fixiert. Da C ′

die Hyperebene ∂Aα+m als Wand besitzt, muß daher jede Kammer aus UCα,m(F ) · C ′ die Hyperebene
∂Aα+m ebenfalls als Wand besitzen und daher entweder zu C benachbart oder gleich C sein. Da
UCα,m(F ) aus Automorphismen von B besteht und UCα,m(F ) die Kammer C fixiert, ist der zweite Fall

jedoch ausgeschlossen. Es folgt ∗UCα,m(F ) ·C ′ ⊂ UCα,m(F ) ·C ′ ⊂ C. Umgekehrt wissen wir aus Abschnitt
11.3, daß es q + 1 Kammern in B gibt, die die Hyperebene ∂Aα+m als Wand besitzen und zu C
benachbart sind, wenn q die Anzahl der Elemente des Restklassenkörpers κ von F ist. Es genügt also
zu zeigen, daß der Orbit ∗UCα,m(F ) ·C ′ mindestens q Elemente besitzt. Nun ist ŪCα,m(F ) nach Abschnitt

11.2 isomorph zu κ. Seien uy Repräsentanten in UCα,m(F ) für die y ∈ κ ∼= ŪCα,m(F ). Dies sind genau
q Stück, und wir zeigen, daß die Kammern uyC

′ und uzC
′ verschieden sind für y 6= z ∈ κ: Sonst

würde das Element u−1
y uz ∈ UCα,m(F ) die Kammer C ′ stabilisieren und die Wand ∂Aα+m punktweise

fixieren, also C ′ schon punktweise fixieren. Dann müßte aber u−1
y uz schon trivial sein in ŪCα,m(F ) ∼= κ,

was im Widerspruch steht zu y 6= z ∈ κ. Die uy für y 6= 0 ∈ κ liegen bereits in ∗UCα,m(F ). Wegen

u0 ∈ ŪCα,m(F ) fixiert u0 die Kammer C ′ punktweise, d.h. es gilt u0C
′ = C ′. Nun ist aber 1 ∈ ∗UCα,m(F )

und damit C ′ ∈ ∗UCα,m(F ) · C ′. Es folgt ∗UCα,m(F ) · C ′ = UCα,m(F ) · C ′.

Korollar 11.11. Seien C und C ′ zwei Kammern im Apartment A mit Kammerabstand l. Die
eindeutige minimale Galerie G zwischen C und C ′ in A sei vom Typ (F1, . . . , Fl). Seien α1 +
m1, . . . , αl+ml ∈ Φaff affine Wurzeln, deren zugehörige affine Hyperebenen ∂Aαi+mi die eindeutigen
Hyperebenen in A sind, die die Kammern von G trennen, d.h. es gelte C ′ = rαl+ml

· · · rα1+m1C.
Bezeichnet CG die Menge aller Kammern in B, die mit C durch eine Galerie vom Typ (F1, . . . , Fl)
verbunden ist, dann gilt

CG = ∗UCα1,m1
(F ) · · · ∗UCαl,ml

(F )rαl+ml
· · · rα1+m1C.

Sei ρA,C das Retrakt von B nach A mit Zentrum C und Ci = rαi+mi · · · rα1+m1C für i = 1, . . . , l.
Dann gilt für jede Galerie GD zwischen C und einer Kammer D aus CG

ρA,C(GD) = (C,C1, . . . , Cl).

Insbesondere gilt ρA,C(D) = Cl = C ′ für alle Kammern aus CG.

Beweis: Wir setzen noch C0 = C. Mithilfe der Proposition 11.10 (angewendet auf die Kammer Ci)
zeigt man durch Induktion über l − i, daß die Menge

∗UCαi+1,mi+1
(F ) · · · ∗UCαl,ml

(F )rαl+ml
· · · rα1+m1C

gerade aus allen Kammern besteht, die durch eine Galerie vom Typ (Fi+1, . . . , Fl) mit Ci verbunden sind.
Dabei geht man vor wie im Beweis von Proposition 11.10 und benutzt, daß die UCαi,mi

(F ) als unipotente
Gruppen nach 12.6 und 11.7 sowohl Nachbarschaft als auch den Nachbarschaftstyp erhalten, um zu
zeigen, daß die rechte Seite in CG enthalten ist, und zählt dann ab.
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Für die Aussage über das Retrakt beachte man, daß es innerhalb eines Apartments zu jedem vorgege-
benen Typ genau eine Galerie dieses Typs gibt. Weiterhin ist das Retrakt ein Automorphismus von B
und erhält daher Nachbarschaftstypen.

Korollar 11.12. Sei C und C ′ zwei Kammern in B mit Kammerabstand l. Sei weiter A ein
Apartment, das C enthält, und Waff die Weylgruppe von Φaff bezüglich A. Dann existieren affine
Wurzeln α1 +m1, . . . , αl +ml ∈ Φaff und Elemente u1, . . . , ul mit ui ∈ ∗UCαi,mi

(F ), so daß

C ′ = u1 · · · ulrαl+ml
· · · rα1+m1C.
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Kapitel 12

Vorbereitungen zur
Fixpunktbestimmung

12.1 Fixpunktmengen in B(G, F )

Wir untersuchen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften von Fixpunktmengen im Bruhat-Tits Gebäude,
die uns später die Bestimmung der Fixpunktmenge von primitiven Tori erleichtern werden. Alle Aussa-
gen bis auf die letzte folgen leicht aus den Eigenschaften des Gebäudes. Im ganzen Abschnitt bezeichne
B = B(G,F ) das affine Bruhat-Tits Gebäude zu einer halbeinfachen Gruppe G über einem lokalen
Körper F .

Proposition 12.1 ([BT1][2.5.4]). Eine Isometrie von B, die zwei Punkte x und y in B fixiert,
fixiert das geodätische Segment zwischen x und y punktweise.

Korollar 12.2. Sei H eine Menge von Automorphismen von B. Dann ist die Fixpunktmenge
von H in B konvex und zusammenhängend. Insbesondere enthält die Fixpunktmenge mit je zwei
Punkten auch das geodätische Segment zwischen diesen Punkten.

Die Weylgruppe Waff von Φaff operiert (einfach) transitiv auf der Menge der Kammern in einem Apart-
ment. Daher ist es nützlich, sich bei der Suche nach Fixpunkten einer Gruppe H von Automorphismen
von B zunächst auf die Suche nach punktweise fixierten Kammern zu beschränken (dies ist eine Moti-
vation zur Betrachtung des topologisch unipotenten Anteils der Tori, vgl. Abschnitt 2.4) und dann die
Darstellung aus Korollar 11.12 für Kammern zu benutzen.

Proposition 12.3. Sei H eine Menge von Automorphismen von B, die eine Kammer C punktweise
fixiert. Dann ist jeder Fixpunkt von H in B schon in einer von H punktweise fixierten Kammer
enthalten. Insbesondere enthält die Fixpunktmenge von H in B mit je zwei Kammern auch die
minimale Galerie zwischen diesen Kammern.

Beweis: Sei C eine Kammer in B, die von H punktweise fixiert wird, und x ∈ BH ein beliebiger
Fixpunkt von H. Nach 11.4 existiert eine eindeutige Kammer D, die den Punkt x enthält und minimalen
Kammerabstand von C hat. Sei G = (C = D1, . . . ,Dl = D) die nach 11.4 eindeutige minimale Galerie
zwischen C und D. Die Galerie hG verbindet für h ∈ H die Kammern hC = C und hD und hat
dieselbe Länge wie G. Daher ist hD eine Kammer, die x enthält und minimalen Kammerabstand von
C hat, stimmt wegen der Eindeutigkeit einer solchen Kammer also mit D überein. Also wird D von H
stabilisiert. Daher ist hG wieder eine minimale Galerie zwischen C und D für alle h ∈ H, also wegen
der Eindeutigkeit von G gleich G. Die Galerie G und damit alle Kammern von G werden also von H
stabilisiert. Da die Kammer C aber sogar punktweise fixiert wird, müssen alle Kammern von G ebenfalls
schon punktweise fixiert werden; insbesondere also auch die Kammer D.

135
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Korollar 12.4. Sei H eine Menge von Automorphismen von B, die eine Kammer C punktweise
fixiert. Dann ist die Fixpunktmenge von H in B ein zusammenhängender konvexer Komplex von
Kammern, d.h. er enthält mit je zwei Kammern auch jede minimale Galerie zwischen ihnen.

Proposition 12.5. Die Fixpunktmenge eines maximalen anisotropen Torus von G in B(G,F ) ist
kompakt.

Beweis: Diese Aussage ist eine direkte Konsequenz aus Lemma [SS][III.4.9] für reguläre elliptische
Elemente in G(F ), denn ein maximaler anisotroper Torus T (F ) enthält regulär elliptische Elemente
t, und die Fixpunktmenge von T (F ) ist in der jedes solchen t enthalten. Die Aussage folgt ebenfalls
aus der seit langem bekannten Endlichkeit des Orbitalintegrals

∫
T (F )\G(F ) φ(gtg−1)dg, wenn T ein

maximaler anisotroper Torus in G, t ∈ T (F ) ein reguläres Element und φ eine lokal konstante Funktion
mit kompaktem Träger auf G ist.

12.2 Existenz geeigneter Elemente in T

Wir werden in den nächsten Kapiteln sehen, daß es im topologisch unipotenten Anteil T 1(F ) = Ttu(F )
von T (F ) Elemente gibt, deren Fixpunktmenge in B(G,F ) schon mit der von T 1(F ) übereinstimmt.
Diese Elemente zeichnen sich dadurch aus, daß der lineare Koeffizient in der algebraischen Beschreibung
durch Polynome aus Kapitel 10 die Bewertung 0 hat (siehe Korollar 13.9). In diesem Abschnitt zeigen
wir, daß es solche Elemente in T 1(F ) gibt. Zunächst beschreiben wir die topologsich unipotenten
Elemente von T (F ). Wir bemerken noch, daß T 1(F ) =

∏
ν T

1
ν (F ) gilt, wenn die Tν die Komponenten

von T sind.

Proposition 12.6. Sei F ein p-adischer Körper und x ∈ O∗
F . Dann ist x topologisch unipotent

genau dann, wenn x eine 1-Einheit ist, d.h. wenn x ≡ 1 mod πF gilt.

Beweis: Eine 1-Einheit ist offensichtlich topologisch unipotent, denn für y ∈ πFOF gilt ja bereits
limn→∞(1 + y)p

n
= 1 in F . Umgekehrt schreiben wir ein beliebiges x ∈ O∗

F in der Form x = su für
einen geeigneten Teichmüllerrepräsentanten s und eine 1-Einheit u. Da die Ordnung von s offensichtlich
teilerfremd zu p ist, ist obige Darstellung von x die topologische Jordanzerlegung von x. Insbesondere
ist x genau dann topologisch unipotent, wenn s = 1 gilt.

Wir arbeiten im ganzen Abschnitt mit der algebraischen Beschreibung der Tori aus Kapitel 10, d.h.

T (F ) ⊂ OF [X]/µ

für ein geeignetes irreduzibles Polynom µ ∈ OF [X]. Ohne Einschränkung sei T in diesem Abschnitt
schon eine Komponente des Torus. Für die Existenzfrage haben wir grundsätzlich zwei verschiede-
ne Situationen zu betrachten: T (F ) ist durch eine oder durch zwei Normgleichungen beschrieben.
Wir beschäftigen uns zunächst mit dem Fall einer Normgleichung, d.h. den Wurzelsystemen vom Typ
An, Bn, Cn und Dn sowie teilweise E6.

Proposition 12.7. Sei E′ ein p-adischer Körper und E/E′ eine rein zahm verzeigte Erweiterung.
Dann existiert zu jedem b ∈ pE ein a ∈ OE′ mit NE/E’(a+ b) = 1 und a ≡ 1 mod πE′.

Beweis: Sei F̄ ein algebraischer Abschluß von E und N das Polynom

N(X) =
∏

σ∈HomE′(E,F̄ )

(X + σ(b)).

N hat Koeffizienten in OE′ , und für alle x ∈ E′ gilt N(x) = NE/E’(x+ b). Wegen b ∈ pE verschwinden
alle bis auf den höchsten Koeffizienten von N(X) modulo πE′ , d.h. für die Reduktion N̄ von N modulo
πE′ gilt

N̄(X) = X [E:E′] ∈ (OE′/fpE′)[X].
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Aufgrund der zahmen Verzweigung ist das Polynom N̄(X) − 1 separabel über dem Restklassenkörper
OE′/pE′ von E′. Nach Hensels Lemma liftet die einfache Nullstelle 1 von N̄(X)− 1 zu einer Nullstelle
a ∈ OE′ von N(X) − 1 mit a ≡ 1 mod πE′ . Für dieses a gilt dann NE/E’(a+ b) = N(a) = 1.

Korollar 12.8. Sei F ein p-adischer Körper und µ = Xn − πF ∈ F [X] für ein Uniformisierendes
πF von F . E := F [X]/µ sei zahm verzweigt und E′ 6= E ein beliebiger Zwischenkörper E/E′/F .
Dann existiert ein Element P (X) =

∑n−1
i=0 aiX

i ∈ OF [X] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) v(a1) = 0

(ii) a0 ist eine 1-Einheit, d.h. a0 ≡ 1 mod πF

(iii) NE/E’([P ]) = 1

Beweis: Das Element [X] ∈ E ist ein Uniformisierendes in E. Wir wenden Proposition 12.7 an auf die
Erweiterung E/E′ und das Element b = [X] und erhalten ein Element a ∈ E′ mit NE/E’(a + b) = 1

und a ≡ 1 mod πE′ . Schreibt man a = [P ] für ein Polynom P (X) =
∑n−1

i=0 ciX
i ∈ OF [X], so folgt

aus a ≡ 1 mod πE′ direkt c0 ≡ 1 mod πF . Wegen E′ 6= E ist weiter c1 = 0. Das Element a + b hat
also die gewünschten Eigenschaften.

Wir kommen nun zu dem Fall, daß T (F ) durch zwei Normgleichungen beschrieben wird. Dies betrifft
die Wurzelsysteme vom Typ G2, F4 und E6. In allen Fällen handelt es sich um eine Normgleichung über
einem Zwischenkörper von Index 2 und eine über einem Zwischenkörper von Index 3. Wir werden auch
nur diese spezielle Situation behandeln. Der entscheidende Fall ist die Situation des Wurzelsystems vom
Typ G2.

Proposition 12.9. Sei F ein p-adischer Körper und µ(X) = X6 − πF ∈ F [X] für ein Unifor-
misierendes πF von F . Seien weiter E := F [X]/µ ∼= F ([X]), E2 := F ([X]2) und E3 = F ([X]3).
Die Erweiterung E/F sei rein zahm verzweigt. Dann existiert zu a ∈ O∗

F ein Element P (X) =∑5
i=0 aiX

i ∈ OE [X] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) a1 = a.

(ii) a0 ≡ 1 mod πF

(iii) NE/E2
([P ]) = NE/E3

([P ]) = 1

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall, daß E/F galoissch ist, das heißt F enthalte eine primitive
sechste Einheitswurzel ζ. Wegen der reinen Verzweigung von E/F ist πE = [X] ein Uniformisierendes
in E. Die Galoisgruppe ist zyklisch von Ordnung 6, und der Erzeuger σ operiert durch σ(πE) = ζπE.

Sei nun y = b0 + b1πE + . . .+ b5π
5
E ∈ OE beliebig und setze x = σ(y)

σ−1(y) . Nach Konstruktion gilt dann

NE/E3
(x) = 1. Die Bedingung NE/E2

(x) = 1 ist jetzt äquivalent zu

1 =
σ(y)

σ−1(y)
· σ3

(
σ(y)

σ−1(y)

)
=

(
∑
bi(ζπE)i)(

∑
bi(−ζπE))

(
∑
bi(ζ−1πE)i)(

∑
bi(−ζ−1πE))

.

Man beachte dabei, daß σ3(πE) = −πE gilt. Alle auftretenden Summen laufen von 0 bis 5. Nach
Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir die Gleichung

(b0 + b2ζ
2π2
E + b4ζ

4π4
E)2 − (b1ζπE + b3ζ

3π3
E + b5ζ

5π5
E)2 =

(b0 + b2ζ
−2π2

E + b4ζ
−4π4

E)2 − (b1ζ
−1πE + b3ζ

−3π3
E + b5ζ

−5π5
E)2.

Man beachte hier, daß Zähler und Nenner Normen mit Werten im Zwischenkörper E2 = F (π2
E) sind,

also nur gerade Potenzen von πE auftreten können. Wir vergleichen die Koeffizienten der Potenzen
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π0
E, π

2
E , π

4
E . Die Koeffizienten von π0

E auf beiden Seiten stimmen überein. Aus dem Vergleich der
Koeffizienten von π2

E und π4
E erhalten wir unter Ausnutzung der Identitäten π6

E = πF und ζ6 = 1 die
Gleichungen

(ζ2 − ζ−2)(2b0b2 + b24πF − b21 − 2b3b5πF ) = 0

(ζ2 − ζ−2)(2b0b4 + b22 − 2b1b3 − b25πF ) = 0

Wegen ζ2 6= ζ−2 sind diese äquivalent zum Verschwinden der beiden anderen Faktoren. Wir lassen
für b1 ein beliebiges Element aus OE zu und setzen b0 = 1 und b4 = b5 = 0. Das verbleibende
Gleichungssystem hat die Form

2b2 = b21

b22 = 2b1b3

und ist offensichtlich lösbar mit b2 = b21/2 und b3 = b22/2b1 = b31/8. Für y = 1+b1πE+b21/2π
2
E+b31/8π

3
E

gilt also für x = σ(y)
σ−1(y)

NE/E2
(x) = NE/E3

(x) = 1. In der Darstellung x = a0+a1πE+. . .+a5π
5
E ∈ OE

gilt dann a1 = b1(ζ−ζ−1)+c für ein Element c ∈ πEOE . Wegen der zahmen Verzweigung von E/F ist
p 6= 3 und daher ζ − ζ−1 eine Einheit. Hat also b1 Bewertung 0, so gilt dies auch für a1. Der konstante
Koeffizient a0 ist klarerweise eine 1-Einheit in OF .

Im allgemeinen Fall seien F ′, E′, E′
2, E

′
3 die Körper, die man aus F,E,E2, E3 durch Adjungieren einer

primitiven sechsten Einheitswurzel ζ erhält. Die jeweiligen Erweiterungen K ′/K sind unverzweigt, so
daß man πK ′ = πK hat für alle beteiligten Körper. E′/F ′ ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe
〈σ〉 von Ordnung 6 und E′/E ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe 〈τ〉 von Ordnung 2. Es gilt
σ(πE) = ζπE und σ|F ′ = id sowie τ(ζ) = ζ−1 und τ|E = id. Nach obiger Überlegung erfüllt das

Element x = σ(y)
σ−1(y)

für geeignetes y = b0 + b1πE + . . . + b5π
5
E ∈ OE′ mit beliebig gewähltem

Koeffizienten b1 ∈ O∗
F ′ die beiden Normgleichungen NE’/E’2(x) = NE’/E’3(x) = 1 und hat in der

Darstellung x = a0 + a1πE + . . . + a5π
5
E linearen Koeffizienten a1 = b1(ζ − ζ−1) + c mit c ∈ πFOF ′ .

Dabei sind alle auftretenden Koeffizienten ai, bi aus OF ′ . Das Element z = τ(x)x = NE’/E(x) liegt in
E und erfüllt NE/E2

(x) = NE/E3
(x) = 1: Es ist

NE/E2
(z) = NE/E2

NE’/E(x) = NE’/E2
(x) = NE2’/E2

NE’/E2’(x)

und NE’/E2’(x) = 1. Dieselbe Überlegung gilt für E3. Der lineare Koeffizient von z in der Darstellung
z = γ0+γ1πE+. . .+γ5π

5
E hat die Gestalt γ1 = a1+τ(a1)+c

′ für ein c′ ∈ πFOF . Mit a1 = b1(ζ−ζ−1)+c
erhält man also

γ1 = a1 + τ(a1) + c′ = (ζ − ζ−1)(b1 − τ(b1)) + c′′

für ein c′′ ∈ πFOF . Das Element b1 ∈ OF ′ läßt sich schreiben in der Form b1 = α+ βζ für ganzzahlige
Koeffizienten α, β in F , und wir erhalten b1− τ(b1) = β(ζ− ζ−1). Wie schon gesehen ist (ζ− ζ−1) eine
Einheit, so daß die Bewertung von (ζ − ζ−1)(b1 − τ(b1) = (ζ − ζ−1)2β dieselbe ist wie die von β und
mit der Bewertung von γ1 übereinstimmt, falls β eine Einheit ist. Wir wählen also b1 = α+ βζ ∈ O∗

F ′

so, daß β eine Einheit in O∗
F ist und erhalten dann ein z ∈ OE, das die Normgleichungen NE/E2

(x) =

NE/E3
(x) = 1 erfüllt und in der Darstellung z =

∑5
i=0 aiπ

i
E eine Einheit als linearen Koeffizienten hat.

Der konstante Koeffizient γ0 ist klarerweise wieder eine 1-Einheit.

Korollar 12.10. Sei F ein p-adischer Körper und µ(X) = Xn − πF ∈ F [X] für ein Uniformi-
sierendes πF von F . Es gelte n ≡ 0 mod 6. Seien weiter E := F [X]/µ ∼= F ([X]), E2 := F ([X]2)
und E3 = F ([X]3). Die Erweiterung E/F sei rein zahm verzweigt. Dann existiert ein Element
P (X) =

∑n−1
i=0 aiX

i ∈ OE [X] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) vF(a1) = 0.
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(ii) a0 ≡ 1 mod πF

(iii) NE/E2
([P ]) = NE/E3

([P ]) = 1

Beweis: Nach Proposition 12.9 existiert ein Element
∑5

i=0 bi[X]i ∈ OE mit Koeffizienten bi ∈ OF ([X]6)

und b1 ≡ b0 ≡ 1 mod [X]6. Schreibt man bi in der Form
∑(n/6)−1

j=0 cij [X]6j mit Koeffizienten cij ∈ OF ,

so folgt sofort c00 ≡ c01 ≡ 1 mod [X]. Wir setzen

P (X) :=

n−1∑

i=0,...,5
j=0,...,(n/6)−1

cjiX
6j+i.

Nun gilt aber
n−1∑

i=0,...,5
j=0,...,(n/6)−1

cji [X]6j+i =

5∑

i=0

(n/6)−1∑

j=0

cij [X]i+j =

5∑

i=0

bi[X]i.

Der konstante (bzw. lineare) Koeffizient von P ist gerade c00 (bzw. c01). Die Normbedingungen gelten
wegen [P ] =

∑5
i=0 bi[X]i.

Wir haben jetzt die Existenz bestimmter Elemente in T 1(F ) nachgewiesen. Relevant wird jedoch im
Hinblick auf die Fixpunktbestimmung und genauer Proposition 13.5 das Bild solcher Elemente in den
Algebren sein, auf denen die Abbildung Φv,E im Kapitel 10 erklärt ist. Die Algebren, mit denen in den
Aussagen dieses Abschnitts gearbeitet wurden, sind die Algebren, die den Torus T = Tµ algebraisch
beschreiben, also die von den Radikalfaktoren des Polynoms µ erzeugten Algebren. Besteht µ nur
aus einem Radikalfaktor, ist die Situation daher vollständig geklärt. Sonst müssen wir den Effekt der
Abbildungen Θ und τ aus Kapitel 10 auf Elemente aus T 1(F ) untersuchen.

Seien also µ1, . . . , µk paarweise teilerfremde Polynome der Form X l−Di deselben Grades l ≡ 0 mod 3
in F [X] mit v(Di) = 1 und µ =

∏
i µi. Seien Ai die Algebra Ai = F [X]/µi und A = F [X]/µ. τ

sei der kanonische Isomorphismus
⊕

iAi → A. Schließlich bezeichne ζ eine primitive Einheitswurzel
der Ordnung l und ν = l/3. Eine Inspektion der Abschnitte 10.1-10.10 zeigt, daß alle Abbildungen
Θj : A1 → Aj für j = 2, . . . k von Abbildungen E[X] → E[X] der Form

P (X) 7→ P (ζa+νθ−1
j X)P (ζa+2νθ−1

j X)P (ζb+νθ−1
j X)P (ζb+2νθ−1

j X)

herkommen für θj =
Dj

D1
∈ O∗

F und Lösungen ζa, ζb der Gleichung θj + X + Y = 0. Wir bezeichnen

obige Abbildung E[X] → E[X], die Θj : A1 → Aj induziert, mit ΘX
j . Wir setzen noch Θ1 = id.

Lemma 12.11. Seien alle Bezeichnungen wie gerade beschrieben und P ∈ OF [X] ein Polynom,
dessen Grad kleiner als l ist und dessen konstanter und linearer Koeffizient jeweils Einheiten sind.
Dann hat ΘX

j (P ) ganzzahlige Koeffizienten und Einheiten als konstanten und linearen Koeffizi-
enten. Ist der konstante Koeffizient von P eine 1-Einheit, so auch der konstante Koeffizient von
ΘX
j (P ). Insbesondere existiert ein Repräsentant Q in OF [X] von Θj([P ]) vom Grad < l, des-

sen konstanter und linearer Koeffizient Einheiten sind. Ist der konstante Koeffizient von P eine
1-Einheit, so auch der konstante Koeffizient von Q.

Beweis: Sei P =
∑

i piX
i und i < l. Für den konstanten Koeffizeienten q0 von ΘX

j (P ) gilt q0 = p4
0.

Für den linearen Koeffizienten q1 von ΘX
j (P ) gilt

q1 = p3
0p1θ

−1
j

(
ζa+ν + ζa+2ν + ζb+ν + ζb+2ν

)

= p3
0p1θ

−1
j

(
−ζa − ζb

)

= p3
0p1.
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Bei der letzten Umformung geht ein, daß θj + ζa + ζb = 0 gilt. Nach Voraussetzung sind p0 und
p1 Einheiten. Einen Repräsentanten Q mit den gewünschten Eigenschaften erhält man, indem man in
ΘX
j (P ) alle Potenzen Xi für i ≥ l vermöge der Vorschrift X l = Dj ersetzt. Wegen v(Dj) = 1 > 0

stimmen die Bewertungen von konstantem und linearem Koeffizienten von Q mit den jeweiligen von
ΘX
j (P ) überein.

Definition 12.12. Seien F ein p-adischer Körper und f1, . . . , fl paarweise teilerfremde Poly-
nome in OF [X]. p heißt gut bezüglich (µ1, . . . , µl), wenn es Polynome ci ∈ OF [X] gibt mit∑l

i=1 ci
∏
j 6=i fj = 1. Der Isomorphismus

⊕
iE[X]/fi → E[X]/f für eine F -Algebra E heißt dann

ganzzahlig. Ist T einer der Tori, die in Kapitel 10 beschrieben sind, so heißt p gut bezüglich T ,
wenn p gut ist bezüglich aller Radikalfaktoren der auftretenden Poplynome µ.

Bemerkung 12.13. Offensichtlich sind fast alle Primzahlen hinreichend gut. Eine explizite Be-
schreibung von τ in den entsprechenden Abschnitten in Kapitel 10 zeigt z.B., daß für die Coxeter-
klasse vom Typ F4 bis auf die Primzahl 13 alle Primzahlen gut sind bezüglich der beiden Faktoren
von X24 + 270DX12 − 27D2.

Proposition 12.14. Seien alle Bezeichnungen wie oben beschrieben und P ∈ OF [X] ein Polynom,
dessen Grad kleiner als l ist und dessen konstanter und linearer Koeffizient jeweils Einheiten sind.
Die Charakteristik des Restklassenkörpers von F sei gut bezüglich µ1, . . . , µl und τ :

⊕
iE[X]/µi →

E[X]/µ ein ganzzahliger Isomorphismus. Sei Q in OF [X] ein Repräsentant von τ
(
([θj(P )])j

)
. Dann

hat auch Q Einheiten als konstanten und linearen Koeffizienten. Ist der konstante Koeffizient von
P eine 1-Einheit, so auch der konstante Koeffizient von Q.

Beweis: Sei Q ∈ OF [X] mit Q ≡ θj(P ) mod µj für alle j, d.h. es gilt Q = τ
(
(θj(P ))j

)
. Schreibt man

θj(P ) bzw. Q in der Form θj(P ) =
∑l−1

i=0 pi,jX
i und Q =

∑∞
i=0 qiX

i, so folgt wegen der speziellen
Gestalt von µj

pi,j = qi +Dj

∞∑

ν=1

qlj.

Nach Lemma 12.11 sind p0,j und p1,j eine Einheit, also auch q0 und q1 wegen v(Dj) > 0 und v( qi) ≥
0.

12.3 O-Struktur auf G und g

Ein wichtiger Grund für unsere Einschränkung auf die topologisch unipotenten Elemente in T besteht
wie in Abschnitt 2.4 erläutert darin, daß wir für die Bestimmung der Fixpunkte mit Kammern in B(G,F )
arbeiten können. Im Kapitel 11 ist beschrieben, daß der punktweise Stabilator einer beliebigen Kammer
beschrieben werden kann durch die O-wertigen Punkte eines geeigneten affinen Gruppenschemas.

Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe mit maximalem spaltenden Torus T. Sei x ein
spezieller Punkt im zu T assoziierten Apartment A von B(G,F ) und Gx das glatte affine Gruppenschema
über O = OF aus Abschnitt 11.3 mit G(F )x = Gx(O), dessen generische Faser Gx,F gerade G ist. Da G
spaltet und x speziell ist, ist Gx das Chevalley Gruppenschema mit generischer Faser G. Die Reduktion
Ḡx modulo π = πF von Gx ist eine lineare algebraische Gruppe über dem Restklassenkörper κ von F . Das
spaltende affine Gruppenschema mit generischer Faser T ist ein abgeschlossenes Unterschema von Gx
und seine Reduktion modulo π ist ein maximaler spaltender Torus T̄ in Ḡx. Sei B̄ eine Boreluntergruppe
von Ḡx, die T̄ enthält. Das Urbild von B̄(κ) unter dem Reduktionshomomorphismus Gx(O) → Ḡx(κ)
ist eine Iwahoriuntergruppe Iw von G(F ) und entspricht einer eindeutigen Kammer C in B(G,F ), die x
in ihrem Abschluß enthält und im zum Torus T gehörenden Apartment A von B(G,F ) liegt. C (A, Iw)
heißt Standardkammer (Standardapartment, Standardiwahori) bezüglich der Wahl (x,T, B̄).
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Seien α0 + m0, . . . , αl + ml die eindeutigen affine Wurzeln bezüglich A, so daß die Wände von C
gerade die Hyperebenen ∂Aαi+mi sind und C im Halbapartment Aαi+mi liegt. Wir identifizieren A mit
dem Vektorraum X∗ ⊗ R, indem wir den Punkt x als Nullpunkt wählen. Daher sind alle mi = 0 für
i = 1, . . . , l, und da x speziell ist, bilden die Wurzeln α1, . . . , αl ein System einfacher Wurzeln für Φ.
Für die affine Wurzel α0 +m0 gilt dann α0 +m0 = −α+ + 1, wenn α+ die positive Wurzel maximaler
Höhe bezüglich ∆ := {α1, . . . , αl} ist. Die bezüglich ∆ positiven Wurzeln sind dann gerade die Wurzeln
α, für die die Reduktion der O-rationalen Punkte Uα(O) modulo π in B̄(κ) liegt.

Wir betrachten als Beispiel die treuen Darstellungen aus Abschnitt 6.6, mit deren Hilfe wir G als
Untergruppe einer geeigneten GL(n, F ) auffassen können. Da die affinen Gruppenschemata, die in
Abschnitt 6.6 eingeführt wurden, die Chevalley-Schemata sind, ist die Untergruppe G0 := G∩GL(n,O)
eine maximal kompakte Untergruppe von G und Stabilisator eines speziellen Punktes x0 ∈ B(G,F ). T0

sei der Torus der Diagonalmatrizen in G. In der Reduktion Ḡ0 modulo π von G0 wählen wir die Gruppe
der oberen Dreiecksmatrizen B̄0 als Boreluntergruppe, die T̄0 enthält. Das Urbild von B̄0(κ) in G0 unter
dem Reduktionshomorphismus ist die Gruppe Iw0(F ) der Matrizen in G0, die obere Dreiecksmatrizen
sind modulo π. Die bezüglich B̄0 positiven Wurzeln sind dann genau die Wurzeln, deren Wurzelräume
obere Dreiecksmatrizen sind, und für jede Wurzel α gilt Uα(O) = Uα ∩G0 = Uα ∩GL(n,O).

Das in Abschnitt 6.6 angegebene System einfacher Wurzeln ∆ stimmt mit dem System einfacher
Wurzeln überein, das durch die spezielle Wahl der Boreluntergruppe B̄ der oberen Dreiecksmatrizen
ausgezeichnet ist. Wir können also nach dieser Wahl die Notationen aus [BFW] für das Wurzelsystem Φ
übernehmen. Ab sofort fixieren wir diese OF -Struktur auf G, d.h. es bezeichnen C,A, Iw die bezüglich
der Wahl (x0,T0, B̄0) definierten Objekte. Es gilt dann UC

α(F ) = Uα(O) für alle Wurzeln α aus ∆ und
UC
−α+,1(F ) = Uα(πO). Schließlich bezeichne iw = iw(C) die OF -Algebra, die aus den Elementen von

g(O) besteht, die obere Dreiecksmatrizen sind modulo π.

Definition 12.15. Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende lineare algebraische Gruppe
mit Liealgebra g. Sei α eine Wurzel von G. Ein Element xα in uα(O) heißt ganzzahliger Basisvektor
von uα(F ), wenn π−1xα 6∈ uα(O) gilt.

Bemerkung 12.16. Ein ganzzahliger Basisvektor xα von uα(F ) ist eindeutig bestimmt bis auf
Multiplikation mit O∗, und es gilt uα(O) = Oxα. Sei εα : Ga(F ) → Uα(F ) die durch εα(z) =
exp(zxα) definierte Abbildung. Dann gilt εα(πiO) = Uα(πiO).

12.4 Operation von Z◦
G(w∆)(O) auf uζ(O) ∩ iw

Die O-Struktur auf den Wurzelräumen uα induziert eine O-Struktur auf uζ = ⊕α(w∆)=ζuα. Offensicht-
lich operieren die O-wertigen Punkte von Z◦

G(w∆) auf uζ(O). In der Tat operiert Z◦
G(w∆)(O) sogar auf

uζ(O)∩ iw. Diese Operation ist Gegenstand dieses Abschnitts. Daraus resultiert nämlich eine Operation
von Z◦

G(w∆)(O) auf den Kammern, die von T (F ) punktweise fixiert werden und den baryzentrischen
Vektor wA enthalten. Im ganzen Abschnitt sei als positives System von Wurzeln das durch Iw bzw. (C)
bestimmte System gewählt (siehe Abschnitt 12.3). Sei außerdem iwζ := uζ(O) ∩ iw.

Nach Kapitel 5 ist Z◦
G(w∆) erzeugt von T und den Uα mit α ∈ Φ1(w∆). Nach Definition der O-Struktur

von Z◦
G(w∆) ist Z◦

G(w∆)(O) dann erzeugt von T(O) und den Uα(O). Es genügt also zu zeigen, daß
T(O) und die Uα(O) mit α ∈ Φ1(w∆) den Raum iwζ invariant lassen.

Lemma 12.17. Seien α, β ∈ Φ und uα ∈ Uα, xβ ∈ uβ. Dann gilt

Ad(uα)(xβ) ⊂
⊕

k∈Z≥0

ukα+β
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Beweis: Wir können ohne Einschränkung G ⊂ GLn, g ⊂ Mn annehmen. In dieser Situation ist Ad(g)
die Konjugation mit g. Da die Exponentialabbildung exp : uα → Uα ein (algebraischer) Isomorphismus
ist, läßt sich uα schreiben als uα = exp(xα) für ein xα ∈ uα. xα ist nilpotent. Daher gilt

Ad(uα) = Ad(exp(xα)) = exp(ad(xα))

nach [Hum1][2.3]. Die Behauptung folgt jetzt wegen ad(xα)(xβ) = [xα, xβ] ∈ uα+β, denn wiederholte
Anwendung dieser Aussage liefert ad(xα)k(xβ) ∈ ukα+β für alle k ∈ Z≥0.

Proposition 12.18. Sei w ∈W primitiv, ζ ein Eigenwert von w und α+ 6∈ Φ1(w∆). Dann operiert
Z◦
G(w∆)(O) auf iwζ .

Beweis: Wie bereits gesagt genügt es zu zeigen, daß T(O) und die Uα(O) mit α ∈ Φ1(w∆) den Raum
iwζ invariant lassen. Für T(O) und Uα(O) mit α positiv ist das trivial. Sei also α negativ, α(w∆) = 1
und uα ∈ Uα(O). Wir wählen für jedes γ ∈ Φζ(w∆) einen ganzzahligen Basisvektor x′γ von uγ(F ) und
setzen

xγ =

{
x′γ falls γ ∈ Φ+

πxγ falls γ ∈ Φ−.

Dann hat v die Form
v =

∑

γ(w∆)=ζ

yγxγ

für geeignete yγ ∈ O wegen v ∈ iw(C). Wir zerlegen v noch bezüglich u+ ⊕ u− in v = v+ + v− mit
u+ = ⊕γ∈Φ+uγ und u− = ⊕γ∈Φ−uγ . Wir zeigen: Für eine positive Wurzel β gilt Ad(uα)(uβ) ⊂ u+.
Dann folgt

Ad(uα)(v) = Ad(uα)(v+) + Ad(uα)(v−) = Ad(uα)(v+) +
∑

γ∈Φ−

yγπAd(uα)(xγ).

Wegen Ad(uα)(xγ) ∈ g(O) und Ad(uα)(v+) ⊂ u+ folgt dann Ad(uα)(v) ∈ iw.

Sei also β ∈ Φζ positiv und zβ ∈ uβ. Wir schreiben uα(O) wieder in der Form exp(zα) für ein zα ∈ uα;
zα liegt dann schon in uα(O). Wegen Lemma 12.17 hat man

Ad(uα)(zβ) = Ad(exp(zα))(zβ) ⊂
⊕

k∈Z≥0

ukα+β.

Es genügt also kα+ β > 0 zu zeigen für alle k. Wegen β > 0 ist kα+ β < 0 nur möglich, wenn in den
Darstellungen β =

∑
γ∈∆mγ bzw. α =

∑
γ∈∆m

′
γ aus mγ 6= 0 stets m′

γ 6= 0 folgt. Nach Proposition

5.3 ist β dann aber wegen α+ 6∈ Φ1(w∆) schon eine Linearkombination von Wurzeln aus Φ1(w∆), also
selbst schon in Φ1(w∆). Dies widerspricht aber β ∈ Φζ wegen ζ 6= 1.

12.5 Der baryzentrische Vektor

Wir kommen in diesem Abschnitt auf den baryzentrischen Vektor wA ∈ X∗⊗ZR zurück, der in Abschnitt
4.3 für ein primitives Element w ∈W konstruiert wurde. Dabei sind in X∗⊗ZR die affinen Hyperebenen
Hα,k = {v ∈ X∗ ⊗Z R | α(v) = k} (für α ∈ Φ, k ∈ Z) ausgezeichnet. Die von den Spiegelungen an
den Hα,k erzeugte Gruppe Waff besitzt als einen Fundamentalbereich den Alkoven A, der durch die
Hyperebenen Hα,0 für α ∈ ∆ sowie Hα+,1 begrenzt ist. w̃ ist dann genauer ein Element in A.

Der baryzentrische Vektor wA läßt sich nun als Punkt im affinen Gebäude B(G,F ) auffassen. Das
Standardapartment A in B(G,F ) stimmt als affiner Raum bereits mit X∗ ⊗Z R überein. Der oben
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beschriebene Alkoven A läßt sich nun auf folgende Weise mit einer Kammer in A identifizieren. Nach
Wahl eines geeigneten Nullpunktes in A sind die affinen Wurzeln gegeben als α + m für α ∈ Φ und
m ∈ v(F ). Ist die Bewertung v normiert, d.h. ist v(F ) = Z, so sind die affinen Hyperebenen ∂Aα+m

gerade die Hα,k aus der reellen Theorie. Die Kammern in A stimmen also mit den offenen Alkoven
überein. Der baryzentrische Vektor wA liegt also im Abschluß einer Kammer in B(G,F ).

Legt man nun ein positives System von Wurzeln bzw. das zugehörige System einfacher Wurzeln ∆ fest,
so entspricht der dazu gehörende Alkoven A der eindeutig bestimmten Kammer in A, die durch die
Hyperebenen zu den affinen Wurzeln α ∈ ∆ und 1− α+ begrenzt wird und die in den Halbapartments
Aα+m liegt für alle α + m ∈ ∆aff = ∆ ∪ {1 − α+}. Der zu ∆ assozierte Alkoven entspricht also
der Standardkammer aus Abschnitt 12.3 zur Wahl (x,T, B̄), wenn T der maximale spaltende Torus
ist, dessen Apartment gerade der affine Raum X∗ ⊗Z R ist, x der Nullpunkt in X∗ ⊗Z R und B̄ die
Boreluntergruppe von Ḡx ist, die dem zu ∆ assoziierten System positiver Wurzeln entspricht.

Proposition 12.19. Sei w ∈ W primitiv, w∆ bzw. wA der baryzentrische Punkt bzw. Vektor von
w. Wir fassen wA (wie oben beschrieben) als Punkt in der Standardkammer C in B(G,F ) auf. Sei
T einer der im Kapitel 10 konstruierten Tori. Dann operiert Z◦

G(w∆)(O) transitiv auf der Menge
der Kammern in B(G,F ), die wA enthalten. Alle diese Kammern werden von T 1(F ) punktweise
fixiert.

Beweis: Man beachte, daß nach Proposition 8.2 sowie den Ergebnissen aus Abschnitt 9.1 α+ 6∈ Φ1(w∆)
gilt und damit wA nicht in der Wand 1−α+ liegt.Für die Aussage über die Operation (ohne Transitivität)
genügt es zu zeigen, daß T(O) und die Uα(O) für α ∈ Φ1(w∆) den Punkt wA fest lassen. Dies ist klar,
denn T(O) = T(F )c operiert trivial auf B(G,F ), und für jede Wurzel α ∈ ∆(w∆) liegt wA in ∂Aα

und wird daher von Uα(F ) festgelassen. Da ∆(w∆) nach Proposition 5.3 eine Basis von Φ1(w∆) ist,
folgt die Behauptung. Die Transitivität folgt aus Korollar 11.11 wegen ∗UC

α(F ) ⊂ Uα+(O), wenn α+

die (bezüglich C) positive der beiden Wurzeln ±α ist.

Sei T mit Hilfe von Eigenvektoren vζ ∈ uζ von w∆ zu den Eigenwerten ζ von w nach G eingebettet,
also T = T(vζ ). Nach Proposition 12.18 operiert Z◦

G(w∆)(O) auf iwζ = uζ ∩ iw für jedes ζ. Sei

z ∈ Z◦
G(w∆)(O). Der topologisch unipotente Abteil T 1

(z.vζ) von T(z.vζ) fixiert dann wegen z.vζ ∈ iw die

Standardkammer punktweise (siehe 13.6), d.h. es gilt T 1
(z.vζ) ⊂ Iw(C). Nach Definition der Einbettung

Tv →֒ G gilt T(z.vζ) = Int(z)(T(vζ )) und damit

T 1
(vζ ) ⊂ Int(z−1) Iw(C).

Also fixiert T 1
(vζ ) die Kammer z−1C punktweise.
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Kapitel 13

Fixpunkte primitiver Tori

Wir können nun endlich die Fixpunkte des topologisch unipotenten Anteils der primitiven Tori aus
Kapitel 10 bestimmen. Im ganzen Kapitel sei G wie immer eine einfache zusammenhängende spaltende
Gruppe über dem p-adischen Körper F mit Liealgebra g. T sei der maximale spaltende Torus von G,
dessen Bild unter den Darstellungen 6.6 der Torus der Diagonalmatrizen in G ist. Die O-Struktur auf
G bzw. g sei wie in Abschnitt 12.3 beschrieben erklärt. Als System einfacher Wurzeln ∆ wählen wir
die eindeutig bestimmte Menge von Wurzeln, so daß das zu ∆ assoziierte positive System Φ+ gerade
aus den Wurzeln von G bezüglich T besteht, deren Wurzelgruppen Uα aus oberen Dreiecksmatrizen
bestehen (natürlich wieder unter den Darstellungen 6.6). Zur Beschreibung der Wurzeln benutzen wir
die Notationen aus [BFW]; in Abschnitt 6.6 wurde explizit angegeben, wie sämtliche Wahlen zu treffen
sind, damit dies funktioniert.

C bezeichne die in Abschnitt 12.3 beschriebene Standardkammer im affinen Bruhat-Tits Gebäude
B(G,F ), deren Wände die affinen Hyperebenen ∆ ∪ {1 − α+} sind und deren punktweise Stabilisator
in G(F ) gerade die Standardiwahoriuntergruppe Iw(C) = Iw ist, die aus allen ganzzahligen Matrizen
in G(F ) besteht, die obere Dreiecksmatrizen sind modulo π.

Definition 13.1. Sei F ein p-adischer Körper und G eine F -Gruppe. Ein Torus T in G heißt
(rein) zahm verzweigt, wenn T über einer (rein) zahm verzweigten Erweiterung von F zerfällt.

Bemerkung 13.2. Für D = (Di) ∈ (F ∗)k mit v(Di) = 1 ist ein Torus Tµ,D,w aus Kapitel 10 genau
dann (rein) zahm verzweigt, wenn p teilerfremd zu den Graden der Radikalterme jeder Komponente
von µ ist.

Wir betrachten in diesem Kapitel ausschließlich den Fall rein zahm verzweigter Tori.

13.1 Ein Algorithmus und Berechenbarkeit des Problems

Seien C,D zwei Kammern in B(G,F ) und g ∈ G(F ) mit D = gC. Dann gilt

Iw(D) = g Iw(C)g−1.

Ist H eine Teilmenge von G(F ), so gilt

H ⊂ Iw(D) ⇔ g−1Hg ⊂ Iw(C).

H fixiert die Kammer D also genau dann punktweise, wenn g−1Hg die Kammer C punktweise fixiert. Da
G(F ) transitiv auf der Menge aller Kammern in B(G,F ) operiert, läßt sich die Frage, obH eine beliebige
Kammer D punktweise fixiert, nach dem eben gezeigten anhand einer fest gewählten Referenzkammer
C beantworten.

145
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Wir wählen als Referenzkammer die Standardkammer C mit punktweisem Stabilisator Iw(C) = Iw.
Die Menge H ist in unserem Fall der topologisch unipotente Anteil T 1(F ) eines maximalen primi-
tiven Torus von G. Aus 13.6 und Korollar 12.4 wissen wir, daß die Fixpunktmenge von T 1(F ) ein
zusammenhängender konvexer Kammerkomplex in B(G,F ) ist, der die Standardkammer C enthält. Wir
werden nun einen induktiven Algorithmus angeben, der zur Bestimmung dieser Fixpunktmenge von
T 1(F ) führt. Die Schlüsselaussage ist die folgende:

Proposition 13.3. Sei H eine Menge von Automorphismen von B(G,F ), die eine Kammer C
punktweise fixiert und labelerhaltend operiert. Für jede natürliche Zahl bezeichne FH

n die Menge
der Kammern, die von H punktweise fixiert wird und den Galerieabstand n von C hat. Dann gilt
FH =

⋃
n∈N

FH
n , und jede Kammer aus FH

n ist benachbart zu einer Kammer aus FH
n−1 für n > 0.

Beweis: Die Fixpunktmenge FH von H ist nach Korollar 12.4 ein zusammenhängender konvexer
Komplex von Kammern. Eine minimale Galerie zwischen einer Kammer D ∈ FH

n und C liegt also ganz
in FH . Die zu D benachbarte Kammer dieser Galerie liegt dann in FH

n−1.

Aus Proposition 13.3 können wir folgenden induktiven Algorithmus ableiten, der zur Bestimmung der
Fixpunktemenge von T 1(F ) führt. Wie in Proposition 13.3 sei Fn die Menge von Kammern in B(G,F ),
die von T 1(F ) punktweise fixiert werden und den Galerieabstand n von C haben (für jede natürliche
Zahl n). Für jedes n führe man folgende Schritte aus:

1. Bestimme alle Kammern, die von T 1(F ) punktweise fixiert werden und zu Kammern aus Fn−1

benachbart sind.

2. Bestimme die Kammern aus Schritt 1, die nicht in
⋃
m<nFm liegen. Diese bilden die Menge Fn.

Da T ein maximaler anisotroper Torus ist, besteht die Fixpunktmenge aus endlich vielen Kammern nach
Proposition 12.5. Daher terminiert der Algorithmus.

Der Abschnitt 6.6 ermöglicht eine explizite Beschreibung aller für die Bestimmung der Fixpunkte re-
levanten Größen, indem er die explizite Beschreibung der Gruppe G, des maximalen spaltenden Torus
T und damit der Wurzelgruppen Uα sowie der zugehörigen Liealgebren als Matrizen bereit stellt. Mit
Hilfe der bisher gewonnen Erkenntnisse lassen sich die halbeinfachen Eigenvektoren des baryzentrischen
Punktes und damit die primitiven Tori ebenfalls als Matrizen beschreiben. Zusammen mit den in diesem
Kapitel formulierten Bedingungen für von T 1(F ) punktweise fixierte Kammern sowie dem oben ange-
gebenen Algorithmus sehen wir, daß die Bestimmung der Fixpunkte von T 1(F ) in B(G,F ) mit Hilfe
eines Computers durchgeführt werden kann:

Resultat 13.4. Die Bestimmung der Fixpunkte der primitiven Tori im affinen
Bruhat-Tits Gebäude läßt sich algorithmisch mit Hilfe eines Computeralgebra-
systems lösen.

13.2 Zurückführung auf die Erzeuger von T

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit dem ersten Schritt des Algorithmus 13.1, nämlich der
Bestimmung von punktweise fixierten Kammern. Wir werden die Bedingung T 1(F ) ⊂ Iw(C) auf die
entsprechende Bedingung für die erzeugenden Elemente von T 1(F ) aus g zurückführen und dann im
nächsten Abschnitt mit Hilfe von Korollar 11.12 erste strukturelle Aussagen machen können.

Proposition 13.5. Iw bezeichne den Unterring von Mn(F ) derjenigen ganzzahligen Matrizen, die
obere Dreiecksmatrizen modulo π sind. Sei A eine Matrix in Mn(F ) und P ∈ O[X] ein Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten. Aus A ∈ Iw folgt dann P (A) ∈ Iw. P habe nun trivialen konstanten
Koeffizienten und eine Einheit als linearen Koeffizienten. Alle Koeffizienten des Minimalpolynoms
von A seien durch π teilbar. Dann folgt aus P (A) ∈ Iw auch A ∈ Iw.
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Beweis: Da Iw ein Ring ist, folgt aus A ∈ Iw stets B := P (A) ∈ Iw. Umgekehrt existiert wegen
der Voraussetzungen für P eine formale Potenzreihe Q ∈ O[[Y ]] mit ganzzahligen Koeffizienten und
Q(P (X)) = X. Falls die Reihe Q(B) in Mn(F ) konvergiert, folgt A = Q(P (A)) = Q(B) und damit
die Behauptung, da Iw ein Ring ist.

Es bleibt also die Konvergenz von Q(B) zu zeigen. Das Minimalpolynom µ von A habe Grad n. Wir
zeigen durch Induktion über k, daß

An+k = bk,n−1A
n−1 + . . .+ bk,1A+ bk,0

gilt für Koeffizienten bk,i ∈ p

[
k−i+2n−1

n

]
. Schreibe dazu An+k = AAn+k−1 und benutze, daß alle Koef-

fizienten von µ Vielfache von π sind. Eine Teilsumme
∑b

j=a qjB
j von Q(B) ist dann wegen B = P (A)

ein Polynom in A, das aufgrund der Formel für An+k und der Bewertung der entsprechenden Koeffizi-
enten für genügend großes a nahe bei 0 liegt. Da Iw ein abgeschlossener Unterring des vollständigen
Ringes Mn(F ) ist, konvergiert Q(B) nach dem Cauchy-Kriterium.

Korollar 13.6. Der topologisch unipotente Anteil T 1(F ) eines in Kapitel 10 konstruierten rein
verzweigten Torus T (F ) fixiert eine Kammer punktweise.

Beweis: Nach Bemerkung 13.2 läßt sich T nach G einbetten als T = Tv für ein geeignetes v ∈ iwk.
Die Einbettung einer Komponente Tν(F ) ⊂ G(F ) wird durch die Abbildung Φvν ,F aus Abschnitt 6.1
vermittelt, die gegeben ist durch

[P (X)] 7→ P (v) + p0(v0 − 1) + 1 − v0.

Dabei ist p0 der konstante Koeffizient von P und v0 ein Polynom in vν . P (vν) liegt in Iw = Iw(C)
nach Proposition 13.5. Wegen [P ] ∈ T 1

ν (F ) ist p0 ≡ 1 mod π nach Proposition 12.7 und daher auch
p0(v0 − 1) + 1 − v0 ∈ G(πO) ⊂ Iw = Iw(C).

Bemerkung 13.7. Sei I eine Menge von Wurzeln und xα ∈ uα. Dann liegt
∑

α∈I xα genau dann
in Iw, wenn jedes xα in Iw liegt.

Beweis: Da die xα zu paarweise verschiedenen Wurzeln gehören, sind die Positionen, an denen sie (als
Elemente aus Mn) von null verschiedene Einträge haben können, ebenfalls verschieden für α 6= β ∈
I.

Die Proposition 13.5 hat eine weitere Konsequenz: Die Bedingung T 1(F ) ⊂ Iw(gC) bzw. g−1T 1(F )g ⊂
Iw(C) läßt sich ebenfalls schon an g−1vg ablesen, wenn T = Tv gilt.

Proposition 13.8. Seien G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der maximale primitive
Torus in G aus Kapitel 10 mit topologisch unipotentem Anteil T 1(F ). T sei rein zahm verzweigt und
die Restklassencharakteristik von F sei gut bezüglich T . C bezeichne wie immer die Standardkammer
in B(G,F ). Seien v ein geeignetes Element in (iw(C))k mit T = Tv und g ∈ G(F ). Dann fixiert
T 1(F ) die Kammer gC genau dann punktweise, wenn g−1vg ∈ iw(C) für alle v ∈ v gilt.

Beweis: Wegen T 1(F ) =
∏
v∈v T

1
v (F ) gilt T 1(F ) ⊂ Iw(C) genau dann, wenn T 1

v (F ) ⊂ Iw(C) gilt

für alle v ∈ v. Weiter ist g−1T 1(F )g = T 1
vg (F ) mit vg = g−1vg. Für alle [Q] ∈ T 1(F ) gilt nun

Φvg ,F ([Q]) = (Q − q0)(v
g) + q0v

g
0 + 1 − vg0 und q0v

g + 1 − vg0 ∈ iw(C). Nach den Aussagen 12.8,
12.10 und 12.14 existiert ein Polynom P ∈ O[X] mit einer Einheit als linearem Koeffizienten (und
konstantem Koeffizienten p0 ≡ 1 mod π) und [P ] ∈ T 1(F ). Das Polynom P − p0 erfüllt dann die
Voraussetzungen aus Proposition 13.5. Insbesondere fixiert [P ] die Kammer gC genau dann punktweise,
wenn g−1vg ∈ iw(C) liegt. Da aber Φvg,F ([Q]) für alle Elemente [Q] ∈ T 1(F ) ein Polynom in vg ist,
muß T 1(F ) schon jede Kammer punktweise fixieren, die von [P ] punktweise fixiert wird (dies folgt aus
der trivialen Richtung von Proposition 13.5).
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Korollar 13.9. Seien G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der maximale primitive Torus
in G aus Kapitel 10 mit topologisch unipotentem Anteil T 1(F ). T sei rein zahm verzweigt und die
Restklassencharakteristik von F sei gut bezüglich T . Dann existieren Elemente t ∈ T 1(F ), deren
Fixpunktmenge in B(G,F ) mit der von T 1(F ) übereinstimmt.

Korollar 13.10. Sei die Situation wie in Proposition 13.8 und v geschrieben als v =
∑

α∈I xα
für eine geeignete Menge von Wurzeln I und geeignete xα ∈ uα. Die Bedingung g−1vg ∈ Iw(C) ist
genau dann erfüllt, wenn g−1xαg ∈ Iw(C) gilt für alle α ∈ I.

Beweis: Die Aussage folgt aus Proposition 13.8 und Bemerkung 13.7.

13.3 Wurzelkombinatorik

Der Erzeuger v von T = Tv hat eine spezielle Gestalt, er ist nämlich eine Summe von nichttrivialen
Wurzelvektoren aus uα für eine bestimmte Teilmenge Φ(v) ⊂ Φζ(w∆), wo ζ ein Eigenwert der zu T
gehörenden Klasse in der Weylgruppe W ist (siehe Proposition 4.11).

Definition 13.11. Sei w ein primitives Element der Weylgruppe von G und w∆ der baryzentriche
Punkt von w. Sei weiter v ein rationaler, halbeinfacher Eigenvektor von w∆ zum Eigenwert ζ.
Dann liegt v nach Abschnitt 2.2 in ⊕α∈Φζ(w∆)uα(F ), hat also die Form

v =
∑

α∈Φζ(w∆)

xα

für Elemente xα ∈ uα(F ). Φ(v) bezeichne nun diejenigen Wurzeln aus Φζ(w∆), für die xα 6= 0 ist.

Die nach Proposition 13.8 zur Fixpunktbestimmung von T 1(F ) hinreichende Bedingung g−1vg ∈ Iw(C)
läßt sich nun genauer untersuchen, wenn man für g ∈ G(F ) die Darstellung aus Korollar 11.12 benutzt.

Sei also v =
∑

α∈Φ(v) yαxα ∈ iw(C) mit ganzzahligen Basisvektoren xα von uα und v(yα) = 0 für
α > 0 und v(yα) = 1 für α < 0. Sei g ∈ G(F ) geschrieben als g = u1 · · · ulrαl+ml

· · · rα1+m1 , wenn
gC und C durch eine minimale Galerie vom Typ (αl + ml, . . . , α1 + m1) verbunden sind. Die rαi+mi

bezeichnen dabei die Spiegelungen an den Hyperebenen ∂Aαi+mi , und die ui sind aus ∗UC
αi,mi

. Mit sαi

bezeichnen wir das Bild von rαi+mi in der Weylgruppe W von G. Wegen Korollar 13.10 müssen wir
Ausdrücke der Form

(13.1) r−1
α1+m1

· · · r−1
αl+ml

u−1
l · · · u−1

1 xβu1 · · · ulrαl+ml
· · · rα1+m1

für die Wurzeln β ∈ Φ(v) untersuchen und entscheiden, ob sie in Iw(C) liegen, also obere Dreiecksma-
trizen sind modulo π. Wir betrachten zunächst die Auswirkung der ui. Nach Lemma 12.17 gilt

u−1
l · · · u−1

1 xβu1 · · · ul = Ad(u−1
l · · · u−1

1 )(xβ) ⊂
⊕

k1,...,kl∈Z≥0

uk1α1+...+klαl+β.

Wegen Bemerkung 13.7 können wir die Untersuchung von (13.1) weiter reduzieren auf den Fall

r−1
α1+m1

· · · r−1
αl+ml

xγrαl+ml
· · · rα1+m1

für eine Wurzel γ ∈ k1α1 + . . .+ klαl + β und β ∈ Φ(v).

Es gibt prinzipiell zwei Möglichkeiten, warum ein Ausdruck wie oben nicht in Iw(C) liegt, d.h. keine
obere Dreiecksmatrix ist: Die Einträge sind nicht ganzzahlig oder die Einträge unterhalb der Haupt-
diagonalen verschwinden nicht modulo π. Da alle ui aus ∗UC

αi,mi
⊂ Iw(C) und xβ aus iw(C) sind,
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ist u−1
l · · · u−1

1 xβu1 · · · ul immer eine obere Dreiecksmatrix. Den entscheidenden Effekt haben also die
Spiegelungen rαi+mi . Die Auswirkung einer solchen auf ein Element xγ ∈ uγ für eine Wurzel γ ist aber
bekannt: Ist α(γ) das Bild von γ unter dem Weylgruppenelement sα, so gilt

r−1
α+mxγrα+m ∈ uα(γ),

während der affine Anteil m auf F ∼= uα(γ) die Multiplikation mit πmγ für eine von m und γ abhängige
ganze Zahl mγ induziert:

uγ

rα

rα+m

uα(γ)

εα(γ)

uα(γ)

F
·πmγ

F

εα(γ)

Dabei ist

mγ =






±2m falls γ = α

0 falls α(γ) = γ

±m sonst

Wir sehen also, daß Spiegelungen ohne affinen Anteil die Ganzzahligkeit von xγ erhalten. Gilt daher
r−1
α xγrα 6∈ iw(C) so muß γ positiv sein und durch sα in eine negative Wurzel überführt werden.

Spiegelungen mit affinem Anteil operieren sowohl durch ihren sphärischen als auch ihren affinen Anteil.
Wir wissen, daß die Spiegelung rα+m für eine positive Wurzel α die Multiplikation mit πmγ auf Ga

∼=
uα(γ(F ) für mγ ≥ 0 induziert. Wir werden später sehen, daß in unserem Fall der affine Anteil der zu
betrachteten Wurzeln α + m (bezüglich der obigen Normierung α > 0) stets negativ ist. Gilt daher
r−1
α xγrα 6∈ iw(C), so muß γ negativ sein und durch sα in eine positive Wurzel überführt werden. Wir

fassen unser Ergebnis zusammen, wobei wir uns auf den einfacheren Fall reduzieren, daß höchstens die
Wurzel αl+ml einen nichttrivialen affinen Anteil haben kann; dies wird bis auf eine Ausnahme (im Fall
der Klasse 9p für den Typ E6) in unserem Fall stets der Fall sein, wie wir später sehen werden. Den
Sonderfall klärt die Proposition 13.13.

Proposition 13.12. Sei I eine Menge von Wurzeln, εα : Ga → uα ein Isomorphismus und
xα = εα(zα) ∈ uα(F )∩ iw(C). Seien weiter α1 . . . αl Wurzeln aus Φ und α0 +m eine affine Wurzel
mit α0 ∈ Φ+ und m ≤ 0. rα+n bezeichne wie immer die Spiegelung an der affinen Hyperebene
∂Aα+n und sα das Bild von rα+n in der Weylgruppe von G. Für x =

∑
α∈I xα ∈ iw(C) mit xα ∈ uα

gelte
r−1
αl

· · · r−1
α1
r−1
α0+mxrα0+mrα1 · · · rαl

6∈ iw(C).

Dann existiert eine Wurzel β ∈ I, so daß gilt: Falls m = 0 ist, ist β positiv und sαl
· · · sα1sα0(β)

negativ. Ist m < 0, so ist β negativ. In diesem Fall ist entweder β = −α0, oder α0(β) ist positiv
und sαl

· · · sα1(sα0β) negativ. Hat 0 6= zβ ∈ Ga minimale Bewertung mit xβ = εβ(zβ) ∈ iw(C), so
ist die Bedingung auch hinreichend.

Beweis: Wegen Bemerkung 13.7 können wir x = xβ für ein β ∈ I annehmen. Falls m = 0, erhal-
ten alle Spiegelungen rαi Ganzzahligkeit. Deshalb muß β positiv sein und von sαl

· · · sα1sα0 in eine
negative Wurzel übergeführt werden. Ist m < 0, muß β negativ sein, denn sonst wäre rα0+m(xβ)
entweder eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Einträgen (falls α0(β) = β) oder eine un-
tere Dreiecksmatrix, deren Einträge Vielfache von πmβ (beachte, daß dann mγ > 0 gilt) wären.
Da die Spiegelungen rα1 , . . . , rαl

die Bewertung der Einträge von rα0+m(xβ) erhalten, würde dann
r−1
αl

· · · r−1
α1
r−1
α0+mxrα0+mrα1 · · · rαl

∈ iw(C) folgen. Ist β 6= α0, so folgt aus der bereits gezeigten Aus-

sage für den Fall m = 0, angewandt auf die Wurzeln α1, . . . , αl und r−1
α0+mxβrα0+m ∈ iw(C) ∩ uα0(β),

daß α0(β) positiv ist.
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Die Annahme, daß zβ für eine solche Wurzel β minimale Bewertung hat, bedeutet, daß es in xβ einen
Eintrag von Bewertung 0 gibt, falls β > 0 ist, bzw. von Bewertung 1, falls β < 0 ist. Deshalb ist
entweder rα0+m(xβ) eine Matrix, die nicht ganzzahlig ist (falls β = −α0 ist), oder der Ausdruck
r−1
αl

· · · r−1
α1
r−1
α0+mxrα0+mrα1 · · · rαl

ist eine ganzzahlige Matrix, die nicht obere Dreiecksmatrix ist mo-
dulo π (sonst).

Proposition 13.13. Sei I eine Menge von Wurzeln, εα : Ga → uα ein Isomorphismus und
xα = εα(zα) ∈ uα(F ) ∩ iw(C). Seien weiter α1 . . . αl beliebige Wurzeln aus Φ und α und β zwei
verschiedene positive Wurzeln. rα+n bezeichne wie immer die Spiegelung an der affinen Hyperebene
∂Aα+n und sα das Bild von rα+n in der Weylgruppe von G. Das Element 0 6= z ∈ Ga habe minimale
Bewertung mit x := εβ(z) ∈ iw(C). Dann gilt

r−1
αl

· · · r−1
α1
r−1
α−1r

−1
β−1xrβ−1rα−1rα1 · · · rαl

6∈ iw(C).

Beweis: Das Element xα := r−1
β−1xrβ−1 liegt in uβ und hat die Form xα = εα(zα) für ein zα ∈ Ga

mit der Eigenschaft, daß π2zα minimale Bewertung hat mit εα(zα) ∈ iw(C). Dies gilt, da rβ−1 die
Multiplikation mit π−2 auf uβ induziert. Wegen α 6= β ist r−1

β−1xαrβ−1 eine Matrix, die nicht ganzzahlig

ist, denn rα−1 induziert die Multiplikation mit π±1 auf α(β). Da die Spiegelungen rα1 · · · rαl
keinen

affinen Anteil haben und daher die Bewertungen der Einträge von rα1 · · · rαl
nicht ändern, folgt die

Behauptung.

Die Eigenschaft der xα, die das Kriterium aus Proposition 13.12 zum hinreichenden Kriterium macht, ist
in unserem Fall zumindest für den halbeinfachen Eigenvektor v =

∑
α∈Φ(v) xα von w∆ erfüllt. Die Rolle

des Elements x in 13.12 wird das Element x = u−1
0 u−1

l · · · u−1
1 xβu1 · · · ulu0 = Ad(u−1

l · · · u−1
1 )(xα)

übernehmen. Wie bereits gesehen liegt x in ⊕k0,...,kl∈Z≥0uk0α0+k1α1+...+klαl+β . Wir müssen also unter-
suchen, welche Wurzeln k0α0 + k1α1 + . . .+ klαl+β nichttriviale Komponenten in x besitzen, und wie
diese aussehen. Wir werden sehen, daß Komponenten zu Wurzeln mit einem nichtverschwindenden ki
dazu führen, daß sich die Fixpunktmenge nur in ganz bestimmte Apartments weiter verzweigt.

13.4 Fixpunkte der Coxetertori

Wir können jetzt die Fixpunktmenge für die Coxetertori bestimmen. Das Ergebnis ist unabhängig vom
Typ des Wurzelsystems.

Satz 13.14. Sei F ein p-adischer Körper, G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe
über F mit Weylgruppe W und l die Coxeterzahl von W . Das Wurzelsystem von G sei nicht vom
Typ E7 oder E8, und F enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung l. T sei ein rein zahm verzweigter
maximaler F -Torus, der durch die Konjugationsklasse eines Coxeterelements von W beschrieben
wird im Sinne von Abschnitt 2.1. Die Primzahl p sei gut bezüglich des zu G assoziierten Torus zur
Coxeterklasse aus Kapitel 10. Dann besteht die Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils
T 1(F ) von T (F ) in B(G,F ) genau aus einer Kammer.

Beweis: Wegen Korollar 11.6 können wir ohne Einschränkung annehmen, daß G eine der Gruppen
aus Abschnitt 6.6 und T der zugehörige Torus aus Kapitel 10 ist. Die Parameter Di von T seien alle
Uniformisierende in F . Wir identifizieren G bzw. g vermöge der treuen Darstellung aus Abschnitt 6.6
mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn bzw. einer Unteralgebra von Mn. ∆ sei das System
einfacher Wurzeln, das zu dem positiven Halbsystem Φ+ aus Abschnitt 12.3 korrespondiert. Wie immer
sei ∆aff = ∆∪ {−α+}. Sei ζ eine primitive Einheitswurzel von Ordnung l und w ein Coxeterelement in
W mit baryzentrischem Punkt w∆. Nach Abschnitt 8.5 existiert ein halbeinfacher Eigenvektor v ∈ g(F )
von w∆ mit Minimalpolynom µ und den folgenden Eigenschaften:

(i) Tµ →֒ T zerfällt über einer rein zahm verweigten Erweiterung von F .
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(ii) v ∈ iw(C)

(iii) v =
∑

α∈∆aff
yαxα, wo die xα ganzzahlige Basisvektoren von uα sind und v(yα) = 0 für α ∈ ∆

und v(yα) = 1 für α = −α+.

Nach Korollar 13.6 fixiert T 1(F ) eine Kammer in B(G,F ) punktweise, und wegen (ii) sogar die Stan-
dardkammer C. Die Wände von C sind die affinen Wurzeln α ∈ ∆ sowie 1−α+. Um zu zeigen, daß keine
weiteren Kammern in B(G,F ) punktweise fixiert werden, genügt es nach Korollar 12.4 oder Proposition
13.3 zu zeigen, daß keine zu C benachbarte Kammer punktweise fixiert wird. Man beachte, daß T 1(F )
labelerhaltend operiert nach Korollar 11.7. Sei also α+m ∈ ∆aff und uα+m ∈ ∗UC

α,m(F ). Dann gilt

u−1
α+m(yαxα)uα+m = yαxα,

denn wegen uα+m ∈ Uα kommutiert uα+m mit xα. Da für alle Wurzeln α 6= β ∈ ∆aff der Ausdruck
u−1
α+m(yβxβ)uα+m trivialen Anteil in uα hat nach Lemma 12.17, besteht die Komponente von v in uα

gerade aus yαxα. Deshalb läßt sich Proposition 13.12 anwenden. Das Element yαxα erfüllt die Bedin-
gung, die in 13.12 an das dort mit xβ bezeichnete Element gestellt wird. Daher gilt nach Proposition
13.12 und Korollar 13.10

s−1
α+mu

−1
α+mvuα+msα+m 6∈ iw(C).

Nach Proposition 13.8 besteht die Fixpunktmenge von T 1
µ(F ) nur aus der einen Kammer C. Die Be-

hauptung des Satzes folgt jetzt wegen Tµ →֒ T .

13.5 Fixpunkte von Nicht-Coxeter-Tori

Im Gegensatz zum Coxeterfall läßt sich hier nur ein schwaches uniformes Ergebnis formulieren: Die
Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils eines primitiven rein verzweigten Torus zu einer
Klasse, die nicht die Coxeterklasse ist, ist echt größer als eine Kammer. Die genaue Fixpunktmenge muß
aber in jedem Fall einzeln ausgerechnet werden. Wir formulieren am Anfang noch einmal präzise den
Algorithmus, nach dem wir vorgehen, und bestimmen dann in den einzelnen Fällen die Fixpunktmenge.

Satz 13.15. Sei F ein p-adischer Körper, G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe
über F mit Weylgruppe W und l die Coxeterzahl von W . Das Wurzelsystem von G sei nicht vom
Typ E7 oder E8, und F enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung l. T sei ein rein zahm ver-
zweigter maximaler F -Torus, der nicht durch die Konjugationsklasse eines Coxeterelements von
W beschrieben wird im Sinne von Abschnitt 2.1. Die Primzahl p sei gut bezüglich des zu G asso-
ziierten Torus zur Klasse von T aus Kapitel 10. Dann besteht die Fixpunktmenge des topologisch
unipotenten Anteils T 1(F ) von T (F ) in B(G,F ) aus mehr als einer Kammer.

Beweis: Sei w ∈ W primitiv und nicht konjugiert zu einem Coxeterelement. Wegen Korollar 11.6
nehmen wir wieder ohne Einschränkung an, daß G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der
zugehörige Torus aus Kapitel 10 ist. Die Parameter Di von T seien ebenfalls wieder alle Uniformisierende
in F . Falls es Wurzeln gibt, die auf dem baryzentrischen Punkt w∆ von w trivial sind, so liegt der
baryzentrische Vektor wA auf einer Wand der Standardkammer wegen der Propositionen 4.9 und 5.3.
Die Behauptung folgt jetzt mit Proposition 12.19. Dies klärt alle Fälle außer den Klassen [k][n− k]
für die D-Systeme für teilerfremde k und n − k, wie man in Abschnitt 9.1 leicht nachschlagen kann.
Wir betrachten also die Klasse [k][n− k] mit teilerfremden k und n − k. Dann existieren a, b ∈ Z mit
ak+ b(n− k) = 1, und a, b können ohne Einschränkung in den Bereichen 0 < |a| < n− k, 0 < |b| < k
gewählt werden. Dann existieren verschiedenen Indizes i und j mit 1 ≤ i, j ≤ n, so daß für die
zugehörigen ei und ej aus Abschnitt 9.1.1 ei = b

2k und ej = a
2(n−k) gilt. Für die positive Wurzel α der

beiden Wurzeln ±(εi − εj) gilt dann α(w∆) = ζ2kl für eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2kl
nach Proposition 9.1. Da der Abstand zweier benachbarter ea und ea+1 mindestens 1

2kl = ±(ei − ej)
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ist, gilt weiter |i− j| = 1, und daher ist α eine einfache Wurzel. Die Wurzel α hat keinen affinen Anteil,
definiert eine Wand der Strandardkammer und die zugehörige Spiegelung sα ändert das Vorzeichen
einer einzigen Wurzel aus Φ+, nämlich von α. Seien nun v1 und v2 zwei Eigenvektoren von w∆ zum
Eigenwert ζ2k bzw. ζ2(n−k) wie in Abschnitt 9.2.1. Offensichtlich liegt α weder in Φζ2k

(w∆) noch in
Φζ2k

(w∆). Die Behauptung folgt jetzt mit Proposition 13.12.

13.5.1 Vorgehensweise und Aufbau der Tabellen

Wir beschreiben hier, in welcher Form die Berechnungen in den folgenden Abschnitten durchgeführt
und dargestellt werden. T bestehe aus den Komponenten Tν . Eine Kammer C in B(G,F ) wird genau
dann von T 1(F ) punktweise fixiert, wenn C von allen T 1

ν (F ) punktweise fixiert wird (vgl. den Beweis
von Proposition 13.8). Daher können wir uns auf die Untersuchung der einzelnen Komponenten Tν
zurückziehen. Sei nun vν ein rationaler, halbeinfacher Eigenvektor von w∆ (zu dem der Komponente ν
entsprechenden Eigenwert) mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus dem Beweis von Satz 13.14:

(i) Tν →֒ T zerfällt über einer rein zahm verweigten Erweiterung von F .

(ii) vν ∈ iw(C)

(iii) vν =
∑

α∈∆aff
yαxα, wo die xα ganzzahlige Basisvektoren von uα sind und v(yα) = 0 für α ∈ ∆

und v(yα) = 1 für α = −α+.

Die Existenz solcher vν wird von Abschnitt 9.4 gesichert. Mit der Eigenschaft (ii) wählen wir die
Standardkammer C als von T 1(F ) punktweise fixierte Kammer aus. Wir nehmen wieder an, daß die
Restklassencharakteristik p von F hinreichend gut ist im Sinne von Proposition 12.14. In diesem Fall
können wir die Aussagen 13.8 und 13.10 anwenden und erhalten, daß die Kammer gC für ein g ∈ G(F )
genau dann punktweise von T 1

ν (F ) fixiert wird, wenn g−1xαg ∈ iw(C) gilt. Schreibt man g in der Form
von Korollar 11.12, also

g = u1 · · · ulsαl+ml
· · · sα1+m1

für geeignete affine Wurzeln sαi+mi und Elemente ui ∈ ∗UC
αi,mi

(F ), liefert Proposition 13.12 ein
Kriterium, die Bedingung g−1xαg ∈ iw(C) zu entscheiden. Die Rolle des Elements x in 13.12 übernimmt
jetzt

xα = Ad(u−1
1 · · · u−1

l )(xα) = u−1
1 · · · u−1

l xαu1 · · · ul.
Nach Lemma 12.17 kann xα ebenfalls zerlegt werden in die Form

xα =
∑

β∈Iα

xα,β

für nichttriviale xα,β ∈ uβ und eine geeignete Menge Iα von Wurzeln aus Z≥0α1 + . . . + Z≥0αl + α,
wenn ui ∈ ∗UC

αi,mi
(F ) liegt. Man beachte, daß stets α ∈ Iα und xα,α = xα gilt. Die Bemerkung 13.7

sowie Proposition 13.12 reduzieren das Problem schließlich auf die Frage, ob eine Wurzel β aus Iα ihr
Vorzeichen ändert unter Anwendung des Elements sα1 · · · sαl

: Liegt eine solche Wurzel β in den Iα für
mehrere α, so ist die zu β gehörende Komponente vβ von vν

vβ =
∑

α

xα,β ,

wenn α diejenigen Wurzeln aus Φ(vν) durchläuft mit β ∈ Iα. Nach den Abschnitten 11.6 und 12.3
gilt ∗UC

αi,mi
(F ) = UC

αi
(πmO) \ UC

αi
(πm+1O) ∪ {1}. Ob ein Element vβ die Minimalitätsbedingung

aus 13.12 erfüllt, hängt also ab von den Elementen ui, für die die zugehörigen ki in der Darstellung
β = k1α1 + . . . + klαl + α nicht null sind. Ist die Minimalitätsbedingung für ein vβ erfüllt, wird die
Kammer nicht punktweise von T 1

ν (F ) fixiert. In den Fällen, in denen kein vβ die Minimalitätsbedingung
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erfüllt, wird die zu den entsprechenden Wahlen der ui korrespondierende Kammer von T 1
ν (F ) punktweise

fixiert. Es bleibt noch das Problem, die Wurzelmenge Iα zu identifizieren. Dies läßt sich mit Hilfe der
Darstellungen aus Abschnitt 6.6 explizit ausrechnen und wird hier nicht dargestellt. Die später folgenden
Tabellen geben eine Übersicht über die Ergebnisse, können aber in jedem Fall als heuristisches Verfahren
verstanden werden, um die kritischen Wände heraus zu destillieren, die man dann explizit überprüfen
muß.

Zuletzt noch eine technische Bemerkung zur Berechnung von sα(β) für zwei Wurzeln α und β. Es ist
oft hilfreich, sα als Produkt von Spiegelungen zu einfachen Wurzeln zu schreiben, da β ebenfalls als
Linearkombination von einfachen Wurzeln dargestellt ist. Dies läßt sich mit Hilfe von [Hum3][1.5(3)]
tun: Ist α = wα′ und w ein Produkt von Spiegelungen zu einfachen Wurzeln, gilt sα = wsα′w.

Wir geben noch eine Übersicht über die möglichen Situationen, die auftreten können. Zunächst schließen
wir den Sonderfall, daß zwei beteiligte Wurzeln einen nichttrivialen affinen Anteil haben, aus.

(1) Es existiert eine Wurzel β aus Φ(vν), die unter der Spiegelung mit sα1 · · · sαl
ihr Vorzeichen ändert

und die nicht die Form k1α1 + . . . + klαl + α mit einem ki > 0 und einem α ∈ Φ(vν). Dann gilt
vβ = xβ und die entsprechenden Kammern werden nicht von T 1(F ) punktweise fixiert.

(2) Es existiert eine Wurzel β ∈ ⋃α∈Φ(vν) Iα, die unter der Spiegelung mit sα1 · · · sαl
ihr Vorzeichen

ändert und die die Form kα1 α1 + . . . + kαl αl + α für geeignete α ∈ Φ(vν) mit einem kαi > 0 hat.
Dann werden die entsprechenden Kammern genau dann punktweise fixiert von T 1

ν (F ), wenn es eine
geeignete Wahl der Elemente ui, für die ein kαi > 0 ist, gibt, so daß vβ unter Konjugation mit
sαl

· · · sα1 in iw(C) bleibt.

(3) Wird eine Kammer nicht von allen T 1
ν (F ) punktweise fixiert, dann auch nicht von T 1(F ).

(4) Es existiert keine Wurzel β aus
⋃
α∈Φ(vν ) Iα, die unter der Spiegelung mit sα1 · · · sαl

ihr Vorzei-
chen ändert. Dann werden alle Kammern, die über die Wand vom Typ αl zur aktuellen Kammer
benachbart sind, von T 1(F ) punktweise fixiert, und zwar für alle (noch) möglichen Wahlen der ui.

Im verbleibenden Sonderfall benutzen wir direkt Proposition 13.13. Der Einheitlichkeit halber werden
wir diesen Fall als Situation (5) referenzieren.

Beschreibung der Tabellen

Für jede Kammer, die zu untersuchen ist, gibt es eine Tabelle, die die folgende Form hat: Der Eintrag
links oben beschreibt die Kammer, die gerade untersucht wird, in folgender Form: Hat die betrachtete
Kammer die Darstellung aus Korollar 11.12 bezüglich der Standardkammer C, so wird sie in der Tabelle
durch ihr Bild unter der Retraktabbildung auf das Standardapartment mit Zentrum C beschrieben.
In den Zeilen stehen die relevanten Wände der Kammer (die offensichtliche Wand ist weggelassen).
In den Spalten stehen die einzelnen Komponenten, aus denen der Torus zusammengesetzt ist. Die
Tabelleneinträge sind solche Wurzeln, die ihr Vorzeichen ändern bei Anwendung aller Spiegelungen, die
C in die Kammer überführen, die zur aktuellen Kammer über die vorgegebene Wand benachbart ist, und
die aus der entsprechenden Komponente stammen. Jede Komponente ist nochmals unterteilt in zwei
Spalten, um die Wurzeln, die direkt aus dem Erzeuger vν der Komponente stammen (Zeilenkopf v),
zu unterscheiden von denjenigen, die sich mit Hilfe der ui ∈ ∗UC

αi+mi
ergeben (Zeilenkopf U). In der

letzten Spalte wird ein ◦ (bzw. ×) gesetzt, falls keine (alle) über diese Wand benachbarten Kammern
punktweise fixiert wird (werden). Ansonsten werden die einschränkenden Bedingungen angegeben, die
für punktweise fixierte Kammern gelten. In allen Fällen ist derjenige der vier oben beschriebenen Fälle
angegeben, der eintritt. Führt die betrachtete Wand zu einer Kammer, die kleineren Galerieabstand zu
C hat und daher bereits untersucht wurde, ist neben dem Ergebnis ein ↓ eingetragen.
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Die einschränkenden Bedingungen sind dabei wie folgt zu lesen. Ein u ∈ ∗UC
α+m wird geschrieben in

der Form u = εα(zu) für ein zu ∈ O, wenn εα : Ga → Uα ein Isomorphismus ist mit εα(O) = Uα(O)
(vgl. Abschnitte 11.6 und 12.3). In den Tabellen wird dann die relevante Restklasse z̄u von zu in O/p
angegeben.

13.5.2 Fixpunkte für die Klasse [2][2] vom Typ D4

Wir betrachten als Beispiel für die Dn-Systeme den einfachsten Fall, in dem k und n−k nicht teilerfremd
sind. Wir markieren die Indizes wie folgt (vgl. Abschnitte 9.1.1 und 9.2): Die Werte e1, . . . , e4 sind die
Zahlen e1 = 1

2 , e2 = 1
4 , e3 = 1

4 , e4 = 0. Wir ordnen den Index 2 der Menge E2k und den Index 3 der
Menge E2(n−k) zu. Wir erhalten dann mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.1 ∆1(w∆) = {α2} und

I1 = {α1, α2 + α3, α2 + α4,−α+},
I2 = {α1 + α2, α3, α4,−(α+ − α2)}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C, u2rα2C

punktweise fixiert für alle ui ∈ UC
αi

(F ).

Tabelle 13.5.2.1.

C
I1 I2

Fixiert
v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 × - (4)

α3 α3 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα2
C

I1 I2
Fixiert

v U v U

α1 + α2 α1 + α2 7→ −α1 α1 + α2 ◦ - (1), (3)

α2 + α3 α2 + α3 7→ −α3 α2 + α3 ◦ - (1), (3)

α2 + α4 α2 + α4 7→ −α4 α2 + α4 ◦ - (1), (3)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α++ ◦ - (1)

Resultat 13.16. Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom
Typ D4 über dem p-adischen Körper F , p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse [2][2] in [BFW] beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fixpunktmenge F1

T von T 1(F ) in B(G,F ) aus den
folgenden Kammern:

F1
T = {C, u2rα2C}.

Dabei durchläuft die u2 die Menge UC
α2

(F ).

13.5.3 Fixpunkte für die Klasse 6p6p oder das vierdimensionale Haus des Niko-
laus

Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.2. Es ist ∆1(w∆) = {α1, α3} und

I1 = {α2, α1 + α2 + 2α3, α3 + α4,−(α+ − α1)}
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und

I2 = {α4, α1 + α2 + α3, α2 + 2α3,−α+}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C, u1rα1C, u3rα3C, u3u1rα1rα3C
punktweise fixiert für alle ui ∈ UC

αi
(F ).

Tabelle 13.5.3.1.

C
I1 I2

Fixiert
v U v U

α1 × - (4)

α2 α2 7→ −α2 ◦ - (1)

α3 × - (4)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα1
C

I1 I2
Fixiert

v U v U

α1 + α2 α1 + α2 7→ −α2 z̄1 = 0 - (2)

α3 × - (4)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

1 − α+ + α1 α1 − α+ 7→ α+ α1 − α+ ◦ - (1), (3)

rα3
C

I1 I2
Fixiert

v U v U

α1 × - (4)

α2 + 2α3 α2 + 2α3 7→ −α2 α2 + 2α3 ◦ - (1), (3)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α4 α3 + α4 ◦ - (1), (3)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

u1rα1
rα3

C
I1 I2

Fixiert

v U v U

α3 × - ↓

α1 + α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 7→ −α2 α1 + α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 ◦ - (2), (3)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α4 α3 + α4 ◦ - (1), (3)

1 − α+ + α1 α1 − α+ 7→ α+ α1 − α+ ◦ - (1), (3)

rα1+α2
rα1

C
I1 I2

Fixiert

v U v U

α2 α2 7→ −α1 ◦ - (1)

α1 + α2 + α3 α1 + α2 + α3 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

1 − α+ + α1 α1 − α+ 7→ α+ α1 − α+ ◦ - (1), (3)

Für die Wand α1 + α2 + 2α3 muß man nachrechnen, daß sich die Bedingungen, die die beiden Kom-
ponenten liefern, gegenseitig ausschließen.

Resultat 13.17. Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom
Typ F4 über dem p-adischen Körper F , p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 6p6p in [BFW] beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fixpunktmenge F1

T von T 1(F ) in B(G,F ) aus den
folgenden Kammern:

F1
T = {C, u1rα1C, u3rα3C, u3u1rα1rα3C, u1+2rα1+α2rα1C}.

Dabei durchlaufen die ui die Mengen UC
αi

(F ).
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Die Fixpunktmenge F1
T läßt sich graphisch veranschaulichen. In den beiden Bildern entsprechen die

Kammern den Dreiecken. Der baryzentrische Vektor ist als • gekennzeichnet. Das linke Bild beschreibt
den Durchschnitt von F1

T mit jedem Apartment, das die mit einem × markierte Kammer rα1C bein-
haltet. Das rechte Bild beschreibt den Durchschnitt von F1

T mit jedem anderen Apartment, das den
baryzentrischen Vektor enthält.

•
×

•

13.5.4 Fixpunkte für die Klasse 9p

Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.3. Es ist ∆1(w∆) = {α4} und

I = {α1, α2, α5, α6, α2 + α4, α3 + α4,−α+}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C, u4rα4C

punktweise fixiert für alle u4 ∈ UC
α4

(F ).

Tabelle 13.5.4.1.

C
I

Fixiert
v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 α2 7→ −α2 ◦ - (1)

α3 × - (4)

α4 × - (4)

α5 α5 7→ −α5 ◦ - (1)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα3
C

I
Fixiert

v U

α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 z̄3 = 0 - (2)

α2 α2 7→ −α2 ◦ - (1)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α4 ◦ - (1)

α5 α5 7→ −α5 ◦ - (1)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)
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rα4
C

I
Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 + α4 α2 + α4 7→ −α2 α2 + α4 z̄4 = 1 - (2)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 + α5 α4 + α5 7→ −α5 z̄4 = 0 - (2)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα1+α3
rα3

C
I

Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α3 ◦ - (1)

α2 α2 7→ −α2 ◦ - (1)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α4 ◦ - (1)

α5 α5 7→ −α5 ◦ - (2), (3)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (2), (3)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1), (3)

c4rα2+α4
rα4

C
I

Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 α2 7→ −α4 ◦ - (1)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 + α5
α2 + α4 7→ −α2 α2 + α4 7→ −α2

◦ - (2)
α4 + α5 7→ −α5

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 + α4 −α+ + α2 + α4 7→ α+ z̄2+4 = 0 - (2)

rα4+α5
rα4

C
I

Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 + α4 ◦ - (1)verweisen

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 + α5 + α6 α4 + α5 7→ −α5 − α6 z̄2+4 = 0 - (2)

α5 α5 7→ −α4 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα4+α5+α6
rα4+α5

rα4
C

I
Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 + α4
α2 + α4 7→ −α2 α2 + α4 7→ −α2

◦ - (2)
α4 + α5 7→ −α5 − α6

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α5 α5 7→ −α4 ◦ - (1)

α6 α6 7→ −α5 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

c4r1−α++α2+α4
rα2+α4

rα4
C

I
Fixiert

v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 α2 7→ −α4 ◦ - (1)

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α4 + α5
α2 + α4 7→ −α2 α2 + α4 7→ −α2

◦ - (2)
α4 + α5 7→ −α5

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ −α2 ◦ - (5)

Resultat 13.18. Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom
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Typ E6 über dem p-adischen Körper F , p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 9p in [BFW] beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fixpunktmenge F1

T von T 1(F ) in B(G,F ) aus den
folgenden Kammern:

F1
T = {C, u3rα3C, u4rα4C, u1+3rα1+α3rα3C, u2+4c4rα2+α4rα4C,

u4+5rα4+α5rα4C, u4+5+6rα4+α5+α6rα4+α5rα4C, c4r1−α++α2+α4
rα2+α4rα4C.

Dabei ist c = εα4(z) ein durch die entsprechende Bedingung z = 1 festgelegtes Element aus UC
α4

(F ),
und die ui durchlaufen die Mengen UC

αi
(F ).

13.5.5 Fixpunkte für die Klasse 6p6p3p

Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.3. Es ist ∆1(w∆) = {α2, α3, α5} und

I1 = {α1, α6, α2 + α3 + α4, α2 + α4 + α5, α3 + α4 + α5,−α+},

I2 = {α4, α2 + α3 + α4 + α5, α5 + α6, α1 + α3,−(α+ − α2)},

und

I3 = {α1 + α2 + α3 + α4, α1 + α3 + α4 + α5, α2 + α4 + α5 + α6,

α3 + α4 + α5 + α6,−(α+ − α2 + α3 + α4),−(α+ − α2 + α4 + α5)}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C, u2rα2C, u3rα3C, u5rα5C, u3u2rα2rα3C, u5u2rα2rα5C, u5u3rα3rα5C, u5u3u2rα2rα3rα5C

punktweise fixiert für alle ui ∈ UC
αi

(F ).

Tabelle 13.5.5.1.

C
I1 I2 I3

Fixiert
v U v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 × - (4)

α3 × - (4)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

α5 × - (4)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα2
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α3 × - (4)

α2 + α4 α2 + α4 7→ −α4 z̄2 = 0 - (2)

α5 × - (4)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ −α+ + α2 ◦ - (1)
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rα3
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U

α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 α1 + α3 ◦ - (1)

α2 ×

α3 + α4 α3 + α4 7→ −α4 z̄3 = 0 - (2)

α5 × - (4)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα5
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α2 ×

α3 ×

α4 + α5 α4 + α5 7→ −α4 z̄5 = 0 - (4)

α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 α5 + α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα2
rα3

C
I1 I2 I3

Fixiert

v U v U v U

α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 α1 + α3 ◦ - (1)

α3 × - ↓

α2 + α3 + α4 α2 + α3 + α4 7→ −α4 α2 + α3 + α4 ◦ - (1)

α5 × - (4)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ −α+ + α2 ◦ - (1)

rα2
rα5

C
I1 I2 I3

Fixiert

v U v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α3 × - (4)

α2 + α4 + α5 α2 + α4 + α5 7→ −α4 α2 + α4 + α5 ◦ - (1)

α5 × - ↓

α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 α5 + α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ −α+ + α2 ◦ - (1)

rα3
rα5

C
I1 I2 I3

Fixiert

v U v U v U

α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 α1 + α3 ◦ - (1)

α2 × - (4)

α3 + α4 + α5 α3 + α4 + α5 7→ −α4 α3 + α4 + α5 ◦ - (1)

α5 × - ↓

α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 α5 + α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα2+α4
rα2

C
I1 I2 I3

Fixiert

v U v U v U

α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)

α4 α4 7→ −α2 ◦ - (1)

α2 + α3 + α4 α2 + α3 + α4 7→ −α3 ◦ - (1)

α2 + α4 + α5 α2 + α4 + α5 7→ −α5 ◦ - (1)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ ◦ - (1)

rα3+α4
rα3

C
I1 I2 I3

Fixiert

v U v U v U

α1 + α3 α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 ◦ - (1)

α4 α4 7→ −α4 ◦ - (1)

α2 + α3 + α4 α2 + α3 + α4 7→ −α3 × - (4)

α3 + α4 + α5 α3 + α4 + α5 7→ −α3 ◦ - (1)

α6 α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)
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r
α4+α5

rα5
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U
α1 α1 7→ −α1 ◦ - (1)
α4 α4 7→ −α5 ◦ - (1)

α2 + α4 + α5 α2 + α4 + α5 7→ −α2 ◦ - (1)
α3 + α4 + α5 α3 + α4 + α5 7→ −α3 ◦ - (1)

α5 + α6 α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 ◦ - (1)

1 − α+ −α+ 7→ α+ ◦ - (1)

rα2
rα3

rα5
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U
α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 α1 + α3 ◦ - (1)

α3 × - ↓

α2 + α3 + α4 z̄2 + z̄3 + zz̄5 = 0
α2 + α3 + α4 + α5 α2 + α4 + α5 α2 + α3 + α4 + α5 α4 7→ −α4 und

α3 + α4 + α5 z̄2z̄3z̄5 = 1
α5 × - ↓

α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 α5 + α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ −α+ + α2 ◦ - (1)

r
α2+α3+α4+α5

rα2
rα3

rα5
C

I1 I2 I3
Fixiert

v U v U v U
α1 + α3 α1 + α3 7→ −α1 α1 + α3 ◦ - (1)

α2 + α3 + α4 α2 + α3 + α4 ◦ (1)
α2 + α4 + α5 α2 + α4 + α5 ◦ (1)
α3 + α4 + α5 α3 + α4 + α5 ◦ (1)

α5 + α6 α5 + α6 7→ −α6 α5 + α6 ◦ - (1)

1 − α+ + α2 −α+ + α2 7→ α+ −α+ + α2 ◦ - (1)

Eine Bemerkung zur letzten Kammer C: Überprüft man, ob die zu C über die Wand α2 +α3 +α4 +α5

benachbarte Kammer von T 1(F ) punktweise fixiert wird, so erhält man für die Komponente I1 die
Bedingung z̄2 + z̄3 + z̄5 = 0 und für die Komponente I2 die Bedingung z̄2z̄3z̄5 = 1. Diese beiden
Gleichungen führen zu einer elliptischen Kurve über dem Restklassenkörper von F (siehe Abschnitt
13.5.6).

Resultat 13.19. Sei G eine einfache zusammenhängende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem
vom Typ E6 über dem p-adischen Körper F , p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14
und T ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 6p6p3p in [BFW]
beschrieben wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fixpunktmenge F1

T von T 1(F ) in B(G,F )
aus den folgenden Kammern:

F1
T = {C, u2rα2C, u3rα3C, u5rα5C, u3u2rα2rα3C, u5u2rα2rα5C, u5u3rα3rα5C, u5u3u2rα2rα3rα5C,
u2+4rα2+α4rα2C, u3+4rα3+α4rα3C, u4+5rα4+α5rα5C, c5c3c2u2+3+4+5rα2+α3+α4+α5rα2rα3rα5C}.

Dabei durchlaufen die ci = εαi(zi) alle durch die beiden Bedingungen z2 + z3 + z5 ≡ 0 mod πF und
z2z3z5 ≡ 1 mod πF festgelegten Elemente aus UC

αi
(F ), und die ui durchlaufen die ganzen Mengen

UC
αi

(F ).

13.5.6 Eine elliptische Kurve

Wir kommen noch einmal kurz auf die beiden Bedingungen

a+ b+ z = 0

abz = 1

für Elemente a, b, z ∈ κF aus dem letzten Abschnitt zurück. Ersetzt man in der zweiten Gleichung z
mit Hilfe der ersten Gleichung, so erhält man die Gleichung

ba2 + b2a+ 1 = 0,

die offensichtlich keine Lösung besitzt für b = 0. Die zugehörige homogene Gleichung lautet

(13.2) ba2 + b2a+ c3 = 0
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und kann als Gleichung in P2(κF ) aufgefaßt werden. Normiert man b = 1, so stehen die Lösungen der
Gleichung in Bijektion zu den Lösungen der Gleichung a2 + a+ c3 = 1 und damit zu den κF -rationalen
Punkten der elliptischen Kurve

Y 3 +X2 − 1

4
= 0.

Bemerkung 13.20. Die Anzahl der Kammern in F1
T aus Resultat 13.19 hängt von den κF -

rationalen Punkten der durch Y 3 +X2 − 1
4 = 0 gegebenen elliptischen Kurve ab. Dabei bezeichnet

κF den Restklassenkörper von F .
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