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ABSTRACT

Let G be a simple algebraic group over a p-adic field F' and T' a maximal, anisotropic torus of G. The action of
the group of F-rational points of T" on the affine Bruhat-Tits building of G over F' is not well understood. In
particular, the set of fixed points of such a torus is in general not known. The set of fixed points of a maximal
anisotropic torus is a convex multisimplicial complex, which consists of one single point in case the torus splits
over an unramified extension of F'. The latter result is not true anymore if the torus has a ramified splitting field.
The set of fixed points seems to measure in subtle way the complexity of ramification of the splitting field of
the torus. In this thesis we consider tori which split over a purely tamely ramified extension with cyclic Galois
group. Already this case turns out to be very interesting. We discuss this for the split classical groups and some
exceptional groups. To be more precise, we have the following situation: Let G be a simple split group of type
By, Ch, Dy, Go, Fy or Eg. In this situation, a torus T' with cyclic splitting field £ and Galois group I" can be
described by a conjugacy class in the Weyl group W of G by associating as usual a class in H!(F, N(T)(E))
with 7', if T denotes a maximal split torus in G. Since the absolute Galois group of F' acts via its cyclic quotient
I, this class is already determined by the value of a representing cocycle on a generator of I'. In case the
group G is split and therefore acts trivially on W, the image of this component under the canonical mapping
HY(F,N(T)) — H*(F,W) is an ordinary conjugacy class in W. However, this description of 7" in terms of Galois
cohomology is in general not very useful for the problem stated at the beginning. We provide a method involving
roots which yields an explicit description for the tori corresponding to the primitive conjugacy classes in W in
terms of generators and (polynomial) relations. We see that the set of fixed points of the torus attached to the
coxeter class is contained in one chamber of the building, whereas this is never the case for tori not corresponding
to the coxeter class. We give a detailed description of these cases.

ZUSAMMENFASSUNG

Sei (G eine einfache algebraische Gruppe iiber einem p-adischen Korper F' und T ein maximaler anisotroper F-
Torus in G. Die Operation der Gruppe der F-rationalen Punkte von T' auf dem affinen Bruhat-Tits Gebiude von
G iber F' ist noch nicht gut verstanden. Insbesondere ist die Fixpunktmenge eines solchen Torus im allgemeinen
nicht bekannt. Man weiB, daB die Fixpunktmenge eines maximalen anisotropen Torus ein konvexer multisimpli-
zialer Komplex ist und fiir Tori, die liber einer unverzweigten Erweiterung des Grundkorpers spalten, aus einem
einzigen Punkt besteht. Fiir Tori mit verzweigtem Zerfallungskorper stimmt diese Aussage jedoch nicht mehr. Die
Fixpunktmenge scheint auf eine subtile Art die Komplexitdt der Verzweigung des Zerfillungskorpers des Torus zu
messen. In dieser Arbeit wird der Fall untersucht, daB der Torus iiber einer rein zahm verzweigten Erweiterung mit
zyklischer Galoisgruppe zerfallt. Bereits diese Situation stellt sich als sehr interessant heraus. Wir diskutieren dies
im Fall der spaltenden klassischen Gruppen und in einigen Fallen von exzeptionellen Gruppen. Praziser untersuchen
wir folgende Situation: G sei eine einfache spaltende Gruppe vom Typ B,,,Cy, D, G2, F4 oder Eg. Ein Torus T
mit zyklischem Zerfallungskérper mit Galoisgruppe I' 138t sich in dieser Situation durch eine Konjugationsklasse in
der Weylgruppe W von G beschreiben, indem man dem Torus 7' zunichst wie iiblich eine Klasse in H'(F, N(T))
zuordnet fiir einen maximalen spaltenden Referenztorus T in GG. Da die absolute Galoisgruppe von F' durch den
zyklischen Quotienten I' operiert, ist diese Klasse bereits bestimmt durch den Wert eines reprasentierenden Ko-
zykels auf einem Erzeuger von T'. Dessen Bild unter der natiirlichen Abbildung H'(F, N(T)) — H(F,W) ist
im Fall, daB die Gruppe G spaltet und daher trivial auf W operiert, eine gewohnliche Konjugationsklasse in W.
Diese Beschreibung ist jedoch im allgemeinen nicht sehr niitzlich fiir die eingangs beschriebene Fragestellung.
Wir geben ein Verfahren an, das fiir die primitiven Konjugationsklassen in W eine explizite Beschreibung der
zugehérigen Tori in Termen von Erzeugern und (polynomialen) Relationen zur Verfiigung stellt und in Termen
von Wurzeln formuliert ist. Wir erhalten als Resultat, daB die Fixpunktmenge des Torus T', der zur Coxeterklasse
assoziiert ist, in einer Kammer des Gebiudes enthalten ist. Fiir Tori T', die nicht zur Coxeterklasse assoziiert sind,
hat die Fixpunktmenge dagegen nicht diese Eigenschaft. Wir geben eine detaillierte Beschreibung dieser Fille.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Operation eines maximalen anisotropen Torus 1" einer zusammenhingenden, halbeinfachen linearen
algebraischen Gruppe G iiber einem p-adischen Kérper F' auf dem affinen Bruhat-Tits Gebiude ist
bisher noch nicht genau untersucht. Bekannt ist im allgemeinen nur, daB die Fixpunktmenge von T'(F)
beschrankt ist und im Falle, daB T iiber einer unverzweigten Erweiterung von F' zerfillt, aus einem
einzelnen Punkt besteht nach [T1][3.6.1]. Im verzweigten Fall ist dagegen kein allgemeines Ergebnis
bekannt. In [T1] ist zwar erwdhnt, daB die Fixpunktmenge in einigen Fallen mehr als einen Punkt
enthalt, aber selbst im Fall G = SLy wird hier keine exakte Aussage getroffen. In [Hu] werden fiir
die Gruppen SL,, die Fixpunktmengen der F-rationalen Punkte des maximalen anisotropen Normtorus
T= Rele/F(Gm) fiir einige rein verzweigte Erweiterungen E/F vom Grad n bestimmt. Dabei sind die
F-rationalen Punkte von T als T(F) = {x € E* | Ng/p(z) = 1} erklart, wobei Ng/p die Kérpernorm
von E/F bezeichnet. Wiahrend fiir alle zahm verzweigten Erweiterungen E/F die Fixpunktmenge von
T(F') immer aus genau einer Kammer besteht, lassen sich fiir wild verzeigte Erweiterungen Ergebnisse
tiberhaupt nur unter zum Teil deutlichen Einschrankungen an den Grundkérper und den Grad der
Erweiterung E/F erzielen. Die Ergebnisse weisen in eine Richtung, daB die Fixpunktmengen in gewisser,
aber unklarer Weise den Grad der Verzweigung messen: in wild verzweigten Fillen ist die Fixpunktmenge
meistens, aber nicht immer echt groBer als eine Kammer.

Fixpunktmengen von Tori bzw. einzelnen Toruselementen im Bruhat-Tits Gebdude spielen in mehreren
Bereichen eine Rolle. So lassen sich fiir Elemente t € G(F') mit Zentralisator Gy die Orbitalintegrale

/ Lrry(gtg™")dg,
GU(F\G(F)

die beziiglich der charakteristischen Funktion 15y des punktweisen Stabilisators H(F') in G(F') einer
Facette F im Geb3ude gebildet werden, durch Z3hlen der von ¢ punktweise fixierten Facetten im
G(F)-Orbit von F berechnen. Die Fixpunktmenge von T'(F') ist per definitionem der Durchschnitt der
Fixpunktmengen der einzelnen ¢ € T'(F') und daher in jeder solchen enthalten. Ist ¢ ein Element in T'(F),
dessen Fixpunktmenge mit der des gesamten Torus ilibereinstimmt, 138t sich das Orbitalintegral zu ¢
mit Hilfe der Fixpunktmenge von T'(F) bestimmen. Eine weitere Anwendung finden Fixpunktmengen
anisotroper Tori im Zusammenhang mit den Spurformeln vom Hopf-Lefschetz-Typ (siehe [SS][IV.1.5]).
Der Wert des Charakters einer zuldssigen (unendlich dimensionalen) Darstellung von G(F') auf einem
regular elliptischen Element ¢ 138t sich als endliche alternierende Summe der Spuren der t-Operation auf
den endlich dimensionalen Kohomologiegruppen der kompakten Fixpunktmenge von ¢ mit Koeffizienten
in gewissen Garben ausrechnen.

Besondere Bedeutung kommt topologisch unipotenten Elementen ¢ zu. Mit Hilfe des Tricks von Kaz-
hdan lassen sich Orbitalintegrale obigen Typs eines F-rationalen Elements h iiber G(F) zuriickfiihren
auf Orbitalintegrale des topologisch unipotenten Anteils u von h iiber den Zentralisator GG, des residuell

11



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

halbeinfachen Anteils v von h in G. Letztere lassen sich mit Kenntnis der Fixpunktmenge von u im
Gy (F)-Orbit einer entsprechenden Facette berechnen. Dies ist ein Grund, warum wir uns in dieser Arbeit
auf die Bestimmung der Fixpunktmengen des topologisch unipotenten Anteils der Tori beschranken. Wir
werden sehen, daB es in der Tat topologisch unipotente Elemente in T'(F) gibt, deren Fixpunktmen-
ge mit der des gesamten topologisch unipotenten Anteils iibereinstimmt. Ein weiterer Grund fiir die
Einschrankung besteht darin, daB die Operation von topologisch unipotenten Elementen von G(F') auf
dem Gebiude und damit auch ihre Fixpunktmengen nicht von der Isogenieklasse von GG abhingen.

Ein Problem, vor dem man im Hinblick auf andere klassische und die exzeptionellen Gruppen steht,
ist die Beschreibung der Tori. Die bekannte Beschreibung in Termen von Galoiskohomologie ist fiir
die Berechnung von Fixpunkten im Bruhat-Tits Gebdude nicht geeignet. Wahrend fiir die klassischen
Gruppen sowohl eine algebraische Beschreibung der Tori als auch eine Einbettung nach G relativ leicht
zuganglich ist, ist dies fiir exzeptionelle Gruppen nicht der Fall. Der erste Teil der Arbeit stellt daher
eine fiir unsere Zwecke geeignete Darstellung von gewissen maximalen Tori in G zur Verfiigung. Im
zweiten Teil wird dann die Fixpunktmenge der F'-rationalen Punkte der konstruierten Tori im Bruhat-
Tits Gebdude bestimmt. Auch der Fall G = SL,,, in dem die Ergebnisse nach [Hu] bereits bekannt sind,
wird in der uniformen Sprache dieser Arbeit vollstdndig behandelt.

Wir werden fiir gewisse Tori T' paarweise kommutierende, halbeinfache Elemente vy,...,vx in der
Liealgebra von G angeben, so daB T das Produkt von Untertori 77, ..., T} ist und die F-rationalen
Punkte von T; fiir jede F-Algebra EX Polynome in v; mit Koeffizienten in E sind. Die v; liegen dabei in
der Summe gewisser, von i abhangiger Wurzelraume. In dieser Darstellung lassen sich die Fixpunkte von
T(F') im Bruhat-Tits Gebdude dann alleine anhand der , erzeugenden Elemente" v; unter Ausnutzung
der Weylgruppenoperation auf den Wurzeln bestimmen.

1.1 Beschreibung eines anisotropen Torus am Beispiel der SL,

Als Leitfaden fiir die Vorgehensweise in dieser Arbeit betrachten wir den einfachsten Fall G = SL,, =
{g € GL,, | det(g) = 1} und nehmen an, daB der Korper F' die Einheitswurzeln der Ordnung n enthilt.
Die Untergruppe der Diagonalmatrizen in GG ist ein maximaler spaltender Torus

T:{diag(tl,...,tn)]tl---tnzl}

in G. Die Wurzeln o; fir i = 1,...,n — 1, definiert durch

) t
a;(diag(ty, ... ty)) = - 21,
i+

bilden ein System einfacher Wurzeln A fiir das Wurzelsystem ® von G beziiglich T. Die positive Wurzel
maximaler Hohe o beziiglich A ist dann gegeben durch

at(diag(ty, ..., tn)) = t—l

ln
Die zugehdrigen eindimensionalen Untergruppen Uy, (bzw. U,+) von G bestehen aus den Matrizen in
G, deren Eintrdge bis auf den an Position (7,7 + 1) (bzw. an (1,n)) mit den Eintrdgen der Einheits-
matrix 1,, iibereinstimmen. Die entsprechenden Unterguppen zu den negativen Wurzeln sind gerade die
transponierten Matrizen. Die beziiglich A positiven Wurzeln oz haben Wurzeluntergruppen Uy, die aus
oberen Dreiecksmatrizen bestehen. Die Liealgebra g = sl,, von G besteht aus den Matrizen mit trivialer
Spur, und die Diagonalmatrizen in g bilden die Liealgebra t von T. Der Wurzelraum u,, (bzw. u,+)
in g besteht entsprechend aus allen Matrizen in sl,,, deren Eintrdge bis auf den an Position (i, + 1)
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(bzw. an (1,n)) trivial sind. Wir bezeichnen nun fiir « € AU{—a™} mit X,, das Element in u,, dessen
einziger nichttrivialer Eintrag gleich 1 ist. Das Element

0 1

Ny =
o1

€ 0
liegt fiir ¢ = (—1)"~! im Normalisator N (T)(F) und wird unter der natiirlichen Abbildung N (T) — W

in die Weylgruppe W von G auf das Coxeterelement w = s,, , - Sqa, abgebildet. Dabei bezeichnet
Sq; die zu «; assoziierte Spiegelung in W.

Sei ¢ : G — G/Z(G) die zentrale Isogenie in die adjungierte Form G,q von G. In unserem Fall ist
Gaq = PSL,,. Die Objekte TY, Uéf’i und nly seien erklart als die Bilder der jeweiligen Objekte unter der
Isogenie 1) bzw. der induzierten Abbildung di) zwischen den Liealgebren von G und G,q. Das Element
N, hat das Minimalpolynom X™ — € und ist in G,q konjugiert zu

WA = ¢(dla’g(17 Cn_1> <H_27 s ><)) € Tw(F)v

wenn ( eine ab jetzt fixierte primitive n-te Einheitswurzel bezeichnet. Das Element wa hat die Eigen-
schaft, daB a(wa) = ¢ gilt fir alle « € AU {—at}.

Sei nun E eine rein zahm verzweigte Korpererweiterung von F' vom Grad n. Dann existieren Unifor-
misierende 7 von F' und g von E mit % = mp. E ist also eine Galoiserweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe T', die durch o(7g) = (g operiert fiir einen geeigneten Erzeuger o von T'. Sei p die
reguldre Darstellung von E iiber F', d.h. p(x) € GL(E) bezeichnet die Multiplikation mit = auf dem
F-Vektorraum E fiir ein z € E. Sei T' = Res}la/F(Gm) der Normtorus zur Erweiterung E/F', d.h.
T(F) = Kern(det op). Wegen detop = Ng/p gilt p(T(F)) C SL(E). Wir beschreiben nun die F-
rationalen Punkte von T explizit. Dazu wahlen wir die Basis B = (ﬂ‘%—l, ...,7g,1) von E iiber F und
betten T'(F') beziiglich B nach G(F') = SL,(F') ein. Sei

0 1

v:=p(TE) =
1

TR 0
und P =ag+ a1 X + ...+ a,_1 X" ! ein Polynom in F[X]. Fiir das durch P beschriebene Element
n—1

xp=P(rp) =ao+a1mg + ...+ ap_17g

in E gilt dann p(zp) = P(v). Das Bild jedes Elements aus E unter p ist also ein Polynom in einem
universellen Element v € M(F'). Wir sehen nun, daB v in der Liealgebra g(F') liegt. Genauer gilt

v=mpX_ ot + ) X,
a€EA

wenn die X, die oben beschriebenen Elemente aus u,(F) sind fir « € AU {—a*}. Fiir die Wurzeln
aus A U {—a™} gilt nun wie oben bereits gesehen a(wa) = ¢. Daher gilt

Ad(wa)(v) = v,
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d.h. v ist ein Eigenvektor von wa in g(F') zum Eigenwert (. Das Element v hat das Minimalpolynom
X™ — mp und ist daher konjugiert zu

o= diag(rp, (rp, G, ., () = - diag(1,¢, 2L, ) et

Es gilt nun Ad(ny,)(9) = nwong! = (o, d.h. ¥ ist ein Eigenvektor von Ad(n%) in t zum Eigenwert ¢. Da
nY auf t durch sein Bild w in der Weylgruppe operiert, ist ¥ ein Eigenvektor von w zum Eigenwert . Das
Element g € G.q, das n% nach wa konjugiert, kann deshalb so gewahlt werden, daB g in G,q(F) liegt
und gleichzeitig @ nach v konjugiert (g kann um Elemente aus TY abgeindert werden, um gig~! = v
zu erreichen). Die Erweiterung E von F' schlieBlich ist isomorph zu der vom Minimalpolynom X" — 7p

von v erzeugten Erweiterung von F'.

Wir kommen nun auf die Normbedingung zu sprechen, die die Elemente von T definiert. Wir verwen-
den hier eine Sichtweise, die fiir die SL,, sehr kiinstlich anmutet, sich aber auf die anderen Gruppen
ibertragen 13Bt. Die Determinante ist eine Multilinearform vom Rang n in den Spalten einer Matrix
aus GL,,. Die Gruppe G = SL,, 13Bt sich als Automorphismengruppe der Determinantenfunktion det
beschreiben, d.h.

G = {9 € GL, | det(gay, ..., ga,) = det(ai,...,a,) fir alle a; € F"}.

Fiir g € GLy, bezeichne g;) die Abbildung, die in einer quadratischen Matrix der GréBe n die i-te Spalte
¢; durch den Vektor gc; ersetzt. Dann 138t sich die Liealgebra g = sl,, beschreiben als

g=1{g€My|) detogy =0}.

i=1
Wir betrachten jetzt eine Basis by, ...,b, aus Eigenvektoren von v. Die Matrix A habe als Spalten
Vektoren aq,...,a, aus der Menge {by,...,b,} mit zugehdrigen Eigenwerten y1,...,y,. Dann gilt

n

(1.1) 0="> (detovy)(A) = det(4) > "y
=1

i=1
wegen v € g und

(det ov)(A) = det(A) [ J s-
=1

Fiir ein beliebiges, wie oben durch das Polynom P € F[X] beschriebene Element zp in E gilt daher

n

(det op(ap))(A) = (det oP(v))(A) = det(4) [] P(ws).

i=1

Wegen der Multilinearitdt von det konnen wir die Gleichheit det og = det zeigen, indem wir sie auf
solchen Matrizen zeigen, deren Spalten in der Menge {b1,...,b,} enthalten sind, also auf Matrizen
wie A. Wir sehen dann, daB das Element xp genau dann in T'(F) liegt, wenn det(A) = 0 oder
[T, P(y;) = 1 ist. Der einzige Fall, in dem det(A) # 0 gilt, ist der Fall, daB die Spalten von A
paarweise verschieden, also genau die Elemente by, ..., b, sind. In diesem Fall erzwingt die Liealgebra-
bedingung (1.1) die Relation > | y; = 0, d.h. die y; sind n (in diesem Fall paarweise verschiedene)
Nullstellen des Minimalpolynoms von v, deren Summe verschwindet. Im allgemeinen Fall liefern gerade
solche Verschwindungsrelationen zwischen Nullstellen gewisser Minimalpolynome die Normbedingun-
gen, die den jeweiligen Torus beschreiben. In unserem Fall sind die Gleichungen [];", P(y;) = 1 fir
alle paarweise verschiedenen Nullstellen y; des Minimalpolynoms von v dquivalent zu der Gleichung
[T, [P(¢'X)] = [1] in F[X]/(X"™ — ), denn die y; sind die Elemente ('mp fir i = 1,...,n. Der
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Ausdruck [Ti,[P(¢'X)] ist aber gerade die Kérpernorm N p(zp), wenn man F[X]/(X" — mp) mit
E identifiziert.

Wir wollen den Torus 7' noch in Termen von Galoiskohomologie beschreiben. Da T durch ein Element
g € Gaq mit gnﬁg_l = wa zu TY konjugiert und iiber F' definiert ist, liegt das Element ¢~ '¢” in
N(TY) fiir jedes 7 € Gal(F/F). Wir wihlen wieder wie oben g so, daB g € Goq(E) und gig~' = v
gilt. Dann hingt der Ausdruck g~1¢™ nur vom Bild von 7 in Gal(E/F) =T ab. T? definiert also eine
Klasse in H*(T', N(T?)), die aufgrund der zyklischen Struktur von I' bereits eindeutig bestimmt ist
durch g~'¢° fiir einen Erzeuger o von I'. Ohne Einschrinkung operiere o = o¢ durch o(mg) = (7E.
Wir ordnen T' nun das Bild wr von g~ '¢° in der Weylgruppe von G zu. Die Gleichung Ad(g)(?) =
Ad(g)(mg - diag(1,¢,...,¢" 1)) = v zeigt durch Anwendung von o, daB

Ad(go)(o-(ﬂ-E) : dlag(L ga s ’Cn—l)) =v
und damit Ad(¢°)(?) = mpo(rg)~tv gilt, denn v und diag(1,¢,...,¢" 1) sind F-rational. Es folgt

WY = Ad(g_lgg)("b) = 7TEO'(7TE)_11~).

Insbesondere ist also (! ein Eigenwert von wy. Da die Gruppe G spaltet und bereits iiber Q definiert
ist, hat wr einen Q-rationalen Vertreter in N(T), der vermdge Ad auf dem ebenfalls iiber Q definierten
Vektorraum t operiert. Da die Kreisteilungspolynome irreduzibel sind iiber Q, taucht das Kreisteilungs-
polynom der Ordnung n als Faktor im charakteristischen Polynom von wr auf. Es ist z.B. aus [BFW]
bekannt, daB es nur eine Konjugationsklasse in der Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ A, _1
gibt, die die primitiven n-ten Einheitswurzeln als Eigenwerte auf Z[®] @7 F 2 t besitzt, namlich die
Klasse der Coxeterelemente. Also ist wy in W konjugiert zu w. Zwei 1-Kozykel (a,) und (b;) definieren
nun genau dann dieselbe Klasse in H'(I', W), wenn a, = 2~ 'b, 27 gilt fiir ein 2 € W. Da die Gruppe G
spaltet, operiert I' aber trivial auf W, und zwei Elemente in W, aufgefaBt als 1-Kozykel in W, definieren
genau dann dieselbe Klasse in H!(I', W), wenn sie in W konjugiert sind. Wir sehen also, daB die durch
T definierte Klasse in H'(T', W) gerade der Konjugationsklasse der Coxeterelemente entspricht.

Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen. Ausgehend von einem System einfacher Wurzeln A (be-
ziiglich eines fixierten maximalen spaltenden Torus T) und einem Element w in der Weylgruppe W von
G haben wir ein Element wa, das in dieser Arbeit als , baryzentrischer Punkt" bezeichnet werden wird,
in Taq = ¥(T) konstruiert. Fixiert man einen Eigenwert ¢ von w (fiir die Operation auf t), so wahlt wa
durch die Bedingung

a(wa) =¢

eine Menge von Wurzeln ®:(wa) aus. In dem Raum Pacd, (wa)la gibt es einen rationalen Eigenvektor
v von wa zum Eigenwert (, dessen Minimalpolynom eine rein verzweigte Korpererweiterung F iiber F
mit zyklischer Galoisgruppe I' erzeugt, so daB die Elemente in G(F'), die Polynome mit gewissen Ko-
effizientenbedingungen in v sind, gerade die F'-rationalen Punkte eines Torus 1" mit Zerfallungskorper
E mit zyklischer Galoisgruppe I sind. In unserem Fall definiert T' gerade die Klasse in H'(I', W), die
der Konjugationsklasse von w entspricht, also des Elements, von dem wir ausgegangen sind. Die Ko-
effizientenbedingungen, die den Torus T definieren, ergeben sich durch die Multilinearform, in deren
Automorphismengruppe G enthalten ist, und gewissen Relationen zwischen den Nullstellen des Mini-
malpolynoms von v.

Wir werden diese Vorgehensweise benutzen, um fiir eine einfache spaltende Gruppe G, deren Wurzel-
system nicht vom Typ E; oder Eg ist, zu gewissen (ndmlich den in [BFW] als primitiv bezeichneten)
Konjugationsklassen w in W Tori T,, in G zu konstruieren, die zyklische Zerfallungskérper mit Galois-
gruppe I'7 haben und unter geeigneten Voraussetzungen gerade wieder die Klasse w in H(I'p, W)
definieren. Dies stellt den ersten Teil der Arbeit dar. Im allgemeinen reicht die Wahl eines halbeinfachen
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Eigenvektors des baryzentrischen Punktes nicht aus, um einen maximalen Torus von GG zu beschreiben.
Man erhilt zunichst einen Torus, dessen Dimension kleiner sein kann als der Rang der Gruppe. In diesem
Fall muB man mehrere paarweise kommutierende halbeinfache Eigenvektoren wahlen, deren zugehdrige
Tori zusammen einen maximalen Torus 7' bilden. Auch kommt man im allgemeinen nicht mit einer
Normbedingung aus, um die einzelnen Anteile von T zu beschreiben. Ist G durch mehrere Multiline-
arformen (beispielsweise eine Bi- und eine Trilinearform) beschrieben, bendtigt man unter Umstinden
auch mehrere Normbedingungen beziiglich verschiedener Zwischenkorper.

Die gewonnene Beschreibung des Torus 7" hat zum einen den Vorteil, daB eine algebraische Darstellung
wie T = Resllil/F(Gm) nicht a priori bekannt sein muB. Alleine mit den Eigenwerten des betrachte-
ten Weylgruppenelements als Ausgangsdaten sowie einer Darstellung der Gruppe G lassen sich alle
bendtigten GroBen beschreiben. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die exzeptionellen Gruppen wich-
tig. Zum zweiten ist die Darstellung der F-rationalen Punkte von T" als Polynome in einem universellen
Element v der Liealgebra schon adaptiert an die Frage nach der Fixpunktmenge von T'(F'). Wir wer-
den sehen, daB die Fixpunktmenge einer geeigneten Teilmenge von T'(F') im Bruhat-Tits Gebdude mit
der einzelner, bestimmter Elemente in T'(F) libereinstimmt. Fiir diese ausgezeichneten Elemente 158t
sich die Fixpunktmenge jedoch alleine an dem Element v entscheiden. Die spezielle Gestalt von v als
Summe von Wurzelvektoren ermdglicht dann eine kombinatorische Vorgehensweise zur Bestimmung der
Fixpunktmenge. Zur Veranschaulichung verfolgen wir den Fall G = SL,, weiter. Alle Bezeichnungen
seien wie oben.

1.2 Fixpunkte eines anisotropen Torus am Beispiel der SL,

Fiir jede Wurzel o € ® und jede ganze Zahl m € Z ist a + m eine affine Funktion auf dem affinen
Raum A := X, (T) ®z R, wobei X, (T) die Gruppe der Kocharaktere von T bezeichnet: Fiir x € A hat
man

(o +m)(z) = a(z) +m.

Die Zusammenhangskomponenten des Komplements aller affinen Hyperebenen H,, ,,, = (a+m)~1({0})
(fiir « € ®,m € Z) in A bilden die Kammern von A. Das affine Bruhat-Tits Gebiude B(G, F) zu G
iiber F entsteht nun durch Verkleben der Elemente von G(F) x A beziiglich einer Aquivalenzrelation.
Die Kammern in B(G, F) sind die Bilder von Kammern in A unter G(F).

Die Untergruppe Iw(F') von G(F'), die aus denjenigen ganzzahligen Matrizen besteht, die obere Drei-
ecksmatrizen sind modulo 7, ist der punktweise Stabilisator einer Kammer C in A. Da v eine obere
Dreiecksmatrix modulo 7p ist, gilt p(T'(F')) C Iw(F'), d.h. T'(F') fixiert die Kammer C punktweise. Aus
der Theorie der Gebaude ist bekannt, daB die Fixpunktmenge von T'(F') in B(G, F') in dieser Situation
ein zusammenhingender Komplex von endlich vielen Kammern ist. Wir werden also als ersten Schritt
die zu C benachbarten Kammern in B(G, F') dahingehend untersuchen, ob sie von T'(F) punktweise

fixiert werden. Die Wande von C sind die Hyperebenen Hy,..., H,_1, die zu den affinen Funktionen
ai,...,0n—1 € A gehdren, zusammen mit der Hyperebene Hy, die der Funktion o™ — 1 entspricht.
Wir setzen der Einfachheit halber noch ap := —a™ und X,,, := 7pX_,+. Die Matrix r,, sei erklart als

ra; = (In + Xa,)(1n — X5,) (1 + Xa,).-

Das Element r,, ist die Spiegelung an H; in A. Dann hat jede Kammer C;(2) in B(G, F'), die zu C
iber die Hyperebene H; benachbart ist, die Gestalt

Ci(z) = (1 + 2Xq,)ra,C
fir ein Element z € Op. Die Kammer C;(z) wird genau dann von T'(F') punktweise fixiert, wenn

(1.2) ral (L4 2X0,) " p(T(F))(1 + 2Xa, )ra, C Iw(F)
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gilt. Sei nun xp € T(F) ein (beliebiges) Element mit P(X) = ag+a1 X +...+a,—1 X" ' und a; € O%
(wir lassen die Existenzfrage an dieser Stelle auBen vor). Ein solches Element hat zwei Eigenschaften:
Zum einen ist die Bedingung (1.2) genau dann erfiillt, wenn sie schon fiir das eine Element p(xp) erfiillt
ist. Zum zweiten ist letzteres genau dann der Fall, wenn die Bedingung (1.2) fiir v ,erfiillt" ist, d.h.
wenn v eine obere Dreicksmatrix ist modulo wp. Wegen v € g gilt

ral (L4 2X0,) (1 + 2Xa,)ra, = Ad((1 + 2Xa,) et (v) € g,

und explizites Nachrechnen zeigt, daB Ad((1 + 2X,,) 'r;!)(v) keine obere Dreiecksmatrix modulo

7p ist. Der Grund besteht darin, daB in der Zerlegung von Ad((1 + zX,,) 'r 1) (v) beziiglich g =

t® P co Ua der Anteil des Wurzelraumes u_,, gerade X/, fiir 1 <i <n—1 und ;E—Xéo fir ¢ = 0 ist.
F

Im ersten Fall (i > 0) ist Xéi eine untere Dreicksmatrix, deren nichttrivialer Eintrag gleich 1 ist und

daher nicht verschwindet modulo 7, wahrend fiir i = 0 die Matrix W%Xéo den Eintrag % hat und

daher nicht mehr ganzahlig ist. Wir sehen also, daB die Fixpunktmenge von T'(F) in B(G, F') genau
aus der Kammer C besteht.

Es ist kein Zufall, daB gerade die Negativen der Wurzeln aus AU {—oﬁ} dafiir verantwortlich sind, daB
Ad((142Xa,)"'rg 1) (v) keine obere Dreicksmatrix ist modulo 7. Wenn ito(F) die Elemente aus g(F)
bezeichnet, die obere Dreicksmatrizen sind modulo 7, so haben wir gesehen, daB die Bedingung (1.2)
fir T'(F) dquivalent ist zur entsprechenden Bedingung fiir v, wenn Iw(F') durch ito(F') ersetzt wird.
Die Elemente = aus it (F') lassen sich nun so charakterisieren, daB fiir = in der Zerlegung beziiglich

g:t@@aeéua
x:xﬁ-Zxa

alle Komponenten ganzzahlig sein miissen und die z, fiir negative Wurzeln « verschwinden miissen
modulo mp. Das Bild einer Komponente xg unter Ad(r,,;) liegt im Wurzelraum Us,, (3), Wenn sq, die
zu «; gehorige Spiegelung in der Weylgruppe von G ist. Fiihrt also s,, eine positive Wurzel 3 in eine
negative Wurzel iiber, so muB man priifen, welche Bewertung der eventuelle nichttriviale Eintrag von
Ad(rqa,;)(z3) hat. In unserem Fall ist s,,(c;) = —ay negativ fiir 1 < i < n — 1 und der nichttriviale
Eintrag von Ad(r,,)(zq,) gleich 1, also eine Einheit.

In [Hu] wird dieses Ergebnis durch korpertheoretische Uberlegungen erzielt. Das Gebiude B(G, F)
1aBt sich dquivalent in Termen von Op-Gittern in der Erweiterung E/F beschreiben: Die Ecken der
Kammern von B(G, F) sind Aquivalenzklassen von (vollstandigen) O-Gittern in E, und n Ecken bilden
die Ecken einer Kammer genau dann, wenn es reprasentierende Gitter gibt, die bestimmte, von np
abhéngige Indizes ineinander haben. Die Operation von T'(F') auf B(G, F’) stimmt tiberein mit der von
der Multiplikation der Gitter mit E* induzierten Operation. Es wird gezeigt, daB T'(F')-invariante Ecken
in B(G, F') gerade solchen Gittern entsprechen, die Og-Moduln sind. Letztere sind die gebrochenen
Ideale (7%,) fiir i € Z und definieren genau die n Ecken einer Kammer.

Wir fassen unsere Uberlegungen wieder zusammen. Wir wollen die Fixpunktmenge von T'(F) im Bruhat-
Tits Gebdude B(G, F') bestimmen. Ist T' wie im ersten Teil beschrieben durch einen halbeinfachen
Eigenvektor v des baryzentrischen Punktes, so existiert eine Kammer C in B(G, F'), die von T'(F)
punktweise fixiert wird. Deshalb bildet die Fixpunktmenge von T'(F') einen zusammenhangenden, endli-
chen Kammerkomplex in B(G, F'). Ausgehend von C beschreiben wir eine beliebige Kammer C' als Bild
von C unter einem g € G(F) in einer standardisierten Form mit Hilfe von affinen Spiegelungen und
unipotenten Elementen, die zu den Wurzeln von G assoziiert sind, die in gewisser Weise den Hyper-
ebenen entsprechen, die C' von C trennen. Die Frage nach Fixpunkten von T'(F') |aBt sich reduzieren
auf die entsprechende Frage fiir geeignete einzelne Elemente in T'(F') und weiter auf die Frage, welche
g € G(F) die obere Dreiecksgestalt modulo 7w von v erhalten. Aufgrund der speziellen Darstellung von
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g lassen sich die Auswirkungen, die die Konjugation mit g auf v hat, im Hinblick auf die Dreiecksgestalt
von v alleine durch die Operation der Weylgruppe auf den Wurzeln abschatzen. In unserem speziellen
Fall G = SL,, haben wir auf diese Weise gesehen, daB nur die Kammer C von T'(F) punktweise fixiert
wird.

Das Ergebnis fiir die SL,, ist charakteristisch fiir die Tori, die der Coxeterklasse entsprechen, und
zwar unabhingig vom Wourzelsystem der Gruppe. Der Grund besteht darin, daB8 in diesen Fallen der
baryzentrische Punkt genau die Wurzeln auswahlt, die zu den Wanden der Kammer C assoziiert sind.
Das Argument im Fall G = SL,, 13Bt sich fast wortlich auf den allgemeinen Fall ibertragen. Fiir Tori, die
nicht der Coxeterklasse entsprechen, ist die Situation jedoch véllig anders. Hier wird stets mehr als eine
Kammer von T'(F) punktweise fixiert, so daB wir auch komplexere Bedingungen als (1.2) untersuchen
miissen. Hier konnen die unipotenten Elemente, die in der Darstellung von ¢ auftauchen, ebenfalls
Wourzeln liefern, die ihr Vorzeichen unter gewissen Spiegelungen dndern. Ist dies der Fall, so werden
die Kammern, die iiber die entsprechende Wand zur aktuell betrachteten Kammer C benachbart sind,
genau dann punktweise fixiert, wenn C in einem von bestimmten, durch die beteiligten unipotenten
Elemente festgelegten Apartments liegt. Man erhilt im allgemeinen Fall folgende Einteilung der Wande
(die jeweils affinen Funktionen a4+ m entsprechen fiir eine Wurzel « und eine ganze Zahl m € Z) einer
von T'(F") punktweise fixierten Kammer C'in drei Typen: solche Wande, fiir die es nicht von der Kammer
C' abhingt, ob die iiber die entsprechende Wand benachbarten Kammern von T'(F') punktweise fixiert
bzw. nicht punktweise fixiert werden, und schlieBlich solche, fiir die dies nicht der Fall ist. Man beachte,
daB man aufgrund der Operation der Weylgruppe auf den Wurzeln in den beiden Fillen, in denen es
Kammern gibt, die nicht punktweise fixiert werden, noch nicht entscheiden kann, ob die entsprechenden
benachbarten Kammern wirklich nicht fixiert werden. Man muB nachpriifen, daB die Konjugation von v
mit den entsprechenden unipotenten Elementen und Spiegelungen tatsichlich nichttriviale Komponenten
in den jeweiligen Wurzelrdumen liefert.

1.3 Eine kapitelweise Beschreibung der Arbeit

In Kapitel 2 werden noch einmal kurz die wesentlichen Schritte zur Konstruktion der Tori beschrieben
sowie die Rolle der Isogenieklasse der betrachteten Gruppe im Hinblick auf den zweiten Teil diskutiert.

In Kapitel 3 folgt eine kurze Ubersicht iiber die Theorien, die fiir diese Arbeit von grundlegender
Bedeutung sind. Allgemein bekannte Aussagen werden weder bewiesen noch mit exakter Quellenangabe
zitiert, da sie entweder wohlbekannt oder in allen Standardwerken zu den entsprechenden Themen
aufgefiihrt sind. Bendtigen wir im weiteren Verlauf spezielle Aussagen im Umfeld dieser Theorien, so
sind diese als Satze formuliert und (falls nétig) auch bewiesen.

In Kapitel 4 werden zwei fiir die Arbeit zentrale GréBen, der baryzentrische Punkt bzw. der baryzentri-
sche Vektor, konstruiert. Im ganzen Kapitel arbeiten wir in der adjungierten Form von G, um primitive
Weylgruppenelemente ordnungserhaltend in den Normalisator eines maximalen spaltenden Torus liften
zu konnen. Die ersten beiden Abschnitte treffen Vorbereitungen fiir die Konstruktion, die im dritten
Abschnitt erfolgt. SchlieBlich werden erste Aussagen iiber die Eigenwerte von primitiven Weylgruppen-
elementen gemacht, die spater in den konkreten Fallen zur Bestimmung der Wurzeln fiihren, die durch
den baryzentrischen Punkt ausgewahlt werden.

Kapitel 5 beschaftigt sich mit dem Zentralisator des baryzentrischen Punktes. Seine Einskomponente
ist eine reduktive Gruppe und operiert auf dem Unterraum, der aus den Wurzelrdumen zu den vom
baryzentrischen Punkt ausgewahlten Wurzeln in der Liealgebra besteht. Diese Operation 148t sich aus-
nutzen, um Aussagen iiber die Gestalt des Minimalpolynoms eines Eigenvektors des baryzentrischen
Punktes beziiglich einer rationalen Darstellung zu machen, was in Abschnitt 5.3 geschieht.
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In Kapitel 6 geht es um Darstellungen der betrachteten Gruppen G und ihrer Liealgebren. Die Mini-
malpolynome der Eigenvektoren v des baryzentrischen Punktes beziiglich einer rationalen Darstellung
erzeugen F-Algebren, in denen man Tori mit Hilfe gewisser Gleichungen algebraisch beschreiben kann.
Alle Darstellungen beschreiben die Gruppen durch die Automorphismengruppen (eventuell mehrerer)
Multilinearformen. Die Gleichungen, die die Tori dann in den Algebren definieren, hdngen von den ent-
sprechenden Multilinearformen ab. Im ersten Abschnitt wird allgemein fiir eine F-Algebra und eine
Darstellung des eben beschriebenen Typs untersucht, welche Elemente der Algebra als Polynome in v
nach G abgebildet werden kdnnen. Dies wird einerseits in Kapitel 10 zur Definition der Tori fiihren, und
gleichzeitig eine Einbettung in die Gruppe G liefern. Die drei folgenden Abschnitte beschiftigen sich
mit der Struktur der Minimalpolynome der Elemente v sowie Rationalitdtsfragen in diesem Kontext.
Abschnitt 6.5 trifft mit Hilfe von Darstellungen erste Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen den
von uns (spater) konstruierten Tori und den Konjugationsklassen in der Weylgruppe, von denen ausge-
hend die Tori konstruiert werden. Der letzte Abschnitt schlieBlich beschreibt die in der Arbeit speziell
verwendeten Darstellungen.

Das Thema in Kapitel 7 sind die Gleichungen, die die Tori als Untergruppen geeigneter F-Algebren
definieren. Diese Gleichungen hingen ab von den Nullstellen der Polynome, die die entsprechenden
Algebren erzeugen, also in unserem Fall den Minimalpolynomen der Eigenvektoren des baryzentrischen
Punktes. Kapitel 7 analysiert die relevanten Relationen zwischen den Nullstellen und die zugehorigen
Gleichungen in den Algebren und schafft eine Situation, so daB man die Ergebnisse aus Abschnitt 6.1
anwenden kann, um den Torus in die Gruppe einbetten zu kdnnen.

Die beiden Kapitel 8 und 9 stellen nun alle bisher beschriebenen relevanten GroBen fiir die betrach-
teten Gruppen beziiglich der speziellen Darstellungen aus Abschnitt 6.6 zur Verfiigung. Dies sind die
vom baryzentrischen Punkt ausgewdhlten Wurzeln, die Minimalpolynome von gewissen Eigenvektoren
des baryzentrischen Punktes sowie konkrete Beispiele fiir solche Eigenvektoren. Letztere sind insbe-
sondere fiir den zweiten Teil der Arbeit wichtig, da dort die Bewertung bestimmter Koeffizienten eine
wesentliche Rolle spielt und es daher relevant ist, welche freien Parameter fiir die Beschreibung der
Eigenvektoren zur Verfiigung stehen. Die vom baryzentrischen Punkt ausgew3hlten Wurzeln lassen sich
fiir die Coxeterklasse uniform fiir alle betrachteten Wurzeltypen bestimmen (Kapitel 8), wahrend fiir
Konjugationsklassen, die kein Coxeterelement enthalten, die Ergebnisse in jedem einzelnen Fall anderes
sind (Kapitel 9). Die Vorgehensweise zu ihrer Bestimmung ist jedoch immer diesselbe. In den Abschnit-
ten, die sich mit den Minimalpolynomen beschaftigen, werden neben der Struktur derselben auch die im
Hinblick auf die Kapitel 6 und 7 relevanten Relationen zwischen den Nullstellen der Minimalpolynome
beschrieben. Der Abschnitt 9.4.4 schlieBlich ist als Einschub zu verstehen und macht auf einen Zusam-
menhang zwischen einem Minimalpolynom vom Grad 27 im Fall der Klasse 9,, fiir ein Wurzelsystem vom
Typ Eg und der Geradenkonfiguration einer nichtsinguldren kubischen Flache aufmerksam: Die in dieser
Arbeit relevanten Relationen zwischen den 27 Nullstellen des entsprechenden Polynoms definieren auf
der Nullstellenmenge dieselben Inzidenzrelationen, die zwischen den 27 Geraden einer kubischen Fliche
das Schnittverhalten bzw. die Inklusion in Ebenen (Tritangentialebenen) beschreiben.

Kapitel 10 stellt das zentrale Kapitel des ersten Teils der Arbeit dar. Fiir jede betrachtete einfache
spaltende Gruppe G wird fiir jede primitive Konjugationsklasse in der Weylgruppe ein Torus T (al-
gebraisch) beschrieben und eine Einbettung nach G angegeben, so daB 7' ein maximaler Torus in G
ist, der bei geeigneter Wahl eines Parameters anisotrop ist und der unter geeigneten Voraussetzungen
des Grundkérpers F' einen zyklischen Zerfillungskérper mit Galoisgruppe I'r hat und gerade auf die
jeweilige primitive Konjugationsklasse in W als Element in H*(T', W) abgebildet wird.

Kapitel 11 gibt eine kurze Ubersicht iiber die Konstruktion sowie die wichtigsten Fakten des affinen
Bruhat-Tits Gebaudes fiir einfache spaltende Gruppen nach Bruhat und Tits. In Abschnitt 11.5 wird
ein alternativer Zugang zum Bruhat-Tits Gebdude in Termen von Kammersystemen vorgestellt. Der
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letzte Abschnitt schlieBlich hat vorbereitenden Charakter und stellt eine Beschreibung von Kammern im
Gebdude zur Verfiigung, die an die Einbettung der Tori aus Kapitel 10 adaptiert ist und in Kapitel 13
zur Fixpunktbestimmung benutzt wird.

In Kapitel 12 werden die restlichen Aussagen zusammengetragen, die zur Fixpunktbestimmung relevant
sind. Dies beinhaltet neben einigen Eigenschaften von Fixpunktmengen im Geb3ude, die die Frage nach
Fixpunkten auf die Frage nach punktweise fixierte Kammern reduziert, vor allem die Existenz geeigneter
Elemente im topologisch unipotenten Anteil der Tori, deren Fixpunktmenge mit der des ganzen topolo-
gisch unipotenten Anteils iibereinstimmt. AuBerdem wird eine mit dem Bruhat-Tits Gebaude und den
Darstellungen aus Abschnitt 6.6 kompatible O-Struktur auf G und damit eine Kammer im Gebaude
ausgezeichnet, die sogenannte Standardkammer, die stets von den Tori aus Kapitel 10 punktweise fixiert
wird. SchlieBlich wird die Operation der O-rationalen Punkte der Zusammenhangskomponente der Eins
des Zentralisators des baryzentrischen Punktes auf den zur Standardkammer benachbarten Kammern
untersucht, die eine untere Abschatzung der Fixpunktmenge der Tori erlaubt.

Kapitel 13 beschreibt einen Algorithmus zur Bestimmung der Fixpunktmenge der Tori aus Kapitel 10,
der es aufgrund der expliziten Beschreibung der Tori prinzipiell erlaubt, die Fixpunktmenge mit Hilfe
eines Computers zu berechnen. In den folgenden beiden Abschnitten werden weitere Reduktionsschritte
durchgefiihrt, die es letzten Endes erlauben, die Fixpunkte der Tori anhand der einzelnen Eigenvekto-
ren des baryzentrischen Punktes zu bestimmen. Die Vorgehensweise reduziert sich schlieBlich alleine
auf Untersuchungen innerhalb des Wurzelsystems. Im Coxeterfall fixieren die Tori genau die Punkte
der Standardkammer, wihrend dies sonst nie der Fall ist. Die genaue Fixpunktmenge 138t sich aber
nicht universell beschreiben, sie variiert mit dem Typ des Wurzelsystems und der jeweiligen primitiven
Konjugationsklasse in der Weylgruppe.

1.4 Ausblick

Wir geben zum SchluB noch einen kurzen Ausblick auf Fragestellungen, die offen geblieben sind oder sich
aus der vorliegenden Arbeit ergeben. Gruppen, deren Wurzelsystem vom Typ F; oder FEg ist, werden
in dieser Arbeit nicht behandelt. Dies hat jedoch nur den Grund, daB die konkrete Bestimmung der
Minimalpolynome und der ausgewahlten Wurzeln, die zur Beschreibung der Tori und zur Bestimmung
derer Fixpunkte notwendig sind, in diesen Fallen mit mehr Aufwand verbunden sind, da die zur Verfiigung
stehenden Darstellungen relativ hohe Dimension haben. AuBerdem ist zu erwarten, daB im Fall der Eg
im Coxeterfall mit drei Normbedingungen zu arbeiten ist, was den Nachweis der Existenz geeigneter
Elemente im Torus ebenfalls komplizierter macht. Strukturell lassen sich alle Argumente dieser Arbeit
jedoch fiir alle einfachen spaltenden Gruppen anwenden. Daher sind fiir die fehlenden Fille £ und Ejg
auch strukturell dieselben Ergebnisse zu erwarten wie fiir die anderen Gruppen.

Ein weiterer Ansatz besteht darin, die Forderung, daB der Grundkérper I’ geeignete Einheitswurzeln
enthalt, abzuschwachen oder ganz fallen zu lassen. Die Tori, die man erhilt, haben dann einen zwar noch
zahm, aber nicht mehr (im eigentlichen Sinne) rein verzweigten Zerfillungskorper, dessen unverzeigter
Anteil durch das Hinzuadjungieren der entsprechenden Einheitswurzeln entsteht. Die Tori bleiben aber
tiber der unverzweigten Teilerweiterung anisotrop. Da sich das Bruhat-Tits Gebaude unter unverzweigten
Galoiserweiterungen , gut"” verhilt, lassen sich Resultate eventuell durch Galoisabstieg aus dieser Arbeit
ableiten. Als weitere Verallgemeinerung stellt sich die Frage, wie die Situation fiir Tori aussieht, die iiber
unverzweigten Erweiterungen nicht mehr anisotrop sind. Eine anderes Problem besteht darin, sich mit
nicht primitiven Tori oder nicht spaltenden Gruppen auseinander zu setzen.

SchlieBlich sei noch kurz die Annahme diskutiert, daBl die Restklassencharakteristik von F' als hinrei-
chend gut im Sinne von Definition 12.12 angenommen wird. In den konkreten Fillen lassen sich die
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Ausnahmeprimzahlen direkt bestimmen, und man stellt fest, daB es sich nur um sehr wenige Primzahlen
handelt. In den Coxeterfédllen der Typen F; und Eg z.B. ist p = 13 die einzige Ausnahmeprimzahl.
Man koénnte fiir diese wenigen Fille die Situation so modifizieren, daB ebenfalls Aussagen iiber die
Fixpunktmengen mdglich sind.
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Kapitel 2

Die Strategie

In diesem Kapitel werden wir die Vorgehensweise erldutern, nach der wir eine fiir uns geeignete explizite
Darstellung primitiver F-Tori in G mit zyklischem Zerfillungskorper gewinnen. Im ersten Abschnitt
werden wir kurz die Klassifikation von F-Tori mit zyklischer Galoisgruppe I' durch die erste Koho-
mologie H'(I', W) von Gamma mit Werten in der Weylgruppe W von G beschreiben. Im zweiten
Abschnitt konstruieren wir im Fall, daB G einfach und von spaltendem Typ ist, zu gewissen Elementen
aus H'(I', W) die entsprechenden Tori, indem wir sie iiber ihre Liealgebra rekonstruieren.

2.1 Klassifikation von F-Tori durch H(I", V)

Sei F' ein (zunichst beliebiger) Korper, der geeignete Elemente enthalte (dies wird spater genauer
spezifiziert werden). Sei G eine spaltende, iiber F' definierte lineare algebraische Gruppe, T ein maxi-
maler, spaltender Torus in G und W die Weylgruppe von G. Sei nun T ein weiterer maximaler, iiber F’
definierter Torus in G. Dann sind T und T in G konjugiert, d.h. es existiert g € G mit

T =gTg L.

Sei nun I die absolute Galoisgruppe von F'. Da T und T iiber F' definiert sind, gilt °T =T und °T =T
fiir alle o € T. Es folgt gTg~' = “¢gT?¢~" oder

(97'g)T(°g'g) =T.

Die Kokette (g7'g%)ser ist ein 1—Kozykel mit Werten im Normalisator N (T) von T, definiert also eine
Klasse in H'(I', N(T)). Wir ordnen nun T das Bild 7 dieser Klasse unter der natiirlichen Abbildung
HY(T,N(T)) — HYT',W) zu. Da G eine spaltende Form ist, operiert T' trivial auf W, und zwei
Kozykel definieren genau dann dieselbe Klasse in H'(I', W), wenn sie in W (gewohnlich) konjugiert
sind. Operiert nun I liber einen zyklischen Quotienten, so ist vy schon bestimmt durch die zu einem
Erzeuger des Quotienten gehdrige Komponente, entspricht also einer Konjugationsklasse in W.

Sei nun umgekehrt v eine Klasse in H'(I', W). Wir haben die folgende Situation:

HYT',N(T)) — H\(T', G)

|

HY(T, W)
Dann gilt v = 77 fiir einen F-Torus T genau dann, wenn ein Lift von v nach H(I', N(T)) in H'(T', G)

berandet wird, also im Kern der Abbildung H'(I', N(T)) — H(T, G) liegt. Startet man nun mit einer
beliebigen Konjugationsklasse w in der Weylgruppe, so gehort diese genau dann zu einem Torus mit
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zyklischer Galoisgruppe, wenn es eine galoissche Kummererweiterung mit zugehériger Galoisgruppe I'r
gibt, so daB w (interpretiert als Klasse in H(T', W), wobei I iiber den Quotienten I'7- operiert) einen
Lift nach HY(T', N(T)) besitzt, der in H'(I', G) berandet wird. Wir werden in dieser Arbeit durch die
explizite Angabe entsprechender Tori zeigen, daB spezielle Klassen in W (namlich die primitiven, siehe
Abschnitt 3.8) zu einem Torus korrespondieren.

2.2 Die Liealgebra hy von T

Die Idee, den Torus T zu finden, besteht darin, 1" {iber seine Liealgebra h zu rekonstruieren. In diesem
Abschnitt wird erlautert, wie sich h geeignet beschreiben [aBt.

Wir starten also mit einer Konjugationsklasse w in W mit Reprasentant w. Sei n,, € N(T) ein Re-
prasentant endlicher Ordnung von w (in der adjungierten Form G,q existiert sogar ein Reprisentant,
der dieselbe Ordnung hat wie w). Da n,, halbeinfach ist, existiert g € G mit 7i,, := gn,g~' € T. Wir
setzen nun T := gTg~'. T ist ein maximaler Torus in G.

Wir werden ab jetzt annehmen, daB 7' iiber F' definiert ist, um einen Kandidaten fiir 7" zu finden. Es
existiert dann eine endliche Korpererweiterung E/F von minimalem Grad, so daB g bereits in G(E) liegt.
Die Erweiterung E/F ist nicht notwendigerweise galoissch. Die explizite Beschreibung des Kandidaten
fiir T zeigt a posteriori, daB T fiir eine geeignete Wahl von g in der Tat schon ein F-Torus ist, und da3
sein Zerfallungskorper galoissch und zyklisch ist, falls ' geeignete Elemente enthilt.

Falls T iiber F definiert ist, wird T beschrieben durch die Klasse von (¢ 1g%)ser in HY(T', N(T)).
Da G eine spaltende Form ist, ist die Operation von I'" auf W trivial. Daher vertauscht das Bild von
ay := ¢ 'g% in W mit w, d.h. a, liegt im Zentralisator von w. Wir wollen nun die F-rationalen Punkte
von T beschreiben, ohne das Element g zu kennen. Dies tun wir, indem wir T" {iber seine Liealgebra b1
rekonstruieren.

Sei dazu v € t := Lie(T) ein rationaler Eigenvektor von Ad(n,,) zum Eigenwert ( fiir eine geeignete
primitive Einheitswurzel . Wir nehmen an, daB ¢ bereits in F' liegt. Ad(g)(v) ist dann ein halbeinfacher
Eigenvektor in h7 := Ad(g)(t) zum Eigenwert ¢ fiir Ad(72,,), aber nicht notwendigerweise rational. Wir
schreiben nun Ad(g)(v) in der Form

Ad(g)(v) = A7

fiir ein rationales © und ein A € F™*. Es folgt
Ad(g71g7)(v) = AT\,

Diese Gleichung erlaubt es uns spater, den Typ von T zu bestimmen. Man beachte noch, daB A~'\?
invariant ist unter Ersetzung von v und ¥ durch skalare Vielfache.

Wegen Ad(n,,)(0) = (0 und n,, € T liegt v gerade in der Summe der Wurzelrdume von g, die zu den
Wourzeln o gehdren mit (i) = ¢. Denn wegen 7n,, € T operiert Ad(7,,) auf dem Wurzelraum zur
Wurzel « ja gerade durch a(7,,). Unser Ansatz besteht nun darin, den Vektor ¢ zu finden. Wir suchen
also in g mit a(ir)=c¥a €in halbeinfaches Element.

2.3 Von hy nach T

Wir wollen nun mit Hilfe eines halbeinfachen, rationalen Eigenvektors v € hr von Ad(n,,) zum Eigen-
wert ¢ Elemente in T' bzw. T'(F’) konstruieren.
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Sei dazu p eine treue rationale Darstellung von G und dp die assoziierte Darstellung von g. Wir identifi-
zieren ab jetzt G mit p(G) C GL(V') und g mit dp(g) C M(V'). Motiviert wird unsere Vorgehensweise
von der Exponentialfunktion: Fiir ein Element = € g liegt (unter geeigneten Voraussetzungen) exp(z)
in G. Als Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums besitzt x ein Minimalpolynom p.
Daher ist exp(z) ein Polynom in x, dessen Grad kleiner als der von  ist.

Unser Ansatz besteht darin, Polynome P in © zu betrachten und die Bedingungen zu bestimmen,
denen die Koeffizienten von P geniigen miissen, damit P(?) in G liegt. Wahlt man die Koeffizienten
der Polynome dabei in einer Erweiterung E/F, so beschreibt man die E-wertigen Punkte von G. Die
Polynome P kommen also im wesentlichen aus der Algebra E[X]/u. Es wird sich herausstellen, daB
die Koeffizientenbedingungen beziiglich © gewissen Normbedingungen in E[X]/u entsprechen und eine
algebraische Beschreibung eines Untertorus T von T liefern.

Es gilt nicht immer T3 = T'. Dies ist in manchen Fillen so, in anderen hat man jedoch eine echte
Inklusion. In diesen Fillen 138t sich T nur aus mehreren Komponenten aufbauen, die alle die Form
T, haben fiir einen halbeinfachen, rationalen Eigenvektor in hr von Ad(n,). Es gilt also dann T =
Ty, X ...x Ty, fiir entsprechende x;. Da alle x; aber in der Liealgebra eines Torus liegen, kommutieren
sie paarweise. Diese Eigenschaft ist wesentlich bei der Wahl der z;.

2.4 Beschrinkung auf topologisch unipotente Elemente

Wir werden die von uns gesuchten Tori fiir die Gruppen konstruieren, die durch die Darstellungen von
Abschnitt 6.6 beschrieben werden. Fiir die Konstruktion der Tori werden wir in der adjungierten Gruppe
arbeiten (siehe Kapitel 4), was aber keine Rolle spielt, da die Weylgruppe, das Wurzelsystem sowie die
Liealgebra der Gruppe, also die nach den Abschnitten 2.1 und 2.2 zur Konstruktion relevanten GréBen,
nicht von der Isogenieklasse der Gruppe abhingen.

Im zweiten Teil der Arbeit, in dem es um die Bestimmung der Fixpunkte geht, reduzieren wir uns auf
die Untergruppe der topologisch unipotenten Elemente der primitiven Tori. Dies hat zwei wesentliche
Vorteile: Diese Unterguppe fixiert nach Korollar 13.6 eine Kammer im affinen Bruhat-Tits Geb3ude
punktweise, so daB wir wegen Korollar 13.6 die Aussage 12.4 anwenden konnen. AuBerdem ist das
Ergebnis, also die Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils des Torus, nach Korollar 11.6
unabhingig von der Isogenieklasse der Gruppe. Die Fixpunktmenge des ganzen Torus ist in der seines
topologisch unipotenten Anteils enthalten und variiert mit der Isogenieklasse von G.
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Kapitel 3

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir eine Reihe von Aussagen in der Form zusammen, wie sie im weiteren
Verlauf bendtigt werden.

3.1 Halbeinfache und reduktive Gruppen

Sei GG eine zusammenhingende lineare algebraische Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper F und R das Radikal von G, d.h. die groBte Untergruppe von G, die zusammenhingend, normal
und auflésbar ist. G heiBt halbeinfach, wenn R trivial ist, und reduktiv, wenn R kein nichttriviales
unipotentes Element besitzt. Ist G reduktiv, so ist R die Zusammenhangskomponente der Eins des
Zentrums Z(G) von G und ein zentraler Torus in G, und es gilt G = R - [G, G]. Der Durchschnitt von
R(G) mit [G,G] ist endlich, und die derivierte Gruppe [G, G| ist halbeinfach.

3.2 (Ko-)Charaktere und Paarung

Sei G eine zusammenhangende lineare algebraische Gruppe und 7" ein maximaler Torus in G. Ein Cha-
rakter von T ist ein Morphismus von T in die multiplikative Gruppe G,,,. Die Menge aller Charaktere von
T wird mit X*(T') bezeichnet. X*(T') ist eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gleich der Dimension
von T ist.

Ein Kocharakter von T ist ein Morphismus von G,,, nach T'. X, (T') bezeichnet die freie abelsche Gruppe
aller Kocharaktere. Ihr Rang stimmt mit dem von X*(T') iiberein.

Die Zusammensetzung eines Charakters nach einem Kocharakter von T ist ein Endomorphismus von
Gyy,. Die Endomorphismengruppe von G, ist isomorph zu Z vermége n +— (z +— z™). Wir erhalten
eine Paarung (, ) : X*(T) x X.(T) — Z, die nichtausgeartet ist und daher Isomorphismen X*(T") =
Hom (X, (T),Z) und X.(T) =2 Hom(X*(T),Z) induziert.

3.3 Liealgebra

Sei GG eine zusammenhingende lineare algebraische Gruppe. Der Tangentialraum im neutralen Element
tragt die Struktur einer Liealgebra und wird mit g = Lie(G) bezeichnet. Jeder Morphismus algebraischer
Gruppen liefert durch Differentiation einen Morphismus der zugehorigen Liealgebren. Man erhilt also
einen kovarianten Funktor von der Kategorie der algebraischen Gruppen in die der Liealgebren.

Fiir ein festes Element g € G ist die Konjugation Int(g) mit G ein Automorphismus von G. Die Ableitung
von Int(g) wird mit Ad(g) bezeichnet und ist ein Automorphismus der Liealgebra g. Wir erhalten also
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eine Abbildung Ad : G — GL(g). Ad ist sogar wieder ein Morphismus algebraischer Gruppen und kann
erneut abgeleitet werden. Der entstehende Morphismus ad : g — gl(g) von Liealgebren ist gegeben
durch ad(z)(y) = [xy], wobei [, | die Lieklammer von g bezeichnet.

3.4 Adjungierte Darstellung und (Ko-)Wurzeln

Eine zusammenhingende halbeinfache lineare algebraische Gruppe G operiert auf ihrer Liealgebra durch
die adjungierte Darstellung Ad. Fiir einen Torus T ist die Menge Ad(T) eine Menge von paarweise
kommutierenden Automorphismen von g, ist also simultan diagonalisierbar. Wir konnen den endlich-
dimensionalen Vektorraum g daher schreiben als

g= @ Va

aeX*(T)

fir Vo = {v € g | Ad(t)v = a(t)v firallet € T}. Die a« € X*(T), fir die V,, nichttrival ist,
heiBen Gewichte der adjungierten Darstellung. Die nichttrivialen Elemente unter den Gewichten heien
Wurzeln von G beziiglich T' und bilden ein Wurzelsystem & im Sinne von [Hum1][9.2]. Die Lielalgebra
t von T ist genau der Raum V;. Die Dimension von t ist gleich der Dimension von T

Der Torus T operiert auf seiner Liealgebra t durch die adjungierte Darstellung trivial. Daher hangt
Ad(n)| fiir ein Element n im Normalisator von 7' nur von seinem Bild in N(7')/T" ab. Fiir eine Klasse
w € N(T')/T mit Reprasentant n € N(T') und ein v € t schreiben wir daher kurz wv fiir Ad(n)(v).

Zu jeder Wurzel o € ® gibt es einen eindeutigen Kocharakter a¥ mit (o, a") = 2. Der Kocharakter
oV heiBt Kowurzel von o. Die Menge aller Kowurzeln wird mit ®V bezeichnet und bildet ebenfalls ein
Wourzelsystem.

3.5 Affine Gruppenschemata und Definitionskoérper

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine R-Algebra. Seien 7* : A - A®p A,1* : A —
A,e: A— A Algebrahomomorphismen, die die , Gruppenaxiome" Assoziativitdt, Existenz des Inversen
und Existenz des neutralen Elements erfiillen (vgl. [Sp2][2.1.3,2.1.5]). A heiBt dann affines Gruppen-
schema liber R. Sei nun G eine zusammenhangende lineare algebraische Gruppe iiber dem algebraisch
abgeschlossenen Korper F', der R enthilt. G hat eine R-Struktur (bzw. ist iiber R definiert bzw. heiBt
R-Gruppe), wenn fiir die Algebra der F-reguliren Funktionen F[G] von G

FIGl=A®grF

gilt fiir ein affines Gruppenschema A iiber R und die Gruppenoperationen von GG gegeben sind als
™ ®id,* ®id, e ®id . Fiir jede R-Algebra E C F' bezeichnet in diesem Fall E[G] die Algebra E[G] =
A ®p E und G(E) die Menge der Homomorphismen E[G] — E. ©* induziert eine Gruppenstruktur
(als abstrakte Gruppe) auf G(E). G(E) ist dann die Gruppe der E-rationalen Punkte von G mit
Funktionenalgebra E[G]. Ein Morphismus zwischen zwei R-Gruppen G und H heiBt iiber R definiert,
wenn die assoziierte Abbildung zwischen F[H] und F|[G] schon R[H] nach R[G] abbildet.

Sei F ein Unterkdrper von F. Fiir eine F-Gruppe G und einen F-Torus T in G sind X5(T) bzw.
X, r(T) die F-Morphismen in X* bzw. X,. Analog sind ®z und <I>IV; definiert.

Eine F-Gruppe G spaltet oder zerfillt iber F', wenn es einen maximalen Torus T" in GG gibt, der iiber
F isomorph ist zu dem Produkt G,,, x ... x G;, mit dimI" Faktoren. Einen solchen spaltenden Torus
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bezeichnen wir mit T. Fiir einen spaltenden F-Torus gilt X7 = X* und ®r = ® und eine analoge
Aussage fiir die Kocharaktere und Kowurzeln.

Sei G eine F-Gruppe. Dann ist die Liealgebra g von G ebenfalls iiber F' definiert in dem Sinne, daB
g als F-Vektorraum durch Koeffizientenerweiterung eines F-Vektorraums entsteht und die Lieklammer
mit dieser F-Struktur vetraglich ist. Weiter existiert ein maximaler Torus T in G, der {iber F' definiert
ist. Der Normalisator und Zentralisator von T sind dann ebenso iiber F' definiert wie ihre Liealgebren.
Ist G halbeinfach und spaltend mit Wurzelsystem & beziiglich eines maximalen spaltenden Torus T, so
sind die Untergruppen U, bzw. die Unteralgebren u, fiir alle a € ® liber F' definiert.

3.6 Weylgruppe

Sei G eine zusammenhangende lineare algebraische Gruppe, 1" ein maximaler Torus in G und N(T)
sein Normalisator. Der Quotient N(T")/Z(T) ist endlich und als abstrakte Gruppe unabhingig von der
Wahl von T, da alle maximalen Tori in G konjugiert sind. Die Gruppe N(T)/Z(T) heiBt Weylgruppe
von G und wird mit W¢ bezeichnet. Ist G reduktiv, so ist Z(T)) = T und W = N(T)/T. W operiert
auf T' und damit auf X*(T'), X, (T),®,®" und t. Fiir die Paarung X*(T') x X,(T) — Z gilt

(w(@),w™'(8)) = {a. B)
fur alle o € X*(T),8 € Xo(T) und w € W.

Sei nun G eine reduktive F-Gruppe und S ein maximaler tiber F' spaltender Torus in G. Dann sind N (.S)
und Z(S) ebenfalls iiber F' definiert und damit auch die relative Weylgruppe Wg r == N(S)/Z(S).
W, r ist eine Untergruppe von W und operiert auf X (1), Xy p(T), @, Y, t(F). Ist G eine spaltende
Gruppe, so gilt Wg,r = Wag.

3.7 Anisotropie von Tori und Weylgruppenelementen

Der Begriff ,,anisotrop” wird in zwei Kontexten verwendet: fiir F'-Tori und Elemente der Weylgruppe.
Proposition 3.2 besagt, daB sich die beiden Begriffe unter geeigneten Voraussetzungen entsprechen.

Sei GG eine zusammenhangende, reduktive, spaltende, liber einem Korper F' definierte lineare algebraische
Gruppe und T ein maximaler spaltender F-Torus in G. Sei W = N(T)/T die Weylgruppe von G und
® das Wurzelsystem von G.

(i) Sei T ein weiterer maximaler, liber F' definierter Torus in G mit Zerféllungskorper E. Der Torus
T heiBt anisotrop, wenn T" keinen nichttrivialen iiber F' spaltenden spaltenden Untertorus besitzt.
Dies ist aquivalent dazu, daB I' := Gal(E/F) fixpunktfrei auf dem Kocharaktergitter X, (T") von
T operiert, also daB3

X. (=0

gilt.

Sei nun E/F zyklisch und wr € W klassifiziere T' wie in Abschnitt 2.1 beschrieben. Der durch
die Konjugation ¢T'g~! = T gegebene lsomorphismus 7" = T induziert einen Isomorphismus
der Kocharaktergitter X, (T') = X, (T). Dieser Isomorphismus ist I'-dquivariant, wenn man einen
Erzeuger o von I' vermoge wp auf X, (T) operieren 13Bt. T ist also genau dann anisotrop, wenn

X* (T)wT =0

gilt.
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(ii) Ein Element w € W heiBt anisotrop, wenn
Z[®V]Y =0

gilt.

Lemma 3.1. Sei M ein torsionsfreier Z-Modul und N C M ein Untermodul von endlichem Index.
Sei weiter A eine Gruppe von Automorphismen von M, die N invariant liffit. Dann gilt

MA=0 < NA=0.

Beweis: Die eine Richtung ist klar wegen N C M. Sei also x € M Fixpunkt von A. Da M/N endlich
ist, liegt ein ganzzahliges Vielfaches mx von x in N. Die Operation von A ist Z-linear. Daher ist mx
ebenfalls Fixpunkt von A, also gilt nach Voraussetzung max = 0. Es folgt x = 0. O

Proposition 3.2. Seien G,T,T und W wie oben. Sei weiter Gal(E/F) zyklisch. Dann ist T ani-
sotrop genau dann, wenn wr anisotrop ist.

Beweis: Wir miissen zeigen:
X,(T*T =0 < Z[®]"T =0.
Da Z[®"] endlichen Index in X, (T) hat, folgt die Aussage aus Lemma 3.1. O

Bemerkung 3.3. Ein Element w € W ist genau dann anisotrop, wenn kein Figenwert von w
beztiglich der Operation auf t gleich eins ist.

Beweis: Die Abbildung X, ®7 G, — t, die gegeben ist durch

B@x— (df)(x),

ist ein WW-3quivarianter Isomorphismus, wenn W auf der linken Seite iiber den Faktor X, operiert. Dies
folgt aus der Isomorphie von X, ®z G,, = T (man identifiziere T mit GY™T und benutze Proposition
4.5) und die Funktorialitat der Ableitung. O

Bemerkung 3.4. Ein Cozeterelement ist immer anisotrop.

Beweis: Sei w ein Coxeterelement in . Die Eigenwerte von w auf Z[®] ®z R sind nach [Hum3][3.16]
alle von 1 verschieden. Also hat w keinen Fixpunkt in Z[®] ®z R und auch nicht in Z[®]. Dualisieren
liefert das gewiinschte Ergebnis. O

3.8 Primitivitdt von Tori und Weylgruppenelementen

Der Begriff , primitiv" kennzeichnet urspriinglich eine Eigenschaft von Weylgruppenelementen, die in
einer entsprechenden Situation auf F-Tori iibertragen wird.

Sei die Situation wie in Abschnitt 3.7. Ein anisotropes Element w € W heiBt primitiv, wenn
|H((w), Z[@]*/Z[@"])| = |H' ({w), Z[2"])|

gilt. Aufgrund der Anisotropie von w ist die Abbildung HO((w), Z[®]* /Z[®"]) — H'({(w),Z[®"]) in
der langen exakten Kohomologiesequenz bereits injektiv, deshalb ist die Primitivitdt dquivalent dazu,
daB obige Abbildung ein Isomorphismus ist. In der Situation von 3.7(i) nennt man einen maximalen
F-Torus T primitiv, wenn das zugehorige wp € W primitiv ist.
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Proposition 3.5. Sei w € W primitiv. Dann steigt w in kein echtes Subsystem von ® ab, d.h.
es existiert kein echtes Subsystem ®1 von ®, so daf$ die Konjugationsklasse von w einen Vertreter
aus der Weylgruppe Wi = W (®1) C W von Py besitzt.

Beweis: Es geniigt, die Aussage fiir maximale Subsysteme ®; von ® zu zeigen. Ein solches entsteht,
indem eine Wurzel o aus dem affinen Dynkindiagramm gestrichen wird. Ein maximales Subsystem
hat stets denselben Rang wie ®. Eine Wurzel heiBt speziell, wenn das durch Streichen der Wurzel «
entstandene maximale Subsystem ®,, wieder gleich ® ist. Aquivalent dazu ist, daB Z[®,]* = Z[®]* gilt.
Sei o =37 ca ba und Q(I) = Z[I]* /Z[I"] fiir eine Teilmenge I von ®. Dann ist eine Wurzel o € A
genau dann speziell, wenn b, = 1 gilt, denn da A(®,,) entsteht, indem man in A(®) die Wurzel « durch
o ersetzt, hitte sonst Z[®,] einen echten Index in Z[®]. Sei nun w € W anisotrop, und w steige ab in
ein echtes maximales Subsystem &, d.h. b, > 1. Da der Rang von ®, mit dem von ® iibereinstimmt,
hat Z[®"] endlichen Index in Z[®?] und Z[®]* endlichen Index in Z[®,]*. Wegen der Anisotropie von
w und Lemma 3.1 folgt Z[®Y]{) = 0 (bzw. (Z[®,]*)™) = 0). Die lange exakte Kohomologiesequenz
zu 0 — Z[®)] — Z[®Po]* — Q(Pn) — 0 mit Q(P,) = Z[P]/Z|P]* impliziert dann, daB die Abbildung
Q(®,) — H'({(w),Z[®)]) injektiv ist. Man beachte dabei, daB die Weylgruppe W (®) trivial auf Q(®)
operiert, da dies schon fiir die W erzeugenden Spiegelungen der Fall ist: s,(8) — 3 = (o, 8)a" und
(o, B) € Z nach Definition von Z[®]*. Wir zeigen nun: |H'((w),Z[®Y])| = |H'({(w),Z[®"])| und
Q(®) C Q(P,). Dies widerspricht dann der Primitivitat von w.

Fiir die Gleichheit der Kardinalitdten der beiden H' benutze man den Herbrand-Quotienten. Da Z[®]
bzw. Z[®,] endlich erzeugt sind, exitiert fiir beide Moduln der Herbrand-Quotient. AuBerdem stimmen
die beiden Herbrand-Quotienten iiberein, da Z[®,] endlichen Index in Z[®] hat. Wegen der Anisotropie
von w sind aber die jeweiligen HO als Quotienten der HO trivial. Daher stimmen die Herbrand-Quotienten
mit den Kardinalititen der jeweiligen H' iiberein, die also gleich sein miissen. Nun zur zweiten Aussage.
Es gilt offensichtlich Z[®)] C Z[®"] und Z[®]* C Z[®,]*. Daher geniigt es, Z[®]* C Z[P,]* bzw.
Z[P,] C Z]®] zu zeigen. Letzteres gilt aber, da o nach Annahme nicht speziell ist. O

3.9 Affine Spiegelungen und affine Weylgruppe

Sei V ein reeller euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Eine Spiegelung ist ein Endomor-
phismus s von V, der einen von null verschiedenen Vektor 8 auf —@3 abbildet und die zu 3 senkrechte
Hyperebene Hjg punktweise fixiert. sg 1aBt sich darstellen in der Form

B CY)
6} =0 =757

Offensichtlich 148t sg das Skalarprodukt invariant, ist also ein orthogonaler Automorphismus von V.

3.

Eine affine Spiegelung ist eine Spiegelung an einer Hyperebene, die nicht notwendigerweise den Nullpunkt
enthalt. Eine affine Spiegelung ist demzufolge im allgemeinen nicht linear, sondern die Komposition einer
(linearen) Spiegelung und einer Translation. Sei also ¢(v) die Translation um v € V und Y := %
fir 8 € V. Jede affine Hyperebene hat die Form

Hgp={veV|(v,p) =k}

fir ein B € V und ein k € R. Die Hyperebenen Hpg sind genau die linearen Hyperebenen, die den
Nullpunkt enthalten. Hg j, entsteht durch Translation um %ﬁv aus Hg . Die affine Spiegelung sz, 1aBt
sich darstellen durch
sgr(v) = v —((v,8) = k)BY.
Es gilt
Sgk = t(k‘ﬁv) 0 53.
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In unserem Fall ist V' = X, ®z R der von den Kocharakteren erzeugte Vektorraum. Die (endliche)
Weylgruppe W von G operiert auf X, und damit auf V. Sei (, ) ein Wg-invariantes Skalarprodukt
auf V. Die kanonische Paarung zwischen X* und X, erlaubt eine Identifikation von X* mit X2ue,
Vermoge des Skalarprodukts 138t sich dann X% =~ X* mit einer Teilmenge von V identifizieren. Wir
bezeichnen das Bild von @ unter dieser Identifikation ebenfalls mit ®. Sei H die Menge der Hyperebenen

H={Hyr|ac® kelZ}

und W,.g die von allen Spiegelungen an affinen Hyperebenen in H erzeugte Gruppe. Wg heiBt affine
Weylgruppe. Nach [Hum3][4.2] gilt
Wag = Z[®V] x W,

wo W die von den linearen Spiegelungen s,,a € ® erzeugte Untergruppe ist und Z[®"] als Gruppe
von Translationen operiert. Nach [Ca3][1.9] stimmen die Operationen von W und W auf V' iiberein.
In der Tat gilt W = W.

3.10 Restriktion der Skalare

Sei E/F eine endliche separable Kérpererweiterung und G eine iiber E definierte zusammenhingende
lineare algebraische Gruppe. Die iiber F' definierte Gruppe Resg,p G ist charakterisiert durch

fiir jede F-Algebra L und geht aus G hervor durch Restriktion der Skalare. Ist E ein Korper, existiert
ein liber der normalen Hiille E™ von E definierter Isomorphismus

ReSE/F G G[E:F],

und es gilt

Obiger Isomorphismus ist induziert von dem lIsomorphismus F' @p E — Doctiomy (5,7 T @ € —
(xo(e))y. Ist F’ ein Zwischenkdrper, so hat man einen iiber E™ definierten Isomorphismus

RGSFi/F ReSE/F’(G) = ReSE/F(G)

Sei nun speziell G = Gy,. Dann ist Resgp Gy, ein [E : F|-dimensionaler Torus. Der Zerfillungskorper
von Resg/p Gy, ist die normale Hiille E™ von E iiber F'.

Sei wieder F eine endliche separable Korpererweiterung von F'. Die lineare algebraische Gruppe Reslla/F(Gm)
ist definiert durch die folgende exakte Sequenz algebraischer Gruppen:

] —— Rele/F(Gm) —— Resg/p(Gr) —= Gy, —— 1

|

Gh/F G

Dabei ist ¢ der iiber E™ definierte Isomorphismus von oben und ¢ gegeben durch (z,) — [[zs. o
durchliuft dabei I' := Hompg(E, F). Die Abbildung ¢ wird Gal(F/F)-iquivariant, wenn Gal(F/F)
vermoge

((25)s) = (7—_1(3370))0

auf GIEF! = (F*)[EF] operiert. Alternativ 3Bt sich ResE/F(Gm) iber die Determinantenfunktion
erklaren. Resg/p(Gnm)(L) = (L ®F E)* operiert auf dem L-Modul L ®p E durch Multiplikation als
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Gruppe linearer Modulautomorphismen. Sei ¢, = ¢1/p : GL(L ®F E) — L* die Determinante auf
GL(L ®F E). Dann gilt fiir die L-wertigen Punkte von Res}la/F(Gm)

Res}la/F(Gm)(L) = Kern(¢p).
Da ¢r mit der Kérpernorm N p von E iber F' iibereinstimmt, gilt speziell
Rele/F(Gm)(F) ={z € E" | Ngp(z) = 1}.
RGSE/F(Gm) ist ein anisotroper Torus vom Rang [E : F| — 1 und heiBt Norm-Torus zu E/F.

Lemma 3.6. Seien E/F'/F separable Kérpererweiterungen und L eine F-Algebra. Wir fassen
Hompg (E, F) als Untergruppe von Homp (E @p L, F @p L) auf, indem wir o € Homp/ (E, F) auf
FE ®p L iiber den Faktor E operieren lassen. Sei nun T die lineare algebraische Gruppe iiber F', die
definiert ist durch
T(L)={re E®rL | I c@=1
o€Hom ./ (E,F)

Dann ist T isomorph zu Resg /p RGSE/F,(Gm).

Beweis: Sei L eine F-Algebra und L' = L®r F'. Wegen Resp/p Resgp (Grn) = Resg/p(Gr) geniigt
es zu zeigen, daB fiir ein z € (L®p E)* 2 L' @ E gilt:

br () = H o(z).

o€Hom ./ (E,F)

Fiir v € (F' @ E)* = E* ist die Determinante ¢p//p/(z) der Multiplikation mit = auf E gerade die
Korpernorm Ng/p(7) = HoeHomF,(E,F) o(x) von x. Man sieht leicht, daB dann ¢/ /() fiir z €
(L' @pr E)* gegeben ist durch ¢/ /p/(2) = HUGHomF/(E',F)(id ®0)(x). Man beschreibe beispielsweise
die Determinatenfunktion ¢,/ durch das Element e A Az € NY(I @p E), wenn n der
F'-Rang von L' ® =+ E und wiL’ die i-te Koordinatenfunktion beziiglich der F’-Basis 1 ® ef’w ist fiir eine

F'-Basis e’ ,... eX” von E. Man kann dann leicht nachrechnen, daB aus der Gleichheit
Z(—l)sgn(T)wfl®~'®w5l: H o
TESK o€Hom p/ (B, F)

wegen 27" = id®@zf" die Gleichheit

Z (=19l @ @zt = H id®o
TESK UGHOmF/(E,F)

folgt. O
Lemma 3.7. Seien E/F'/F separable Kdérpererweiterungen.

(i) Ist T" ein (anisotroper) Torus iber F', so ist Resp/p(T") ein (anisotroper) Torus iber F' von
Dimension [F' : F] - dim(T).

(i) Resp. p Res}li/F,(Gm) C RGSE/F(Gm)
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Beweis: Resp/p(T") ist iiber F" isomorph zu T'FF] also ist Resp/p(7") ein Torus. Ist T" anisotrop,
so ist Resp/p(T") ebenfalls anisotrop wegen Resp:/p(T")(F') = T'(F"). Dies zeigt (i). Fiir (i) geniigt

es wegen Lemma 3.6 zu zeigen: Fiir jede F-Algebra L und jedes x € E ®p L gilt

H olz)=1 = H o(x) =1

o€Hom/ (E,F) oc€Homp(E,F)

Fiir 7 € Homp(F', F) sei o, ein Element in Homp/ (E, F') mit o7 = 7. Dann gilt

Homp(E, F) = H o, oHomp (E, F)
T€Homp (F',F)
und daher
I[I o= TI I[[ (oo
o€Homp(E,F) T€Homp (F',F) o€Hom / (E,F)
= H O’T< H a(x)) =1.
T€Homp (F',F) o€Hom ./ (E,F)

=1

3.11 Topologische Jordanzerlegung

Sei F' ein p-adischer Kérper und G eine zusammenhadngende lineare algebraische Gruppe iiber F'. Ein
Element g € G(F) heiBt

(i) stark kompakt, falls g in einer kompakten Untergruppe von G(F) liegt.
(ii) topologisch unipotent, falls lim,, o gp"k = 1 ist fiir eine Folge (ny), mit limy_o ng = oo.
(i) residuell halbeinfach, falls g von endlicher, zu p primer Ordnung ist.

Jedes stark kompakte Element g € G(F') besitzt eine eindeutige topologische Jordanzerlegung

9 = Guds = GsGu,

bei der g5 € G(F) residuell halbeinfach und g, € G(F') topologisch unipotent ist. Ist ¢ : G'(F) — G(F)
ein Morphismus, so gilt ¢(-)s = ¢((+)s) und &(-)u = O((*)w)-

Satz 3.8. Sei v : G' — G eine zentrale Isogenie von linearen algebraischen Gruppen iiber dem p-
adischen Korper F, und sei die Ordnung von Kern(v)) teilerfremd zu p. Dann ist die Einschrinkung
Y1y G'(F)y — G(F ) von ¢ auf die topologisch unipotenten Elemente von G'(F) eine Bijektion
auf die topologisch unipotenten Elemente von G(F).

Beweis: Wegen ¢¥(-)y = ¥((-)u) gilt Y(G'(F)w) C G(F), also existiert die Abbildung vy, :
G'(F)y — G(F)w. Seien up,us € G'(F) topologisch unipotent und gelte ¥(u1) = v (uz). Dann
existiert © € Kern(¢)(F) mit uy = xu;. Wegen = € Kern(¢)(F') und (|Kern(¢)(F)|,p) = 1 ist x
residuell halbeinfach, und es gilt zu; = uyx. Da die topologische Jordanzerlegung eindeutig ist, folgt
z=1und u; = us.

Fiir die Surjektivitat betrachten wir den Anfang der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen
exakten Sequenz 1 — Kern(¢) - G' — G — 1

1 — Kern(¢)(F) — G'(F) — G(F) > H'(F,Kern(v)).
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Sei nun u € G(F) topologisch unipotent, n := |Kern(y))(F)| und h! := |H'(F,Kern(z))|. Da
teilerfremd zu p ist, gilt auch (h',p) = 1. Sei (ng)x eine Folge mit limy_,oongp = oo und p™ =
1 mod h'. Dann ist die Folge (6(u?"*));, € H'(F,Kern(«))) die konstante Folge (§(u))s. Andererseits
gilt lim,, ., uP"* = 1, da u topologisch unipotent ist. Es folgt §(u) = 1 wegen der Stetigkeit von &.
Also existiert g € G'(F) mit ¥(g) = u. Sei g = gsg, die topologische Jordanzerlegung von g in G'(F).
Wegen ¢(+),, = ¥((+)n) muB schon 1(g,) = u gelten. O

I3

Bemerkung 3.9. Sei u € G(F') unipotent. Dann ist u auch topologisch unipotent.

Beweis: Sei u = g5, die topologische Jordanzerlegung von u in G(F) und gelte g% = 1 mit (k,p) = 1.
Wahle eine Folge (ny)x mit limg_, o, ng = 0o und p™ = 1 mod k. Dann gilt

. U’ . N
lim v " = g5 lim ¢ " = gs.
n—oo n—oo

Da w unipotent ist, sind alle Eigenwerte von u und damit auch alle Eigenwerte von g5 gleich 1. Also
ist g5 unipotent. Andererseits hat g, endliche Ordnung und ist daher halbeinfach. Es folgt gs = 1, und
damit ist u topologisch unipotent. O

3.12 G(F)-Konjugationsklassen von primitiven F-Tori in G,q

Sei GG eine zusammenhingende lineare algebraische Gruppe mit Weylgruppe W. Mit Blick auf den
zweiten Teil der Arbeit, in dem wir die Fixpunkte eines primitiven F-Torus im affinen Bruhat-Tits
Geb&ude bestimmen wollen, sind wir interessiert an den G(F')-Konjugationsklassen eines vorgegebenen
maximalen F-Torus 7. Da wir den Torus 1" zu einer vorgegebenen Klasse in H'(F, W) konstruieren,
wollen wir genauer die G(F')-Konjugationsklassen von solchen F-Tori bestimmen, denen diesselbe Klasse
in HY(F,W) zugeordnet wird wie 7.

Sei T ein (zunichst beliebiger) maximaler F-Torus in G, W = Wy die Weylgruppe von G beziiglich
T und T" die absolute Galoisgruppe von F'. Einem weiteren maximalen F-Torus 7" 148t sich die Klasse
von (g71g%)yer in HY(F, N(T)) zuordnen, wenn T" = gTg~" gilt fiir ein g € G. Ist nun das Bild von
[(971g%)s] in HY(F,W) unter der natiirlichen Abbildung trivial, so liegt g~'g? bereits in T fiir alle
o € I'. T wird also beschrieben durch eine Klasse in H'(F,T). Da T und T’ konjugiert sind in G,
ist das Bild dieser Klasse in H!(F, ) trivial. Die G(F)-Konjugationsklassen von F-Tori, die derselben
Klasse in H!(F, W) zugeordnet werden wie T', werden also parametrisiert durch

Kern(H'(F,T) — H'(F,Q@)).

Sei nun G = G,q spaltend, T ein maximaler spaltender F-Torus in G und ® das Wurzelsystem von G
beziiglich T. T,q sei ein primitiver Torus in G,q mit zyklischem Zerfallungskorper. w sei ein Vertreter
der Konjugationsklasse in W = Wr, die Tyq als Element in H'(F, W) zugeordnet wird. Wir betrachten
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folgendes kommutative Diagramm:

HO((w), Z[2]*)

HO((w), Z[2]* /Z[2"])

~

H ((w), Z[®"]) HY(F,Ti)

H'((w), Z[®]*) HY(F,Ty) HYF,G.)

b |

H2(F, Wl(Gad)) — H2(F, ﬂ.l(Gad))

Die senkrechten Sequenzen sind dabei Teile der langen exakten Kohomologiesequenzen zu den kurzen
exakten Sequenzen

0 — Z[®Y] — Z[®]* — Z[®]*/Z[®"] — 0
0— 71'I(Gad) — Tse > Taq — 0
0 — m(Gaq) — Gse — Gag — 0.

Die beiden horizontalen Isomorphismen folgen z.B. aus [Mil][Kor.2.4]. Die rechte horizontale Abbil-
dung HY(F,T,q) — H'(F,G.q) parametrisiert nun die G(F)-Konjugationsklassen von Tori, denen in
H'(F,W) die Konjugationsklasse von w zugeordnet wird und deren Kern wir bestimmen wollen.

Da die Klasse von w anisotrop ist, gilt
H' ((w), Z[2]") =| Z[&]"™) |= 0.
Weiter ist w primitiv, d.h. es gilt
| HO((w), Z[®]*/Z[@"]) |=| ZI2]*/Z[2"]™) |=| H' ((w), Z[2"]) | .

1 ist also ein injektiver Homomorphismus zwischen endlichen Gruppen derselben Kardinalitat, also ein
Isomorphismus. Folglich ist + und damit auch « die Nullabbildung. Die in der mittleren Sequenz auftre-
tenden Kohomologiegruppen sind abelsch. Wegen x = 0 folgt daher, daB X injektiv ist. Wir erhalten

Kern(H'(F, Toq) — H'(F,Gaq)) = 0.

In G.q gibt es also nur eine G.q(F')-Konjugationsklasse von primitiven F-Tori mit vorgegebenem Bild
in HY{(F,W).
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Der baryzentrische Punkt

Ab jetzt sei in der ganzen Arbeit G eine zusammenhingende, halbeinfache und spaltende lineare alge-
braische Gruppe, definiert iiber einem Korper F' der Charakteristik null. T sei ein fixierter maximaler
spaltender Tous in G.

Wir kénnen einem primitiven Element w € W ein Element in T und einen Punkt in einem reellen
affinen Raum A (der als affiner Raum mit dem zu T gehorenden Apartment A(G,q, T, F') im affinen
Bruhat-Tits Gebdude identisch ist) zuordnen, der es uns zum einen ermdglicht, fiir jede Einheitswurzel
¢ der Ordnung ord(w) die Wurzeln @ € ® zu bestimmen mit a(w) = (. Dies fiihrt wie in Abschnitt 2.2
beschrieben zu einer geeigneten Beschreibung der gesuchten Tori. Zum anderen konnen wir im zweiten
Teil mit Hilfe des konstruierten Punktes im Apartment die Fixpunktmenge von T'(F') im Bruhta-Tits
Gebiude nach unten abzuschitzen (siehe Proposition 12.19).

4.1 Lifts primitiver Weylgruppenelemente

Wir zeigen in diesem Abschnitt zwei wesentliche Eigenschaften von primitiven Elementen in W. Zum
einen lassen sich in G,q primitive Elemente w € W ordnungserhaltend nach N(T) liften. Zum zweiten
ist eine diagonalisierte Fassung 7, € T eines halbeinfachen Lifts n,, fiir anisotrope w eindeutig in T/W
(Dies ist auch die scharfste Form von Eindeutigkeit in diesem Kontext, die moglich ist.)

Proposition 4.1. Sei G = G,q, T ein mazimaler spaltender Torus in G und w ein primitives
Element in W. Dann ezistiert ein Lift n, € N(T) von w mit ord y(t)(nw) = ordw (w).

Beweis: Wir rechnen in der einfach zusammenhingenden Form Gg. von G. Sei ¢ : Ggc — Gaq die
natiirliche Uberlagerungsisogenie und Ty = w_l(T). T ist dann ein maximaler spaltender Torus in
Gy, und es gilt N(Ts.) = ¥ 1(N(T)). v induziert weiterhin einen Isomorphismus der Weylgruppen
Wese =2 W. Die Eigenschaft eines Elements der Weylgruppe, primitiv zu sein, ist unabhangig von der
Isogenieklasse der zugrundeliegenden Gruppe. w ist also primitiv in W genau dann, wenn w primitiv in
W ist.

Sei jetzt n,, € N(T) irgendein Lift von w in N(T) und n,, € N(Tg.) ein Urbild von n,, unter 1. Sei
weiter [ := ordyy (w). Wir wollen zeigen, daB 71}, im Zentrum von Gy liegt. Dann folgt n!, = ¥(ii,,)! = 1
wegen Z(Gg.) = Kern(v)).

Wir nehmen nun an, z := fl, € Ty liegt nicht in Z(Gy.). Dann ist die Einskomponente Cg,.(z)°

des Zentralisators von z in Gy eine echte reduktive Untergruppe von Gg., deren Wurzelsystem &, ein
echtes Untersystem von @ ist nach [St1][3.5,Prop.4]. Weiter ist C¢,.(2) zusammenhangend nach dem
Satz von Steinberg [St2], es gilt also Cq, (7) = Cq,. (2)° =: H. 7y, liegt in Ng(Ts), und daher hat
man w € Wy . Die Konjugationsklasse von w in W =2 W, steigt also ab nach ®,, was im Widerspruch
steht zur Primitivitdt von w nach Proposition 3.5. U

39
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Korollar 4.2. Sei G zusammenhdngend, spaltend, halbeinfach, nicht notwendigerweise von adjun-
giertem Typ, w € W primitiv und n,, ein Lift von w. Dann hat Ad(ny,) als Endomorphismus von
g die Ordnung ordy (w).

Beweis: Es gilt nordw ) ¢ Z(G) = Kern(Ad) und daher ord(Ad(ny)) = ordw (w). O

Wir wenden uns nun der zweiten Eigenschaft zu. Sei w zunichst ein beliebiges Element in W und n,,
ein halbeinfacher Lift in N(T). Weil n,, halbeinfach ist, existiert g € G mit 7, := gny,g ' € T. fiy
hdngt nun vom Lift n,, und von g ab. Die Abhingigkeit von g 13Bt sich genau beschreiben: g kann
von links um Elemente von N(T) abgedndert werden. Diese Moglichkeit besteht immer, so daB wir
bestenfalls eine Eindeutigkeit von 7, in T /W erwarten kdnnen. Ist nun w anisotrop, so ist W in der
Tat die einzige Mehrdeutigkeit. Insbesondere hingt n,, nicht vom Lift n,, ab. Die Schliisselaussage ist
hier die folgende Proposition.

Proposition 4.3. Sei w ein anisotropes Element in W. Dann sind zwei Lifts ny,ny € N(T) von
w konjugiert durch ein Element aus T.

Beweis: Man betrachte die Abbildung ¢ : T — T, gegeben durch
o(t) = tw(t) ™.

Wir werden im nachfolgenden Lemma 4.4 zeigen, daB ¢ surjektiv ist. Da ny und nsy beide Lifts von w
sind, gilt no = 7ny fiir ein 7 € T. Wegen der Surjektivitdt von ¢ |48t sich 7 schreiben in der Form
7 = tw(t)~! fiir ein t € T. Es folgt

ng = tw(t)_lnl = t(nlt_lnl_l)nl = tnyt L.
Also sind n1 und ngy konjugiert durch ein Element aus T. O

Wenn nun gnag~! € T gilt fiir ein ¢ € G, so folgt wegen ny = tnit~! auch @ = gtni(gt)~! =
gnag~t € T. W hingt also nicht mehr vom gewihlten Lift ab, sondern nur noch von w. Deshalb
schreiben wir fiir ein anisotropes w auch @ fiir (irgendeinen) ,diagonalisierten” Lift von w. w ist
eindeutig bis auf die Operation von W auf T.

Wir miissen noch die Surjektivitdt der Abbildung ¢ zeigen.

Lemma 4.4. Sei w € W anisotrop und ¢ : T — T die durch ¢(t) = tw(t)~" gegebene Abbildunyg.
Dann ist ¢ surjektiv.

Beweis: Man betrachte die Abbildung
(id—w)®id : X, @ F* — X, ® F*,

gegeben durch
((id—w) ®id)(B@ ) = (8 — w(B)) ® .

Das folgende Diagramm kommutiert.

_ (id —w)®id
Xy QFF — X, QF*
T i T

Dabei sind die senkrechten Abbildungen Isomorphismen, die man wie schon in Kaptel 2 aus Proposition
4.5 unter der Identifikation von T mit GI™T erhilt. Es geniigt also, die Surjektivitit von (id —w) ® id
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zu zeigen. Da w anisotrop ist, gilt X = 0. Insbesondere ist kein Eigenwert von w gleich 1. Das Bild
von id —w hat daher endlichen Index in X,. Die kurze exakte Sequenz

0 X, Mo x, Q 0

induziert durch Tensorieren mit F* eine exakte Sequenz

(id —w)®id
e

X.® F* X, @F" —— Q@ F* —— 1.

Da Q endlich und F* divisibel ist, ist Q ® F’* = 1. Daher ist die Abbildung (id —w) ® id surjektiv. [

4.2 Die Exponentialabbildung

Wir werden im folgenden X™* auf natiirliche Weise mit Homy (X, Z) und X, mit Homyz(X™*,Z) iden-
tifizieren, vermdge der (nicht ausgearteten) Paarung

(,): Xux X" > Z.
Wir zeigen zunidchst die folgende Aussage.

Proposition 4.5. Sei G eine zusammenhdngende lineare algebraische Gruppe mit maximalem
Torus T, I eine Z-Basis von X* und M ein Z-Modul. Dann ist die Abbildung

Srar Xe @z M — MV,

die festgelegt ist durch
ﬁ Xm— (<ﬁv 7>m)7€l7

ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis: Die Homomorphieeigenschaft ist klar, denn es gilt §5; = (a®id)qen. Seinun I = {~1, ..., 7}
Die zu I duale Basis (3;) erfiillt < 3;,y; >= d;;. Die Abbildung MM — X, @z M, gegeben durch

(mi)i — Zﬁi ® mg,

ist die Umkehrabbildung zu ;7 37. Man beachte dabei, daB 3 = >".(3,vi)5; gilt fiir jedes § € X,. O

Korollar 4.6. Sei G = Guq, A C ® ein System einfacher Wurzeln und M ein Z-Modul. Dann ist
die Abbildung da v ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Wegen G = G,q hat man Z[A] = Z[®] = X*. Die Wurzeln aus A bilden also eine Z-Basis von X*. [

Bemerkung 4.7. Sei die Situation wie in Proposition 4.5 und N ein Z-Untermodul von M. Dann
gilt
(51,M)\N =0I,N-

Insbesondere ist (51,M)|N : X, ®z N — NHI| ein Isomorphismus.

Bemerkung 4.8. Sei G beliebig, My und Mo Z-Moduln und f : M1 — My ein Homomorphismus.
Dann ist die Abbildung
idef: X, ®z My — X, @z My

W -dquivariant, wenn W auf X, ®z M; tiber den ersten Faktor X, operiert.
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Sei n = dim T = rang G. Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm.

OR

X @R R™

\Lexp@m’-)”
dg1

X, @8t —(SH)"

id ® exp(27i-) l

X, ®@ R ist (als affiner Raum) das zum Torus T gehérende Apartment A = A(G,q, T, F') im affinen
Bruhat-Tits Gebaude. Fiir jede Wurzel o € ® und jedes k € Z sei die affine Hyperebene H, ;, definiert
durch

Hop={ve X, ®R|a(v) =k}

H sei die Menge {H, 1, | « € ®,k € Z} aller solcher affinen Hyperebenen in A. Die affine Weylgruppe
Wag ist die durch die Spiegelungen an den Hyperebenen in H erzeugte Gruppe. Sie operiert auf A.
Die Weylgruppe W ist in dieser Darstellung die durch die Spiegelungen an H, o = Kern(a),a € ®
erzeugte Untergruppe von Wg. Die durch Spiegelungen beschriebene Operation von W ist diesselbe
wie die in Bemerkung 4.8 beschriebene Operation, die durch die Operation von W auf X, induziert ist

([Ca3][1.9]).

Es gilt Wag = Z[®Y] x W. Sei A ein System einfacher Wurzeln in ® und o™ die positive Wurzel
maximaler Hohe beziiglich A. Ein Fundamentalbereich fiir die Operation von W, auf A wird dann
gegeben durch den abgeschlossenen Alkoven

A={veAlal) >0firalleac A, a"(v) <1}

Die Wande des Alkovens A sind die Hyperebenen H, o mit o € A und H,,+ ;. Sa bezeichne die Menge
der Spiegelungen an den Winden von A. Der Stabilisator in W,g eines Punktes in A ist erzeugt von
den Spiegelungen in S4, die ihn festlassen.

Die letzten Aussagen lassen sich aus [Hum3][Ch.4] iibertragen, wenn man auf X, ®R ein W-invariantes
Skalarprodukt (v1,vs) einfiihrt, mittels dem man X* = X @@ mit einer Teilmenge von X, ® R identi-
fiziert: a € X* — t, € X, @R, wo a = (¢4, ).

Der Kern der Abbildung id ® exp(2mi-) ist X, ®z Z = X,. Insbesondere ist Kern(id ® exp(2mi-))
invariant unter W,g. Die Bedingungen, die A definieren, werden wir kurz als Alkovenbedingungen
bezeichnen.

Sei ab jetzt ein System einfacher Wurzeln A in ® fixiert. Wir schreiben kurz 0, fiir die Abbildung
0a,m aus Proposition 4.5. Wir werden im folgenden die zyklische Untergruppe j;; C S1 der Einheits-
wurzeln der Ordnung [ betrachten. Weil Kern(id ® exp(2i-)) invariant ist unter W, gilt dies auch
fiir (id ® exp(27i-)) (X, ® ju) = X+ ® Z. Wir haben also folgende Situation.

6
X.® 1z == (z)"

id ® exp(2mi-) exp(2mi-)"
Ou n
Xi ® H
(41) 1 ?
_ O« _
2l Py
T——— F*




4.3. KONSTRUKTION DES BARYZENTRISCHEN PUNKTES 43

Dabei sind die beiden mittleren senkrechten Abbildungen, die mit ¢ bezeichnet sind, von der Inklusion
i — F* induziert. Die Abbildung pr,, ist die Projektion auf die zu o € A gehdrende Komponente
von (F™)". Die Abbildung X, ® F* — T ist gegeben durch 8 ® = — 3(z) und ein W-iquivarianter
Isomorphismus. Die beiden oberen senkrechten Abbildungen, die von der Exponentialabbildung induziert
sind, sind surjektiv. Alle Diagramme kommutieren.

Die verschiedenen Isomorphismen § induzieren auf den entsprechenden rechten Seiten ebenfalls eine
Operation von W. Alle Abbildungen zwischen auftretenden W -Moduln in (4.1) sind dann &quivariant.

4.3 Konstruktion des baryzentrischen Punktes

Sei G = G,q. Wir starten nun mit einem primitiven Element w € W der Ordnung [. Nach Abschnitt 4.1
existiert ein Lift n,, € N(T) der Ordnung [ und ein nur von w abhéngiges @ € T, das zu n,, konjugiert
ist in G. Da die Ordnung von w gleich [ ist, liegt @w bereits in z1]" unter der Identifikation T = G7;,. Wir
wihlen einen Lift Wyee von W in (%Z)" 22X, ® %Z C X ® R = A. Wyee entspricht einem eindeutig
bestimmten Punkt w4 im Fundamentalbereich A. Da W,g wie oben bemerkt auf X, ® %Z operiert,
liegt w4 sogar in (X, ® +Z) N A.

Was ist nun die Bedeutung von w4 im Hinblick auf unser Ziel, fiir gegebenes i die &« € ® zu bestimmen
mit a(w) = ¢;? Die Antwort gibt die folgende Aussage.

Proposition-Definition 4.9 (Baryzentrischer Punkt). Sei G = Goq, w € W primitiv von Ord-
nung | und die Elemente w € T sowie wq € Xy ® %Z N A dazu konstruiert beziiglich eines Systems
einfacher Wurzeln A wie oben beschrieben. Dann ezistiert ein z = zg € W mit a(ws) = a(z(w))
fiir alle o« € ® (genauer: a(exp(2mi-)" o 0r)(w4)) = a(z(w)) fiir alle o € P).

Zusatz: Das Element z(0) ist eindeutig bestimmt und heifit baryzentrischer Punkt von w. FEs
wird mit wa bezeichnet. Der eindeutig bestimmte Punkt wa im Alkoven erfillt die Gleichung

(exp(27i-)" 0 dr)(wa) = wa

und heiffit baryzentrischer Vektor von w. Enthdlt der Grundkéorper F die Finheitswurzeln von
Ordnung ord(w), so liegt wa bereits in T(F).

wa ist also das eindeutig bestimmte W-Konjugierte von w in T, auf dem die Wurzeln des gegebenen
einfachen Systems A gewissen Bedingungen, namlich die den Alkovenbedingungen entsprechenden,
geniigen.

Bemerkung 4.10. Der Begriff baryzentrisch riihrt daher, dal im Coxeterfall der Punkt w4 der
geometrische Baryzenter des Alkovens A ist (vgl. Proposition 8.2). Eine #iquivalente Definition des
baryzentrischen Punktes ist die folgende: Sei w € W primitiv und n,, € N(T) ein Lift von w. Dann
hat die Konjugationsklasse von n,, nach Proposition 4.9 einen eindeutigen Représentanten wa in
T, der den Alkovenbedingungen beziiglich des einfachen Systems A gentigt.

Beweis (der Proposition): Sei iy wie oben ein Lift von @ € puj' nach X, ® %Z. Sei weiter
Zaft € Wag ein Element mit zuq(Wyeen) = wa. Wegen Wog = Z[®Y] x W 4Bt sich z,¢ (eindeutig)
schreiben in der Form z,g = z2 fiir eine Translation = € Z[®"] und ein z € W, d.h. man hat

waA = Zaﬁ(wreell) = 2(u~)reell) + x.

n

Im Diagramm (4.1) kénnen wir die Abbildung exp(27i-)™ o dr ersetzen durch die Abbildung §,, o
(id @ exp(27i-)), deren Kern gleich X, ist. Der Translationsanteil z € Z[®"] C X, spielt also keine
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Rolle. Wir erhalten daher

a{(exp(2ir)" 0 62)(wa)) = a(exp(2i-)" © 6) (2(iree))
= a(z((exp(2mi-)" o O ) (Wreell)))
= a(z(w)).

Wir haben fiir die zweite Gleichheit die TW-Aquivarianz der Abbildungen g und exp(27i-)™ benutzt.
Die letzte Gleichheit folgt, weil e nach Konstruktion ein Lift von @ unter der Exponentialabbildung
ist.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von z(w) zu zeigen. Sei wy := z1 (W), wa := 2z2(w) und gelte a(wy) =
a(wy) fiir alle a € ®. Dann liegt wiw, " in Kern(Ad) = Z(G). Aber Z(G) = 1 wegen G = Gq.
Daselbe Argument zeigt auch den Zusammenhang zwischen w4 und wa. O

Fiir die konkrete Bestimmung von a(wa) = a(wa) werden wir nicht im Apartment A und der linken
Seite im Diagramm (4.1) rechnen, sondern in (7Z)™ und der rechten Seite von (4.1). w4 hat als Element
in ($Z)" die Form

wa = (aa)aeA'

~| =

Die Alkovenbedingungen iibersetzen sich dann in

aq > 0 firalle v € A

(4.2) Z bats < 1.

a€A

Dabei sind die b, die Koeffizienten in der Darstellung der lingsten Wurzel o™ beziiglich A, also a™ =
Y aen bacr.

Zum SchluB formulieren wir noch eine Aussage, die schon in Abschnitt 2.2 benutzt wurde und einen
zentralen Punkt in dieser Arbeit darstellt.

Proposition 4.11. Sei w € W primitiv und { ein Eigenwert von w auf t. Dann liegt ein Eigen-
vektor von wa zum Figenwert  in ®Q(U)A):C Ug.

4.4 Eigenwerte von Ad(n,)

In diesem Abschnitt sei immer noch G = G.q, w € W primitiv von Ordnung [ und (; eine fixierte
primitive Einheitswurzel der Ordnung . Bevor wir die Wurzeln o mit ao(wa ) = ¢ fiir einen Eigenwert ¢
von Ad(w) bestimmen, untersuchen wir zunachst die Anzahl der Wurzeln o € ® mit a(wa) = (. Sei
zunidchst ( irgendeine Einheitswurzel beliebiger Ordnung. Wir bezeichnen mit ®¢(wa) die Menge

b(wa) :={a € ®|a(wa) =(}

und mit n¢(wa) ihre Anzahl |®¢(wa)|. Die Wurzeln aus ®(wa) nennen wir (- Wurzeln (beziiglich
wa ). Die Menge ®1(wa) spielt eine besondere Rolle: ®1(wa) ist das Wurzelsystem der reduktiven
Gruppe Z2(wa). Es wird in Abschnitt 5.1 genauer untersucht werden.

Wir bemerken zunichst, daB die Werte a(wa) die Eigenwerte von Ad(wa) auf t+ := @qeplty sind.
Sei ny,, € N(T) ein Lift von w € W mit ord(n,) = ord(w) = I. Da wa und n,, konjugiert sind in
G, haben Ad(n,,) und Ad(wa) dieselben Eigenwerte als Endomorphismen von g. Wir betrachten also
die Operation von Ad(n,,) auf g (genauer die Operation der von Ad(n,,) erzeugten Gruppe). Ad(n,)
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operiert auf t und permutiert die Wurzelrdume u,,, ndmlich gemaB der Operation von w auf den Wurzeln
®. Sei o C t* ein invarianter Teilraum unter Ad(n,,). o entspricht einem Orbit von Wurzeln, also

0= Z Ui ()

fir eine Wurzel a.. Wir schreiben daher auch o, fiir 0. Die Dimension von o) ist die Lange A, des
Orbits von « unter der Operation von W, := (w) C W.

Wir wollen die Eigenwerte von Ad(n.)|oj,) bestimmen. Sei dazu v € u,. Wegen w el (3) = 3 und
dimug = 1 fiir alle Wurzeln 3 € (w)a gilt Ad(n,) el (v) = yo fiir ein y € F*. Das charakteristische
Polynom fio von Ad(ny)|o0}q) hat also die Form

fio (X) = XNy,

Andererseits gilt ord(Ad(n,)) = ord(w) = [. Jeder Teiler von fi, muB also ein Teiler von Xt -1

sein. Es folgt 4"/}l = 1. Die in dieser Arbeit behandelten einfachen Gruppen sind alle bereits iiber Z
definiert. Daher kénnen v,w und n,, Q-rational gewahlt werden, und es gilt dann y € Q*. Es folgt

flog(X) = X2l £ 1.

Die Eigenwerte von Ad(nw)|o[a] sind also entweder genau die Einheitswurzeln von Ordnung A(,) oder
genau die Einheitswurzeln von Ordnung 2, die nicht schon Einheitswurzeln der Ordnung A(,; sind.
Die Multiplizitat der auftretenden Eigenwerte ist jeweils eins.

Proposition 4.12. Sei w € W primitiv, n,, € N(T) ein Lift von w und o ein Orbit in ® unter
(w). Sei weiter t+ =3 pua und ug = >, Ua. Ist die Linge X von o gleich der Ordnung von
w, so gilt fiir das charakteristische Polynom f, des Endomorphismus Ad(n,) von u,

fo(X)=X*—1.
Das charakteristische Polynom f von Ad(ny) auf t- berechnet sich als
f = H fa'
Orbiten o€®/(w)

Hat speziell jeder Orbit dieselbe Linge N = ord(w), so hat das charakteristische Polynom f des
Endomorphismus Ad(n,,) von t- die Gestalt

f(X) = (Xord(w) _ 1)\‘1>/<w>|.

Insbesondere sind die Eigenwerte von Ad(ny) genau die Einheitswurzeln von Ordnung A =
ord(w), jeweils mit Multiplizitit | ®/(w) | .

Beweis: Wir miissen nur zeigen, daB die Ordnung einer Einheitswurzel, die Nullstelle von f, ist, nicht
groBer als A sein kann. Jede Nullstelle von f, ist aber auch Eigenwert von Ad(n,), und nach 4.2 hat
Ad(n,,) die Ordnung ord(w) = A. Die Aussage im Fall, daB jeder Orbit dieselbe Linge A = ord(w)
hat, folgt direkt. O

Die Operation von w auf der Liealgebra t von T hat als Eigenwerte Einheitswurzeln von Ordnung
ord(w) = I. Welche Eigenwerte mit welcher Multiplizitat genau auftreten, ist fiir anisotrope w bekannt
und z.B. in [BFW] aufgelistet. Der Eigenwert 1 tritt dabei wegen der Anisotropie von w nie auf.

Wir kdnnen jetzt unsere Ergebnisse zusammenfassen und die Eigenwerte von Ad(n,,) bestimmen.
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Proposition 4.13. Sei G = G,q und w € W primitiv von Ordnung . Sei n,, ein Lift von w
in N(T) von Ordnung l. Die Multiplizitit eines Eigenwerts von Ad(n.) eingeschrinkt auf einen
Untervektorraum V von g werde mit multy (¢) bezeichnet. Dann gilt: Die Eigenwerte von Ad(n.,)
auf g sind Einheitswurzeln von Ordnung . Die Multiplizitit multy(¢), mit der ein Eigenwert
auftritt, berechnet sich als

multg(¢) = multy(¢) + Z mult,(¢).

Orbiten o0€®/{w)

Dabei ist multy(¢) 0 oder 1. Genauer ist mult,(¢) genau dann gleich 1, wenn ¢ Nullstelle von f,
18t.

Beweis: Die Formel fiir multy(() folgt aus der Gleichung fiir das charakteristische Polynom von Ad(n,)
eingeschrinkt auf t- aus Proposition 4.12. Die Aussage iiber die mdglichen Werte von mult,(¢) folgt
aus der Separabilitdt der Polynome f,. O

Korollar 4.14. Sei die Situation wie in Proposition 4.13. Dann gilt fir die Anzahl ne (wa) der
Wurzeln o € ® mit a(wa) = ¢}

multg(1) —dim T falls i = 0 mod |
nei(wa) = :
! multy((}) sonst

Es habe nun speziell jeder Orbit in ® unter (w) dieselbe Linge \ = ord(w), und m = |®|/\ sei die
Anzahl der Orbiten. Dann gilt

m —dim T falls i =0 mod |
e (wa) = { i

m + mult(¢;) sonst
Beweis: Da wa und n,, konjugiert sind in G, haben die Endomorphismen Ad(wa) und Ad(n.)
dieselben Eigenwerte. Die Eigenwerte von Ad(wa) eingeschrinkt auf t- stimmen aber wegen wa € T
mit den Werten a(wa) tiberein. Der einzige Eigenwert von Ad(wa) auf t ist 1, seine Multiplizitat ist
dimt = dim T. Es folgen die Formeln fiir die Anzahl n¢(wa) von ®¢(wa) im allgemeinen Fall. Unter
der zusidtzlichen Voraussetzung iiber die Orbitlangen benutze man die Aussage von Proposition 4.12
iiber die Multiplizititen der Eigenwerte von Ad(n,,) eingeschrinkt auf t*. O

Das Problem, das bleibt, besteht darin, die Orbitlangen A, fiir die Operation von W, auf ® zu bestim-
men. Dies 138t sich im Fall, daB w ein Coxeterelement ist, allgemein beantworten (sieche Abschnitt 8.1).
In den anderen Fillen muB man die Orbitlangen fiir jede einfache Gruppe und jede Konjugationsklasse
von primitiven w einzeln bestimmen. Allerdings engen die beiden folgenden Aussagen die Moglichkeiten
etwas ein.

Proposition 4.15. Sei ® die Menge der Wurzeln von G beziiglich T. Sei weiter w € W. Dann ist
die Linge jedes Orbits in ® unter (w) ein Vielfaches der Ordnung eines Eigenwertes von w auf t.

Die Proposition ist in Abschnitt 6.2 als Korollar 6.8 formuliert und auch dort bewiesen. Inhaltlich gehort
die Aussage jedoch an diese Stelle.

Proposition 4.16. Seien w € W und ®4 die Menge der Wurzeln von g beziiglich t, also die
Menge der Ableitungen der Elemente aus ®. w operiere auf die kanonische Weise auf ®4, d.h.
w(da) = d(w(a)). Dann stimmen die charakteristischen Polynome und die Minimalpolynome der
Operationen von w auf t und auf Z[®g) @z F iberein.
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Beweis: Da dimp(Z[®4] ® F') = dimp(t) gilt und ®4 aus Homomorphismen t — G, von Liealgebren
besteht, die insbesondere Vektorraumhomomorphismen sind, 4Bt sich Z[(Pg] ® F' als Dualraum von t
(im Sinne von F-Vektorraumen) auffassen. Die Operation von w auf Z[® 4] ® F' ist dann gerade die von
w auf t induzierte Operation, also

w(e)(x) = p(wz)

fir alle ¢ € t* = Z[®4] ® F. Die Behauptung iiber die Polynome folgt jetzt aus der entsprechenden
Aussage aus der linearen Algebra. O
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Kapitel 5

Der Zentralisator des baryzentrischen
Punktes

Auf dem Unterraum u; = @aca Ua C g operiert der Zentralisator Za(wa) von wa in G durch Ad.
Die Struktur von Zg(wa) ist nach [St2][3.5,Prop.4] bekannt: Zg(wa) ist erzeugt von T, den U, mit
a € ®(wa) und Lifts n,, € N(T) von den w € Staby (wa). Die Einskomponente Z4 = Zg(wa)
ist reduktiv und von T und den U, mit a € ®;(wa) erzeugt. Weiter bilden die o € ®;(wa) das
Wurzelsystem von Zy4, und es gilt ®1(wa)™ = T N &y (wa).

Proposition 5.1. Sei w € W primitiv und wa der baryzentrische Punkt von w. Dann ist die
Anzahl nq(wa) der Wurzeln o mit a(wa) = 1 gerade.

Beweis: Es gilt n1(wa) = |®1(wa)|, und die Kardinalitit jedes Wurzelsystems ist gerade. O

5.1 Das Wurzelsystem von 7§

Wir untersuchen zunichst die Struktur von ®;(wa) genauer. Dazu benutzen wir wieder das Element
w4 im abgeschlossenen Alkoven A (vgl. 4.2 und 4.3). Sei A ein System einfacher Wurzeln. Die positive
Wurzel maximaler Héhe o™ beziiglich A (genauer: ihr Negatives) spielt eine besondere Rolle. Daher
fiihren wir an dieser Stelle noch zwei Koeffizienten a_,+ € %Z und b_,+ € Z ein: Sei o™ =37 - a bawy
und der baryzentrische Vektor w4 habe als Element von (%Z)'A‘ die Form w4 = (aq)aeca. Dann sei

G gt =1— Z batq,

a€A
b_ot == 1.

Wegen Proposition 4.9 haben wir die Beziehung a(wa) = exp(2mia,) fiir alle a € A. Dies und die
Alkovenbedingungen (4.2) haben folgende Konsequenzen fiir a_,+:

OSG_Oﬁ S 17

—at(wa) = exp(2mia_q+)

Wir setzen noch A,g := AU {—a™}. Es gilt dann

> baa =0,

aEA, g

Z boao = 1.

a€EA g

49
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Lemma 5.2. Sei A ein System einfacher Wurzeln von ®, w € W primitiv und anisotrop von
Ordnung | und wa € T der baryzentrische Punkt bzw. wa = (aa)aen € (%Z)‘AI der baryzentrische
Vektor von w beziiglich A (vgl. 4.8). Dann ist eine nichtnegative ganzzahlige Linearkombination
B =" necA Mot genau dann eine Linearkombination von Wurzeln aus A(wa) = AN®y(wa), wenn
Y aeA Matq = 0 gilt.

Beweis: Die Koordinaten a, des baryzentrischen Vektors w4 erfiillen nach Proposition 4.9 die Glei-
chung
a(wa) = exp(2miagy,).

Zusitzlich gelten die Alkovenbedingungen (4.2): ao > 0 und Y A baao < 1. Daher |48t sich A(wa)
beschreiben als
A(wa) ={a € A|a, =0}

Also gilt 3~ c p Maaa = 0 fiir jede Linearkombination 8 = 3 c A (1) Ma® von Wurzeln aus A(wa).
Ist umgekehrt 3 A Mo = 0, so folgt wegen myan > 0, daB m, = 0 gilt fiir alle o € A(wa). O

Proposition 5.3. Sei A ein System einfacher Wurzeln, o™ die positive Wurzel maximaler Héhe
beziiglich A und Ay == AU {—aT}. Seien w € W primitiv und anisotrop von Ordnung | und
wa € T der baryzentrische Punkt bzw. wa € (%Z)'A‘ der baryzentrische Vektor von w beziiglich A
(vgl. 4.3). Wir setzen Aug(wa) := Dag NP1 (wa ). Dann ist Ayg(wa) ein System einfacher Wurzeln
von ®1(wa). Ist weiter By = Y c p Nacx eine positive Wurzel mit Y o a NaGa = 1 minimaler Hohe,
so ist A(wa) U{Bo} ein einfaches System fiir ®1(wa)t = @ N ®1(wa). Der Rang von ®1(wa) ist
gleich |A(wa)| + 1, falls a™ € ®1(wa) gilt, und gleich |A(wa)| sonst.

Beweis: Sei =) . Mao eine positive Wurzel. Dann gilt

Blwa) = H afwp)™e = exp<2m' Z maaa).

aEA a€A

Insbesondere liegt 3 genau dann € ®1(wa), wenn ) A Maaq € Z gilt. Wie man durch Inspektion
(von z.B. [T2]) sieht, gilt mq < b, fiir alle & € A. Zusammen mit den Alkovenbedingungen (4.2) fiir
die a,, folgt

(5.1) 0< Z Mol < Z baas < 1.

aEA acA

Also liegt 3 genau dann in ®1(wa), wenn ) A Mqaq gleich 0 oder 1 ist. Sei nun 8 € ®1(wa). Wir
unterscheiden die beiden Fille o™ € ®1(wa) und a™ & ®1(wa). Im letzteren Fall gilt a_,+ # 0. Wegen
ZaeAaﬁ» baaq = 1 ist daher A boao < 1. Zusammen mit (5.1) folgt dann }° A Maaq = 0. Nach
Lemma 5.2 beweist dies die Aussage im Fall a™ ¢ ®;(wa). Man beachte hierbei noch, daB in diesem
Fall Aag(wa) = A(wa) gilt und keine Wurzel (3 existiert.

Es gelte nun at € ®1(wa), d.h. a_,+ ist gleich 0 oder 1. Im Fall a_,+ = 1 folgt wegen ZQEAaH bato =
1, daB aq = 0 ist fiir alle a € A, also & = ®1(wa). Dann wére aber wa € (), cq Kern(a) = Z(G)
schon ein zentrales Element, was im Widerspruch steht zur Primitivitat von w. Also gilt a_,+ = 0 und
daher ZaeA boao = 1. Insbesondere existiert eine Wurzel 3y wie in der Behauptung beschrieben. Ist nun
B € ®i(wa) mit Y- A Malq = 0, so 13Bt sich wieder Lemma 5.2 anwenden. Gilt ) A Maaa = 1,
soist /= at — 3 =73 . m,a eine Summe einfacher Wurzeln in ®1(wa) mit >, cx mpaq = 0.
Nach Lemma 5.2 ist (3’ eine Linearkombination von Wurzeln aus A(wa) mit positivem Vorzeichen. Also
13Bt sich 3 = —3 — (—a™) schreiben als negative Linearkombination von Wurzeln aus A, g(wa).

Es bleibt noch zu zeigen, daB A(wa)U{By} ein einfaches System fiir 1 (wa)* ist, falls at € ®1(wa)
gilt. Wegen @1 (wa)t = @+ N @y (wa) sind alle Wurzeln aus A(wa) einfach in ®1(wa)™. Wir haben
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oben gesehen, daB es geniigt, eine Wurzel 3 zu A(wa) hinzuzunehmen, um ein einfaches System fiir
®1(wa) zu erhalten. Wegen Lemma 5.2 muB fiir die Wurzel § =3 .\ mac

Zmaaa =1

gelten. Sei nun ' =37 A (,,) Mo € ®1(wa)™ beliebig. Dann ist 3’ — (3 eine Linearkombination von
Wurzeln aus A(wa), denn o™ — 8 und ot — /3’ sind beides Summen einfacher Wurzeln und daher auch

B —B=(at—p)—(at —3). Also gilt
g =p+ Z (m, — ma)a.

aEA(wa)

Da A(wa)U{f} ein einfaches System fiir &1 (wa )™ ist, miissen die Koeffizienten m/, —m,, nichtnegativ
sein. Dafiir muB notwendigerweise ht(3) < ht(5’) gelten, also 8 minimale Héhe haben. O

5.2 Die Wurzel a™

Die Bestimmung des Wurzelsystems ®1 (wa ) erlaubt uns die Bestimmung von |A(wa)|. Um die Wurzeln
in A(wa) zu identifizieren und die Werte a(wa) fiir die restlichen Elemente aus A zu bestimmen,
benutzen wir die langste positive Wurzel a™. Die schon mehrfach erwahnte Beziehung a® =" . A bacx
erlaubt es uns namlich, auf kombinatorischem Weg die Werte a(wa) zu bestimmen fiir alle einfachen
Wourzeln a.

Proposition 5.4. Sei | die Ordnung von w und ¢ ein Eigenwert von Ad(w) auf t mazimaler
Ordnung. Gilt ( = Cli fiir minimales positives i, so gilt ot (wa) = ¢ fiir ein j > 1 —1i.

Beweis: Wir nehmen an, die Aussage ist falsch. Dann gilt a™ (wa) = Clj firein j mit0 < 5 <l—i. Wir
betrachten nun die Menge ®-1(wa). Da wa den Alkovenbedingungen (4.2) geniigt und o die lingste
positive Wurzel ist, gilt fiir alle positiven Wurzeln a(wa) = Clk firein k mit 0 < k < j <l —1. Folglich
kann keine positive Wurzel in ®-1(wa) liegen, d.h ®—1(wa) C 7. Nun ist aber ¢ ein Eigenwert
von w auf t, und wegen der Irreduzibilitit der Kreisteilungspolynome folglich auch ¢~!. Also muB in
U1 = @aeég,l(wA)ua ein halbeinfaches Element liegen. Andererseits sind wegen ®.-1(wa) C @ alle
Elemente in us—1 nilpotent. Dies ist ein Widerspruch. U

Die Situation wird bedeutend einfacher, wenn (; als Eigenwert von w auftritt (wie es im Coxeterfall fast
immer der Fall ist). Wir erhalten dann als Ergebnis:

Korollar 5.5. Hat ¢ = (; Ordnung | = ord(w) in der vorigen Proposition, dann gilt ot (wa) = Cl_l

oder at(wa) = 1.

5.3 Operation von Z°(wa) auf u,

Sei w € W primitiv, wa der baryzentrische Punkt von w und ¢ ein Eigenwert von w auf t. Dann operiert
wie bereits am Anfang des Kapitels erwdhnt der Zentralisator des baryzentrischen Punktes Z(wa) in
G vermoge Ad auf ug = Gq(wy)=cta- Genauer operieren schon die F-wertigen Punkte auf u¢, da u¢
bereits liber F' definiert ist. Wir wollen diese Operation nun ausnutzen, um das Minimalpolynom von
p(v) genauer zu beschreiben fiir ein halbeinfaches Element v € u¢ und eine Darstellung p von g.

Sei also v € u¢ ein rationales halbeinfaches Element und p eine rationale Darstellung von g. Wie immer
bezeichne & = ®(wa) die (-Wurzeln beziiglich wa, also die Menge {a € ® | a(wa) = (}, und
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ne = ne(wa) ihre Kardinalitat. Wir wahlen jetzt fiir jedes o € ®¢(wa) ein rationales Element z,, € u¢;
die x, seien ab jetzt fixiert. Wir schreiben dann v in der Form

v = Z YaTa

aE‘bC

fir geeignete y, € F. Sei weiter 1, das Minimalpolynom von p(v). Das Minimalpolynom von p(z) fiir
ein x € ug¢ ist invariant unter der Operation von Z°(wa), d.h. es gilt

Hoy = Mz

fir alle z € Z°(wa), wenn z.v = Ad(z)(v) ist fiir beliebiges z € Z°(wa). p, hat die Form
n(X) =3 R)X

fiir Polynome P; € F[X1,...,Xn<] und Y = (ya)a@pc. Wegen der Invarianz von g, unter Z°(wa)
miissen die P; ebenfalls invariant sein unter Z°(wa).

Z°(wa) wird erzeugt von T und den U, mit o € ®1(wa). Wir betrachten zunichst die Operation von
T auf den P;. Firt € T gilt

Ad(t)( Z yazna) = Z a(t)YaTa-

OJECPC Oé€<1><

Die Operation von T auf den P; ist eine skalare Operation auf den Monomen von P;. Also miissen
bereits diese invariant sein unter T. Sei J eine Teilmenge von ®; und [],c;ya' ein Monom von P;,

dann muB gelten
[T ™ T vz = TT(e(tya)™ =TT vire

acJ acJ acJ acJ
fiir alle t € T. Es folgt [[,c; «(t)™ = 1 fiir alle t € T oder

Zmaoz =0.

Proposition 5.6. Sei w € W primitiv, wa der baryzentrische Punkt von w und ( ein Eigenwert
von w auf t. Weiter seiv € u¢ ein rationales halbeinfaches Element und p eine rationale Darstellung
von g. Sei fiir jedes o € ®¢(wa) ein rationales Element xo € U, fest gewdhlt und v = Zae¢< Yala
fiir geeignete yo, € F. Dann sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms von p(v) Polynome P; in
den yo, und fir jedes in einem P; vorkommende Monom [],c;yme,J C ®c(wa), gilt Y c ;Mmoo =
0.



Kapitel 6

Darstellungen

Wir werden fiir die in dieser Arbeit betrachteten einfachen spaltenden Gruppen jeweils eine geeignete
Darstellung angeben, mit deren Hilfe wir im zweiten Teil der Arbeit die Fixpunktmenge von T'(F)
bestimmen werden. Aber auch zur expliziten Beschreibung der Tori sind die Darstellungen sehr niitzlich.
Wie in Kapitel 2 beschrieben wollen wir die F-wertigen Punkte von T" im wesentlichen ausdriicken als
Polynome in einem Element v = p(v) fiir einen rationalen Eigenvektor v € g von w und eine rationale
Darstellung p von g. Die Koeffizienten der Polynome miissen gewissen Bedingungen geniigen, damit
T — G gilt. Diese Bedingungen liefern dann eine algebraische Beschreibung von T" und lassen sich mit
Hilfe von Darstellungen ermitteln.

Alle vorgestellten Darstellungen p haben die Eigenschaft, daB p(G) die Automorphismengruppe einer
Multilinearform auf einem Vektorraum V oder der Schnitt von solchen Gruppen ist. Daher werden wir
im ersten Teil des Kapitels untersuchen, welche Bedingungen in diesem Fall erfiillt sein miissen, damit
Polynome in v schon in G(F') liegen.

Im letzten Teil dieses Kapitels geben wir explizit die Darstellungen an, die wir spater verwenden werden.

6.1 Multilinearformen

In fast allen Darstellungen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, handelt es sich bei den auftretenden
Multilinearformen um Bi- und Trilinearformen. Nur im Fall G = SL,, ist die Darstellung durch eine
Multilinearform vom Grad n gegeben.

Fiir die Untersuchungen in diesem Abschnitt spielt der Grad der Multilinearformen jedoch keine Rolle: k-
Multilinearformen lassen sich fiir beliebiges k vollig analog behandeln, allerdings ist mit der gleichzeitigen
Behandlung eine etwas aufwendigere Notation verbunden.

Sei V ein F-Vektorraum der endlichen Dimension d und K eine k-Multilinearform auf V. Genauer
schreiben wir im folgenden K* : V¥ — F fiir die k-Multilinearform. Die Gruppe GL(V') operiert
komponentenweise auf V*. Fiir ein Element v = (v1,...,v;) € V¥ und ein g € End(V) sei g ®; v das
Element aus V*, das durch Anwendung von g auf die i-te Komponente von v entsteht, also

9 ©iv = (V1,..., V1,9V, Vit1s- -, Vk—1)-

Sei G ¢ GL(V) die Automorphismengruppe von K*, also die iiber I’ definierte algebraische Gruppe
mit
G(E) ={g € GL(V @r E) |Yv € (V @r E)* : K*(gv) = K*(v)}

93
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fiir eine F-Algebra E. Die Form K* wird dabei auf die offensichtliche Weise auf V @ E ausgedehnt.
Die Liealgebra g von G 148t sich beschreiben durch

g(E) = {g € End(V @p E) | Vv € (V @p E)* ZK’“g@Z =0}

Wir schreiben kurz G bzw. g fiir G(F) bzw. g(F) und V fiir V @ F. Nach Basiswahl identifizieren wir
V mit F?. Die Gruppen GL(V ®@F E) bzw. End(V @ E) lassen sich dann identifizieren mit GL(d, E)
bzw. M(d, E) fiir jede F-Algebra E. Man hat fiir die E-wertigen Punkte von G bzw. g dann

G(E) = GNGL(d, E)
9(E) =gNM(d, E).

Sei v ein halbeinfaches Element aus g(F'), dessen Minimalpolynom die Form X7u(X) hat fiir ein
Polynom p € F[X] mit X t u und j = 0,1. Sei a9 # 0 der Koeffizient des konstanten Terms von .
Ap sei die E-Algebra A = E[X]/u, und vg sei definiert durch

1

00 i= —(—pu(v) + a).
ao

Es gilt dann
bog =g =10
b2 =g

Die erste Eigenschaft gilt wegen vu(v) = 0. Die zweite Eigenschaft ist eine direkte Folge aus der ersten,
denn wegen X | (u—agp) 1aBt sich vy als Vielfaches von v schreiben. Man beachte noch, daB auch 1—1u
idempotent ist.

Wir definieren eine Abbildung ¢, g : E[X] — M(d, E) als E-lineare Fortsetzung der Abbildung

1+— g
Xt
Fiir ein Polynom P € E[X] mit konstantem Koeffizienten p a8t sich ¢, z(P) auch beschreiben als
¢o,E(P) = P(v) + po(vo — 1).
Bemerkung 6.1. Die Abbildung ¢y : E[X] — M(d, E) hat folgende Eigenschaften:
(i) ¢o.E ist linear und multiplikativ.
(11) ¢ r(1) =09, Kern(¢p r) = (1).
(111) Fir alle P € E[X] gilt ¢ g(P)(1 —v9) =0.

Beweis: Die Linearitdt und die Gleichung ¢, (1) = vg sind klar (man verwende die obige alternative
Darstellung von ¢y, ). Die Eigenschaft (iii) folgt aus vy = b und V3 = vy. Die Multiplikativitat
von ¢y i folgt direkt aus (iii) und der Idempotenz von 1 — vg: Seien P, € E[X] mit konstanten
Koeffizienten pg bzw. ¢p. Dann gilt

¢o,6(PQ) = (PQ)(v) + pogo(vo — 1)
= (P(n) + po(vg — 1)) <Q(n) + qo(vo — 1))
= ¢o,5(P)do(Q).
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Wegen (i) ist Kern(¢y, ) ein Ideal in E[X], das offensichtlich ;1 enthilt. Da p das Minimalpolynom
von v und ¢y, g ein Polynom in v ist, folgt Kern(¢, ) = (). O

Sei nun @, g : A — M(d, E) definiert durch
Py, p([P]) = ¢o,5(P)+ 1 — vg.

®, i ist wohldefiniert, injektiv, multiplikativ und ®, g([1]) = 1. Diese Eigenschaften folgen aus Be-
merkung 6.1: Die Wohldefiniertheit folgt aus 6.1(i) und (ii), die Multiplikativitat aus (i) und (iii). Die
Injektivitat ergibt sich aus (i) und (ii), denn aus @, g ([P])— Py £([Q]) folgt wegen (i) ¢y p([P—Q]) =0,
also [P — Q] € Kern(¢yr) = (1). ®o,r ist aber im allgemeinen nicht linear; dies ist der Fall genau
dann, wenn vy = 1 (und damit das Minimalpolynom von v teilerfremd zu X) ist.

Wir wollen untersuchen, wann ®, i schon Werte in G(E) hat. Wegen G(E) = G N GL(d, E) und
Bild(®y g) C M(d, E) ist dies dquivalent zu der Frage, wann ®, p Werte in G hat. Dazu muB fiir ein
Polynom P € E[X] gelten

(6.1) E*(@op([P))u) = K*(u)

fiir alle w € V*. Da v halbeinfach ist, kénnen wir V zerlegen in die Eigenrdume beziiglich v. Sei &; der
Eigenraum zum Eigenwert ;. Wegen der Linearitit von K* kdnnen wir in (6.1) dann annehmen, daB
jede Komponente u; € V von u = (u;)i=1,.. k schon in einem Eigenraum &; liegt.

Da v in g liegt, gilt
k
> Ko o;u) =0.
i=1

Wegen vu; = x;u; folgt

(6.2) <zk: 3:2) K*(u) =0.

1=1

Wir unterscheiden zwei Fille. Ist K*(u) = 0, so folgt dies wegen der Linearitit auch fiir die linke Seite
von (6.1), d.h aus (6.1) folgt keine Bedingung an P. Sonst gilt Zle x; = 0. In diesem Fall verwenden
wir folgende Aussage.

Lemma 6.2. Sei u ein Eigenvektor von v zum Eigenwert x und v1,...,vx_1 € V beliebig. Sei

vi= (U1, Uy, 1) € VE

Dann gilt
K*(v) falls x =0

k V) =
K (q)n,E([P])QZ ) {p(w)[{k(v) sonst

Beweis: Sei p der konstante Koeffizient von P. Nach Definition von ®, g hat man dann
Py p([P]) = ¢oe(P) +1—109 = (P —po)(v) + povo + 1 — vo.
Nun gilt

b0t =~ (—p(0) + ao)u = —(—pu(zs) + ao)u.
a a
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Ist 2 = 0, so folgt vou = L (—ag + ag)u = 0. Gilt 2 # 0, so ist z als Nullstelle von X7 1(X) schon

ag
Nullstelle von p(X), und wir erhalten vou = %(ao)u = u. u ist also immer Eigenvektor von vg, und
zwar zum Eigenwert 0, falls x = 0, und zum Eigenwert 1 sonst.

Mit dieser Information kénnen wir jetzt ®, g ([P])u berechnen. Sei zundchst z = 0. Dann gilt
Pop([P)u = ((P —po)(v) + (po — L)oo + L)u = (P — po)(z)u + u = u.

Ist x # 0, so gilt

Py 5([P))u = (P —po)(v) + (po — 1)oo + 1)u
= (P = po)(@)u+ (po — Du+u
= (P — po)(z)u + pou
= P(z)u

Wir fassen unser Ergebnis abschlieBend zusammen.

Proposition 6.3. Sei [P] € Ap. Dann liegt das Bild von [P]| unter der Abbildung ®yr : Up —
M(d, E) genau dann in G(E), wenn fiir alle Eigenvektoren uy,...,u, € V von v zu den Eigenwer-
ten x1,...,xE gilt:

k
K*(uy, ..., up) =0 oder aus le =0 folgt H P(z;) = 1.
1=1 ;70

Beweis: Wir miissen (6.1) zeigen fiir beliebiges u € V*. Wir kénnen uns dabei wie zuvor beschrieben
auf den Fall reduzieren, daB jede Komponente u; von u € V¥ Eigenvektor von v zum Eigenwert z; ist.
Aus Lemma 6.2 folgt

E¥@op([Pu) = T Plai) K" (u).
;70

Die rechte Seite stimmt genau dann mit K¥(u) iiberein, wenn K*(u) = 0 oder [1s20 Plzi) = 1 gilt.
Ist K*(u) # 0, so folgt wegen Gleichung (6.2) aber Zle x; = 0. Dies zeigt die Behauptung. O

Wir werden spater im Beweis von Satz 10.2 mit einer starkeren (aber nach Proposition 6.3 hinreichenden)
Bedingung arbeiten, um zu zeigen, daB der von uns konstruierte Torus in G liegt:

Korollar 6.4. Sei [P] € 2g. Wenn fiir alle Eigenvektoren uy, ... ,u, € V von v zu den Eigenwerten
Tly..., T gilt:

k
Aus Zw, =0 folgt H P(z;) =1,
i=1 ;70

dann liegt das Bild von [P] unter der Abbildung ®, g : Ar — M(d, E) in G(E).

Beweis: Offensichtlich ist diese Bedingung stirker als die in Proposition 6.3 formulierte, also hinrei-
chend fiir die gewiinschte Aussage. O

Bemerkung 6.5. Wenn alle x; = 0 sind, ist die Bedingung aus Korollar 6.4 trivialerweise erfillt.

Beispiel 6.6. In den fiir uns relevanten Fillen k = 2,3, dimz V ergibt sich die folgende Situation.
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(i) Im Fall k = 2 ist K = K? eine Bilinearform. Wegen Bemerkung 6.5 bleibt nur der Fall
0 # x1 = —x2 zu betrachten. Die Bedingung aus Korollar 6.4 besagt dann, dafl fiir das
Polynom P

P(z)P(—x) =1

gelten muf fiir jede Wahl eines Eigenwerts x # 0 von b, so dall —z ebenfalls Eigenwert von v
ist.

(ii) Im Fall k = 3 ist K = K? eine Trilinearform. Es bleiben zwei Fille zu untersuchen. Entweder
ist genau ein x; = 0, oder alle drei Eigenwerte sind von null verschieden. Die Bedingung aus
Korollar 6.4 besagt dann, daf fiir das Polynom P

muf gelten fiir alle Wahlen von zwei bzw. drei Eigenwerten mit 1 +xz9 = 0 bzw. x1+xo+ 3 =
0.

(iii) Sei k = dimpV und K* : V¥ — F die Determinantenfunktion. 0 tauche nicht als Eigenwert
von v auf. Sind zwei z; gleich, so sind die zugehorigen Eigenvektoren u; linear abhéngig und
daher K*(u) = 0 fiir jedes k-Tupel von Eigenvektoren von v, in dem die beiden u; auftauchen.
Nach Korollar 6.3 bleibt also nur der Fall zu untersuchen, dafl alle x; paarweise verschieden
sind.

Welchen Bedingungen an P dies in den jeweiligen Fillen (i)-(iii) entspricht, hingt von den tatséchlich
auftretenden Eigenwerten x; sowie der Algebra g ab und muf} in jedem Fall einzeln bestimmt
werden.

6.2 Gewichte

Nach Proposition 6.3 ben&tigen wir Informationen iiber die Eigenwerte von v. Diese als auch die Struktur
der Algebra g (siehe Kapitel 7) sind kodiert im Minimalpolynom z von v. In unserem Fall ist v das Bild
eines Eigenvektors v € g von Ad(wa) zum Eigenwert ¢ unter einer Darstellung von g. Wir werden hier
untersuchen, welche Gestalt i in dieser Situation hat. Die Gestalt hdngt natiirlich von der Darstellung
ab.

Sei p eine rationale Darstellung von g mit zugrundeliegendem Vektorraum V. Sei A die Menge der
Gewichte von p, d.h. die Menge aller x € Hom(t, G,), fiir die der Raum

Vi ={veV|Vtet:p(th=x(t)v}

nicht trivial ist. V' ist die direkte Summe aller Gewichtsraume V. Die Operation der Weylgruppe W
von G auf t vermoge Ad induziert eine Operation von W auf A.

Sei jetzt w € W und v € t Eigenvektor von w zum Eigenwert ¢. Das Minimalpolynom von p(v) hat die
Form

u(x) = T (x = x(v)),

XEAy

wo A, ein Vertretersystem fiir die Aquivalenzrelation x; ~ x2 :< x1(v) = x2(v) ist.
Wir nutzen jetzt die Operation von W aus. Fiir w € W ist w(x) gegeben durch

w(x) () = x(wz)
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fir x € t. Fiir den Eigenvektor v erhalten wir

(6.3) w(x)(v) = x(wv) = x(Cv) = ¢x(v).

Sei jetzt o ein Orbit in A unter W, := (w). Sei x ein Vertreter von o und v die Orbitlange. Dann gilt
wegen (6.3)
x(v) = w”(x)(v) = "x(v).

Es folgt x(v) = 0 oder ord(¢) | v. Dieses wichtige Ergebnis halten wir fest.

Proposition 6.7. Sei p eine rationale, endlich-dimensionale Darstellung von g iber V- und A die
Menge der Gewichte von p. Sei w ein Element in W, o ein Orbit in A unter w der Ldnge A\ und
x ein Vertreter von 0. Dann gilt: Ist x # 0, so existiert ein Figenwert ¢ von w mit ord(C) | A.

Beweis: Wir haben oben gesehen, daB fiir einen Eigenvektor v € t von w zum Eigenwert  entweder
x(v) = 0 oder ord(¢) | A gilt. Da w diagonalisierbar ist, wird t aufgespannt von Eigenvektoren von w.
Falls also ord(¢) 1 A gilt fiir alle auftretenden Eigenwerte ¢ von w, so folgt x(v) = 0 fiir alle t € t, also
x =0. O

Das folgende Korollar dieser Aussage haben wir bereits in Abschnitt 4.4 als Proposition 4.15 erwahnt,
um Aussagen iiber die Orbitlangen in ® zu erhalten.

Korollar 6.8. Seien ®y die Wurzeln von g beziiglich t und ® die Wurzeln von G beziiglich T'. Sei
weiter w € W. Dann ist die Linge jedes Orbits in &g bzw. ® unter (w) ein Vielfaches der Ordnung
eines Figenwertes von w auf t.

Beweis: Die Aussage fiir ® folgt aus der vorigen Proposition, wenn man fiir p die adjungierte Darstel-
lung von g wahlt und beachtet, daB die Elemente von ®4 genau die von null verschiedenen Gewichte
sind. Die Aussage fiir ® erhdlt man, weil die durch Differentiation gegebene Abbildung ® — ® bijektiv
und die Differentiation funktoriell ist; wegen der Funktorialitat gilt namlich

d(w(a)) = d(Int(ny) o ) = d(Int(ny,)) o (da) = Ad(ny) o (da) = w(da)
fir a € ® und einen Lift n,, € N(T) von w. O

Wir kommen zuriick zu unseren Uberlegungen beziiglich des Minimalpolynoms. Existiert ein xy € A mit
x(v) = 0, so ist der Beitrag aller solchen x zu p der Faktor X. Ansonsten tragen nur Orbiten zu p bei,
deren Lidnge ein Vielfaches von ord(() ist. Fiir einen solchen Orbit o0 mit Reprisentant x und x(v) # 0
gilt nun wegen (6.3)

w” O (x) (v) = ¢ x(v) = x(v),
AuBerdem sind die Werte w'(x)(v) paarweise verschieden fiir i = 1,...,0rd({). Also ist der von o
herkommende Beitrag u, zu u

ord(¢) . ord(¢) '
po(X) = T (X —w'(0@) = [T (X = ¢'x(v)) = X — x(v)r©).
=1 i=1

Fiir zwei verschiedene Orbiten 07 und o2 sind die Mengen 0;(v) := {x(v) | x € 0;} entweder identisch
oder disjunkt. Wir fassen unser Ergebnis zusammen.

Proposition 6.9. Sei p eine rationale Darstellung von g mit zugrundeliegendem Vektorraum V.
A bezeichne die Menge der Gewichte von dp. Sei weiter w € W und v € t ein Figenvektor von
w zum Eigenwert (. Fir einen (w)-Orbit o in A sei p, das zu 0 gehorige Polynom p,(X) =
Xord(©) — () Q). Schlieflich bezeichne (Ajw), ein Vertretersystem fir die Aquivalenzrelation
01 ~ 09 :< 01(v) = 02(v) auf den (w)-Orbiten o in A, fir die o(v) # {0} und ord(¢) | |o] gilt.
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Setze € = 1, aufer falls x(v) # 0 gilt fiir alle Gewichte x € A. In diesem Fall setze ¢ = 0. Dann
hat das Minimalpolynom p von dp(v) die Gestalt

wxX)=x° [ ne(X).
o€(A/w)w

Korollar 6.10. Sei die Situation wie in Proposition 6.9. Dann ist . separabel.
Beweis: Nach Definition von (A/w), sind die Nullstellen von p paarweise verschieden. O

Bemerkung 6.11. Gilt v; = Ad(g)(v2) fiir ein g € G, so stimmen die Minimalpolynome von p(v;)
und p(vg) iiberein.

Die Proposition 6.9 macht deutlich, daB es von Vorteil ist, Darstellungen moglichst kleiner Dimension
zu verwenden. In diesem Fall gibt es nur wenige Gewichte und damit Orbiten, so daB p nur aus wenigen
Komponenten besteht. Ein gutes Beispiel hierfiir ist die SL,,.

Beispiel 6.12. Wir verwenden die Standarddarstellung fiir SL, (sieche Abschnitt 6.6.1). t hat
dann genau n Gewichte, die den n Diagonaleintrigen entsprechen. Es ist leicht zu sehen, daf}
als Eigenwert von Ad(n,) eine primitive n-te Einheitswurzel (, auftaucht. Sei v € t wie oben
beschrieben ein Eigenvektor von Ad(n,). Wegen v # 0 existiert mindestens ein Gewicht y mit
x(v) # 0. Folglich gibt es einen Gewichtsorbit der Lénge n. In der Tat kann es nur diesen einen
Orbit geben. Nach Proposition 6.9 folgt

H(X) = X" = x(v)"

fiir irgendein Gewicht .

6.3 Einige Minimalpolynome von Eigenvektoren von w

In diesem Abschnitt werden wir eine Ubersicht iiber die Struktur der Minimalpolynome fiir die Elemente
p(v) geben fiir Eigenvektoren v von w beziiglich der Darstellungen p von 6.6, soweit dies nach dem
jetzigen Kenntnisstand moglich ist. Dies ist in den Fallen moglich, in denen eine primitive Einheitswurzel
von Ordnung [ = ord(w) als Eigenwert von w auftritt oder die Darstellungen geniigend kleine Dimension
haben. Grundlage sind die Proposition 6.9 und die Beschreibung der Gewichte in Abschnitt 6.6.

Zur Bestimmung der Struktur der Minimalpolynome: Die folgenden Aussagen (i)-(iii) klaren die Typen
Ay, By, C,, und Go. Mit den Aussagen (iv) und (v) ergibt sich der Fall eines Eigenvektors zum Eigenwert
(o fiir eine primitive Einheitswurzel der Ordnung 2k fiir den Typ D,,, falls & > n — k ist.

(i) Da alle betrachteten Gruppen einfach sind, gilt dies auch fiir ihre Liealgebren. Alle ihre nichttrivialen
Darstellungen (also insbesondere alle von uns betrachteten) sind daher treu. Wegen v # 0 existiert
folglich fiir jeden auftretenden Eigenwert ¢ ein Gewicht x mit x(v) # 0. Daher existiert stets ein
Gewichtsorbit, der einen nichttrivialen Beitrag liefert, d.h die Menge (A/w), ist nicht leer.

(i) In den Fallen, in denen schon ein Gewicht gleich null ist (also in den Fillen B,,, Fy, G>), ist das &
aus Proposition 6.9 stets 1, d.h. X taucht als Faktor im Minimalpolynom auf.

(iii) Ist v Eigenvektor zu einer primitiven Einheitswurzel von Ordnung ord(w) von Ad(w), so tragen
nur Orbiten der Lange ord(w) zu p; bei.

(iv) Fiir jeden Gewichtsorbit o, dessen Lange kein Vielfaches von ord(() ist, gilt o(v) = {0}.
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(v) Im Fall D,, existiert im Nichtcoxeterfall ein Orbit, dessen Lange ein Vielfaches von 2k ist, und ein
Orbit, dessen Lange ein Vielfaches von 2(n — k) ist. Weil es insgesamt nur 2n Gewichte gibt, kann
im Fall k& # n — k jeweils nur genau ein Orbit von Lange 2k bzw. 2(n — k) existieren. Das unten
aufgefiihrte Ergebnis gilt also, wenn n # 2k ist.

‘ Gruppe ‘ Typ von & ‘ Klasse ‘ Eigenwert von w ‘ Minimalpolynom eines EV ‘
‘ SLn+1 ‘ An ‘ COX ‘ Cn-i—l ‘ Xn+1 -D
‘ SOZn-‘rl ‘ Bn ‘ COX ‘ <2n ‘ X(X2n — D)
| Spon | Cn | cox | Con | X2 D
2n—2
S A D)
SO, D, — 7%
— Cok X(X*" - D)
L(n —
[k(n — k)] Catnt)
cox %32
9
Eg Eg 2 Ez
3p612, Ce
€
cox C12
Fy Fy 62 €
P 6
| Gy | Gy | cox | Co \ X (X% - D)

Die noch offenen Fille werden in den Kapiteln 8 und 9 behandelt.

6.4 Rationalitit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Eigenschaften der Faktorisierung aus Proposition 6.9 hinsicht-
lich Rationalitdtsfragen. Das letzte Ergebnis des Abschnitts wird eine Rolle spielen beim Beweis, daB
der von uns konstruierte Torus tatsachlich durch die Konjugationsklasse des Ausgangselements w € W

beschrieben wird.

Lemma 6.13. Sei G eine spaltende lineare algebraische Gruppe iber F mit maximalem spaltenden
Torus T und W die Weylgruppe von G. Seien g bzw. t die Liealgebren von G bzw. T. Sei p eine
Darstellung der Liealgebra g von G iber dem Vektorraum V und A die Menge der Gewichte von
t in V. Sei weiter L eine Kérpererweiterung von F, w € W und v ein Eigenvektor von w in t(L)

zum Figenwert ¢ fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von Ordnung A. Es gelte ( € F'. Sei

n(x) = x° [ (x> - Dy)

)

die Faktorisierung des Minimalpolynoms von p(v) aus Proposition 6.9. Dann existieren ein x € L*,
ein rationales vy € t sowie fiir jedes i ein Gewicht x; € A, so daf fiir jedes i

gilt.

D; = 2*xi(vo)
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Beweis: Wegen ( € F ist der Eigenraum von w zum Eigenwert ( iiber F' definiert. Wir schreiben v in
der Form
TV = v

fir ein x € L* und ein rationales vp in t. Die Minimalpolynome von p(v) und p(zvy) stimmen dann

iiberein und sind gleich z. Nach Proposition 6.9 existiert fiir jedes i ein Gewicht x; mit D; = y;(v)*.

Es folgt
Di = xi(v)* = 2 xi(wo) .
O
Lemma 6.14. Sei I eine endliche Indexmenge, m eine positive ganze Zahl und fir jedes i € I das

Polynom f; € F[X] gegeben durch
fi(X)=X"—-D;

=11+

el
bereits tiber F' definiert. Es sei ) ;. D; # 0, und es gebe einen festen Index ig, so daf fiir allei € I
D;
D;,
gilt. Dann sind die Faktoren f; bereits iiber F' definiert.

fiir Elemente D; # 0. Sei

eFr

Beweis: Man betrachte den Koeffizienten a von X™(I=1): Es gilt

icl D%; in . Es folgt D;, € F' und damit die Behauptung. O

Nach Voraussetzung liegen a und >
Korollar 6.15. Sei v € t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ( und p eine rationale Darstel-
lung von G. FEs gelte ( € F. Fulls ZOE(A/w)U XU(U)ord(C) £ 0 ist, existiert die Faktorisierung des

Minimalpolynoms p von p(v) aus Proposition 6.9 tiber F.

Beweis: Nach Lemma 6.13 existieren = € L* und vy € t(F) mit x,(v)*" 4 =: D, = x4 (vg)°r ().
Da die Darstellung p aus Proposition rational ist, liegt x,(vg) in F. Sei o ein beliebiger Orbit in A
unter (w) mit X,,(v) # 0. Dann gilt fiir alle o

D, . Xo(UO)Ord(C)

= ——"——= € F.
Doy Xop (v0)0rd(©)

Die Behauptung folgt jetzt nach Lemma 6.14. O

Korollar 6.16. Sei die Situation wie in Lemma 6.13 und x € L* ein Element mit
D; = 2*xi(vo)*

fiir ein rationales vy € t. Dann hingt der Grad der Korpererweiterung F(x)/F nicht von der Wahl
von x ab. Weiter stimmen die Ordnungen der D; in F*/(F*)* fiir alle i iiberein und sind gleich
dem Grad der Erweiterung F(x)/F.

Beweis: Seien z, 2z’ zwei Elemente in L* und v, v{, zwei rationale Elemente in t, die obige Gleichung
erfiillen. Dann gilt (zx;(v0))* = D; = (2'x;(v}))*. Also unterscheiden sich z;(vo) und x’x;(vj) um
eine Einheitswurzel von Ordnung ), also ein Element in F'. Wegen x;(vg) € F' stimmt die Ordnung von
D; in F*/(F*)* mit der von 2 in ['* /(F*)* iiberein. Letztere ist aber gleich dem Grad der Erweiterung
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6.5 Die Klasse eines Torus in H'(Gal(F/F), W)

Wir konstruieren den von uns gesuchten Torus 7" mit Hilfe einer Cartana_lgebra bt in der Liealgebra
von G. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, daB die Klasse in H(Gal(F/F), W), die T zugeordnet
wird, in enger Verbindung steht zu dem Weylgruppenelement w, durch das hp bestimmt ist.

Proposition 6.17. Sei G eine einfache spaltende Gruppen tber F mit Liealgebra g und T ein
mazimaler spaltender Torus in G mit Liealgebra t. Sei w ein Element in der Weylgruppe W von
G und n,, € N(T) ein Lift von w endlicher Ordnung. Es sei g € G mit gn,g~' € T. Wir setzen
hr = Ad(g)(t). Sei nun T ein F-Torus in G mit Liealgebra b und L eine Kdrpererweiterung von
F minimalen Grades mit g € G(L). Die Erweiterung L/F sei galoissch mit zyklischer Galoisgruppe
und wp € W set ein Reprdisentant der Konjugationsklasse in W, die dem Torus T als Element
in H'(Gal(F/F),W) zugeordnet wird. Der Kérper F enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung
[L : F]. Dann ist jeder Eigenvektor von w in t auch Eigenvektor von wp, und der zugehdrige
Figenwert beziiglich wrp ist eine Potenz des zugehiorigen Eigenwerts beziiglich w. Weiter ist das
charakteristische Polynom von wr als Automorphismus von t ein Produkt von Kreisteilungspoly-
nomen.

Beweis: Nach Annahme ist die Erweiterung L/F galoissch mit zyklischer Galoisgruppe I'. Daher
operiert die absolute Galoisgruppe Gal(F'/F) durch den zyklischen Quotienten I auf G(L). Deshalb ist
das Bild y7 des 1-Kozykels (g7 'o(g))ser in W schon bestimmt durch die Komponente a, = g~ '7(g)
fir einen Erzeuger 7 von I'. Da L/F eine Radikalerweiterung ist, hat L die Form L = F(d) fir
ein Element d € L* mit d'l € F*, und 7 operiert auf L vermége 7(d) = (jr|d fiir eine primitive
Einheitswurzel (jr| von Ordnung [T'.

Es geniigt, die Aussage der Proposition fiir einen bestimmten Vertreter wr zu zeigen. Da T die Liealgebra
hr hat, gilt g~ 'Tg = T. Sei also wr das Bild von a, in W. Dann wird in der Tat T die Konjugationsklasse
von wy zugeordnet, und wir zeigen die Behauptung fiir dieses spezielle wry.

Sei nun v € t ein rationaler Eigenvektor von w zum Eigenwert ( fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von
Ordnung A. Dann hat Ad(g)(v) die Gestalt

Ad(g)(v) = a7
fiir einen rationalen Vektor v € g und ein z € L*. Es folgt

Ad(ar)(v) = Ad(g™'7(9))(v) = 2 ().

1

Wir miissen also zeigen: 2~ 7(z) ist eine Einheitswurzel von Ordnung A.

Sei dazu p eine rationale Darstellung von g iiber V' und A die Menge der Gewichte von t in V. Die
beiden Elemente p(x~'v) und p(?) haben dasselbe Minimalpolynom nach Bemerkung 6.11. Ersteres
hat nach Proposition 6.9 die Gestalt
X [[x* - D)
(2
fiir ein € € {0, 1} und Elemente D; € F*. Nach Korollar 6.15 liegen die D; bereits in F**. Wir betrachten
einen Faktor X* — D;. Nach Lemma 6.13 existiert dann ein Gewicht xy € A mit

D = xg(x~ ') = 2 x(0)™

Da die Elemente D; und x(v) rational sind, sind auch = bzw. 2 rational, d.h. es gilt 7(2*) = 2.

Folglich ist 17 (x) eine Einheitswurzel von Ordnung A. Genauer ist 2~ !7(x) eine Einheitswurzel von
Ordnung [F(z) : F).
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Die Aussage iiber die Gestalt des charakteristischen Polynoms von wr folgt, da GG als einfache spaltende
Gruppe bereits iiber Q definiert sind und jedes Element der Weylgruppe einen Q-rationalen Vertreter
hat, da die Gruppen spalten. Daher ist das charakteristische Polynom von wy ebenfalls iiber Q definiert.
Die Kreisteilungspolynome sind aber irreduzibel iiber Q. O

Der Beweis von Proposition 6.17 zeigt, daB die Ordnung jedes Eigenwerts von wp bestimmt wird durch
den Grad der Koérpererweiterung F'(x)/F, wo z € L* ein Element ist, das von g € G(L) abhéngt mit
gnwg~ ' € T fiir einen Lift n,, € N(T) von w. Nach Konstruktion von x im obigen Beweis kdnnen wir
nun Korollar 6.16 anwenden und sehen, daB die Ordnung jedes Eigenwerts von wr bestimmt ist durch
das Minimalpolynom des Bildes eines zugehérigen Eigenvektors unter einer rationalen Darstellung von
g. Dies ist insbesondere dann von Nutzen, wenn der Torus T algebraisch durch solche Minimalpolynome
gegeben ist, wie es spater im Kapitel 10 der Fall sein wird.

Zum SchluB formulieren wir noch ein Korollar, das uns spater die Bestimmung des Typs von T erleichtern
wird.

Korollar 6.18. Sei die Situation wie in Proposition 6.17. Zusdtzlich gelte die Figenschaft, dafs
fiir jeden Eigenvektor von w bzw. wr in t zum Figenwert ¢ bzw. £ die Ordnungen von ¢ und &
tbereinstimmen. Dann haben w und wr dieselben Figenwerte.

Beweis: Die charakteristischen Polynome f,, bzw. f7 von w bzw. wr sind Produkte von Kreisteilungs-
polynomen. Nach Voraussetzung tritt aber jedes Kreisteilungspolynom, das f, teilt, auch als Faktor in
fT auf. O

6.6 Darstellungen der einfachen Gruppen

Wir beschreiben in diesem Abschnitt Darstellungen fiir die von uns betrachteten einfachen, zusam-
menhingenden, liber F' spaltenden linearen algebraischen Gruppen. Wir nehmen im ganzen Abschnitt
an, daB die Restklassencharakteristik von F' ungleich 2 ist, wenn G durch die Automorphismengruppe
einer Bilinearform, und ungleich 2, 3 ist, wenn G durch die Automorphismengruppe einer Trilinearform
beschrieben ist. Im Hinblick auf Proposition 6.9 und Beispiel 6.12 sind die Darstellung dahingehend
gewdhlt, daB sie moglichst kleine Dimension haben. Alle Gruppen tragen eine Op-Struktur. Die hier
beschriebenen Darstellungen werden entsprechend Op-rational sein. In allen Fallen geben wir fiir eine
Op-Algebra E einen E-Modul V' und eine abgeschlossenen Untergruppe G(E) von GL(n, E) an. Fiir
eine iiber Op definierte Untergruppe H von G wird also stets H(E) = H(F) N GL(n, E) gelten.
Die affinen Gruppenschemata, die auf diese Weise erklart werdend, sind Chevalley Gruppenschemata
mit generischer Faser G, denn es gibt in allen Fallen eine ganzzahlige Chevalley-Basis im Sinne von
[SGA3,II1][Ch.6]. Durch Differentiation erhilt man Darstellungen der Liealgebren der Gruppen. Dies
entspricht der Situation von Abschnitt 6.1.

Im ganzen Abschnitt sei E eine beliebige Op-Algebra. Wie immer schreiben wir H bzw. b fiir H(F)
bzw. h(F) fiir eine Untergruppe H von G bzw. eine Unteralgebra h von g. Die Gewichte bzw. Wurzeln
sind alle bereits iber Op definiert.

6.6.1 SL,

Wir betrachten die Standarddarstellung der SL,,. Sei V.= E" und SL,(E) = SL(V') die Untergruppe
der Automorphismen in GL,(F) = GL(V'), deren Determinante gleich 1 ist. Sei det : V" — FE die
Standard-Determinantenfunktion. det ist eine alternierende n-Multilinearform. Wenn GL(V') auf V"
komponentenweise operiert, dann |48t sich SL(V') beschreiben als

SL(V) = Aut(det) = {g € GL(V) | Vv € V" : det(gv) = det(v)}.
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Die Liealgebra von SL,,(E) ist der Raum sl,,(E) aller Endomorphismen von V' mit Spur 0. Als maximaler
spaltender E-Torus in SL, kann der Torus T der Diagonalmatrizen in SL, gewahlt werden. Seine
Liealgebra t besteht dann gerade aus den Diagonalmatrizen in sl,,.

Gewichte. Die Gewichte von sl,,(E) in V sind x1, ..., Xn. Sie entsprechen den n Diagonaleintragen
der Elemente von t. Es gilt x1 + ...+ xn = 0.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln beziiglich T wird gegeben durch = fiir 1 < i < j < n,
wenn i : ']I‘ — G, die Projektion auf den i-ten Dlagonalelntrag einer Matrlx aus 'IF bezeichnet. Das

'+
positiven bzw. einfachen Wurzeln ®; von g beziiglich t sind die ¢; — ¢; fur 1 <i<j<n bzw. die
g —eip1 fir 1 <i<m—1, wenn g; = x; : t — G, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer
Matrix aus t bezeichnet. Die Notation stimmt mit der aus [BFW| benutzten iiberein.

6.6.2 S0O5,11
Wir betrachten die Standarddarstellung der SOg,, 1. Sei V = E?*+1,

1
B =
1

und SOs,,+1(E) die Zusammenhangskomponente der eins in Aut(B). SOs,+1 heiBt spezielle orthogo-
nale Gruppe beziiglich der symmetrischen Bilinearform B. Als maximaler spaltender F-Torus in SOg;,41
kann der Torus T der Diagonalmatrizen in SO, 1 gewihlt werden. Seine Liealgebra t besteht dann
gerade aus den Diagonalmatrizen in s09,11 = Lie(SO2;,41).

Gewichte. Die Gewichte von $09,11(F) in V sind x1,..., X2n+1- Sie entsprechen den 2n 4 1 Dia-
gonaleintrdgen der Elemente von t. Es gilt x; + x2n+2—; = 0 fiir alle ¢ und x,+1 = 0.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln beziiglich T wird gegeben durch z;x J Yfirl1<i< i<n
und z; fiir 1 < ¢ <n, wenn z; : T — G,, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix
aus T bezeichnet. Das zugehérige einfache System besteht aus den Wurzeln % firl<i:<n-1
zusammen mit x,,. Die entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln &, von g beziiglich t sind die
giftejfirl <i<j<nunddieg;firl <i<n bzw. die g; — ;41 fiir 1 <7 <n —1 zusammen mit
€n, Wenn g; = x; : t — G, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet.
Die Notation stimmt mit der aus [BFW] benutzten iiberein.

6.6.3 Span

Wir betrachten die Standarddarstellung der Spa,,. Sei V = E?",

1
-1

und Spo,(E) = Aut(B) die Automorphismengruppe beziiglich der symplektischen Bilinearform B. Als
maximaler spaltender F-Torus in Spa, kann der Torus T der Diagonalmatrizen in Sps,, gewahlt werden.
Seine Liealgebra t besteht dann gerade aus den Diagonalmatrizen in sps, = Lie(Spay,).
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Gewichte. Die Gewichte von spo,(E) in V sind x1,..., Xx2n- Sie entsprechen den 2n Diagonalein-
trdgen der Elemente von t. Es gilt x; + xon+1—; = O fiir alle 4.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln beziiglich T wird gegeben durch :L'Z'l’?ml firl<i<j<n
und 22 fiir 1 <4 < n, wenn x; : T — G, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix

aus T bezeichnet. Das zugehdrige einfache System besteht aus den Wurzeln xx+Z1 firl<i:<n-1

zusammen mit x2. Die entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln ®, von g beziiglich t sind die
gitej fiir 1 <i < j < nunddie 2¢; fiir 1 <i <n bzw. die g; —g;4; fiir 1 <i <n—1zusammen mit
2ey,, wenn g; = x; : t — G, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet.
Die Notation stimmt mit der aus [BFW] benutzten iiberein.

6.6.4 S0,,
Wir betrachten die Standarddarstellung der SO»,,. Sei V = E?",

1

1

und SOy, (F) die Zusammenhangskomponente der eins in Aut(B). SO3, heiBt spezielle orthogonale
Gruppe beziiglich der symmetrischen Bilinearform B. Als maximaler spaltender F-Torus in SOs,, kann
der Torus T der Diagonalmatrizen in SO,,, gewahlt werden. Seine Liealgebra t besteht dann gerade aus
den Diagonalmatrizen in s09,, = Lie(SOay,).

Gewichte. Die Gewichte von s09,(E) in V sind x1,..., Xx2n- Sie entsprechen den 2n Diagonalein-
trdgen der Elemente von t. Es gilt x; + xon+1—; = O fiir alle 4.

Wurzeln. Ein System positiver Wurzeln beziiglich T wird gegeben durch ac,-x?ml firl <i<j<mn,
wenn z; : T — G, die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus T bezeichnet. Das
zugehdrige einfache System besteht aus den Wurzeln % fir 1 <7 <n-—1zusammen mit z,,_1x,. Die
entsprechenden positiven bzw. einfachen Wurzeln ® von g beziiglich t sind dieg; £¢; fir1 <i < j <n
bzw. die g; — g;41 fiir 1 <¢ <n — 1 zusammen mit €,_1 + €, wenn g; = x; : t — G, die Projektion
auf den i-ten Diagonaleintrag einer Matrix aus t bezeichnet. Die Notation stimmt mit der aus [BFW]
benutzten iiberein.

6.6.5 Fj

Sei V der Vektorraum M3(E), wobei M3(E) der Raum der 3 x 3-Matrizen mit Koeffizienten in E ist.
Sei f die kubische Form auf V, die definiert ist durch

f((x1, 9, x3)) = det(x1) + det(xo) + det(zs) — tr(z1xoxs3)

fir ; € M3(F). Die Untergruppe Eg := Aut(f) von GL(V) ist dann eine spaltende, einfach-
zusammenhangende Gruppe vom Typ FEg.

Sei K : V3 — E die (symmetrische) Trilinearform, die man durch Polarisation von f erhilt:
1
K(u,v,w) = 2 (fu+v+w) = futo) = fo+w) = fut+w) + [ () + [0) + fw)).

Es gilt dann f(v) = K(v,v,v) fiir alle v € V. Es gilt Eg = Aut(K).
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Untergruppen. Die Gruppe SL3(E) operiert linear auf V' durch die Vorschrift

(91,92, 93)-(v1, 29, 73) = (g12195 ', 922195 ", 93197 )

fir g; € SL3(E), z; € M3(FE). Offensichtlich respektiert diese Operation die Form f, so daB wir einen
Homomorphismus SL3(E) - Aut(f) = Eg(E) erhalten. Der Diagonaltorus in SL3(E) hat Rang 6,
und sein Bild unter ¢ ist ein maximaler spaltender Torus T¢(F) in E¢(E), der Diagonaltorus in Eg.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wir identifizieren Eg mit einer Untergruppe von GL(27, E)
tiber die Standardbasisvon V' = M%(E) Die 272 Basisvektoren von V sind die Elemente (€ij, €kl €mn) €
M3(F), wo ey, den Eintrag 1 an Position (a, b) hat und sonst alle Eintrige verschwinden. Ist der Dia-
gonaltorus in dem ¢-ten Faktor von SL% durch die freien Parameter ¢; und t;+1 beschrieben, setzen

wIr
t1t4 t1ts
T1i=4]—, To:i=4/—>
1 t2t37 2 t2t47

T3 =tV Il1talsty, x4 := 15V t1l213t4,

- _ Vittatsty o t3tan/ta
o tstg o t1ta/t1tats

als formale Ausriicke. Zwischen den x; ist die formale Mulitplikation auf die offensichtliche Weise erklart,
wobei das Wurzelziehen den Vorschriften (ab)'/? = a!/2b'/2 und (a?)'/? = a! geniigen soll. Wir setzen
noch formal g; = d(x;).

Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus in dem i-ten Faktor von SL% sei parametrisiert als

t
< tit1 ) . Dann existieren die folgenden Wurzeln a1, ...,ag von T in g:
(titiy1)™
) 1/2
ap=(————] ,a2 =117,
T2X3L4T5T6
o I3 T4 5
Q3 = —, g = —, Q¥ = —, 06 = ——.
r1 Z2 x3 T4
Die Menge {a, ..., ag} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehdriges System positiver Wurzeln
die Menge

5 /2 5
1 _1\v(z
{afl2; |[1<i<j<5}U —ng e ] g v(i) gerade
16 521 i=1

ist. Die entsprechenden Wurzeln beziiglich t sind

5 5
{fei+e|1<i<j<5b}U {1/2(—56 + Z(—l)’j(i)z—:i) | Zu(z) gerade}
i=1

i=1
mit zugehdrigem einfachen System

1
5(61 — €9 —E3 — &4 — €5 —66),61 + €9,

€1+ ¢€2,—€9+€3,—€3+ €4,—€4 + €5.

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW], wenn man ¢ mit der dortigen Bezeichnung e¢+e7—es
gleichsetzt. Die positive Wurzel maximaler Hohe hat die Form

ot — <:E1x23:3:n4:1:5)1/2
Ze
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bzw. )
5(51 +éegt+e3t+E4+6E5 — 66).

Wir haben dann

—at

.
J

o o o o
aq as G4 Qp €73

Wir ordnen die Standardbasis von V' = M3(E) wie folgt an:

11 1 1 1 1 101 1
€12, €11, €22, €21, €13, €23, €32, €31, €33
2 2 2 2 2 2 2 2 2
€32, €12, €31, €11, €22, €21, €33, €13, €23,
3 3 3 3 3 3 3 3 3
€33, €13, €23, €32,€31,€12, €11, €22, €21,

Beziiglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelrdume in GG zu den einfachen Wurzeln aus oberen
Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(E) in V sind x1,..., x27. Sie entsprechen den 27 Diagonaleintragen der Elemente
von t. 10 Gewichte sind dann von der Form %(:l:&ei —gg) firi =1,...,5. Ein Gewicht hat die Form
%EG. Die verbleibenden 16 Gewichte sind von der Form %(j:351 + 3e9 £ 363 + 364 + 3¢5 + £¢). Dabei
treten alle 10 moglichen Vorzeichenkombinationen mit dreimal 4+ und zweimal —, alle 5 moglichen
Vorzeichenkombinationen mit einmal + und viermal — sowie die Kombination mit fiinfmal + auf.

6.6.6 F}
Seien V,f,K und ¢ wie in Abschnitt 6.6.5. Sei weiter

v = (id, 0,0) evV.

Die Untergruppe Fy := Aut(f) N Stab(vy) von GL(V) ist dann eine spaltende Gruppe vom Typ Fj.
F ist sowohl einfach-zusammenhingend als auch von adjungiertem Typ.

Sei Ko : V? — E die (symmetrische) Bilinearform, die durch
Z{C(ZL7U) = l{(ZL,U,Uo)

gegeben ist. Es gilt dann F; = Aut(K) N Aut(K)p).

Untergruppen. Die Gruppe SL3(E) 138t sich mit der Untergruppe von SL3(E) identifizieren, die
durch die Gleichheit der ersten beiden Komponenten gegeben ist. Diese Untergruppe stabilisiert den
Vektor vg, wenn man die Operation aus Abschnitt 6.6.5 zugrunde legt. Wir haben also vermdge ¢ einen
Homomorphismus SL3(E) — Fy(E). Der Diagonaltorus in SL3(E) hat Rang 4, und sein Bild unter ¢
ist ein maximaler Splittorus T(E) in Fy, der Diagonaltorus in Fy.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wir wihlen dieselbe Basis von V' wie im Fall der Eg. Sind

t1,...,t4 die freien Parameter des Diagonaltorus in SL%, setzen wir
t3ty t1
Il i =— —, T = tltgtg, I3 = t1t2t4, T4 = —.
lita 12

Wir setzen noch ¢; = d(z;).
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Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus in dem i-ten Faktor von SL3 sei wie im Fall der Fg

parametrisiert. Dann existieren die folgenden Wurzeln aq,...,a4 von T in g
i) T3 I 1/2
ap = —,09 = —,03 = T4,04 =
T3 T4 L2234

wobei das Wurzelziehen den Vorschriften (ab)'/? = a'/2b'/2 und (a?)'/? = a! geniigen soll. Die Menge
{aq,..., a4} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehoriges System positiver Wurzeln die Menge

1/2
{2 |1<i<4}U{zat |1<i<j<4}U {(slsglag“sjfl) }
ist. Die entsprechenden Wurzeln beziiglich t sind
1
{6 ]1<i<4}U{e; ¢ 1§i<j§4}u{§(51i52j:53i54)}

mit zugehdrigem einfachen System

1
62—63753—64764,§<€1 —62—63—84)-

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW]. Die positive Wurzel maximaler Hohe hat die Form

Oé+ = X1T9

bzw.
£1 + &2.
Wir haben dann

o o o—>>=0 o
—at @ a2 a3 Qg

Wir ordnen die Standardbasis von V = M3(FE) wie folgt an:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
€32, €31, €12, €11, €22, €21, €33, €13, €23,
2 2 2 2 2 2 2 2 2
€33, €13, €23, €32, €31, €12, €11, €22, €21,
3 3 3 3 3 3 3 3 3
€12, €11, €22, €21, €13, €23, €32, €31, €33
Beziiglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelrdume in G zu den einfachen Wurzeln aus oberen

Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(E) in V sind x1, ..., x27. Sie entsprechen den 27 Diagonaleintrigen der Elemente
von t. Drei Gewichte sind null. Die verbleibenden 24 Gewichte entsprechen in dieser Notation den 24
kurzen Wurzeln in der additiven Notation von [BFW].

6.6.7 G,

Sei V = E" mit Standardbasis 1, ...,e7 und ef € V* die Projektion auf die zu e; gehdrende Kompo-
nente von V. Seien Q € Sym?(V*) gegeben durch

Q= —¢i> +ejer + ehes + ehel
und f € A3(V*) durch
f=eiN(egNes+esNeg+esNer)+el NesNes+ el Neg Aer.

Q@ bzw. f definiert eine symmetrische Bilinear- bzw. alternierende Trilinearform auf V. Die Untergruppe
G2(E) := Aut(Q) N Aut(f) von GL(V) ist dann eine spaltende Gruppe vom Typ Ga. G2 ist sowohl
einfach-zusammenhangend als auch von adjungiertem Typ.
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Untergruppen. Wir identifizieren SL3(E) mit einer Untergruppe o(SL3(E)) von GL(V') durch die
Vorschrift

g 0 0
og)=[0 1 0 |,
0 0 6(g)
wo g € SL3(FE) und 6(g) gegeben ist durch
0 00 0 00
0g)=10 1 offg " [0 1 0
1 00 1 00

Diese Operation 13Bt die Formen @ und f invariant, so daB wir einen Homomorphismus SL;3(E) <
G2(FE) erhalten. Der Diagonaltorus von SL3(E) hat Rang 2, und sein Bild unter ¢ ist ein maximaler
Splittorus T(E) in Go(E), der Diagonaltorus in Go.

Basis von V und Toruskoordinaten. Wie bereits erwdhnt wahlen wir die Standardbasisey, ..., e7
von V. Ist der Diagonaltorus der SL3 durch die freien Parameter t; und ¢ beschrieben, setzen wir

Ty =1y, o :=11te, x3:=1.

Wir setzen noch ¢; = d(z;).

t1
Wurzeln und Gewichte. Der Diagonaltorus der SL3 sei parametrisiert als < t2 tat )1> . Dann
1t2

existieren die folgenden Wurzeln a1, a0 von T in g

L1 L2L3
o] = —, 0 = 5

Die Menge {1, s} ist ein System einfacher Wurzeln, dessen zugehdriges System positiver Wurzeln die
Menge
{a1, a0, 1 + 2,201 + az,3a;1 + ag, 301 + 202}

ist. Die entsprechenden Wurzeln beziiglich t sind die Ableitungen der Wurzeln beziiglich T mit zu-
gehdrigem einfachen System

€1 — &2, —2e1 + &2 t+€3.

Diese Notationen entsprechen denen aus [BFW]. Die positive Wurzel maximaler Héhe hat die Form

2
at = 3 =305 + 20y
122

bzw.
—&1 — €9 + 2e3.

Die entsprechenden Relationen zwischen den Ableitungen d(a;) € ®4 beschreiben nach [BFW] ein
einfaches System von Wurzeln. Wir iibernehmen daher die entsprechenden Notationen aus [BFW] fiir
®,. Die positive Wurzel maximaler Hohe hat die Form

Wir haben dann
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Wir ordnen die Standardbasis von V = E7 wie folgt an:
€6,€1,€3,¢€4,6€5,€7,€2

Beziiglich dieser geordneten Basis bestehen die Wurzelrdume in G zu den einfachen Wurzeln aus oberen
Dreiecksmatrizen.

Die Gewichte von t(F) in V sind x1,...,x7. Sie entsprechen den 7 Diagonaleintragen der Elemente
von t. Genauer entspricht y; der zum Basisvektor e; gehdrende Komponente. Das Gewicht x4 ist dann
null. Die verbleibenden 6 Gewichte entsprechen in dieser Notation den 6 kurzen Wurzeln. Es gilt weiter
Xi + xs—i =0 firalleiund xy1+x2+x3=x5+x6+ x7=0.

6.6.8 Die adjungierte Darstellung

Die adjungierte Darstellung von G hat den Vorteil, daB sie fiir jede Gruppe existiert und die Gewichte
wohlbekannt sind: Die nichttrivialen Gewichte sind gerade die Wurzeln von G. Der Nachteil ist schon
in Abschnitt 6.2 angeklungen: Je héher die Dimension der Darstellung, umso hoéhergradig und kom-
plizierter sind die Minimalpolynome der halbeinfachen Eigenvektoren von wa beziiglich der gegebenen
Darstellung. Aus diesem Grund arbeiten wir fiir jede Gruppe G mit einer Darstellung moglichst kleiner
Dimension. Im Hinblick auf Gruppen mit Wurzelsystem vom Typ Eg wird die adjungierte Darstellung
von G jedoch spitestens dort eine groBe Rolle spielen.

Sei wie immer G zusammenhangend und halbeinfach. Sei g die Liealgebra von G und kK : g x g — F
die Killingform. [, -] bezeichne die Lieklammer auf g. Wir definieren folgende Trilinearform auf g:

Kp:gxXgxg—F

G operiert vermoge Ad auf dem F-Vektorraum g und erhilt die beiden Formen « und x;. Die Automor-
phismengruppe von k und k¢ in GL(g) besteht aus Ad(G) = Gaq und den duBeren Automorphismen
von g. Dies sieht man wie folgt: Ein Automorphismus von k und k; |aBt auch die Lieklammer von g
invariant, ist also bereits ein Automorphismus von g. Jetzt kann man die Strukturtheorie fiir Liealgebren
anwenden.



Kapitel 7

Die Algebra g

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, welche Struktur die Algebra (g hat. Die spezielle Gestalt von
u flihrt zu einer Zerlegung von 2Ap mittels Idempotenter. Wir werden dann fiir die von uns betrachteten
Gruppen eine Einbettung eines Summanden von 2p nach 2 konstruieren, so daB sich der gesuchte
Torus T' durch algebraische Gleichungen in diesem Summanden beschreiben 138t.

Im ganzen Kapitel sei p eine rationale endlich-dimensionale Darstellung von G mit zugehdriger Dar-
stellung dp von g. Sei V der zugrundeliegende Vektorraum und d seine Dimension. Sei weiter v € t
ein rationaler Eigenvektor eines primitiven Elements w € W zum Eigenwert ¢ und v = dp(v). Nach
Proposition 6.9 hat das Minimalpolynom von v die Gestalt

XEH/M

el
fiir eine endliche Indexmenge I und Polynome p; € F[X] von der Gestalt
pi(X) = (X°r9© — D).

Wir setzen p = [[;c;pi und Ag = E[X]/pu. Das Polynom p ist separabel nach Korollar 6.10. Die
(i sind wegen der Separabilitdt von p paarweise teilerfremd. Wir wollen den Torus 7' nun mit Hilfe
der in Abschnitt 6.1 konstruierten Abbildung @, : Ar — M(d, E) beschreiben. In diesem Kapitel
untersuchen wir daher zunichst die Struktur der Algebra 2. Wir werden im ganzen Kapitel annehmen,
daB die p; bereits Koeffizienten in £’ haben.

7.1 Zerlegung mittels Idempotenter

Wir untersuchen in diesem Abschnitt allgemein die Zerlegung einer F-Algebra mittels Idempotenter.
Seien fi,..., fm teilerfremde separable Polynome in F[X] und f = fi--- f;. Sei E eine F-Algebra
und Ag die Algebra E[X]/f. Wir werden in dieser Arbeit in zwei Situationen auf eine Algebra vom Typ
A stoBen: Zum einen hat, wie bereits am Anfang dieses Abschnitts erlautert, das Minimalpolynom g
eines Eigenvektors von w € W eine Gestalt wie f. Zum anderen werden wir in Kapitel 10 den Torus T’
algebraisch durch Gleichungen in einer Algebra vom Typ 2Ag beschreiben. Um zu sehen, daB T wirklich
ein Torus ist, werden wir ebenfalls eine Zerlegung der Algebra benutzen.

Wegen der Separabilitit von f sind die f; paarweise teilerfremd, und 2Ar = E[X]/f zerlegt sich in eine

direkte Summe
Ap = P A,

71
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mit

Ap,; = E[X]/ fi.
Seien ¢, € F[X] (fiir k € I) Elemente mit >, ;cx [, f; = 1. Dann ist der Isomorphismus 7 :

@D, Ar,; — Ap gegeben durch
([B])i = [Z aPi [ ] uj]
kel £k

mit Umkehrabbildung
[P] = ([P]):-

Bemerkung 7.1. Sei xj eine Nullstelle von f, und Q1,...,Qmn(X) € E[X]. Dann gilt

7 ((Qu):) @r) = Qula).

Bemerkung 7.2. Sei f ein separables Polynom in E[X]| und 2 = E[X]/f. Seien weiter Q ein
Polynom in E[Xq,...,X] und Py, ..., P, Polynome in E[X] sowie ¢ € E. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir alle Nullstellen X\ von f gilt Q(P1(\),..., Pn(N\)) =c.
(ii) Es gilt Q([P1],...,[Pn]) = ¢ als Gleichung in der Algebra 2.

Beweis: Die Richtung (i7) = (i) ist klar. Umgekehrt schreiben wir Q(Py, ..., Py,) in der Form
Q(Pl,...,Pm) =c+R

fir ein Polynom R € E[X]. Wegen Q(Py()),. .., Pn(X)) = cfiir alle Nullstellen A von f folgt R(\) =0
fiir alle Nullstellen X von f. Wegen der Separabilitit von f folgt f | R und damit

Q(P,...,Py)=c mod f.
|

Im zweiten Teil dieses Abschnitts nehmen wir nun an, daB die f; eine spezielle Gestalt haben: Sei A
eine positive ganze Zahl, x die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung A in F und D € E*. Sei f
das Polynom

f(X)=Xx*-D

und d eine fest gewdhlte Nullstelle von f in einem Zerfallungskorper L von f. Wir setzen fiir £ € k

fe(X) = X — ¢&d
Ape = LIX]/fe.

Dann gilt

f=11t

(ER

und die Algebra 2y, ist isomorph zu @5& Az vermoge der oben definierten Abbildung 7. Sind ¢
Elemente in L[X] mit > ., c¢ [[er e fo = 1, dann ist 7 gegeben durch

(1Pel)e) = [Zcﬁp6 11 fg,]'

ger §'#E
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Lemma 7.3. Sei \ eine positive ganze Zahl und r die Gruppe der \-ten Finheitswurzeln in F. Sei
E eine Korpererweiterung von F, f(X) = X* — D € E[X]| mit X { f und L ein Zerfillungskorper
von f. Es sei die Algebra Ar, durch Ay, = L[X]/f erklirt. Das Polynom f sei als f = [],ic, fe
faktorisiert fiir eine fest gewdhlte Nullstelle d von f in L und f¢(X) = X —&d. Wir setzen Up ¢ =
L[X]/fe. Der Isomorphismus 7 : @g¢c, Are — AL sei wie oben erklirt. Sei ¢ € k und o = o¢ :
A, — A, der durch

o([X]) = [(X]

gegebene Automorphismus von Uyp,. o induziert einen Automorphismus

o, =1 1lor

von P, Arg. Seien nun Py,..., Py Polynome in L[X]. Dann gilt

or (([Pe(X)Deex) = ([Pee(¢X))een-

Beweis: Die Gleichung 3¢, ce(X) [[er ¢ fe(X) = 1 ist eine Gleichung zwischen Polynomen, bleibt
also richtig, wenn auf beiden Seiten X durch (X ersetzt wird, d.h. es gilt

ST ee(¢X) I fe(¢x) =1.

fer §'#E

Genauso bleiben Kongruenzen zwischen Polynomen erhalten, wenn in allen beteiligten Polynomen X
durch (X ersetzt wird. In unserem Fall gilt also

ce(¢X) I fe(¢x) =

{1 mod f¢ (¢ X)
2

0 modfe(CX),& #¢.
Nun gilt fiir jedes € € &

Je(CX) = (X = €d = (X = (T'€d) = (fe1e(X).

Insbesondere sind Kongruenzen modulo f¢(¢X) und modulo f.-1¢(X) dieselben. Daher ist das Bild von

o (([Pe(X)))e) = [Z ce((X)Pe(¢X) I fer(¢X)
gen 2

unter 7! das Tupel ([P:(¢X]);-1¢. Nach Umindizierung erhalten wir

o (([Pe(X)e) = ([Pee(CX]een

wie behauptet. U

7.2 Relationen zwischen Nullstellen

Wir betrachten nun den Fall, daB zwischen den einzelnen D; € F gewisse Relationen bestehen. In den
Kapiteln 8 und 9 werden wir sehen, daB solche Relationen zwischen verschiedenen 1; von Relationen
zwischen Gewichten aus verschiedenen Orbiten unter (w) herkommen.

Sei wieder k die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung A und f; € F[X] Polynome der Form
fi(X) = X* — D;. Wir nehmen ab jetzt an, daB « in F enthalten sei und fixieren eine primitive
Einheitswurzel ¢ von Ordnung A. Wir wihlen Elemente d; € F mit D; = d?. Diese Elemente entsprechen
den Werten x(v) im Abschnitt 6.2. Fiir jedes Paar von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Indizes



74 KAPITEL 7. DIE ALGEBRA g

(i,7) aus I sei 0,5 € F* mitd; = 0;;d;. Wir nehmen an dieser Stelle an, daB alle 6;; bereits in F liegen.
Dies wird in den von uns betrachteten Fillen immer der Fall sein, siehe Kapitel 8 und 9. Wir fixieren fiir
den Rest des Abschnitts die F-Algebra E' und schreiben kurz 2, fiir Az, und 2 fiir Ag. Die Algebren
2; und 2; sind dann wegen der Gleichung d; = 6;;d; isomorph vermoge der Abbildung W;; : 2; — A,
gegeben durch

Wij : [P(X)] = [P(055X)].

Die Umkehrabbildung \Ifi_jl : 2A; — 2; wird gegeben durch

U [(QX)] = [Q6;' X))

Offensichtlich werden die Abbildungen ¥;; induziert von den Abbildungen E[X] — E[X],P(X) —
P(0;;X). Wir werden in der Notation nicht zwischen diesen beiden eigentlich verschiedenen Abbildungen
unterscheiden.

Bemerkung 7.4. Die Abbildungen ¥;; hingen von der Wahl von 0;; ab. 0;; ist ndamlich nur ein-
deutig bis auf Multiplikation mit einer Finheitswurzel von Ordnung X. Wir miissen also eigentlich
W,i(60;5) statt W;; schreiben. Dies tun wir jedoch explizit nur, wenn die Wahl des ,richtigen” 6 eine
Rolle spielt. Wir treffen allerdings folgende Vereinbarungen: Es gelte stets 0; = 1 und 05 = 92-;1.

Fiir die zugehdrigen Isomorphismen gilt dann W;; = id und Vj; = \I/Z_J1

Bemerkung 7.5. Seien Q, Py, ..., P, Polynome in E[X]| sowie ¢ € E. Seien i,j zwei Indizes aus
der obigen Indexmenge I. Gilt

QP ... [Pn]) =c
in Ag;, so gilt auch
QY ([P1]), ..., i([Pn]) = ¢

in Ag ;.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Typen von Relationen zwischen Nullstellen A; von pu:
(Typ 1) A1 + A2 = 0 fiir zwei von null verschiedene Nullstellen von .

(Typ 2) A1 + A2 + A3 = 0 fiir drei von null verschiedene Nullstellen von .

Motiviert sind diese beiden Typen durch die Proposition 6.3: Obige Relationen sind gerade diejenigen,
die eine Rolle spielen fiir Gruppen, die durch Bi- und Trilinearformen beschrieben sind im Sinne von
Abschnitt 6.2. Dies ist der Fall fiir alle von uns betrachteten Gruppen, deren Wurzelsystem nicht vom
Typ A, ist. In diesem Fall besteht p nur aus einem Faktor, und die moglichen Relationen sind sehr
einfach und werden im Abschnitt 7.3 beschrieben.

Typ 2. Wir betrachten als erstes den Typ 2 und fixieren drei Indizes (i, j, k) aus I. Sei A, Nullstelle
des Faktors pu, fiir v =1, j, k. Seien 0;;,0;;, Elemente in F* mit

di = Hijdj
d; = 0;dy,
fiir die die in Bemerkung 7.4 getroffenen Vereinbarungen erfiillt sind.
Es gelte nun A\; + A; + Ap = 0. Wir driicken A; und A in Abhdngigkeit von \; aus mit geeigneten a, b
als
Aj = (05N

7.1
(7.1) Ae = CPON.
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Man beachte dabei die Gleichungen zwischen den d,, und die Tatsache, daB sich jede Nullstelle von
(XA —D,) um eine Einheitswurzel der Ordnung A von d,, unterscheidet. Die Gleichung A\j+A;+XA; =0
lautet dann

Xi + 05 N+ PN =0

und gilt fiir jede Nullstelle \; von y;(X) = X* — D;.
Wir betrachten nun ein allgemeines Element ([P]) € 2. Nach Proposition 6.3 ist die Bedingung
PN)P(A)P(A) =1

hinreichend, damit die Abbildung ®, = ®, i das Element [P] nach G(E) abbildet. Wir untersuchen
die linke Seite LS der Gleichung. Das Element 7~ 1([P]) hat die Form ([P,]), € €@, 2, fiir Polynome
P, € E[X]. Nach Bemerkung 7.1 gilt dann

P\)P(A)P(Ae) = Pi(Ni) Pi(N) Pre(Ar),

denn die A\, sind Nullstellen der entsprechenden p,,. Wir setzen jetzt die Gleichungen (7.1) ein und
erhalten
LS = Pi(Ni) - Pi(¢°0;5Ay) - Pl M)
oder
LS = Pi(As) - (T35 B ("N - (T ) (" ).

Typ 1. Wir geben hier nur noch das analoge Ergebnis an: Seien \; Nullstelle von z; und A; Nullstelle

von f; mit A; +\; = 0. Sei [P] € 2 und 77'([P]) = ([P,]),. Dann gilt \; = ¢*0;'\; = —); und
PO)P(A;) = Bi(N) (Y5 P (CN) = Bi(Ai) P (=)

Wie die Abschnitte 8.4 und 9.2.3 zeigen werden, gilt in einer solchen Situation immer i = j und

¢ =-—1.

Proposition 7.6. Seien I eine endliche Menge und { eine primitive Einheitswurzel von Ordnung
Xin F. Fir alle i € I sei p; ein Polynom in F[X] der Form

1i(X) = X* — Dy,

und d; ein Element in F* mit d;‘ = D;. Die p; seien teilerfremd und p sei erklirt als p = [, p;.
Fiir alle Paare (i,5) € I x I gelte d; = 6;;d; fiir ein Element 0;; € F*. Die Vereinbarungen
aus Bemerkung 7.4 seien fir die 0;; erfullt. Es sei weiter g die Algebra E[X]|/p und Ag,; die
Algebra E[X|/p;. Wegen der Teilerfremdheit der p; gilt Ap = @, AE; vermdoge der Abbildung T
aus Abschnitt 7.1. Sei fiir (i,j) die Abbildung ¥;; : E[X] — E[X] gegeben durch

Die W;; induzieren Abbildungen Ag,; — Ag ;, die auch mit V;; bezeichnet werden. Seien A1, A2, A3
drei Elemente in F, so daff \; entweder 0 oder Nullstelle von tn, st und (A1, A2, Az) # (0,0,0)
gilt. Ohne FEinschrinkung sei A1 # 0. Es gilt dann Ao = 52{“29,;11,62)\1 und A3 = €2Ca39k_11k$)\1 fiir
nicht-negative ganze Zahlen a; und geeignete ¢; € {0,1}. Seien schliefllich noch P, P; € E[X] mit
77 Y[P)); = [P] € Ag,;. Dann ist die Bedingung

P(A)P(X2)®2P(A\3)* =1
aus Proposition 6.1 dquivalent zu der Gleichung

Py (A1) - (Wi y Pao ) (€72 A1) - (Wi g Pag ) (™2 A1)) 7 = 1.
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Beweis: Nach Bemerkung 7.1 gilt
P(A)P(A2)P(X3)% = Py (A1) Py (A2)™ Pog (A3)%°.

Setzt man nun die Gleichungen zwischen den ); ein, erhilt man die Behauptung. O
Korollar 7.7. Es seien alle Gréffen wie in Proposition 7.6. Dann ist das System von \ Bedingungen
P(A)P(A2)7P(A3)™ =1,
das man erhdlt, wenn \i alle Nullstellen von pu,, durchliuft, dquivalent zu der Gleichung in UAg ,,

[Py CONY 5y P ) (CP2 X172 (W5, Py ) (C2 X)) = [1].
Beweis: Die Aussage folgt direkt mit Hilfe von Bemerkung 7.2 aus Proposition 7.6. U

Bemerkung 7.8. Seien nun die Zahlen a; in der Darstellung \; = z—:iga’iﬁk_lii/\l aus Proposition 7.6
eindeutig bestimmt, falls €; # 0 ist. Dann lGfit sich die Menge der Tripel (A1, A2, A3) mit Ay + Aa +
A3 =0, wo 0 # A\ eine Nullstelle von p, und Ao bzw. A3 Nullstellen von py, bzw. p, oder gleich
0 sind, parametrisieren durch die Menge der Nullstellen A von g, als (A, EQC”Q,:,Q)\, agCCLSQ,;llkB)\).

Zum SchluB formulieren wir noch ein Lemma, das es uns erlaubt, die Menge aller Losungstripel der
Gleichung (Typ 2) durch die Lésungsmenge einer Gleichung von Einheitswurzeln zu parametrisieren.
Sei dazu « die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung A. Die Elemente 6;; und 0;;, seien wie in den
Gleichungen (7.1) erklart. Wir betrachten die folgende Gleichung in &:

(7.2) 1+ X0 +Y6;' =0

Lemma 7.9. Sei ¢ eine Finheitswurzel von Ordnung A und k die Gruppe der Einheitswurzeln von
Ordnung X\. Seien p;(X) = X* — D; Polynome in E fiir jedes i aus einer endlichen Indexmenge T
und pt =[], ;. Dann stehen die Losungen der Gleichung (Typ 2) in eindeutiger Beziehung zu den
Lésungen in k X k der Gleichung (7.2). Genauer gilt: Eine Lésung in k X k der Gleichung (7.2)
liefert durch Multiplikation mit den Nullstellen von p; genau A Lisungen der Gleichung (Typ 2).
Umgekehrt entsteht jede Losung der Gleichung (Typ 2) auf diese Weise.

Beweis: Die Aussage folgt aus den Gleichungen (7.1), die stets fiir Losungen der Gleichung (Typ 2)
gilt. O

7.3 Relationen innerhalb eines Orbits und Normgleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Auswirkungen die Beziehungen zwischen den Nullstellen
eines Faktors yi; von o auf die Algebra 2 ; haben. Wir werden sehen, daB die von den Relationen
innerhalb des zu u; gehorenden Orbits herkommenden Beziehungen zwischen den Nullstellen von p; mit
Normgleichungen in 2 ; in Verbindung gebracht werden konnen.

Wir behalten die Notationen aus den beiden vorigen Abschnitten bei. Die Polynome ;; = X* — D; €
F[X] seien insbesondere alle vom gleichen Grad A und separabel. Daher sind die Nullstellen von einem p;
paarweise verschieden. Wir betrachten fiir eine natiirliche Zahl k folgende Relation zwischen k paarweise
verschiedenen Nullstellen von p;, die wieder motiviert ist durch die Proposition 6.3 fiir k-Linearformen:

(7.3) A\ = 0.

k
=1

J
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Aufgrund der Struktur von p; = X — D, besteht die Menge der Nullstellen von p; gerade aus dem
Orbit einer festen Nullstelle Ay unter der Gruppe xk = k) der Einheitswurzeln von Ordnung . Lésungen
der Gleichungen (7.3) stehen daher in eindeutiger Beziehung zu Ldsungen einer entsprechenden Glei-
chung fiir paarweise verschiedene Elemente aus k. Genauer geht es um folgende Gleichung zwischen
Einheitswurzeln der Ordnung A:

k—1
(7.4) 1+ X;=0.
j=1

Losungen der Gleichung (7.4) entsprechen dann Losungen der Gleichung (7.3). Wir bezeichnen ein
Losungstupel der Gleichung (7.3) (bzw. (7.4)) als zulissig, wenn die Komponenten des Lésungstupel
paarweise verschieden sind.

Bemerkung 7.10. Sei s die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung \, j1;(X) = X*—D; € F[X]
und N die Menge der Nullstellen von ;. Dann entsprechen die (zulissigen) Lisungstupel in N
der Gleichung (7.3) den (zuldssigen) Losungstupeln in k=1 ((k \ {1}1)*=1) der Gleichung (7.4).
Genauer gilt: FEin Lésungstupel in k¥~ liefert durch Multiplikation mit den Elementen aus N
genau A\ Losungstupel in N*. Umgekehrt entsteht jede Lisung von (7.3) auf diese Weise.

Korollar 7.11. Die mdglichen Relationen (7.3) zwischen Nullstellen eines Faktors p; hingen nicht
vom Faktor p; ab. Genauer: Seien p; und p; zwei beliebige Faktoren (gleichen Grades) von .
Dann stehen die Lisungen der Gleichung (7.3) fiir den Faktor p; in eineindeutiger Beziehung zu
denjenigen fiir den Faktor ;.

Seien p;(X) = X* — D; und p;(X) = X* — D; und d;,d; € F* mit D; = d} und D; = d?—. Sei
weiter 0 = 0;; = d,-dj_l. Dann wird eine eineindeutige Beziehung zwischen den Losungen fir p; und
denen von p; induziert durch die Abbildung

{Nulistellen von p;} — {Nullstellen von pi;}
T — Ozx.

Beweis: Bemerkung 7.10 zeigt, daB die Lésungsmenge fiir einen beliebigen Faktor eindeutig bestimmt
ist durch die Gruppe  der Einheitswurzeln von Ordnung A. Die Ordnung X ist jedoch eine Invariante
fiir p, also fiir jeden Faktor ;. O

Offensichtlich sind Lésungen der Gleichung (7.3) hochstens eindeutig bis auf Vertauschung der \;. Fiir
k = 2,3 ist dies auch schon die einzige Mehrdeutigkeit:

Bemerkung 7.12. Sei F' ein Kéorper der Charakteristik 0 und k die Gruppe der Einheitswurzeln
von Ordnung \ in F. Dann besitzt die Gleichung (7.4) fir k = 2,3 genau dann eine Losung
in (k\ {1)*1 wenn \ durch k teilbar ist. In diesem Fall ist die Losung bis auf Vertauschung
eindeutig und besteht genau aus den Einheitswurzeln von Ordnung k in &\ {1}. Ist weiter A = k,
so existiert bis auf Vertauschung genau eine zulissige Losung der Gleichung (7.4), die genau aus
den nichttrivialen Elementen von k besteht.

Beweis: Offensichtlich bilden die Einheitswurzeln von Ordnung k eine Losung fiir die Gleichung (7.4).
Die Aussage fiir k = 2 ist ebenfalls klar. Ist £ = 3, so beachte man, daB zwei Einheitswurzeln {; und (o
(beliebiger Ordnung) durch ihre Summe (3 + (2 schon eindeutig bestimmt sind: Wegen char(F) = 0
kdnnen wir in C rechnen und sehen, daB der Vektor {1 + (5 auf der Winkelhalbierenden von {; und ¢,
liegt und die Halbebene, die durch die Normale zu {7 + (2 begrenzt wird und die (; enthilt, festlegt.
Da beide Einheitswurzeln die Lange 1 haben, sind die Winkel zwischen den ¢; und ihrer Summe durch
die Lange der Summe schon eindeutig bestimmt. Andererseits ist (Cg,(%) eine Lésung von (7.4), wenn
(3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist. ]

Wir fassen unser Ergebnis wieder mit Blick auf Proposition 6.3 zusammen.
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Proposition 7.13. Sei E eine F-Algebra und k die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung A.
Es gelte k C F. Seien weiter p ein Polynom in F[X] von der Form

pi(X) = X* = D

fiir D € E* und P ein Polynom in E[X]. Ein k-Tupel (A1,...,\x) von paarweise verschiedene
Nullstellen von p mit \y + ... + \x = 0 heifle zuldssig. Es gelte k | A, und die Gleichung 1 +
2?2—11 X, =0 in k71 habe bis auf Vertauschung als paarweise verschiedene Lisungen x; nur die
nichttrivialen Finheitswurzeln von Ordnung k. Dann ist das System von Gleichungen

k
i=1

das man erhdlt, wenn (A1, ..., ;) alle zuldssigen Tripel durchliuft, dquivalent zu der Gleichung in
Up = E[X]/p

1 Pcx)] =11,

k=1
Beweis: Die Menge aller zuldssigen Tripel 1Bt sich nach Bemerkung 7.10 und der Voraussetzung der

Proposition parametrisieren als ((A1)cx—1, wo A1 die Nullstellenmenge i durchlduft,. Wir wenden dann
Bemerkung 7.2 an. O

7.4 Abhéangigkeiten zwischen den Summanden von 2

Wahrend die Existenz und Eindeutigkeit der faktorinternen Relationen nach Bemerkung 7.12 vollstandig
geklart ist und nur von der Ordnung A\ des betrachteten Eigenwerts abhangt, ist dies bei den fak-
toriibergreifenden Relationen aus Abschnitt 7.2 nicht der Fall. Daher treffen wir einige Annahmen, die
in den von uns betrachteten Fallen stets erfiillt sein werden. Wir werden sehen, dal eine Relation vom
Typ 2 zwischen Nullstellen von zwei verschiedenen Faktoren p; und p; von p eine Einbettung von
E[X]/pi nach E[X]/p induziert, die sich mit der Abbildung ®, g ,vertragt” in dem Sinne, daB die
Bedingung aus Korollar 6.4 erfiillt ist fiir Nullstellen von f1;/1;.

Seien wieder p1; Polynome in F[X] der Gestalt y;(X) = X* — D; fiir eine Indexmenge I = {1,...,m}
und eine positive ganze Zahl A. Sei k die Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung A, und gelte
k C F. Es seien A1 Nullstelle des Faktors p; und A2, A3 Nullstellen des Faktors ji;. Es gelte wieder
A1+ A2 + A3 =0, und die beiden Faktoren f; und p; seien verschieden. Ein solches Tripel (A1, A2, A3)
nennen wir in diesem Abschnitt verbindendend beziiglich (i,7). Seien wieder d; und d; Elemente in F
mit D; = d} und D; = d} und 6 = 0;; = did; .

Lemma 7.14. Die Gleichung (7.2) besitzt fir 6 = 0;; = 0, bis auf Vertauschung hochstens eine

Lésung in kK.

Beweis: Es gelte (; + (o = & + & fiir Elemente (;,&; € k. Wegen char(F) = 0 koénnen wir in
C rechnen. Das Element (; + (2 liegt auf der Winkelhalbierenden von (; und (o. Daher miissen &;
und & dieselbe Winkelhalbierende haben wie (1 und (5. Aus (3 + (s = & + & folgt dann aber schon

{C1, G} = {61, 62} O

Wir nehmen ab jetzt an, daB A durch 3 teilbar ist.

Nach den Lemmata 7.9 und 7.14 gibt es nun genau A verbindende Tripel beziiglich (i, 7). Sei [P] € g
und 77Y([P]) = ([Pk])k € ®rAE k. Wenn wir die Bedingung aus Korollar 6.4 erfiillen wollen, muB nach
Proposition 7.13 zusammen mit Bemerkung 7.12 auf jeden Fall

(7.5) [P (NP (G X)]IP; (¢GEX)) = [1]
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gelten in ™Ag ;, wenn (3 eine primitive 3-te Einheitswurzel ist. Nach Bemerkung 7.5 gilt die Gleichung
(7.5) auch fiir \I/Z_Jl([Pj]) Die Bedingung

[P CONW5; P XI5 Py (¢ X)) = [1]
aus Korollar 7.7 ist daher quivalent zu
(7.6)  [P(X)] = (U5 P (¢ XI5 P (¢ X [(5 Py (¢ X135 By (¢ X)),

wenn v = % ist. Die Gleichung (7.6) liefert eine notwendige Bedingung, damit die Bedingung aus
Proposition 6.3 erfiillt ist. Gleichzeitig definiert die Gleichung (7.6) eine Abbildung ©;; : A ; — Ak,

durch

0,i([Q]) = [(¥;' Q) (¢ X)W @) (¢ X)[(¥;' Q) X)[(¥;' Q)¢ X)].

©j; ist ein Isomorphismus von F'-Algebren. Wir definieren nun eine Abbildung ¢;; : /g ; — Ap ; ©AE;
durch
gji = (1d, 05i),
also
g5i([P]) = ([P, ©;:([P]))-

€ji ist eine Einbettung von 2Ag ; nach Ag ; © Ag ;. Sie hat die Eigenschaft, daB fiir ihre Einschrankung
auf die Untergruppe von 2 ;, die durch die Gleichung [P;(X)][P;((3X)][Pj(¢3X)] = [1] gegeben ist,
die Bedingung aus Proposition 6.3 erfiillt ist, wenn die drei Nullstellen A;, A2, A3 Nullstellen von p;u;
sind.

Proposition 7.15. Seien ¢ eine primitive Einheitswurzel der Ordnung X = 0 (mod 3), k die

Gruppe der Einheitswurzeln von Ordnung X in F und v = % Es gelte k C F. Seien p; = X* — D;

und p; = XA — D; zwei teilerfremde Polynome in F[X|, d; und d; Elemente in F* mit d} = D;
und d;‘ = Dj sowie 8 = 0;; = d,-dj_l. Es gelte § € F'. Weiter bezeichne Ap; bzw. A ; bzw. Ap ;; die
Algebra E[X]/p; bzw. E[X|/p; bzw. E[X]/pip; und 1;5 den Isomporphismus Ag; & Apj — Ap.ij.
Der Isomorphismus V;; : A ; — Ag ; sei gegeben durch

Wi ([P]) = [P(6X)].

(y1,y2) € kK X Kk sei die bis auf Vertauschung eindeutige Lisung der Gleichung (7.2) fir 6. Wir
erkldren die Abbildung ©;; : A j — Ap,; durch

0i([P)) = [(¥5;' P) (11 ¢" X)I[(5;" P) (16> X)] (5 P) (w26 X)W P) (526> X)]
und die Abbildung cj; : Ap ; — Ap j ® Ap,; durch
£ji = (id, ©;).
Sei schlieflich T (E) die Untergruppe von g ;, die durch die Gleichung
[PXONP(GX)][PCGEX)] = (1]
definiert ist. Fiir P € E[X] sei noch P € E[X] ein Polynom mit P = P (mod pj) und P = ©;;(P)
(mod ;). Dann gilt fir alle Elemente [P] € T(E) und alle Nullstellen A1, A2, A3 von pi;pu; mit

A+ A2+ A3 =0, so daf$ nicht zwei \, Nullstellen von p; und ein X\, Nullstelle von p; sind,

P(M)P(X2)P(A3) = 1.
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Beweis: Nach Definition von P gilt P = P (mod pj) und P = 0;;(P) (mod ;). Sind alle drei
Nullstellen A1, Ao, A3 Nullstellen desselben 1y, so folgt die Behauptung direkt aus der Definition von
T (F) zusammen mit Bemerkung 7.5. Sind A; Nullstelle von 2z ; und Az, A3 Nullstellen von g ;, so

gilt

P(M)P(X2)P(A3) ji(P) (A1) P(A2) P(A3)

§i(P)Y (A1) P10~ A1) P(y26" Ar)
§i(PYA) (W5 P) (1) (W5 P) (ya i)

S)
©
S)

nach Lemma 7.9 und Definition von W;;. Wir benutzen die Definition von ©j; und erhalten nach
Umordnung der Faktoren fiir die rechte Seite RS

RS = (W' P)(y1 M) (Y5 P) (516" M) (W P) (1.6 M\r)
=1
(U5 P)(y2An) (W5 P) (320" M) (W5 P) (2% \)

=1

Die Gleichheiten der beiden geklammerten Terme folgen nach Definiton von 7 (E) und Bemerkung
7.5. O

Der Fall, daB zwei A; Nullstellen von p; und ein A\; Nullstelle von p; ist, 138t sich im allgemeinen Fall
nicht folgern, da tiberhaupt nicht klar ist, in welchem Zusammenhang Losungen der Gleichung

14+ Y10+ Ys0

zu den Losungen der Gleichung
1+ Y107 + Yot

stehen. Losungen der ersten Gleichung existieren genau dann, wenn ~! als Summe zweier Einheitswur-
zeln von Ordnung A geschrieben werden kann, Losungen der zweiten Gleichng genau dann, wenn 6 als
Summe zweier Einheitswurzeln von Ordnung A\ geschrieben werden kann. Wann dies jeweils der Fall ist
und welche Einheitswurzeln dann auftauchen, muB3 von Fall zu Fall untersucht werden. Dies kann z.B.
immer in C getan werden.



Kapitel 8

Vorbereitungen fiir Tori zu
Coxeterelementen

In diesem Kapitel betrachten wir den Torus T' = T,,,., der zur Konjugationsklasse eines Coxeterelements
in der Weylgruppe W gehort. Da alle Coxeterelemente konjugiert sind in W, spielt die Wahl eines solchen
keine Rolle. Ein Coxeterelement w hat die Form

w:sal...san

fiir ein angeordnetes System einfacher Wurzeln A = {aq,...,a,}. Sei at die Wurzel maximaler Hohe
beziiglich A und wie in Kapitel 5 A, = AU {—a™}. Sei [ := ord(w) die Coxeterzahl.

8.1 Bestimmung der (-Wurzeln

Um die Eigenwerte Ad(wa) zu bestimmen, miissen wir wie in 4.4 beschrieben die Anzahl ng-(wA)

der Wurzeln a € ® bestimmen mit a(wa) = ¢/ fiir alle i. Nach den Aussagen 4.12, 4.13 und 4.14
ist dies dquivalent zur Bestimmung der charakteristischen Polynome f, von Ad(n,) auf dem Raum
Uo = D ,coUa fiir jeden Orbit o in ® unter (w). Im Fall, daB w ein Coxeterelement ist, hat man nun
folgende Aussage.

Proposition 8.1. Sei w ein Cozxeterelement. Dann haben alle (w)-Orbiten in ® dieselbe Linge .
Die Anzahl der Orbiten ist gleich dem Rang n der Gruppe.

Beweis: In [Hum3] wird ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V' mit W-invariantem Skalarprodukt
betrachtet mit ® C V. In [Hum3][3.17+3.18] wird eine Ebene E in V konstruiert, die das orthogonale
Komplement einer Wurzel « in einer Gerade schneidet fiir jedes o € ®. Das Coxeterelement w operiert
auf E als Drehung um 27/l. Es folgt, daB jeder Orbit von Wurzeln unter W, mindestens Lange [ hat.
Wegen ord(w) = [ folgt schon Gleichheit. Die Anzahl der Orbiten folgt aus der Formel |®| = [-n (siehe
[Hum3][3.18]). O

Jetzt konnen wir mit Hilfe von Proposition 4.14 leicht die Mengen @Cli(wA) ={a € ®|afwr) =}
bestimmen fiir alle . Da alle Orbiten diesselbe Lange n = dim T haben nach Proposition 8.1, folgt
sofort ®1(wa) = 0. Insbesondere gilt A g(wa) = Aug N P1(wa) = 0, d.h. a(wa) # 1 fir alle
Wurzeln aus A,g. Dies bedeutet, daB wa bereits im Inneren A° des Alkovens A liegt. In der Darstellung
WA = %(aa)aeA mit ganzen Zahlen a, gelten daher in den Alkovenbedingungen 4.2 iiberall echte
Ungleichungen:

aq > 0 firallea € A

Z bato < L.

acA

81
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Weil die a, ganze Zahlen sind und [ =1+ A by gilt nach [Hum3][3.20], sind die offenen Alkoven-

bedingungen genau dann erfiillt, wenn alle a,, gleich 1 sind. Dies bedeutet, daB a(wa) = Clht(a) gilt fir
eine beliebige positive Wurzel w € ®, wenn ht(«) die Hohe von « bezeichnet.

Wir fassen unser Ergebnis zusammen:
Proposition 8.2. Sei w ein Coxeterelement. Dann gilt:

(i) Der baryzentrische Punkt von w ist

wA:(Q,...,Q)E ]_[FM<

acA
(ii) Der baryzentrische Vektor von w ist
1 1 1
wa = (7,5 7) € (72)14.
l l
(iii) Es gilt
a(wa) = ¢

fiir alle positiven Wurzeln o € ®.
(iv) Die Menge der ¢/-Wurzeln ist

<I>Cli(wA) ={a € ®" |ht(a) =imod I} U{a € & | ht(—a) = —i mod I}.

(v) Die Anzahl der ¢/-Wurzeln ist

0 falls i =0 mod !
nei(wa) = : .
! n + multy((/) sonst

(vi) ®1(wa) =0, @¢(wa) = Agg = AU{—aT}
(vii) Fiir die Zusammenhangskomponente Z9 der 1 des Zentralisators von wa gilt

Z%=T.

Bemerkung 8.3. Die Eigenschaft at(wa) = Cl_l folgt auch schon aus ®1(wa) = 0 zusammen
mit Proposition 5.4.

Korollar 8.4. Seiv € ug, = ®pea ¢ (wa)ta ein rationaler Figenvektor des baryzentrischen Punktes

wa)
eines Cozeterelements , p eine rationale Darstellung von g und o™ =

b_o+ = 1. Sei v geschrieben in der Form

v = Z Yala

a€®¢, (wa)

aen bar. Wir setzen wieder

fiir fest gewdhlte rationale x, € u, und geeigneten y, € F. Dann sind die Koeffizienten des
Minimalpolynoms von p(v) Polynome in HaEAU{—a+} yPe, d.h. jedes auftretende Monom ist eine

Potenz von HaeAu{—a+} yg“. Auflerdem sind alle y, ungleich null.
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Beweis: Nach Proposition 5.6 sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms 1 von p(v) Polynome in den
Ya. und alle auftretenden Monome haben die Gestalt [] . ; o' fiir eine Teilmenge J von ®¢, (wa) mit
Y oaeys Mo = 0. Wegen @ (wa) = Ay = AU{—a™} folgt aber fiir eine solche Teilmenge J = A,g.
Die einzigen Losungen der Gleichung ZQEAaH mqa = 0 sind bis auf Vielfache gegeben durch

m_q,+ = 1

meq = by fir a € A.

Waire nun ein y, = 0, so wiren alle Koeffizienten von p konstant und damit invariant unter der
Multiplikation von v mit Skalaren aus F'. Andererseits hat i nach Proposition 6.9 die Form

u(X) = X TJ(X" = xk ()
k

fir e € {0,1}, geeignetes v und geeignete Gewichte y; von p mit xx(v) # 0. Da xx(zv) = xx(v)
und damit [], xx(zv)” = 2 [], xx(v)” gilt fir x € F, miissen die Koeffizienten von pu bereits
verschwinden. Dies ist aber ein Widerspruch zu y(v) # 0 fiir alle k. O

In den klassischen Fillen A,,, B,, und C,, sowie dem Fall GG5 ist die Struktur der Minimalpolynome fiir
Eigenvektoren von w bereits in der Tabelle 6.3 aufgefiihrt. In diesem und den nichsten Abschnitten
befassen wir uns nun mit den noch offenen Fillen D,,, F; und FE.

8.2 Das Minimalpolynom fiir das Wurzelsystem vom Typ D,

Das Minimalpolynom von p(v) fiir einen rationalen, halbeinfachen Eigenvektor von wa zum Eigenwert
C2(n—1) hat die Form X (X?»=1 _ D) fiir ein D € F* nach Abschnitt 6.3. Fiir das Minimalpolynome
eines Eigenvektors von wa zum Eigenwert —1 verweisen wir auf die spateren Abschnitte 8.5.4 und 9.1.1.

8.3 Das Minimalpolynom fiir das Wurzelsystem vom Typ F}

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 12-ten Einheitswurzeln. Sei { = (y2 eine
solche und ab jetzt fixiert. Nach den Propositionen 6.7 und 6.9 gibt es nur zwei Mdglichkeiten fiir das
Minimalpolynom x von dp(v), wenn v € t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert ¢ und dp die zu der
in 6.6.6 beschriebenen 27-dimensionalen Darstellung von G assoziierte Darstellung von g ist:

u(X) = X(X' - D)

oder
w(X) = X(X? — D) (X2 — Dy).

Die 24 von null verschiedenen Gewichte sind die 24 kurzen Wurzeln aus ®. Wir wihlen die Notationen
aus Abschnitt 6.6.6. Eine Wurzel oo = Z?:l ca0y; schreiben wir kurz als ¢y, €y CayCay. Dabei steht ¢y,
flir —cq,. Sei nun w das Coxeterelement w = sS4, - ... 84,. Die beiden Orbiten der Lange 12 lassen
sich explizit bestimmen:

o;: 1110 0011 0121 1232 1231 1221 1110
oo: 0010 0111 1121 0110 1111 0001 0010

Die jeweils letzten aufgefiihrten Elemente sind genau die Negativen der ersten, daher ist der Orbit durch
obige Angabe bereits bestimmt.
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Wir kommen nun zuruck auf den Abschnitt 7.2 iiber additive Relationen zwischen den Gewichten.
Unser Ziel ist es, Relationen zwischen den verschiedenen Orbiten auszunutzen. Offensichtlich gilt z.B.
die folgende Relation:

w1232 = 1221,

d.h mit «=1232 gilt
ag = a —w(a).

Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten
a3(v) = a(v) —w(a)(v) = av) - Ca(v)

oder
az(v) = (1 = Qa(v).

Aus dieser Gleichung folgt nun sofort, daB die beiden Orbiten 01 und 0y zwei verschiedene Elemente in
A/w definieren, denn 1 — ¢ # 0 und 1 — ¢ # * fiir alle i. Also gilt

w(X) =X (X2 - D)) (X2 - D,).
Enth3lt F' die 12-ten Einheitswurzeln, existiert diese Zerlegung schon iiber F' nach Korollar 6.15.

Wir haben gesehen, daB a3(v) = (1 — {)a(v) gilt. Aus Symmetriegriinden, die ausschlieBlich einer
schoneren Darstellung dient, ersetzen wir o durch w=!(a) und setzeny; = w=!(a), x2 = a3. Wegen
¢2(1 — ¢?) = 1 erhalten wir dann

(8.1) x2(v) = C(1 = x1(v) bzw. x1(v) = (1 + ¢)x2(v).

Zum Schluss beschéaftigen wir uns noch mit der Frage, welche Linearkombinationen von Nullstellen null
ergeben. Da G der Durchschnitt der Automorphismusgruppe einer Bilinearform mit der einer Triline-
arform ist, sind fiir uns Summen aus zwei oder drei Nullstellen interessant (siehe Beispiel 6.6). Wir
benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10 sowie 7.12.

Fall 1: Summen von zwei Nullstellen. Da die Coxeterzahl 12 gerade ist, hat die Gleichung 7.12(i)
die eindeutige Lésung (% = —1. Es gibt keine Relation zwischen Nullstellen verschiedener Faktoren von

L.

Fall 1: Summen von drei Nullstellen. Da die Coxeterzahl 12 durch 3 teilbar ist, hat die Gleichung
7.12(ii) die bis auf Vertauschung eindeutige Losung (¢*, ¢®).

Allerdings gibt es jetzt noch orbitiibergreifende Relationen: Seien x1 € 01 und x2 € 02 wie in (8.1)
gewahlt. Dann gilt fiir das zugehdrige 6 aus Abschnitt 7.2

0 =¢(1+0).
Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet dann nach Multiplikation mit 6
(1+)+X+Y =0

und hat die bis auf Vetauschung eindeutige Losungen (—C, —(?). Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma
7.14. Im zugehorigen Tripel von Nullstellen von 4 sind dann zwei Elemente Nullstellen von X2 — Dy
und eines Nullstelle von X2 — D;.
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Im dualen Fall betrachten wir die Gleichung (7.2) fiir 6~!. Sie lautet dann
(1-¢+X+Y =0
und hat die bis auf Vetauschung eindeutige Losungen (—(, ¢?).

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ F zusammen.

Proposition 8.5. Sei w ein Cozxeterelement in W und v € t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert
¢ fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von Ordnung 12. Dann hat das Minimalpolynom p von dp(v)
die Gestalt

u(X) = X(X'? — Dy)(X"? — Dy)

fiir Elemente D1, Doy € F*, wenn dp die Darstellung aus Abschnitt 6.6.6 ist. Es gilt dabei Dy =
(1 4+ ¢)'2Dy. Enthilt F die 12-ten Einheitswurzeln, so liegen die D; bereits in F*. Es gibt weiter
Gewichte x1 und x2, so daf$ zusdtzlich die Beziehungen

x1(v) = ¢(1 + ¢)xz2(v)
D; = x;*(v)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Mdéglichkeiten,
zwet bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von p zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ¢®xi(v) + xi(v) = 0

(2) ¢Exi(v) + ¢*xi(v) + x(v) =0
(3) x1(v) = {xa(v) = Px2(v) =0
(4) x2(v) + *x2(v) = {xa(v) =0

Beweis: Es bleibt nur noch zu bemerken, daB die D; bereits in F'* liegen, wenn F' die 12-ten Ein-
heitswurzeln enthalt. Dies folgt aus Korollar 6.15. Die entsprechende Bedingung ist erfiillt wegen der
Relationen zwischen den ;. O

8.4 Die Minimalpolynome fiir das Wurzelsystem vom Typ Ej

Die Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 12-ten und die primitiven 3-ten Einheitswurzeln. Sei
¢ = (12 eine primitiven 12-te Einheitswurzel und ab jetzt fixiert. Nach den Propositionen 6.7 und 6.9
gibt es nur zwei Moglichkeiten fiir das Minimalpolynom p von dp(v), wenn v € t Eigenvektor zum
Eigenwert ¢ und dp die in 6.6.6 beschriebene 27-dimensionale Darstellung ist:

u(X) = X(X' - D)

oder
w(X)=X(X"2 - D)) (X2 - D,).

Wir wihlen die Notationen aus Abschnitt 6.6.5.Ein Gewicht xy = %(06(5—:6 +e7 —eg) + Z?:l cisi)
schreiben wir kurz als cjcocseqcscg. Dabei steht ¢; fiir —c;. Die drei Typen von Gewichten, die in
Abschnitt 6.6.5 beschrieben werden, haben also beispielhaft folgende Darstellungen:

(i) 000001 bezeichnet das Gewicht (g + 7 — €s).

(ii) 003001 bezeichnet das Gewicht %(353 — g6 — €7+ €8).
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(i) 333331 bezeichnet das Gewicht %(—35—:1 + 3e9 — 3e3 + 3e4 + 365 + 66 + £7 — €3).

Sei nun w das Coxeterelement w = 544 - ... - So,. Die Orbiten in A lassen sich explizit bestimmen:

o1: 000031 333331 333331 333331 000001 33333
333331 333331 000031 000301 003001 030001
02 : 300001 333331 000301 333331 333331 333331
333331 333331 333331 003001 333331 300001
o3: 003001 333331 333331

Wir kommen nun zurlick auf den Abschnitt 7.2 tiber additive Relationen zwischen den Gewichten. Unser
Ziel ist es, Relationen zwischen den verschiedenen Orbiten auszunutzen. Wir betrachten zunichst die
beiden Orbiten der Lange 12. Offensichtlich gilt z.B. die folgende Relation:

030001 — 300001 ="" 030001 —*" 030001,
d.h mit x2=300001 und x1=030001 gilt
X1 —x2 = w’(x1) — w'(x1)
oder
(8.2) X2 = x1+w'(x1) — w’ (xa)-
Wir wenden diese Gleichung nun auf einen Eigenvektor v von w zum Eigenwert ¢ an und erhalten
x2(v) = x1(v) +w' (x1)(v) = w(x1)(v) = x1(v)(1 +¢* = 7).

Das Kreisteilungspolynom der Ordnung 12 lautet ®15(X) = X* — X2 + 1. Wir kdnnen daher 1+ (% in
der obigen Gleichung durch (2 ersetzen und erhalten nach Ersetzung von ya durch w='(x2)

x2(v) = (1= O)x1(v) bzw. x1(v) = ((1+ {)x2(v)

Es gilt also dieselbe Beziehung wie im Fall des Wurzelsystems vom Typ Fj, vgl. Abschnitt 8.3. Aus
dieser Gleichung folgt nun sofort, daB die beiden Orbiten 01 und 02 zwei verschiedene Elemente in A/w
definieren, denn 1 — ¢ # 0 und 1 — ¢ # (' fiir alle 4. Also gilt

w(X)=X(X"2 - D) (X2 - D,).
Enthalt F' die 12-ten Einheitswurzeln, existiert diese Zerlegung schon iiber F' nach Korollar 6.15.

Wir betrachten nun einen Eigenvektor v von w zum Eigenwert (*. Nach Proposition 6.9 kénnen alle
drei Orbiten in A zum Minimalpolynom von p(v) beitragen, da die Orbitlangen jeweils Vielfache von 3
sind. Wir nutzen auch hier wieder Relationen zwischen den Gewichten aus. Es gilt nun

030001 — 003001 =*" 030001 —*" 030001,
d.h mit x1=030001 und x3=003001 gilt
X1 — X3 = w?(x1) — w(x1)

oder
xs = x1+w'(x1) — w(x1).
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Wir wenden diese Gleichung auf v an und erhalten

x3(v) = x1(v) + ¢ ) (v) = ) () = xa (@)1 +¢* = ¢F).

Nach Ersetzung von 1 + ¢* durch —¢® und x3 durch w(x3) erhalten wir schlieBlich

(8.3) x3(v) = —2x1(v).

Aus der Gleichung (8.2) folgt weiter

x2(v) = x1(v) + ¢*x1(v) = (x1(v) = (*xa(v).

Also tragen die Orbiten 01 und 02 nur einmal zum Minimalpolynom von p(v) bei. Wegen Gleichung 8.3
kann kein x € A trivial auf v sein, denn sonst gilte x(v) = O fiir alle x € A und damit v = 0. Das
Minimalpolynom von v hat also die Gestalt

w(X) = (X3 — D)(X? +8D).

Zum Schluss beschaftigen wir uns wieder mit der Frage, welche Linearkombinationen von Nullstellen
von p null ergeben. Da G die Automorphismusgruppe einer Trilinearform ist, sind fiir uns ausschlieBlich
Summen aus drei Nullstellen interessant (siehe Beispiel 6.6). Wir benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10
sowie 7.12.

Fall 1: v Eigenvektor zum Eigenwert (. Die orbitinternen und orbitiibergreifenden Relationen
zwischen den Nullstellen von p sind exakt dieselben wie im Abschnitt 8.3.

Fall 1: v Eigenvektor zum Eigenwert ¢*. Wegen X { u(X) ist 0 keine Nullstelle von p auf.
Daher sind nur Summen von drei jeweils von null verschiedneen Nullstellen von p relevant.

Wegen ord(¢?*) = 3 hat die Gleichung 7.12(ii) die bis auf Vertauschung eindeutige Losung (¢*, ¢®). Dies
ist die einzige orbitinterne Relation. Seien nun y2 € 01 und x3 € 02 wie in (8.3) gewahlt. Dann gilt fiir
das zugehdrige 6 aus Abschnitt 7.2

0 =-2.
Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet dann nach Multiplikation mit
—24+X+Y =0
und hat die bis auf Vertauschung eindeutige Losungen (1,1). Die Eindeutigkeit folgt wieder aus Lemma

7.14. Im zughorigen Tripel von Nullstellen von s sind dann zwei Elemente Nullstellen von X2 — D und
eines Nullstelle von X3 + 8D.

Im dualen Fall betrachten wir die Gleichung (7.2) fiir §=1. Sie lautet dann

1
5 XY =0

und hat keine Loésungen.

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ Eg zusammen.
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Proposition 8.6. Sei w ein Coxeterelement in W, v € t ein Eigenvektor von w zum FEigenwert
¢ und vy € t ein Eigenvektor von w zum Eigenwert (* fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von
Ordnung 12. Dann hat das Minimalpolynom py von dp(v1) die Gestalt

p(X) = X (X = D1)(X" ~ Do)
fiir Elemente Dy, Dy € F'*, und das Minimalpolynom s von dp(ve) die Gestalt
pa(X) = (X* = D)(X? +8D)

fiir ein Element D € F*. In beiden Fillen ist dp die Darstellung aus Abschnitt 6.6.5. Es gilt dabei
Dy =1+ C)12D2. Enthdlt F' die 12-ten Einheitswurzeln, so liegen D und die D; bereits in F*. Es
gibt weiter Gewichte x1, x2 und x3, so daf$ zusdtzlich die Beziehungen

x1(v1) = ¢(1+ ¢)xa(v1)
D; = x;*(v1).

und

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Mdoglichkeiten,
drei von null verschiedene Nullstellen von p1 bzw. ps zu null zu kombinieren, die folgenden:

Fiir g (i = 1,2):

(1) ¢xi(v) + xi(v) =0

(2) ¢*xi(v) + ¢*xi(v) + xi(v)
(3) x1(v) = Cxa(v) — Pxa(v)
(4) x2(v) + x2(v) = {xa(v)

0
0
0

Fiir o

(1) ¢xa(v) + ¢*x3(v) + x3(v) =0

(2) —2¢%x3(v) — 2¢*x3(v) —2x3(v) = 0
(3) —2x3(v) — x3(v) — x3(v) =0

8.5 Beispiele fiir halbeinfache Eigenvektoren von wa

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe der Darstellungen aus Abschnitt 6.6 konkrete rationale, halb-
einfache Eigenvektoren von wa angegeben fiir ein Coxeterelement w. Diese konkreten Beispiele werden
spater im zweiten Teil der Arbeit, wo es um die Bestimmung der Fixpunkte der Tori geht, eine wichtige
Rolle spielen: Zum einen werden die hier angegebenen Matrizen bei geeigneter Wahl eines Parameters
obere Dreiecksmatrizen modulo 7 sein (der Grundkorper ist im zweiten Teil ein p-adischer Kérper mit
Uniformisierendem 7), und zum anderen 148t sich fiir die angegebenen Matrizen v leicht die Menge
®(v) (siehe Definition 13.11) ablesen, die Menge der Wurzeln, die eine nichttriviale Komponente zu v
beitragen. Aus denselben Griinden gibt es auch einen entsprechenden Abschnitt im Kapitel 9.

Ist [ die Coxeterzahl und ( eine primitive Einheitswurzel von Odnung [, so gilt nach Proposition 8.2
stets ®¢(wa) = AU {—aT}. Weiter gilt nach Korollar 8.4 ®(v) = ®¢(wa) fiir jedes halbeinfache
RS @ae¢<(wA)ua.
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8.5.1 Typ A,

Esist G = SL,,. Fir a = ¢; — ;41 € A sei x, die Matrix, deren einziger von null verschiedener
Eintrag an Position (i,7 + 1) steht und gleich 1 ist. Die Matrix 2_,+(D) habe ihren einzigen von null
verschiedenen Eintrag D an Position (1, 1). Dann hat vp = 2_,+(D)+ > ca T das Minimalpolynom
X" —D.

8.5.2 Typ B,

Es ist G = SO9,11. Fir a« = ¢; — ;11 € A sei x, die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Eintrage an den Positionen (7,74 1) bzw. (2n+ 1 —4,2n + 2 — 1) stehen und gleich 1 bzw. —1 sind. Die
Matrix z., habe ihre einzigen von null verschiedenen Eintrdge 1 bzw. —1 an den Positionen (n,n + 1)
bzw. (n + 1,n + 2). SchlieBlich seien die einzigen von null verschiedenen Eintrage von z_,+(D) an
den Positionen (2n,1) bzw. (2n + 1,2) gleich D bzw. —D. Dann hat vp = Dx_,+ + > ca Ta das
Minimalpolynom X (X?" — 4D).

8.5.3 Typ C,

Es ist G = Spa,. Fir @« = ¢; — ;41 € A sei x, die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Eintrdge an den Positionen (i,i + 1) bzw. (2n —4,2n + 1 — i) stehen und beide gleich 1 sind. Die
Matrix xgc, habe ihren einzigen von null verschiedenen Eintrag 1 an der Position (n,n + 1). SchlieBlich
sei der einzige von null verschiedene Eintrag von z_,+ (D) an der Position (2n,1) gleich D. Dann hat
vp = Dx_o+ + Y ca Ta das Minimalpolynom X2 —4D.

8.5.4 Typ D,

Es ist G = SOg,. Fir a = ¢; —¢; € & sei x, die Matrix, deren einzige von null verschiedenen
Eintrage an den Positionen (i, j) bzw. (2n +1 — j,2n + 1 — ¢) stehen und gleich 1 bzw. —1 sind. Fiir
a=¢+egj€ dT sei x,, die Matrix, deren einzige von null verschiedenen Eintrige an den Positionen
(1,2n + 1 — j) bzw. (j,2n + 1 — %) stehen und gleich 1 bzw. —1 sind. Fiir eine negative Wurzel « sei
1o = 2 . Dann hat v1(D1) = Diz_,+ + > aecA Ta das Minimalpolynom X(X2=1 _ Dy).

Es bleibt ein Eigenvektor von wa zum Eigenwert (;L(:Ll_l) = —1 anzugeben. Sei
I={%(e1ten)}
Esist I C ®_;(wa) nach Bemerkung 9.2. Bei richtiger Normierung der z,, hat
va(D2) = Da(T_(e)—e,) + T—(e14e,)) + Ter—en T Ler—en
das Minimalpolynom X (X2 — Dy) und kommutiert mit v1(Ds). Genauer gilt sogar vy (D)vy(D) = 0.

8.5.5 Typ G-

Fiir a1, a9, —a™ € Ayg sei

Dann hat v(D) = x_,+ (D) + 4, + Ta, das Minimalpolynom X (X°® —4D).
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8.5.6 Typ F}

Es existieren fiir alle & € ® Matrizen x, mit z, € u,, so daB alle Eintrage von z, gleich 1 sind (dies
1aBt sich leicht anhand des Abschnitts 6.6.6 nachrechnen). Die x, sind eindeutig bis auf Mulitplikation
mit —1. Bei richtiger Normierung der x, hat dann vp = Dx_,+ + > cA Ta das Minimalpolynom
X (X4 +270DX 12 — 27D?).

8.5.7 Typ Es

Es existieren fiir alle &« € ® Matrizen z,, mit x, € u,, so daB alle Eintrage von z, gleich £1 sind. Die
xo sind eindeutig bis auf Mulitplikation mit —1. Bei richtiger Normierung der x,, hat dann vy (D7) =
Dix_ o+ 4 > ca Ta Minimalpolynom X (X2 —270D; X2 — 27D%) und charakteristisches Polynom
X3(X% - 270D, X2 — 27D3).

Es bleibt ein Eigenvektor von wa zum Eigenwert (i, anzugeben. Sei

I={ oal+a3+ad+abd,
al + a2 + a3 + o4,
a3 + a4 + abd + ab,
a2+ o4 + ad + ab,
— (al + az + 203 4 2a4 + a5 + ab),
— (ol + ag + a3 + 2a4 + 2a5 + ab) }.

Es gilt I C ®_1(wa) nach 8.2(iii). Bei richtiger Normierung der z, und fir Dy = D; kommutiert
v2(D2) = Do(3per- Ta)+Doner+ Ta Mit v1(D1) und hat das Minimalpolynom (X3 — D5)(X3+8D5).
Das charakteristische Polynom von vy (Do) lautet (X3 — D9)3(X3 +8D5). Weiter gilt ®(vy(Ds)) = 1.

Es existiert ein dreidimensionaler Unterraum, von V = F?7 auf dem v; (D) die Nullabbildung und vz (D)
das charakteristische Polynom X2 + 8D hat.



Kapitel 9

Vorbereitungen fiir Tori zu
Nicht-Coxeter-Elementen

In diesem Kapitel betrachten wir die primitiven Tori T', die nicht zur Konjugationsklasse eines Coxeter-
elements in der Weylgruppe W gehéren. Solche Tori existieren in den Fallen eines Wurzelsystems vom
Typ D, Fy und Eg. Sei wie immer A ein System einfacher Wurzeln, a™ die Wurzel maximaler Héhe
beziiglich A und A, = AU{—a™}. Sei w € W primitiv und [ := ord(w) die Ordnung von w.

Wir gehen vor im Kapitel 8 und bestimmen zunidchst mit Hilfe der Orbiten von w in ® nach Proposition
4.14 die Wurzelmengen ®:(wa) fiir alle auftretenden Eigenwerte ¢ von w. Diese sind wichtig fiir die
Fixpunktbestimmung in Teil Il. AnschlieBend beschreiben wir fiir die Darstellungen aus Abschnitt 6.6
die Minimalpolynome von halbeinfachen, paarweise kommutierenden Eigenvektoren von w. Diese liefern
uns dann die gewiinschten algebraischen Beschreibungen der Tori.

Wir untersuchen die Tori fiir jeden Typ des Wurzelsystems getrennt. Die Bezeichnung der Konjugati-
onsklassen ist die aus [BFW], gibt also die Ordnungen der Kreisteilungspolynome an, die als Faktoren
im charakteristischen Polynom von w als Automorphismus von t auftreten.

9.1 Bestimmung der (-Wurzeln

9.1.1 Waurzelsystem vom Typ D,

Fiir jede Partition (k,l) von n = k + 1 mit kl # 0 exitiert eine primitive Konjugationsklasse in TW.
Aus Notationsgriinden nehmen wir stets 1 <1 < k < n an. Ein Vertreter w = wy, der Klasse zu (k,1)
operiert nach [BFW] wie folgt auf den Gewichten +eq,..., £, aus Abschnitt 6.6.4:

Elr=E&yt— .= &= —&1 = ... —¢&

Ek+1 P €42 ... Ep 2 €1 2 ... —&p

wy, wird deshalb auch in der Form (1...%k)"((k+ 1)...n)~ dargestellt. Die Eigenwerte von wy, auf t
sind die Einheitswurzeln von Ordnung 2k bzw. 2!, die nicht schon Einheitswurzeln der Ordnung k bzw.
[ sind. Sei nun (o, bzw. (5 eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k bzw. 2I. Um die (o;-Wurzeln
bzw. (5;-Wurzeln in ® zu bestimmen, benutzen wir hier direkt die Gewichte &;.

Die Eigenwerte \;(wa) (0 < i < 2n) des baryzentrischen Punktes wa von w = wy, (fiir ein festes k)
sind in der Darstellung von 6.6.4 die (§;. und die (é’l fir0 <a<2k—1und 0 <b<20—1. Die Menge
{¢8. 10 <a<2k—1} bzw. {¢5 | 0 < b < 2] — 1} steht iiber die (komplexe) Exponentialabbildung
in Bijektion zu &g = {0,...,%} bzw. &9 1= {07""2l2—_ll , namlich durch z — exp(2mix). Es

91
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gelte ohne Einschrankung (o = exp(2mi/2k) und (o = exp(2mi/2l). Wir ordnen nun einem Gewicht
g; wie folgt einen Wert e¢; € £ := &y U Ey zu: Man ordne die Menge £ aufsteigend beziiglich der
gewodhnlichen Ordnung in R als {z1,...,x9,} und ordne dem Gewicht ; gerade die Zahl ¢; :== z, 1,
zu fiir 1 < i < n. Es gilt dann e; :wn:% und e, = x1 = 0.

Proposition 9.1. Sei A das System einfacher Wurzeln, das aus den Wurzeln o mit d(o;) =
g; —€ip1 firi=1,...,n—1 und d(ay,) = €p—1 + &, besteht, und wa der baryzentrische Punkt
von w = wy beziiglich A. Mit obiger Zuordnung €; < e; € £ gilt dann fir eine Wurzel o mit
dla)=xle, ey mit 1 <a#b<n

a(wa) = exp(2mi(Le, £ €p)).

Beweis: Man sieht leicht mit Hilfe der expliziten Operation von wy, auf den ¢;, daB die Menge der Eigen-
werte von Ad(ng) auf g (mit Vielfachheiten) bis auf den Eigenwert 1 mit Vielfachheit n iibereinstimmt
mit der Menge der Werte exp(2mi(+e, £ €p)) (ebenfalls mit Vielfachheiten) fir 1 < a # b < n. Dabei
ist ng ein Lift von wy nach N(T) derselben Ordnung (man arbeite in G,q). Da wa nach Proposition
4.9 das eindeutige G-Konjugierte von ny in T ist, das den Alkovenbedingungen beziiglich A geniigt,
miissen wir nur noch zeigen, daB fiir die obige Festlegung die Alkovenbedingungen (4.2) beziiglich A
erfiillt sind. Diese entsprechen den Bedingungen

€; — €i+1 20fﬂra|le1§i§n—1
en-1+e, >0
n—2
(e1 —e2) + (en—1 —en) + (en_1 +e,) + 22 ei —eip1 < 1.

i=2
Die ersten beiden Bedingungen sind erfiillt nach Definition der Ordnung auf & U Ey. Fiir die letzte
Bedingung beachte man, daBe; — €;4.1 < ﬁ gilt fiir alle ¢, da zwei aufeinanderfolgende Elemente aus
Eor gerade den Abstand ﬁ haben. Wegen e, = 0 ist auBerdem e,,_1 + e, = ep_1 — e,,. Wir erhalten
also fiir die linke Seite LS der letzten Ungleichung

1 1 n
<3— —3)— = —.
LS_32k+(n 3)% o
Wir haben jedoch k > | =n — k angenommen, d.h. k > % Es folgt LS < % <1. O

Mit der Formel aus Proposition 9.1 lassen sich die Mengen ®¢,, (wa) und ®¢,, (wa) natiirlich explizit
bestimmen. lhr Aussehen hangt jedoch massiv von k (und n) ab: Sind k und [ beispielsweise teilerfremd,
so gilt a(wa) # 1 fiir alle « € ®. Der baryzentrische Punkt liegt also im Innern des Alkovens A. Im
Fall k = [ fiir gerades n sind die Mengen &y und &y gleich und es gibt (mehrere) Wurzeln o mit

a(wa) = 1.

Bemerkung 9.2. Fiir die Wurzeln ay, a1, und —a™ gilt a(wa) = exp(27mi/2k) = (ox. Diese
vier Wurzeln entsprechen gerade den Ecken des affinen Dynkindiagramms vom Typ D,,. Weiter
liegen die Wurzeln, deren Ableitungen in der Menge {+(e1%e,)} enthalten sind, alle in ®_1(wa) =.

Beweis: Es gilt e; = %,62 = % — ﬁ,en_l = ﬁ und e, = 0. Man beachte noch d(at) = &1 + &2 und

wende nun die Formel aus Proposition 9.1 an. ]
9.1.2 Waurzelsystem vom Typ F)
Die Klasse 6,6,

Es sei (g eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 6. Alle Orbiten von w in ® haben die Lange
6 nach Proposition 4.15. Die Anzahl der Wurzeln ist 48. Nach Korollar 4.14 gilt also ni(wa) = 4,
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ne(wa) = 8 fiir 6-te Einheitswurzeln ¢, die nicht primitiv sind, und n¢(wa) = 10 fiir primitive 6-te
Einheitswurzeln ¢. Das Wurzelsystem ®(wa) von Z4 = Z&(wa) besteht also aus genau vier Wurzeln
061, —B1, B2, — P2, von denen ohne Einschrankung (31 und (5 positiv seien. Wegen Proposition 5.3 ist
eine der Wurzeln (3;, ohne Einschrinkung 31, einfach. 3 ist entweder ebenfalls einfach oder gleich at.
Im zweiten Fall, also wenn 3, = " ist, wire a_,+ entweder gleich 0 oder gleich 1. Aus a_,+ = 0 folgt
aber nach Abschnitt 5.1 ZQEA baaq = 1, was wegen ZQEA bo, = 11 und b, < 5 nur moglich ist, wenn
ao = 0 gilt fiir mindestens zwei einfache a. Dann wire aber |®] (wa)| > 2. Ebenso fiihrt a_,+ = 1
zum Widerspruch, da in diesem Fall nach Abschnitt 5.1 ZQEA boas = 0 und damit a, = 0 fiir alle
o € A folgen wiirde.

Fiir die beiden einfachen Wurzeln £ und 8y mit (1, B2 € ®1(wa) gilt ag, = 0 und damit

Z bato = 1.

a€Ag\{B1,02}

Wegen a, € %Z und D" ca ba = 11 folgt bg, + bg, = 6. Durch diese Bedingung sind 3; und (33 schon
(bis auf Vertauschung) eindeutig bestimmt: Es gilt

ﬁl = 1 und ﬁg = (3.

Weiter folgt ao = £ fiir alle a € Ay \ {1, a3}. Wir kénnen nun die Menge ®¢,(wa) bestimmen als

(9.1)  Pge(wa) = Aagr \ {1, a3} U{ag + ag, a2 + as,
a3+ g, 01 + oo+ az, a1 + ag + 203, a0 + 203,01 —a )

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in ®¢,(wa), und wegen ng(wa) = 10 sind dies schon alle. Die
negativen Wurzeln in @ (wa) sind —a™ und a1 — .

9.1.3 Waurzelsystem vom Typ Eg

Ist das Wurzelsystem vom Typ Ej, so existieren zwei primitive Konjugationsklassen in W, die verschieden
sind von der Coxeterklasse.

Die Klasse 9,

Es sei (g eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 9. Alle Orbiten von w in ® haben die Lange
9 nach Proposition 4.15. Die Anzahl der Wurzeln ist 72. Nach Korollar 4.14 gilt also ni(wa) = 2,
n¢(wa) = 8 fiir 9-te Einheitswurzeln ¢, die nicht primitiv sind, und n¢(wa) = 9 fiir primitve 9-te
Einheitswurzeln ¢. Das Wurzelsystem ®;(wa) von Z4 = ZZ(wa) besteht also aus genau zwei Wurzeln
B, —0, von denen ohne Einschrankung [ positiv sei. Wegen Proposition 5.3 ist 3 entweder einfach oder
gleich a™. Im zweiten Fall, also wenn 3 = a™ ist, wire a_,+ entweder gleich 0 oder gleich 1. Aus
a_n+ = 0 folgt aber nach Abschnitt 5.1 A baao = 1, was wegen > A by = 11 nur moglich ist,
wenn a, = 0 gilt fiir eine einfache Wurzel a. Dann wire aber |®] (wa)| > 1. Ebenso fiihrt a_,+ =1
zum Widerspruch, da in diesem Fall nach Abschnitt 5.1 ZaeA bate = 0 und damit a, = O fiir alle
o € A folgen wiirde.

Fiir die einfache Wurzel 8 mit 8 € ®1(wa) gilt ag = 0 und damit

Z bats = 1.

ﬁ?ﬁaeAaH
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Wegen a, € %Z und > caba = 11 folgt bg = 3. Durch diese Bedingung ist 3 schon eindeutig
bestimmt: Es gilt 3 = «a4. Weiter folgt a, = % fur alle ay # o € Aug. Wir kdnnen nun die Menge
Oy (wa) bestimmen als

(9.2) Dy (wa) = Augr \ {au} U{ag + ayg, a0 + ag, a0 + ay}.

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in @4 (wa), und wegen n¢,(wa) = 9 sind dies schon alle. Die
einzige negative Wurzel in ®¢, (wa) ist —a™.

Die Klasse 6,6,3,

Es sei (g eine fixierte primitive Einheitswurzel von Ordnung 6. Fiir die Lange der Orbiten in & unter w
kommen nach Proposition 4.15 nur 3 und 6 in Frage. Auf dem Unterraum U von Z[®4]® F', der von den
Wurzeln aus Orbiten der Linge 3 aufgespannt wird, operiert w? als Identitit. Nach Proposition 4.16
ist U hochstens zweidimensional. Da in einem eindimensionalen Unterraum nur maximal zwei Wurzeln
liegen konnen, scheidet diese Moglichkeit aus. Die Wurzeln, die in U liegen, bilden selbst wieder ein
Wourzelsystem, dessen Rang wie eben gesehen 0 oders 2 ist. Da alle Wurzeln dieselbe Lange haben, kann
es nicht vom Typ G5 sein, d.h. es bleiben als nichttriviale Typen nur die Typen A; x A; und As. Der
Typ Ay x Aj ist allerdings ausgeschlossen, da die Wurzeln in U nach Annahme in Orbiten der Lange 3
liegen und ihre Anzhal daher durch 3 teilbar ist. Die Orbiten der Lange 3 bestehen also, falls existent,
insgesamt aus genau 6 Wurzeln. Die Anzahl der Wurzeln ist 72, weshalb es also mindestens 11 Orbiten
der Lange 6 gibt. Aus den Aussagen 4.12 und 4.14 erhalten wir die Gleichung

11 4+ multy (1) = dim(T) + nq(wa),

wenn multy (1) die Multiplizitat des Eigenwerts 1 von Ad(n,,) auf ®4cptty bezeichnet. Wegen dim(t) =
6, multy (1) < 2 und ny(wa) gerade (letzteres nach Proposition 5.1) folgt mult;r (1) = 1 und nq(wa) =
6, und zwar unabhiangig davon, ob die Wurzeln in einem oder zwei Orbiten unter w liegen; die Orbiten
der letzten sechs Wurzeln tragen immer den Faktor X% —1 zum charakteristischen Polynom von Ad(n,,)
bei.

Nach Korollar 4.14 gilt also n1 (wa) = 6, n¢(wa) = 12 fiir 6-te Einheitswurzeln ¢, die nicht primitiv oder
keine primitiven 3-ten Einheitswurzeln sind, sowie n¢(wa) = 14 fiir primitive 6-te und n¢(wa) = 13 fiir
primitive 3-te Einheitswurzeln {. Das Wurzelsystem ®;(wa) von Z4 = Zg(wa) besteht also aus genau
sechs Wurzeln £y, 082, =33, von denen ohne Einschrankung (31,32 und (3 positiv seien. Wegen
Proposition 5.3 hat A,g(wa) mindestens zwei Elemente, von denen mindestens eines eine einfache
Waurzel ist und das andere entweder ebenfalls eine einfache Wurzel oder gleich o™ ist. Den Fall, daB
ein (3; gleich o™ ist, schlieBt man aus wie in den bereits behandelten Fillen: Aus a_,+ = 0 folgt nach
Abschnitt 5.1 37 A baGa = 1, was wegen > 1 by = 11 und by + by < 6 (fiir einfache o # o/, die
beide von a4 verschieden sind) nur méglich ist, wenn a,, = 0 ist oder a, = 0 gilt fiir mindestens drei
einfache a. In beiden Fillen wire dann aber |®] (wa)| > 3, denn gilte a,, = a, = O fiir eine einfache
Wurzel o # ay, so widre a, = 2 und « nicht orthogonal zu «ay. Deshalb wére in diesem Fall oy + «
eine zusitzliche Wurzel in ®;(wA)™. Ebenso fiihrt a_,+ = 1 zum Widerspruch, da in diesem Fall nach
Abschnitt 5.1 3~ - baao = 0 und damit a, = 0 fiir alle & € A folgen wiirde.

Also sind mindestens zwei der drei Wurzeln (; einfach. Bezeichne T die Menge der einfachen Wurzeln
unter den 3;. Fiir die Wurzeln aus T gilt ag, = 0 und damit

Z boao = 1.

aGAaH\T

Wegen a,, € %Z und 3= cn ba = 11 folgt 35y bg = 6. Wegen by + by < 6 fiir einfache o # o/ folgt
Y = {f1, 52,03}, also sind alle (3; schon einfach. Die 3; miissen paarweise orthogonal zueinander sein,
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denn sonst gabe es mehr als drei positive Wurzeln in ®1(wa). Es bleibt (bis auf Vertauschung) nur eine
Moglichkeit:

B1 = ag, P2 = a3, B3 = a.

Weiter folgt aq = # fiir alle & € A, \ T. Wir kdnnen nun die Mengen @ (wa) und De2(wa)
bestimmen als

P (wa) = Augr \ {2, a3, a5 }U
{a1 + as, a3 + ag, a0 + ay, ag + as, a5 + ag, as + as + ay,
Qg+ ay + as, a3+ ag + as,an +az +ag +as,an —at}
(93)  Pez(wa) ={o1 +as+ g, a4+ a5 +ag, a1 + az + a3+ ag, a1 + a3 + ag + o,

ag + a4 + as + ag, a3 + ag + a5 + ag, a1 + o + ag + oy + as,

g+ as+ a4+ a5 + ag, 00 + asz + 204 + a5, 00 + g —a,

a2+a4+a5—a+,a2+a3+a4—a+,a2+a3+a4+a5—a+}.

Offensichtlich liegen all diese Wurzeln in @ (wa ) bzw. P2 (wa), und durch Vergleich der Kardinalitdten
folgt schon, daB dies alle sind. Die negativen Wurzeln in @ (wa) sind —at und oy — .

9.2 Minimalpolynome der Eigenvektoren von w

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Minimalpolynome von Eigenvektoren der primitiven Elemente
w € W, die nicht zu einem Coxeterelement konjugiert sind, beziiglich der Darstellungen aus Abschnitt
6.6.

9.2.1 Waurzelsystem vom Typ D,

Wir betrachten zunichst den Fall, daB k£ und n — k teilerfremd sind. Sind v1,vy € t rationale Eigen-
vektoren von w zum Eigenwert (o bzw. (y(,_y) fiir eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k bzw.
2(n — k), so gilt fiir die Minimalpolynome p; von p(v;)

p(X) = X(X?* — Dy)

(9.4) 11 (X) = X(X20H )

fiir geeignete Elemente D; € F*. Dies folgt bereits aus den allgemeinen Uberlegungen in Abschnitt 6.3.
AuBerdem kann fiir eine Wurzel o« = Efclsfl nur dann a(wa) = G bzw. a(wa) = G-k gelten,
wenn die zugehdrigen e;, e; aus Abschnitt 9.1.1 beide in &y, bzw. £,y liegen (sieht man von den
trivialen Elementen 0O und % ab, die immer in beiden £ vorkommen). Wir iibertragen diese Situation auf
den allgemeinen Fall wie folgt: Sind k und n—k beliebig, so enthalten die Mengen &y und o, auBer
den Elementen 0 und % eventuell noch weitere gemeinsame Elemente. Wir markieren nun die Indizes
der von 0 und % verschiedenen Elemente unter den ey, ..., e, derart, daB wir jeden Index ¢ genau einer
der beiden Mengen &g, oder Ey(;,,_y,) zuordnen. Taucht e; nicht in beiden Mengen £ auf, so wahlen wir
die eindeutige der Mengen £, die e; enthilt. Sonst taucht der Wert e; zweimal unter den eq, ..., e, auf
(als e; und e;41 fiir ein geeignetes 7). Dann treffen wir willkiirlich eine Wahl, die i der einen und i + 1
der anderen Menge zuordnet. Die Indizes 1 und n werden beiden Mengen zugeordnet. Im teilerfremden
Fall entspricht die Markierung der gewdhnlichen Elementbeziehung der zugehorigen Werte e;. Bei der
Suche nach halbeinfachen Eigenvektoren von wa beschrénken wir uns nun auf solche zuldf$ige Wurzeln
a= 5;Heji1 (1 <1i,j <mn), fiir die Indexe ¢ und j beide derselben Menge £y bzw. Ea(n—k) zugeordnet
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sind. Man sieht, daB man fiir jede wie oben beschriebene Markierung rationale Elemente

IS @ Uy

a(wa)=Cak
« zulaBig

Vo € @ U

a(wA)=Ca(n—k)
« zulaBig

findet, die kommutieren und Minimalpolynome wie in (9.4) haben.

9.2.2 Waurzelsystem vom Typ F)
Die Klasse 6,6,

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 6-ten Einheitswurzeln, jeweils mit Multiplizitat
zwei. Sei ( = (g eine solche und ab jetzt fixiert. Sei p die in Abschnitt 6.6.6 beschriebene 27-dimensionale
Darstellung und v € t Eigenvektor zum Eigenwert (. Sei weiter 11 das Minimalpolynom von p(v). Die
24 von null verschiedenen Gewichte sind die 24 kurzen Wurzeln aus ®. Wir wihlen die Notationen aus
dem Abschnitt 6.6.6. Wir kdnnen w explizit beschreiben: Sei ¢ gegeben durch folgende Operation auf
P:

a) — —a’,ag — aq + 209 + 203, a3 — Qu, ay — Q.

Da G keine duBeren Automorphismen hat, gilt schon ¢ € W. Wir setzen nun wg = $4,5q4,¢ € W. wo
hat Ordnung 6 als Automorphismus des vierdimensionalen Vektorraums Z[®] ® R, und kein Eigenwert
von wyq ist gleich £1. Die einzige Konjugationsklasse in W, die die primitiven 6-ten, aber nicht die
primitiven 2-ten Einheitswurzeln als Eigenwerte hat, ist die Klasse 6,6, nach [BFW]. Nach Proposition
4.16 sind also w und wqg in W konjugiert.

Die vier Orbiten der Lange 6 in A unter wy lassen sich explizit bestimmen:

op: 0010 0001 0011 0010..
0o: 1110 0121 1231 1110..
o3: 1232 1121 0111 1232..
o4: 0110 1221 1111 0110..

Die jeweils letzten aufgefiihrten Elemente sind genau die Negativen der ersten, daher ist der Orbit durch
obige Angabe bereits bestimmt.

Wir betrachten die folgenden beiden orbitiibergreifenden Relationen:

1232+ 1110 = 1110 — 0110
1232 = 1110 = 1232 4 0010,

d.h. mit x1 = 1232, yo = 1110, y3 = 0110 und x4 = 0010 gilt

w(x1) +w(x2) = x2 — X3
w(x1) —w(x2) = x1 + X4

Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten

x3(v) = x2(v) —w(x1)(v) —w(x2)(v) = x2(v) — Cx2(v) — Cx1(v)
xa(v) = w(x1)(v) — x1(v) — wx2)(v) = {x1(v) — x1(v) — Cx2(v).
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Unter Ausnutzung des Kreisteilungspolynoms 6-ter Ordnung X2 — X + 1 kénnen wir weiter umformen
zu

x3(v) = —Cxa(v) — x2(v)
xa(v) = Cxa(v) — (x2(v).

An dieser Stelle 4Bt sich nicht sagen, in welcher Beziehung die Werte xi(v) und x2(v) zueinander
stehen. Wir greifen deshalb vor auf den Abschnitt 9.4.2, wo explizit zwei Eigenvektoren v; und v von
wa zum Eigenwert ¢ angegeben sind. Da uns nur die Minimalpolynome der v; interessieren und diese in
9.4.2 ebenfalls angegeben sind, verfolgen wir die Uberlegungen dieses Abschnitts nicht weiter. Es sei nur
gesagt, daB die Minimalpolynome der v; z. Bsp. entstehen kénnen durch die Belegung x2(v1)¢? = x1(v1)

bzw. Xx2(v2) = ((1 + {)x1(v2).

9.2.3 Waurzelsystem vom Typ Ej
Die Klasse 9,

Die einzigen Eigenwerte von w auf t sind die primitiven 9-ten Einheitswurzeln, jeweils mit Multiplizitat
eins. Sei ¢ = (y eine solche und ab jetzt fixiert. Sei p die in Abschnitt 6.6.5 beschriebene 27-dimensionale
Darstellung und v € t Eigenvektor zum Eigenwert (. Sei weiter 1 das Minimalpolynom von p(v). Die
27 von null verschiedenen Gewichte sowie alle anderen Notationen seien wie in Abschnitt 6.6.5. Wir
beschreiben w wieder explizit wie im vorigen Abschnitt. Sei ¢ gegeben durch

a1 — —Oé+,042 = Q5,3 /= (2, (g = 4, 5 > i3, O — (.

¢ hat Ordnung 3, wahrend jeder nichttriviale duBere Automorphismus von G gerade Ordnung hat.
Es folgt wieder ¢ € W. Setze wy = Sa354,¢ € W. wp hat Ordnung 9 als Automorphismus des 6-
dimensionalen Vektorraums Z[®] ® R. Das Minimalpolynom ist daher das Kreisteilungspolynom der
Ordnung 9. Nach Proposition 4.16 stimmen die Konjugationsklassen von wg und w dann iiberein.

Die drei Orbiten der Lange 9 in A unter w lassen sich mit Hilfe des Vertreters wg explizit bestimmen:

op: 000001 000031 333331 300001 333331
333331 300001 333331 000301

02 : 000031 333331 333331 333331 030001
333331 333331 333331 000301

o3: 030001 333331 003001 333331 333331
333331 333331 003001 333331

Wir betrachten die folgenden beiden orbitiibergreifenden Relationen:

030001 — 300001 = 333331 —* 030001
030001 —** 030001 ="~ 300001 —*" 030001,

d.h. mit y1 = 300001, 2 = 333331 und x5 = 030001 gilt

X3 — X1 = X2 — w(x3)
X3 — w?(x3) = w2 (x1) — w’(x3)-
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Wir wenden diese Gleichung nun auf v an und erhalten
X2(v) = x3(v) + w*(x3)(v) = x1(v) = x3(v) + Cxa(v) = x1(v)
w?(x1)(v) = x3(v) + w(xs) — w’(x3)(v) = x3(v) + Px3(v) — *x3(v).

Unter Ausnutzung des Kreisteilungspolynoms 9-ter Ordnung X% + X3 + 1 kdnnen wir die zweite Glei-
chung weiter umformen zu

) = (1+ ¢ = P)xsv) = —¢HP +¢)xs(v)

oder

x1(v) = —=¢%(¢* + ¢ 7?)x3(v).
Wir setzen dieses Resultat in die erste Gleichung ein und erhalten

x2(v) = (1+ ¢+ +T)sv) = CE+THE+THxa).

Um eine schonere Darstellung zu erhalten, ersetzen wir noch 3 durch w?(x3) und erhalten endgiiltig
x1(v) = =(¢* +(7%)xs(v)
x2(v) = (2 + ¢+ ¢ Hxa(v)

Wegen (¢2 + ¢72)(¢* + ¢~) # 0 tragen alle drei Orbiten zum Minimalpolynom von p(v) bei. Nach
Propositon 6.9 hat also x die Form

(9.6) u(X) = (X7 = x2(0))(X? = x1 (0)")(X? = x3(v)?).

Enth3lt F' die 9-ten Einheitswurzeln, so existiert diese Zerlegung auch schon iiber F' nach Korollar 6.15
und den Relationen (9.5). Wegen der beiden Identitdten (9.5) sind die Koeffizienten von 1 Polynome
in x3(v)?. Genauer gilt

(9.5)

w(X) = X274+ algxg(v)gXlg + agxg(v)18X9 + aoxg(v)27
mit

a1z = (C+ 2 = (C+HUC+H -1
ag = (C+ U+ CH (G H B+ - (B
ag = (CZ + C_2)18(C4 + (—4)9

Die in (9.5) auftretenden Faktoren (2 + (=2 und ¢* 4+ ¢(~* hingen auf folgende Weise zusammen:
Die Elemente ¢2 4 ¢72,¢* + ¢~* und ¢ + ¢! sind die drei Nullstellen des Polynoms X3 — 3X + 1.
Insbesondere gilt

(9.7) (E+E+HCHC+HTH =-1

Die Klasse 6,6,3,

Die Ergebnisse im Fall der Klasse 6,6,3,, lassen sich in gewisser Weise aus den Fallen 6,6, fiir den typ
F, und dem Coxeterfall des Typs Eg zusammensetzen: Die Minimalpolynome der 6,-Anteile stimmen
mit denen der Klasse 6,6, iiberein, wahrend das Minimalpolynom des 3,-Anteils identisch ist mit dem
des 3,-Anteils des Coxeterfalls des Typs Eg. Dies sei hier nur bemerkt, fiir weiteres verweisen wir auf
Abschnitt 9.4.3.
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9.3 Relationen zwischen Nullstellen der Minimalpolynome

Wir beschreiben in diesem Abschnitt, welche Linearkombinationen aus Nullstellen der jeweiligen Mini-
malpolynome 0 ergeben. Ist das Wurzelsystem von G vom Typ D, ist fiir uns nur der Fall relevant,
daB die Summe zweier Nullstellen 0 ergibt. In den anderen Féllen ist G (mindestens) durch eine Triline-
arform beschrieben, so daB wir Summen von zwei und drei Nullstellen betrachten (siehe Beispiel 6.6).
Wir benutzen die Aussagen 7.9 und 7.10 sowie 7.12.

9.3.1 Waurzelsystem vom Typ D,

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors ;. Da die Ordnung von w durch 2 teilbar ist, hat
die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die eindeutige Losung —1.

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Die jeweiligen Minimalpolynome be-
sitzen nur einen Faktor nach Abschnitt 9.4.1.

9.3.2 Waurzelsystem vom Typ F}
Die Klasse 6,6,

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors y;. Da die Ordnung 6 von w durch 2 bzw. 3 teilbar
ist, hat die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die bis auf Vertauschung eindeutige Losung —1 bzw.

(€% ¢Y).

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Hier brauchen wir nur einen der beiden
Eigenvektoren betrachten, namlich mit Minimalpolynom X (X% + D)(X® —27D) (vgl. Abschnitte 9.2.2
oder 9.4.2). Fiir das zu den beiden von X verschiedenen Faktoren gehérige 6 gilt dann

0=1+C.

Da 6 gerade ist, gibt es keine faktoriibergreifende Relation zwischen zwei Nullstellen. Die Gleichung
(7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet nach Multiplikation mit 0

O+ X+Y =14C+X+Y =0.

Sie hat die bis auf Vertauschung eindeutige Lésung (—1, —() (vgl. Lemma 7.14). Im zugehérigen Tripel
von Nullstellen von 1 sind dann zwei Elemente Nullstellen von X+ D und eines Nullstelle von X6—27D.
Ersetzt man 6 durch 6~!, so hat die resultierende duale Gleichung (7.2) keine Lésung fiir (X,Y).

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ Fy zusammen. Wir beziehen neben
den Resultaten dieses Kapitels auch den spateren Abschnitt 9.4.2 mit ein.

Proposition 9.3. Sei w ein Reprisentant der Konjugationsklasse [BEW][6p6p| in W. Dann exi-
stieren Figenvektoren vi,ve € t von w zum Figenwert  fir eine primitive Finheitswurzel ¢ von
Ordnung 6 mit den folgenden FEigenschaften. Die Minimalpolynome pq, o von p(vy) bzw. p(ve)
haben die Gestalt

p1(X) = X(X® — D)(X® +27D)
p2(X) = X(X° 4 4D)
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fiir ein Element D € F*, wenn p die Darstellung aus 6.6.6 ist. Es gibt weiter Gewichte x1,x2 und
X3, o daf zusdtzlich die Beziehungen

x2(v1) = (1 + ¢)xa(v1)
D = x§(v1)
4D = x5(v2)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Mdoglichkeiten,
zwet bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von p; zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ¢*xi(v) + Cxi(v) + xi(v) =0
(2) 3xi(v) +xi(v) =0
und fir py zusdtzlich

(3) —x1(v) = ¢xa(v) + x2(v) =0

9.3.3 Waurzelsystem vom Typ FEj

G wird in diesem Fall nur durch eine Trilinearform beschrieben. Taucht im Minimalpolynom g von
p(v) der Faktor X nicht auf, d.h. ist 0 keine Nullstelle von p(v), sind ausschlieBlich Summen von drei
Nullstellen von p zu betrachten. Sei wie immer { = (g eine fixierte primitive 9-te Einheitswurzel.

Die Klasse 9,
Wegen (9.6) taucht der Faktor X nicht als Nullstelle von p auf.

Fall 1: Relationen innerhalb eines Faktors y;. Da die Ordnung 9 von w durch 3 teilbar ist,
hat die Gleichung (7.4) nach Bemerkung 7.12 die bis auf Vertauschung eindeutige Losung (¢3, ().

Fall 2: Relationen zwischen verschiedenen Faktoren. Seien y; € 01,x2 € 02 und x3 € 03
wie in (8.1) gewahlt. Dann gilt fiir die zugehdrigen 6;; aus Abschnitt 7.2 wegen (9.5) und der Beziehung
(9.7)

015 = —(C2+(7?)
021 = —(¢*+¢7Y)
O30 = —(C+¢7H).

Die Gleichung (7.2) aus Abschnitt 7.2 lautet nach Multiplikation mit §;;
92']‘ +X+Y=0.

Sie hat fiir obige 0;; die bis auf Vertauschung eindeutige Lésungen (Ck(ij), C‘k(ij)), wenn §;; = ¢hGd) 4
¢*() gilt (vgl. Lemma 7.14). Im zugehdrigen Tripel von Nullstellen von i sind dann zwei Elemente

Nullstellen von X? — x;(v)? und eines Nullstelle von X? — x;(v)?.

Ersetzt man 6;; durch Hi;l, so hat die resultierende duale Gleichung (7.2) keine Losung fiir (X,Y). Es

gibt also keine entsprechenden Relationen zwischen zwei Nullstellen von X —x;(v)? und einer Nullstelle
von X9 — x;(v)?.
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Es bleibt noch der Fall zu betrachten, daB die drei beteiligten Nullstellen aus drei verschiedenen Faktoren
stammen. Da diese Situation symmetrisch ist beziiglich der Faktoren, spielt die Wahl der beiden ¢;; und
der Ubergang zu den jeweiligen Inversen keine Rolle. Die Gleichung (7.2) lautet fiir 612 und 613

L= ([ H+ X = (C+ )Y =0,
Wegen (9.7) ist (1,1) eine Losung, denn
L= () + D+ =143+ " =0

Man sieht leicht, daB diese Lésung eindeutig ist.

Wir fassen unsere Ergebnisse im Fall eines Wurzelsystems vom Typ Ej fiir die Klasse [9p] zusammen.

Proposition 9.4. Sei w ein Reprisentant der Konjugationsklasse [BFW][9p] in W und v € t ein
FEigenvektor von w zum Eigenwert { fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von Ordnung 9. Dann hat
das Minimalpolynom p von p(v) die Gestalt

p(X) = (X? = Di)(X? = Do) (X" — D3)
fiir Elemente Dy, Dy, D3 € F*, wenn p die Darstellung aus 6.6.5 ist. Enthdilt F' die 9-ten Einheits-

wurzeln, liegen die D; bereits in F*. Es gilt weiter D1 = —(¢2+("2)° D3 und Dy = (2 +(72)2(¢*+
(2D3. Es gibt weiter Gewichte x1,x2 und X3, so dafl zusditzlich die Beziehungen

x1(v) = —(¢*+ ¢ ?)xs(v)
x2(v) = (C+ ¢+ Yxs ()
D; =X (v)

gelten. Bis auf Anwendung von w und Vertauschung der Summanden sind die einzigen Mdaglichkeiten,
zwet bzw. drei von null verschiedene Nullstellen von p zu null zu kombinieren, die folgenden:

(1) ¢*xi(v) + ¢*xi(v) + xi(v) = 0

(2) x1(v) + x3(v) + ¢ 2x3(v) = 0

(3) x2(v) + ¢txa(v) + ¢Cha(v) =0

(4) x3(v) + 'x2(v) + ¢ xa(v) =0

(5) x1(v) + x2(v) + x3(v) =0

Beweis: Es bleibt nur noch zu bemerken, daB die D; bereits in F™* liegen, wenn F' die 9-ten Ein-

heitswurzeln enthilt. Dies folgt aus Korollar 6.15. Die entsprechende Bedingung ist erfiillt wegen der
Relationen zwischen den ;. O

Die Klasse 6,6,3,

Die Minimalpolynome, die in diesem Fall auftauchen, wurden bereits in den Abschnitten 9.3.2 und 8.4
untersucht (vgl. Abschnitt 9.4.3).
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9.4 Beispiele fiir halbeinfache Eigenvektoren von wa

9.4.1 Typ D,

Die Matrizen x,, € u, seien die z, aus Abschnitt 8.5.4. Seien (o eine primitive 2k-te und (y(,_) eine
primitive 2(n — k)-te Einheitswurzel, die Indizes 1,...,n markiert wie in Abschnitt 9.2.1 beschrieben
und

L ={a € ® | a zuldBig, a(wa) = (or }
Iy = {a € @ | a zuldBig, a(wa) = Con—r)}

Es gibt jeweils genau eine negative Wurzel 3; in I;. Fiir I ist diese 31 = —a", 32 kann von der gew3hlten
Markierung abhingen. Bei richtiger Normierung der x,, hat v1(D1) = D151 + Zaelj o, das Minimal-

polynom X (X% —4Dy) und ve(D3) = D252+za612+ 74, das Minimalpolynom X (X6 +(—1)"*14D,).
Fir Dy = Dy = D kommutieren vy (D) und va(D), und wie im Coxeterfall gilt v1(D)ve(D) = 0. Es
gilt ®(v;(D;)) = 1;.

9.4.2 Typ F,
Die Matrizen z,, € u, seien die z, aus Abschnitt 8.5.6. Sei
I = {az,a1 + as + 2a3, a3 + ag, —(a™ — a1)}
und
Ir = {a4, a1 + az + a3, a + 2a3, —a™ }.
Es gilt I1,1Io C ®¢s(wa) nach Gleichung (9.1). Bei richtiger Normierung der z, hat dann vy (D) =

Dl‘r—(a*—m)"‘ZaeIf 7, das Minimalpolynom X (X6 +4D1) und va(D2) = Doz _+ +Za612+ Zq das
Minimalpolynom X (X + Dy)(X® — 27D,). Die charakteristischen Polynome lauten X?(X6 + 4D;)3
fiir v1(D1) und X3(X% 4+ D9)3(X6 — 27D,) fiir vo(D3). Fiir D; = Dy = D kommutieren v1(D) und
UQ(D). Es gilt @(U](D])) = Ij.

Es existiert ein sechsdimensionaler Unterraum von V = F27, auf dem v1(D) die Nullabbildung und
va(D) das charakteristische Polynom X% — 27D hat.

9.4.3 Typ Es

Die Matrizen x,, € u, seien die x, aus Abschnitt 8.5.7.
Die Klasse 9,
Sei
1= {ala a2, a5, g, 02 + Oy, Q3 + Qy, —Oé+}.

Es gilt I C ®¢,(wa) nach Gleichung (9.2). Bei richtiger Normierung der z,, hat dann v(D) = Dx_,+ +
> wcr+ Ta das Minimalpolynom X7 4+ 84D X'® — 159D2X? + D3. Es gilt ®(v(D)) = I.
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Die Klasse 6,6,3,
Sei
I = {Oél,()éﬁ,OéQ + a3 + ayq, 00 + 04 + 5, 3 + 4 + O, —Oz+},

I = {ay, a2 + a3 + ag + as, a5 + ag, a1 + az, — (o™ — az)},
und

13:{al+a2—|—a3+a4,a1+a3+a4+a5,a2+a4+a5+a6,

as+as+ a5+ ag, —(at —ag —az —aq),—(aT — a2 —ay —az)}.

Es gilt 11, I; C ®¢5(wa) und I3 C @e2(wa) nach Gleichung (9.3). Bei richtiger Normierung der z, hat
dann v1(D1) = Dyz_o+ + Zaelf 7, das Minimalpolynom X (X% + D;)(X% — 27D;) und ve(D2) =
Dox_ (ot —ay) +Za612+ 7, das Minimalpolynom X (X% +4Ds). Die charakteristischen Polynome lauten
X3(X6 + Dl)g(X6 - 27D1) fiir ’Ul(Dl) und )(9()(6 + 4D2)3 fiir UQ(DQ). Ug(Dg) = D3 Zae]; To +
EQGI; T4 schlieBlich hat (X3 — D3)(X? + 8D3) als Minimalpolynom und (X3 — D3)8(X?3 4 8Ds)
als charakteristisches Polynom. Fiir D1 = Dy = D3 = D kommutieren die v;(D) paarweise. Es gilt
®(v;(Dy)) = 1.

Es existieren drei Unterraume U;; von V = F?7, die den drei méglichen Paaren (vi,vj) unter den
vy entsprechen, auf denen jeweils v; verschwindet und v; nicht. Bezeichnet g; das charakteristische
Polynom von v; auf U;;, so gilt genauer

dimUsy; =6, ¢1(X)=X®—-27D

dimUy3 =3, ¢3(X)=X3+8D

dimUs =9, ¢3(X) = (X® — D)?(X? +8D).
Die Elemente v1(D)?, vo(D)® und v3(D)? liegen in den Unterrdumen @ae—lj u, fiir j = 1,2,3. Die
sechs Elemente vy (D), v (D)?, va(D),v2(D)%, v3(D),v3(D)? sind F-linear unabhingig, d.h. fiir jedes j

hat der von den beiden Potenzen von v;(D) aufgespannte Unterraum trivialen Schnitt mit der Summe
der beiden Unterrdume, die von den Potenzen der v (D) fiir k # j aufgespannt werden.

9.4.4 Geradenkonfiguration einer nichtsinguliren kubischen Fliche

Dieser Abschnitt ist als kleiner Einschub zu verstehen und schildert eine Beobachtung, die Dr. Uwe
Weselmann iiber die Klasse 9, des Typs Eg gemacht hat. Sei 1p(X) das Minimalpolynom des Elements
v(D) fiir die Klasse 9,, aus Abschnitt 9.4.3, also

pp(X) = X?" +84DX™® —159D?X? 4 D3.

Seien ( eine primitive 9-te Einheitswurzel und

a=¢+ ¢
b=¢t+¢t
c=C*4 (2

die Nullstellen des Polynoms X3 — 3X + 1. Dann sind

6b3

I
)

663

I
S

3

@
B
v =cba
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die Nullstellen von X3 +84X?2 — 159X + 1. Das Polynom pp zerfillt also in
pp(X) = (X — aD)(X® - BD)(X® — yD).

Wir stellen die 27 Nullstellen von p1 in der komplexen Ebene mit Zentrum O dar. Die eingezeichneten
Dreiecke entsprechen Kombinationen von drei Nullstellen, die zwei verschiedene Langen haben und deren
Summe null ergibt. Die , Spitze" eines Dreiecks, d.h. der Punkt, der eine andere Lange hat als die beiden
anderen, legt das Dreieck bereits eindeutig fest. Zwischen drei Nullstellen derselben Liange existieren
gleichseitige Dreiecke, die bei Festlegung einer der drei Ecken ebenfalls eindeutig bestimmt sind. Auf
jeder Ursprungsgerade durch eine Nullstelle liegen noch zwei andere; dies sind entartete Dreiecke, die
einer Kombination von Nullstellen mit drei verschiedenen Lingen entsprechen.

Wir nennen die 27 Nullstellen von p1 Geraden und erkldren folgende Inzidenzrelationen: Zwei ver-
schiedene Geraden A1 und Ay schneiden sich genau dann, wenn es eine dritte Gerade A3 gibt, so da3
A1 + Az + A3 = 0 gilt. Jede Gerade schneidet dann genau 10 andere: dies folgt aus den Uberlegungen
in Abschnitt 9.3.3. In der Tat stimmt diese Geradenkonfiguration iiberein mit der bekannten Geraden-
konfiguration einer nichtsinguldren kubischen Flache. Die Automorphismengruppe dieser Geradenkonfi-
guration ist die Weylgruppe vom Typ Es. Wir geben der Vollstindigkeit halber eine kurze Ubersicht,
obwohl sehr viel Literatur zu diesem Thema zur Verfiigung steht.

Sei X/C eine nichtsinguldre kubische Flache, aufgefaBt als komplexe Mannigfaltigkeit. Es gilt dann
H?*(X,7Z) 27" und H*(X,Z) = Z. Weiter existiert eine Schnittpaarung (,) : H*(X,Z)x H*(X,Z) —
H*(X,7), deren quadratische Form ¢ bei Identifikation mit einer Paarung - : Z” x Z" — Z die Form

hat. Sei w € H?(X,Z) die Chernklasse des kanonischen Geradenbiindels auf X. Es gilt dann w =
(=3,1,...,1) € Z" und w-w = 3. Jede Gerade x in X |4Bt sich auffassen als ein Element in H%(X,Z),
das Losung des Gleichungssystems



9.4. BEISPIELE FUR HALBEINFACHE EIGENVEKTOREN VON Wx 105

Es gilt dann fiir zwei Geraden x1, x5 in X

0 fallsziNazg=10
x1-xe =41 fallszy Nag # 0 und 21 # 29

—1 falls z1 = a9

Die Bedingung x1 - o2 = 1 ist genau dann fiir zwei Geraden erfiillt, wenn es eine dritte Gerade x3

gibt mit z3 - z; = —1 fiir ¢ = 1,2. x3 ist dann eindeutig bestimmt durch z3 = —w — 11 — x2. Zwei
verschiedene Geraden x; und xo schneiden sich also genau dann, wenn es eine dritte Gerade x3 gibt
mit o1 4+ o2 + 23 = —w. Auf diese Weise 14Bt sich die Geradenkonfiguration von X in H?(X,Z)

zusammen mit dem ausgezeichneten Element —w und der Addition in H?(X,Z) identifizieren mit der
oben beschriebenen Konfiguration der Nullstellenmenge in C von 1 zusammen mit dem ausgezeichneten
Element 0 und der komplexen Addition.
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Kapitel 10

Konstruktion der primitiven Tori

Wir werden in diesem Kapitel eine algebraische Beschreibung von gewissen maximalen Tori zusammen
mit einer moglichen Einbettung nach G geben, wobei die Darstellungen aus Abschnitt 6.6 zugrunde
gelegt werden. Die Tori hingen von einem Parameter D € I'* ab, dessen Ordnung in F*/(F*)! dariiber
entscheidet, wie groB der anisotrope Anteil des jeweiligen Torus ist. [ ist dabei eine Zahl, die vom jewei-
ligen Torus T abhdngt und den Grad der T" beschreibenden Algebra angibt. Enthalt der Grundkdrper F'
geeignete Elemente, so haben die Tori eine zyklische Galoiserweiterung von F als Zerfallungskérper und
sind in diesem Fall bei geeigneter Wahl der Parameter D gerade die primitiven Tori in den betrachteten
Gruppen (vgl. Abschnitt 3.8).

Der Aufbau des Kapitels ist der folgende. Fiir jeden Typ des Wurzelsystems wird die Algebra sowie
die Einbettung nach G beschrieben. Die Hauptaussage wird uniform fiir alle Gruppen in Abschnitt
10.11 formuliert und auch dort bewiesen. Ein groBer Teil des Beweises ist unabhangig vom Typ des
Wourzelsystems. An den Stellen, wo gruppenspezifisch argumentiert werden muB, wird dies dann getan.

Eine letzte Bemerkung zur Eindeutigkeit der konstruierten Tori. Die konstruierten primitiven Tori sind
im allgemeinen nicht eindeutig bis auf Konjugation in G(F). Die eigentliche Motivation dieser Arbeit
lag jedoch urspriinglich im zweiten Teil, in dem wir uns auf den topologisch unipotenten Anteil der Tori
beschranken. Die dafiir erzielten Ergebnisse sind unabhingig von der Isogenieklasse von G und damit
auch unabhingig von der G(F')-Konjugationsklasse der Tori wegen Satz 3.8 und 3.12.

Im ganzen Kapitel sei F' ein Korper der Charakteristik null, w € W ein Vertreter der in der jeweiligen
Uberschrift benannten primitiven Konjugationsklasse von W und wa der baryzentrische Punkt von
w (siehe Abschnitt 4.3). F' enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung ord(w). In den Fillen, wo ein
Polynom in mehrere Radikalfaktoren zerfallt, wird eine Aussage iiber die Bewertung der auftretenden
Elemente im Fall eines p-adischen Grundkorpers gemacht.

10.1 Die Coxeterklasse fiir den Typ A,

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung n+1, D € F* und u(X) = X"*! — D. Fiir jede
F-Algebra E setzen wir
Q[E = Q[E,u = E[X]/,u

o =o0g¢:Up — A bezeichne den durch
[P(X)] — [P(¢X)]

gegebenen Automorphismus von g liber E. o erzeugt Autg(Ag). Wir setzen

T.E)={zcAg| [ @ =1}

TEAuUtg (Q[E)

107
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Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.1 das Minimalpolynom g hat, und €. : T),(E) — My 41(E) sei die Abbildung ®, g
aus Abschnitt 6.1.

10.2 Die Coxeterklasse fiir den Typ B,

Sei ( € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2n, D € F* und p(X) = X?" — D. Fiir jede
F-Algebra E setzen wir
Ap = Ap,, = E[X]/p.

o =opg,—1:UAr — A bezeichne den durch
[P(X)] = [P(=X)]

gegebenen Automorphismus von g iiber A%, = {z € Ap | o(z) = x}. o erzeugt Autyg (Ag). Wir
setzen

T.E)={zecdpg| [] @) =a0(z)=1}

TeAutm%(mE)

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.2 das Minimalpolynom X (X) hat, und ¢, g : T,(E) — Mo, (E) sei die Abbildung
®, £ aus Abschnitt 6.1.

10.3 Die Coxeterklasse fiir den Typ C,

Sei ( € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2n, D € F* und p(X) = X?" — D. Fiir jede
F-Algebra E setzen wir
Ap = Ap,, = E[X]/p.

o =opg,—1:Ur — Ag bezeichne den durch
[P(X)] = [P(=X)]

gegebenen Automorphismus von g iiber A% = {z € Ap | o(x) = x}. o erzeugt Autgy (Ax). Wir
setzen
T.E)={zecdpg| [] @) =a0(z)=1}

TeAutm%(mE)

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.3 das Minimalpolynom p hat, und ¢, , £ : T,(E) — Moy, (FE) sei die Abbildung ®,
aus Abschnitt 6.1.

10.4 Die Klasse [k|][n — k] (n/2 <k <n —1) fiir den Typ D,

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2k(n — k), D € F* sowie u1(X) = X?* — D und
p2(X) = X2k 4 (—1)"*1D. Wir setzen p = (u1, p2) und fiir jede F-Algebra E

AUp,i = Apu, = EIX]/ i
firi=1,2. 0, =0p -1, : AE; — AEg,; bezeichne den durch

[P(X)] = [P(=X)]
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gegebenen Automorphismus von g ; tiber QlUEZZ ={z € Up,; | oi(xr) = z}. 0; erzeugt Autmgi_(mE’i).

Wir setzen

T (E) ={z e Ap; | [[ r@=20@)=1

TEAUtQ(‘;i,Z_(Q[E,i)
und
TM(E) = TMl(E) X TMl(E)'

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert ("%, dessen Bild vy unter
der Darstellung 6.6.4 das Minimalpolynom X 1(X) hat, und e, v 5 @ Ty, (E) — Mo, (E) sei die
Abbildung ®,,  aus Abschnitt 6.1. Sei vo € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum
Eigenwert ¢*, der mit v; kommutiert und dessen Bild vy unter der Darstellung 6.6.4 das Minimalpolynom
Xpo(X) hat, und €4y 0. F 2 Tpyp (E) — Mo, (E) sei die Abbildung @y, £ aus Abschnitt 6.1.

SchlieBlich sei v = (v1,v2) und €40, F : T (E) — Mo, (E) definiert als
Euwv,E =ME© (gﬂl,UhE X 6#2,U2vE)’

wenn mg die Multiplikation in May, (E) bezeichnet.

10.5 Die Coxeterklasse fiir den Typ G5

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D € F* und u(X) = X% — D. Fiir jede
F-Algebra E setzen wir
Q[E = Q[E,u = E[X]/,u

o =o0g:UAr — A bezeichne den durch

[P(X)] = [P(CX)]

gegebenen Automorphismus von 2 iiber E. o erzeugt Autg(2g), und 02 bzw. o3

bzw. Autm%g RAg) = Autm%g (g), wenn Ql‘g = {z € UAp | o*(z) = x} und Ql‘g ={reUAp|od(zx) =
x} ist. Wir setzen
Tu(E)={zeAx| [[ @)= [ r@=1

TEAutm%z (2g) TEAutmog ()

erzeugt Aut,,» (Ap)
E

= {2 € Ap | xo*(x)o*(2) = zo®(x) = 1}.

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom X (X) hat, und €, : T,(E) — Mo, (E) sei die Abbildung
®, £ aus Abschnitt 6.1.

10.6 Die Coxeterklasse fiir den Typ F}

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 12, D e F* und w(X) = X% + 270D X 12 —
27D?% = (X12 - D)(X'2 — (1+¢)'2D) fiir ein von D abhingiges D € F*. Fiir jede F-Algebra E setzen
wir
Ap = E[X]/(X"? - D)
b= EBX]/(X®? - (1+"D).
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Die Isomorphismen ¥ : A%, — Ap und Of : A — A’ seien gegeben durch
Vg : [P(X)] = [PC(L+¢)X)]
Op : [P(X)] = (5 P)(-CX)][(V5' P)(~¢" X5 P)(~¢*X)[(P5' P)(~¢°X)].
Ap @& Ay ist kanonisch isomorph zu E[X]/p, und 7g sei dieser kanonische Isomorphismus. 0 = o ¢ :

Ap — AUp bezeichne den durch
[P(X)] — [P(¢X)]

gegebenen Automorphismus von Az iiber E. o erzeugt Autg(2g), und o* bzw. 05 erzeugt Aut Ag)
E
bzw. Auty,s(Ag). Wir setzen
E

TW(E)={zeAz| J[ r@= [ r@=1
TeAutW4 g) TeAuth g)
E E
= {z € Ap | xo*(x)o8(2) = zob(z) = 1.

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom X p(X) hat, und €, r : T, (E) — Moy, (E) sei die Abbildung
P, g oTg o (id,©f). Dabei sind (id, ©f) die offensichtliche Abbildung Ar — Ar & Ay, und D, 5 die
Abbildung aus Abschnitt 6.1.

Ist F' ein p-adischer Korper, so ist 1 + ¢ eine Einheit in ', denn das Inverse C%(1 — () ist ebenfalls
ganzzahlig. Daher stimmt die Bewertung von D mit der von D iiberein.

10.7 Die Klasse 6,6, fiir den Typ F}

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D € F* sowie u1(X) = X%+ 4D und
po(X) = (X8 + D) (X% — 27D). Wir setzen p = (u1, p12) und fiir jede F-Algebra E

Ap1 = E[X]/(X° +4D)
und

Apo = E[X]/(X% + D)

no = E[X]/(X% —27D).

Die Isomorphismen Ug 5 : 52[};72 — Apound Op o : Ap o — Ql’E2 seien gegeben durch

Ups : [P(X)] > [P((1+¢)X))
Opa : [P(X)] = [(W55P)(~CX)(W 5, P) (N5, PY(~CC X (U35 P) (~ X)),

Apo @ 9[35,2 ist kanonisch isomorph zu E[X]/u2, und 7g 2 sei dieser kanonische Isomorphismus. o; =
op¢,i: qUpi — Ag bezeichne den durch

[P(X)] = [P(CX)]
3

gegebenen Automorphismus von g ; iiber E. o; erzeugt Autg(™Ag ;), und 02-2 bzw. o erzeugt Aut > (Ag,1)
Q[ 7

E,i

bzw. Aut s (Ug,;). Wir setzen
Q[ 7

E,i
T (E) ={z € Up, | 1T T(z) = 1T T(z) =1}
TEAUt 2 (Ag,) TEAUt _3 (Ag,)
Q(El,i Q(El,i

={zxeUAp, | :U022($)J4(l’) = :L'U?(SL') =1}

7
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und
Tu(E) = Ty (E) x Ty, (E).

Seien vy, v9 € g kommutierende rationale halbeinfache Eigenvektoren von wa zum Eigenwert (, deren
jeweiliges Bild v; unter der Darstellung 6.6.6 das Minimalpolynom X 1;(X) hat. €, o, E : Ty, (E) —
Moz (E) sei die Abbildung ®,, g aus Abschnitt 6.1. €, vy 5 : Ty (E) — Mor(E) sei die Abbildung
®y, poTE2o (id,©F2). Dabeiist (id, O ;) die offensichtliche Abbildung Ag; — Ag; & Ql’EZ

SchlieBlich sei v = (vi,v2) und ;4. : T),(E) — Mo, (E) definiert als
Eun,E = ME © (Eu1,v1,E X E/,LQ,U27E)7
wenn mg die Multiplikation in May, (E) bezeichnet.

Ist ' ein p-adischer Kérper und p > 3, so sind 4 und 1+ ¢ Einheiten in F', denn (1 + ()12 = —27 ist
ebenfalls eine Einheit. Die Bewertungen von 4D und —27D stimmen mit der von D iiberein.

10.8 Die Coxeterklasse fiir den Typ FEj

Sei ( € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 12, D e F* sowie p(X) = X2 — 270%~)X12 —
27D? = (X2 + D) (X' + (1+¢)"2D) fiir ein von D abhangiges D € F* und p2(X) = (X*—D)(X?+
8D). Wir setzen = (1, pi2) und fiir jede F-Algebra

Ap1 = E[X]/(X'? + D)
w1 =EX]/(X"?+(1+)"D)

und

Ap2 = E[X]/(X3 - D)
ko = E[X]/(X?® +8D).

. . o ] ,
Die Isomorphismen W 4 .QlE’l — Ap1und Op 1 : Ap 1 — QlE1

Vg ¢ [P(X)] = [P+ QX))
Op.1 ¢ [P(X)] > (W5} P)(~C X)W, P)(~CP XN, PY(~CoX)] (5, P) (¢ Ox)

Die Isomorphismen ¥ o : A%, — Ap o und Op o : Ao — Al , seien gegeben durch

Upy: [P(X)] = [P(—2X)]
Op : [P(X)] = (W55 P) (¢ X)][(T5P)(CX)[(T5L P X)W, P) (X)),

Ap,; @ Ql};l ist kanonisch isomorph zu E[X]/p;, und 7g; sei dieser kanonische Isomorphismus. o1 =
opca: Ar1 — Ap, bezeichne den durch

[P(X)] — [P(¢X)]
gegebenen Automorphismus von g ;1 liber E. 09 = 0 ¢ 2 : Ap2 — Ap 2 bezeichne den durch

[P(X)] = [P(C*X)]
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gegebenen Automorphismus von g o lber E. o1 erzeugt Autp(Ag ), und o* bzw. o

Aut ol (Ag,1) bzw. Autwe (AE,1). oo erzeugt Autg (A 2). Wir setzen
A E,1

E1

erzeugt

T (B) ={z € Ap,1 | 11 T(z) = 11 7(z) =1}

T€Aut_ 4 (Ag,1) TeAut_ 6 (Up,1)
A% 2B

={zreUAp, | zoi(x)of(z) = zol(z) = 1}

und
T}, (E) ={z € Apy | II @=1
TeAutE(Q[E’Q,)
={reApy | :Eag(aj)ag(:n) =1}
sowie

TH(E) =T (E) x Ty, (E).

Sei v1 € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild vy unter
der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom X 1(X) hat, und €, 4,5 : Ty, (E) — Mor(E) sei die
Abbildung @y, g o 71 o (id,Of 1). Sei v2 € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum
Eigenwert (*, dessen Bild v, unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom po(X) hat, und €o,v0,E
Ty, (E) — Moz (E) sei die Abbildung @y, o 7g 20 (id, O 2). Dabei sind (id, O ;) die offensichtliche
Abbildung A ,; — Ap,; ® Ql’El und ®,, i die Abbildung aus Abschnitt 6.1.

SchlieBlich sei v = (v1,v2) und €0, F : T}, (E) — Moy, (E) definiert als

Enw, B = ME O (Epy 01, B X Epgua,B),
wenn mg die Multiplikation in Mo, (E) bezeichnet.
Ist F' ein p-adischer Kdrper, so ist 1 + ( eine Einheit in F', denn das Inverse (?(1 — () ist ebenfalls

ganzzahlig. Daher stimmt die Bewertung von D mit der von D iiberein. Ist p > 2, ist auch —8 eine
Einheit in ' und die Bewertung von —8D gleich der von D.

10.9 Die Klasse 9, fiir den Typ Ej

Sei ¢ € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 9, D € F* und w(X) = X7 + 84D X8 —
159D%2X° + D3D? = (X9 — D)(X? + (¢2 + ¢2)9D) (X — (2 + ¢2)(¢* 4 ¢4 D) fiir ein von D
abhangiges D € F*. Fiir jede F-Algebra E setzen wir
Ap = E[X]/(X* - D)
b= EX]/(X°+(+¢?)°D)
Ap = EX]/(X? = (P + ¢+ D).
Die Isomorphismen ¥, : A%, — Ag und ¥Y, : A}, — A seien gegeben durch
Vi [P(X)] = [P(=(C* + () X))
U [P(X)] = [P((C + ¢+ ¢THX))
Die Isomorphismen O, : A — A%, und ©% : A — A/, seien gegeben durch
Ol : [P(X)] = (W' P) (XN L P) (¢ X5 P) (X)W P)(C X))
O : [P(X)] = ("5 P)(CX)N[(¥" 5" P)(C2XN(¥" 5 P)(C*XN[(¥" 5" P) (¢ X)),
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Ap & Ay, & A ist kanonisch isomorph zu E[X]/p, und 7 sei dieser kanonische Isomorphismus.
o =o0g¢:Up — A bezeichne den durch

[P(X)] = [P(¢X)]

gegebenen Automorphismus von g iiber E. o erzeugt Autg(2g), und o3 erzeugt Auty,s (Ag). Wir
E
setzen

LB ={zeds| J[ rw=1)

TeAut_ 3 (Ag)
A%

= {z €A | xo®(x)o’(x) = 1}.

Sei v € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert (, dessen Bild v unter der
Darstellung 6.6.7 das Minimalpolynom (X)) hat, und €, g : T, (E) — Moy, (E) sei die Abbildung
P, g oTgo(id, 0, 0%). Dabei sind (id, ©'5, ©') die offensichtliche Abbildung Ar — Ax & AL & A7,
und ®, g die Abbildung aus Abschnitt 6.1.

Ist F' ein p-adischer Kérper, so sind (+¢ ™!, ¢*+¢ "2 und ¢*+(~* Einheiten in F wegen (¢(+¢1)(¢* +
(") (¢* 4+ (1) = —1 (siehe (9.7)). Daher stimmt die Bewertung von D mit der Bewertung von D
iiberein.

10.10 Die Klasse 6,6,3, fiir den Typ Ej

Sei ( € F eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 6, D € F* sowie u(X) = (X% + D)(X6 —
27D), ji2(X) = X% +4D und p1(X) = (X2 — D)(X3 +8D). Wir setzen p = (1, po, 13) und fiir jede
F-Algebra £

Ap1 = E[X]/(X%+ D)
w1 = E[X]/(X® - 27D)

und
Apo = E[X]/(XC +4D)
sowie

Aps = E[X]/(X® - D)
s = E[X]/(X® +8D).

Die Isomorphismen U ; 39‘%,1 —Apiund Op; : Ap 1 — Ql’E1 seien gegeben durch
Upa: [PX)] — [P((1+)X)]
Op1 1 [P(X)] = [(P5, P)(=CX)][(V5" P) (¢ X)W, P) (= X)W, P)(—¢° X))
Die Isomorphismen Vg 3 : 52(}3’3 — Ap3und Op3:Ap 3 — Ql’E73 seien gegeben durch

Wps ¢ [P(X)] o [P(- 5 X)]

Ops: [P(X)] — [(T55P)(CX)[(TELP) (CX)(T5L P X)(T55P) (¢ X))

)
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Firi=1,3ist Ag, EBQ[’EJ- kanonisch isomorph zu E[X]/u;, und 7 ; sei dieser kanonische Isomorphis-
mus. Fiir i = 1,2 bezeichne 0; = o ¢; : Up; — Ag; den durch
[P(X)] — [P(¢X)]
gegebenen Automorphismus von 2Ug ; iiber E. 03 = 0p ¢ 3: g3 — Up 3 bezeichne den durch
[P(X)] — [P(¢?X)]
gegebenen Automorphismus von 2y 3 iiber E. Fiir alle ¢ ist Autg(UAg ;) erzeugt von o;. Fiir i = 1,2

ist Aut 2 (Ug,1) bzw. Aut 3 (UAg,;) erzeugt von aiz bzw. a;?’. Wir setzen fiir i = 1,2
RIS g,

Ty (E) = {z € A, | I1 7(z) = I1 T(z) =1}

TEAuUt 2 (Ag,i) TEAuUt _3 (Ag,i)
At At
= {z € g, | 207 (x)0} () = xo} (x) = 1}
und
T(B)={zedps| [] @ =1}
TEAutE(mE,g)
={recUAps | wag(ac)ag(m) =1}
sowie

Tu(E) =Ty (B) X Ty (E) X Ty (E).

Seien vy, v2 € g kommutierende rationale halbeinfache Eigenvektoren von wa zum Eigenwert ¢, deren
jeweiliges Bild v; unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom X i;(X) hat. €, 4,6 : Ty (E) —
Ma7(E) sei die Abbildung ®y, g o7p 10 (id,Op1). Dabeiist (id, ©p,1) die offensichtliche Abbildung
und @y, g die Abbildung aus Abschnitt 6.1. €., v, 5 : 1)y (E) — Moz(E) sei die Abbildung ®y, £.
Sei v3 € g ein rationaler halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert ¢2, der mit v; und v
jeweils kommutiert und dessen Bild v3 unter der Darstellung 6.6.5 das Minimalpolynom p3(X) hat.
Epg s, B * Tpg(E) — Mor(E) sei die Abbildung ®y, po7p 30 (id,Op3).

SchlieBlich sei v = (v, v2,v3) und €445 : T),(E) — Mo, (E) definiert als

Epw,E = ME © (eﬂl,UhE X Epgva, B X 5#37v3,E)’

wenn mg die Multiplikation in Mo, (E) bezeichnet.

Ist I’ ein p-adischer Korper und p > 3, so sind 27,8 und 4 Einheiten in F. Die Bewertungen von
27D,4D und 8D stimmen mit der von D {iberein.

10.11 Der Hauptsatz

Vorbemerkung zum Beweis. Jeder der primitiven Tori T' = T}, die in diesem Kapitel beschrieben
wurden, ist als Produkt von Untergruppen geeigneter Quotientenalgebren des Polynomrings in einer
Unbestimmten beschrieben. Die Polynome, die die ausdividierten Ideale des Polynomrings erzeugen,
sind die u; aus den vorigen Abschnitten und abhingig von einem freien Paramter D;. Ebenfalls eine
groBe Rolle spielt das Weylgruppenelement w, dessen Eigenwerte in die Konstruktion von 1" eingehen.
Wir schreiben auch T' = T}, p, . fiir T,,,;, wenn wir Aussagen iiber T' treffen wollen, die sich auf
Eigenschaften von D; oder w beziehen. Ein D; € F* heit nun anisotrop fiir 1), p,w, wenn D;
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maximale Ordnung hat in F*/(F*)°"d(%) Besteht ;1 aus den Komponenten ji; mit zugehorigen D;, so
so schreiben wir entsprechend 7T}, p ., fiir T;, mit D = (D;);.

Die im Beweis von Satz 10.2 angegebene Einbettung T' < G hangt von der konkreten Wahl der ratio-
nalen halbeinfachen Eigenvektoren vy, ..., v; von wa ab, mit deren Hilfe die Abbildungen ® ,, erklart
sind. Wahrend T}, .., die algebraische Beschreibung von T' darstellt, bezeichnen wir mit T;,, ., die
durch vq,...,v; festgelegte Einbettung von 1" in GG. Die Bezeichnungen T, und 7T}, gelten entsprechend
fiir die einzelnen Komponenten von T

Bemerkung 10.1. Sei G eine einfache spaltende Gruppe mit Wurzelsystem ® und sei w ein
Element in der Weylgruppe von G. Stimmen die Eigenwerte von w auf Z[®"] mit den Eigenwerten
einer primitiven Konjugationsklasse w von W auf Z[®V] iiberein (mit Vielfachheiten), so liegt w
bereits in w.

Beweis: Eine Inspektion der Tabellen in [BFW] zeigt, daB keine von w verschiedene Konjugationsklasse
in W dieselben Eigenwerte wie w hat, wenn w primitiv ist.

Satz 10.2. Sei F' ein p-adischer Kéorper und G eine der in Abschnitt 6.6 tiber Q definierten
einfachen spaltenden Gruppen, deren Wurzelsystem nicht vom Typ FEr oder Eg ist. Sei w ein
primitives Element der Weylgruppe W, D € F* und T' = T, p,w bzw. €, , p die im jeweiligen
Abschnitt dieses Kapitels beschriebene algebraische Gruppe bzw. Abbildung. Der Korper F' enthalte
die Finheitswurzeln der Ordnung ord(w). Dann ist T ein tber F definierter Torus, der mit Hilfe
der Abbildung €, , p nach G eingebettel werden kann. T ist ein mazimaler Torus in G. Ist D
anisotrop, so ist T anisotrop. Enthdlt F' zusdtzlich geeignete Elemente, so hat T einen zyklischen
Zerfillungskérper und wird durch die Konjugationsklasse von w in H'(Gal(F/F),W) beschrieben
im Sinne von Abschnitt 2.1. Ist F' ein p-adischer Korper und p teilerfremd zu ord(w), so ist dies
der Fall, wenn F die mazimal unverzweigte Erweiterung Qp" von Q, enthilt.

Korollar 10.3. Sei G eine spaltende lineare Gruppe tiber einem Kéorper F der Charakteristik null,
deren Wurzelsystem nicht vom Typ E7 oder Eg ist, mit maximalem spaltenden Torus T und w eine
primitive Konjugationsklasse in der Weylgruppe W von G. Dann existiert eine Kdrpererweiterung
F' von F, eine zyklische Galoiserweiterung L von F' mit Galoisgruppe I'y, = (o) und ein Torus
T, so dafl die absolute Galoisgruppe I' = Gal(F/F') mittels T, auf W operiert und w, aufgefafit
als Element in H*(T,W), im Bild der Abbildung H*(T, N(T)) — HY(T,W) und im Kern der
Abbildung H*(T', N(T)) — HY(T', G) liegt.

Beweis: Die Aussage ist klar fiir den Isogenietyp von G, den die Darstellungen aus Abschnitt 6.6
beschreiben. Sei G’ irgendeine spaltende F-Gruppe, 1) eine zentrale Isogenie von bzw. nach G und
T ein Torus in G wie im Korollar. Dann hat (T") bzw. ¢! (T) die gewiinschte Eigenschaft, denn
Wa = Wer und (T) bzw. 1~ 1(T) ist maximal in G'. O

Beweis des Satzes: Wir legen die Notationen aus den vorigen Abschnitten zugrunde. Als eine
Komponente von p bezeichnen wir entweder p selbst, wenn g ein Polynom ist, oder ein u;, wenn
i = (p;); ist. Wir zeigen zunachst, daB 7" ein F-Torus ist. Sei dazu eine Komponente 7 von p fixiert und
v der Radikalfakor von o = Hi(XA —x;), der zur Konstruktion von T, = T} in den vorigen Abschnitten
benutzt wird. Alle GroBen aus den vorigen Abschnitten (Algebren, Abbildungen usw.) beziehen sich ab
jetzt immer auf diese Komponente. T,,(F) ist eine algebraische Gruppe, die schon iiber F' definiert ist
wegen v € F[X]. Die absolute Galoisgruppe I' = Gal(F'/F) operiert auf den Koeffizienten der zur
Komponente v gehdrenden Algebra 2z = F[X]/v und vertauscht mit o. Daher operiert T' auch auf
T, (F), und fiir eine algebraische Korpererweiterung F’ von F gilt

T, (F)SE/T) = 7, (F),
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wobei die rechte Seite wie im Satz definiert ist. Sei [ = deg(v) und & die Gruppe der [-ten Einheitswurzeln
in F*. Uber F' zerfillt v in paarweise verschiedene Linearfaktoren ve (£ € k), und die Algebra Az =
F[X]/v ist kanonisch isomorph zu A2 = @, F[X]/ve. Wir sind jetzt in der Situation von Lemma 7.3
und iibernehmen von dort die Bezeichnungen fiir die Abbildungen 7,0 = o¢ und o, fiir eine primitive
Einheitswurzel ¢ von Ordnung [: 7 ist der kanonische Isomorphismus Ql% — ™Ap, 0 : Ap — Ap der
durch [P(X)] +— [P((X)] gegebene Automorphismus von Az und o, = 77! 0 0 o 7. Es bezeichne
T,.+(F) das Bild von T, (F) unter der Abbildung 7—!. Es gilt dann

-1
(10.1) Typ A Tor(F)={z AL | [[ob(z) =1}
i=0
Typ By, Cp, Dy, TV,T(F) = {w € Q[;.Té ’ walT/Z(ac) = 1}
Typ Es(9p,3p) 0 Tor(F) = {2 € AL | 20!/3(2)02 /3 (2) = 1}
Typ Ga, Fy, Eg[12,,6,)] : T,.(F)={z € Ql% | :UalT/2(:L") = moi/g(x)azl/g(:n) =1},

je nach Typ des Wurzelsystems von G und der Komponente v. Wir benutzen Lemma 7.3, um die
definierenden Gleichungen von T, ,(F') umzuschreiben. Wir erhalten fiir die drei Gleichungstypen jeweils
ein aquivalentes Gleichungssystem, dessen Gleichungen durch die Elemente £ € k indiziert sind. Die

P, € € £ sind dabei beliebige Polynome in F[X].

-1 -1
[Toi(PDe) =1 = ve: [[[Pee(¢' X)) = 1]
i=0 i=0

([Pe)ec(([Pe])e)
([PeDec* ([Pe])e)o2/3 (([Pe))e)

Fiir jedes £ € k ist die entsprechende Gleichung auf der rechten Seite eine Gleichung in F[X]/Vg.
Von den |k| Gleichungen sind nun je nach Typ einige zueinander dquivalent: Im Fall des Gleichungs-
systems V¢ : Hé;(l][ch(CX)] = [1] sind alle Gleichungen zueinander dquivalent, im Fall des GS
VE ¢ [Pe(X)][P-¢(—X)] = [1] sind es genau die Gleichungen fiir £ und —¢, und im Fall des GS
VE [Pg(X)][Pcz/:«;g(Cl/gX)][P<21/35(C21/3X)] = [1] sind es genau die Gleichungen fiir ¢, ¢//3¢ und

<2l/3£_

= VY [P(X)][Pe(=X)] = [1]

=1
=1 = V& [P(X)][Panse(¢PX)][Pransse (P X)) = [1]

Wir betrachten zunichst den Fall, daB 7, (F') in (10.1) nur durch eine Gleichung beschrieben wird.
Dann wird T, .(F) also durch k voneinander unabhingigen Gleichungen der Form xrocxyp = 1
definiert, wo jede Gleichung in der Algebra F'[X]/v¢ zu lesen ist und k je nach Typ die Werte 1 bzw.
1/2 bzw. 1/3 annimmt. Da v linear ist, gilt F[X]/ve = F, und in jeder der k Gleichungen zy - - - 2/, = 1
sind [/k — 1 Parameter frei wahlbar in F™*. Fiir die zugehérigen T}, - (F') gilt dann

T, (F) = GEU/k=1) — G-k,

Wird T, (F') (10.1) durch zwei Gleichungen beschrieben, so sind die [/2 Gleichungen der Form xy = 1
nicht unabhingig von den [/3 Gleichungen der Form xyz = 1. Man sieht leicht, daB T,,,T(F’) in diesem
Fall genau /3 Parameter in F'* frei wihlbar sind. Also folgt

T, .(F) = GY3.

Wir sehen also, daB T,,(F) = T,, . (F) ein iiber F definierter Torus ist, dessen Rang der oben berechnete
ist. Durch Zusammensetzung der einzelnen Komponenten T, zu T erhalten wir, daB " ein Torus ist,
der, sofern er nach G eingebettet werden kann, schon ein maximaler Torus ist.
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Als nichstes befassen wir uns mit der Einbettung von 1" nach G. Wir betrachten wieder eine beliebige,
fest gewdhlte Komponente 7 von pi. Sei wa der baryzentrische Punkt von w und v € g ein rationaler
halbeinfacher Eigenvektor von wa zum Eigenwert ( fiir eine primitive Einheitswurzel ¢ von Ordnung
l = Radikalgrad von 7, dessen Bild v unter der Darstellung aus Abschnitt 6.6 das Minimalpolynom
X¢0(X) hat. ¢ ist dabei 0 oder 1 und hdngt wieder vom Wurzelsystem von G und der Komponente v
ab. Man beachte, daB ein solches v existiert (z.B. nach den Abschnitten 8.5 und 9.4; in den Coxeterféllen
konnte man alternativ auch den Beweis von Korollar 8.4 benutzen). Es geniigt nun zu zeigen, daB die
Abbildung ¢; , 5 : T — M,,(F) aus den vorigen Abschnitten eine Einbettung nach G und fiir ein
v der Schnitt von €5, () mit dem Produkt der iibrigen ¢, (7)) zu den von i verschiedenen
Komponenten 7 trivial ist.

Die Abbildung ¢, ,, 7 hat die Form ¢, , = ®, por fiir eine injektive Abbildung r : A — A% = F[X]/v

und die ebenfalls injektive Abbildung @, - aus Abschnitt 6.1. Um ¢; ,, 7(T,) C G C GLy(F) zu sehen,

benutzen wir Korollar 6.4. Seien also z1, ...,z Nullstellen von X*7(X) mit Zle x; = 0, wenn k der

Grad der G beschreibenden Multilinearform ist. Wir miissen zeigen, daB dann fiir [P] € T;(F)

(10.2) I P =1
;70

gilt. Sind die von null verschiedenen z; Nullstellen desselben Radikalfaktors von 7, so ist die Bedingung
(10.2) nach Proposition 7.13 und der Definition von T} erfiillt. Man beachte dabei, daB die Voraus-
setzung liber die Losbarkeit der Einheitswurzelgleichung erfiillt ist nach Bemerkung 7.12. Im Fall des
Typs A, beachte man dazu noch Beispiel 6.6(iii). In den Fillen B,, und D,, ist G nicht alleine durch
eine Bilinearform beschrieben, sondern die Einskomponente der Automorphismengruppe. Da T} aber
wie oben gesehen ein Torus ist, ist T zusammenhingend und daher schon in G enthalten. Es bleiben
damit nur noch die Typen Fj und Ej. Besteht © aus zwei Radikalfaktoren 1 und 1o (dies ist der
Fall auBer fiir die Klasse 9, des Typs Es), so miissen wir drei Nullstellen A1, A2, A3 von & betrachten,
die nicht schon Nullstellen desselben Radikalterms sind. Daher kdnnen wir annehmen daB alle \; von
null verschieden sind. Bis auf die Komponente der Coxeterklassen von Fy und Eg zu einer primitiven
Einheitswurzel von Ordnung 12 legt die Kombination A1 + Ay + A3 = 0 eindeutig fest, von welchem
Faktor v; zwei Nullstellen stammen (siehe Abschnitte 8.3, 8.4 und 9.3). Dann ist die Bedingung (10.2)
erfiillt nach Definition von T; und der Propositionen 7.15 und 7.6. Die Coxeterklassen von Fj; und Ejg
kdnnen zusammen behandelt werden, da die Relationen zwischen den Nullstellen in den beiden Fallen
diesselben sind; wir verwenden die Bezeichnungen fiir den Typ F;. Stammen zwei Nullstellen aus dem
Faktor X'2 4+ D, so greift dasselbe Argument wie eben. Seien also zwei Nullstellen aus dem Faktor
X12 + (14 ¢)™D. Nach Korollar 7.7 miissen wir den Ausdruck

[PX)][(¥ 0 5P)(—¢X)][(©5P)(C*X))]

berechnen fiir [P] € T;(F) denn (—(,¢?) ist Losung der Gleichung ((1 — () + X +Y = 0 (vgl.
Lemma 7.9). Wir setzen die Definition von ©3 aus Abschnitt 10.6 ein und nutzen die Identitdten
[P(X)][P(—X)] = [1] und [P(X)][P(¢*X)][P(¢®X)] = [1] aus, die nach Definition von T} gelten. Wir
sehen, daB obiger Ausdruck gleich 1 ist und erhalten T;; C G nach Korollar 7.7.

Es bleibt die Klasse 9, fiir den Typ Eg. U besteht aus drei Radikalfaktoren 11,15, v3. Stammen zwei
Nullstellen aus einem Faktor, legt die Kombination A1 + Ao + A3 = 0 wieder eindeutig fest, von welchem
Faktor zwei Nullstellen stammen. Die Definition von T} liefert zusammen mit den Propositionen 7.15
und 7.6, daB die Bedingung (10.2) erfiillt ist, wenn ein \; Nullstelle von X + (¢% 4+ ¢~2)°D und zwei
i Nullstellen von X? — D sind. Es bleiben die beiden restlichen Fille, in denen zwei Faktoren beteiligt
sind, und der Fall, daB die \; aus drei verschiedenen Faktoren stammen. Wir benutzen wieder Korollar
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7.7. Die Ausdriicke, die wir berechnen miissen, sind

[(OFP)(¢*X)N(OFP) (¢ X)[(OFP)(X)]
[ (O(OFP)CXNOFP)(¢T X))
[PON(OFP)(=X)[(OF P)(=X)]

Die zugehdrigen, bis auf Vertauschung eindeutigen Lésungen der Gleichung (7.2) lauten (¢* + (%) —
A= =0,(CPH¢H) =t —¢ P =0und ((+¢1) 71 =¢2—(2 = 0. Die letzte Gleichung ist namlich
dquivalent zu 0 = 1+¢3+¢% = 1—(C®+¢72) + (¢ +¢ 1) (¢?+¢7?) (ndheres siehe Abschnitt 9.3.3). Wir
setzen die Definitionen von ©'; und O ein und nutzen die Identitit [P(X)][P(¢*X)][P(¢®X)] = [1]
aus, die nach Definition von T} gilt. Wir sehen, daB alle obigen Ausdriicke gleich 1 sind und erhalten
Ty C G nach Korollar 7.7.

Es bleibt noch die Schnittbedingung fiir die Komponenten T}; zu zeigen. Dies folgt im Falle, daB die
Anzahl der Komponenten hochstens zwei ist, aus der Existenz geeigneter Unterrdume des Darstellungs-
raums, auf denen der Erzeuger v; einer Komponente verschwindet, wihrend andere Komponenten o/
dort als Minimalpolynom einen Radikalfaktor von ' haben. Man siehe dazu die Abschnitte 8.5 und
9.4. Die Einschrankung jedes Elements von ¢;, (T;) auf einen solchen Unterraum Uy, auf dem v;
verschwindet, ist die ldentitat, wihrend fiir eine andere Komponente 7/, deren Erzeuger auf U nicht
verschwindet, aus ¢; , 7([P])y, = id schon [P] = [1] folgt. Man benutze dazu den Beweis von Lemma
6.2 und beachte, daB wegen ¢, , 7([P])|y, = id das Polynom P — 1 schon verschwinden muB modulo
eines Radikalfaktors von /. Da die Abbildungen 6, die den Zusammenhang zwischen den einzelnen
Radikalfaktoren von ' liefern, Isomorphismen sind, folgt dann schon [P] = [1]. Im verbleibenden Fall der
Klasse 6,6,3, folgt die Aussage aus der entsprechenden Aussage in Abschnitt 9.4.3 iiber die Liealgebren
der drei Komponenten.

Wir betrachten nun den Fall, daB D anisotrop ist. Dann sind die Radikalfaktoren v der Komponenten
U, die die zugehorigen Algebren g erzeugen, alle irreduzibel iiber F' und die L, := 2 Radikalerweite-
rungen von F'. In den Fillen, in denen die Komponente T;, durch eine einzelne Bedingung beschrieben
ist (also in allen Klassen fiir Wurzelsysteme vom Typ A,,, B,,,Cy, und D,, sowie den Klassen 9, und
den Komponenten zu einer primitiven 3-ten Einheitswurzeln in der Coxeterklasse und der Klasse 6,6,3,
fiir ein Wurzelsystem vom Typ Ejs), gilt T, = ResEV/F Resiu/Eu(Gm) nach Lemma 3.6 fiir geeignete
Zwischenerweiterungen L, /E, /F. Insbesondere sind alle T, und damit auch T ein anisotroper F-Torus
nach Lemma 3.7. In den verbleibenden Fallen ist T}, ein Untertorus eines zu Resy Resiy/Eu(Gm)
isomorphen Torus. Genauer |38t sich T}, beschreiben durch die beiden exakten Sequenzen

1 — 8 — Resy, /g, (Gn) P, Gp —1
1—1T1, — 8 d)—|€ G, — 1,
wenn E, und E, die beiden Zwischenerweiterungen von L, /F sind, beziiglich derer die den Torus T,

definierenden Normen gebildet werden, und ¢, bzw. ¢/, die Determinantenabbildungen beziiglich L, /E,
bzw. L, /E!, (vgl. Abschnitt 3.10).

Die Zerfallungskorper der einzelnen Komponenten T,, von T entstehen aus den K&rpererweiterungen L,
durch Hinzuadjungieren der Eigenwerte der Erzeuger v,. Liegen diese bereits in F', so haben die Zer-
fallungskorper der T, zyklische Galoisgruppe. Ist die Komposition der Zerfallungskorper der einzelnen
Komponenten wieder zyklisch, hat auch 1" einen zyklischen Zerfallungskdrper. Die Eigenwerte des Erzeu-
gers v, sind die Wurzeln der Ordnung A, aus den D;, wenn v, das Minimalpolynom Hi(X/\” —D; ) hat.
Enthalt F' also geeignete Einheitswurzeln sowie geeignete Wurzeln aus den DLij_,z}zv wo 1 und o zweli
(nicht notwendigerweise verschiedene) Komponenten von T sind,hat T zyklischen Zerfallungskorper L.



10.11. DER HAUPTSATZ 119

Ist F' ein p-adischer Korper, liegen alle Einheitswurzeln und alle Wurzeln aus den DZ-J,le_l}2 in Qp",
denn die Di,,,le_,L sind alle Einheiten wegen der Voraussetzung p { ord(w), wie man durch Inspektion

der Polynome in den entsprechenden Abschnitten dieses Kapitels sieht.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daB dem Torus T = T}, die Konjugationsklasse von w zugeordnet wird. Sei
dazu T ein maximaler spaltender F-Torus in G und g € G mit g~'T'g = T. Nach Konstruktion von T
kann g in G(L) gewahlt werden, wenn L = 2 die durch (irgend)einen Radikalfaktor einer geeigneten
Komponente von p erzeugte galoissche Radikalerweiterung von F' mit zyklischer Galoisgruppe I ist. Ist
wr das Bild von g~1¢? fiir einen Erzeuger o von T, so wird 7' dann die Konjugationsklasse von wr
in W als Element in H'(I', W) zugeordnet. Wir wollen die Eigenwerte von wr auf X, (T) bestimmen.
Die Operation der von wr erzeugten Untergruppe von W auf X, (T) entspricht der Operation von I
auf X, (T) (vgl. Abschnitt 3.7(i)), so daB die Eigenwerte von wr auf X, (T) den Eigenwerten von ¢ auf
X.(T) entsprechen. Die Operation von o auf X, (T) ist aufgrund des I'-dquivarianten Isomorphismus
X.(T) ®z F* = T(F) bestimmt durch die Operation von o auf T' = T(F). Diese kdénnen wir aber fiir
die einzelnen Komponenten T von T explizit angeben. T} ist ein Untertorus von ReSE/F(Gm), wenn
L/E/F der Zerféllungskérper von Tj ist. Der Isomorphismus Resg/p(Gm) = (F*)IE/Flist Gal(E/F)-
aquivariant, wenn Gal(E/F') vermoge

7((2:)r) = (7' (201))r

auf (F*)IE/F] operiert (vgl. Abschnitt 3.10). Ist Gal(E/F) zyklisch mit Erzeuger 7y, so permutiert 7y die
Komponenten von (F*)E/F zyklisch. Daher hat 7y auf X.(Resg/r(Gsm)) genau die Einheitswurzeln von
Ordnung [E/F] als Eigenwerte. Auf dem Chocharaktergitter des Untertorus ReSE/F(Gm) hat 79 genau
die von 1 verschiedenen Einheitswurzeln von Ordnung [E/F] als Eigenwerte. Aufgrund der Struktur
der Komponenten T} siecht man anhand dieser Uberlegungen sofort, daB die Eigenwerte von wrp auf
X, (T) mit denen von w iiberein stimmen: Die Eigenwerte von o auf X.(Resg/p Resi/E(Gm)) sind
genau die Einheitswurzeln von Ordnung [L/F], die nicht schon Einheitswurzeln von Ordnung [E/F]
sind. Nach Bemerkung 10.1 folgt dann, daB wr und w konjugiert sind in W. Also wird T" in der Tat
die Konjugationsklasse von wr zugeordnet.
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Kapitel 11

Das affine Bruhat-Tits Gebaude

Da wir nur einfache spaltende Gruppen betrachten, werden wir auch das affine Bruhat-Tits Geb3ude
nur fiir diesen Fall beschreiben. Wenn nicht anders angegeben bezeichnet G im ganzen Kapitel eine
einfache, zusammenhangende, spaltende Gruppe iiber einem p-adischen Korper F'.

11.1 p-adische Korper

Im gesamten zweiten Teil dieser Arbeit ist I ein p-adischer Korper, d.h. F' ist eine endliche Erweiterung
von Q,, fiir eine rationale Primzahl p. Es bezeichne v = vg : F* — R die diskrete Bewertung von F' und
m = 7 ein Element in F*, so daB v(m) das kleinste positive Element in v(F™) ist. v(7) ist dann ein
Erzeuger der zyklischen Gruppe v(F*) = Z, und 7 heiBt Uniformisierendes von F'. O = Of bezeichne
den Bewertungsring O = {z € F | z = 0 oder v(z) > 0} in F. O stimmt mit dem Ganzheitsring
von F' iiberein und ist ein Hauptidealring, dessen ldeale gerade von den nichtnegativen Potenzen von
7 erzeugt werden. Das von 7 erzeugte Ideal p = pp ist das einzige maximale Ideal von O, und der
Restklassenkorper k= kp = O/p ist ein endliche Kérpererweiterung von F),.

Sei nun E eine endliche Korpererweiterung von F. Es existiert eine eindeutige Fortsetzung vg der
Bewertung vg nach E. Es gilt dann Op C O und pr C pg. Der Restklassenkérper x ist eine endliche
Erweiterung des Restklassenkérpers k. Der Grad der Erweiterung kg /kp heiBt Trdagheitsindex von E
iiber F' und wird mit fp p bezeichnet. Die Bewertungsgruppe vr(F*) hat endlichen Index in vg(E™).
Dieser Index heift Verzweigungsindex und wird mit ep/p bezeichnet. Es gilt

£ F] = €E/F * fE/F-

Die Erweiterung E/F heiBt unverzweigt, wenn eg/p = 1 gilt. In diesem Fall hat die Erweiterung der
Restklassenkorper denselben Grad wie E'/F', und die Bewertungsgruppen von E und F' stimmen iiberein.
Insbesondere ist ein Uniformisierendes von F' schon ein Uniformisierendes von E. Gilt eg/p > 1, so
nennt man die Erweiterung E/F verzweigt. Ist speziell eg/p = [E : F], so heiBt E/F rein verzweigt.
In diesem Fall stimmen die Restklassenkdrper von E und F' iiberein, und die [E : F]-te Potenz eines
Uniformisierenden von E ist ein Uniformisierendes von F. Man unterscheidet zwei Fille von Verzwei-
gungstypen fiir die Erweiterung E/F" Ist ep/r teilerfremd zur Charakteristik des Restklassenkorpers
(von E oder F'), so spricht man von zahmer Verzweigung, sonst von wilder Verzweigung. Unverzweigte
Erweiterungen sind beziiglich dieser Definition also stets zahm verzweigt. Man hat den folgenden Satz:

Satz 11.1 ([Lang][I1.5.12]). Sei F' ein p-adischer Kérper und E eine endliche, rein zahm verzweigte
Erweiterung von F. Dann existiert ein Uniformisierendes  in F, so daff das Polynom X!F+F]
eine Nullstelle in E hat. Umgekehrt sei a € Op und e € N teilerfremd zu p. Dann erzeugt jede
Nullstelle von X€ — a eine zahm verzweigte Erweiterung von F, die rein verzweigt ist falls vr(a)
teilerfremd zu e ist (hier ist vp normiert durch vp(F*) =17).

— T
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Rein zahm verzweigte Erweiterung sind also immer Radikalerweiterungen, die durch Wurzelziehen aus
einem Uniformisierenden entstehen. Da wir in dieser Arbeit nur Tori betrachten, deren Zerfallungskdrper
rein zahm verzweigt ist, werden wir Tori T" = Tp, wie sie in Kapitel 10 zu Elementen D € F™* konstruiert
wurden, zu Uniformisierenden D von I betrachten und weiter annehmen, daB die Restklassencharak-
teristik die auftretenden Ordnungen der Eigenwerte der jeweiligen primitiven Konjugationsklasse in der
Weylgruppe nicht teilt.

11.2 Das Standardapartment

Sei G eine einfache zusammenhingende spaltende Gruppe iiber ' und T ein maximaler spaltender
F-Torus in G. Sei N = N(T) der Normalisator von T in G, W = N/T die Weylgruppe von G und
X* = X*(T) bzw. X, = X,(T) die Gruppe der Charaktere bzw. Kocharaktere von T. Sei weiter ( , )
die kanonische Paarung

(,): Xux X* > Z.

Das Wurzelsystem von G beziiglich T werde mit & = ®(G,T) C X* bezeichnet. Fiir jede Wurzel
a € ® sei U, C G die zusammenhdngende eindimensionale unipotente Untergruppe von G, die von T
normalisiert wird. Fiir jeden Isomorphismus ¢, : G, — U, gilt Int(t)(en(2)) = ea(a(t)z). Alle eben
beschriebenen Gruppen sind bereits iiber F' definiert.

Es sei A der reelle affine Raum
A=X,®9zR

und v : T(F) — A der durch
(v(t),x) =—v(x(t) firalleteT(F),xe€ X"

definierte Homomorphismus. Der Kern von v besteht gerade aus dem kompakten Anteil T(F'). von
T(F). Wir erklaren nun vermdge v eine Operation von T(F') auf A durch Translationen, namlich durch

tr:=x+v(t) firteT(F),xzec A

Diese Operation 13Bt sich fortsetzen zu einer affinen Operation x +— nx (fir n € N(F),z € A) von
N(F) auf A. Man erhilt also einen Homomorphismus N — Aut,g(A), der v fortsetzt und meistens
wieder mit v bezeichnet wird. Im spaltenden Fall 13Bt sich dies explizit sehen: Der Quotient N(F')/T(F).
ist dann ein semidirektes Produkt

N(F)/T(F)e = T(F)/T(F)c x W(F).

Ein Schnitt von W (F) nach N(F') ist dabei dadurch gegeben, daB man Reprasentanten fiir die erzeu-
genden Spiegelungen von W (F') = W (k) in N(O) wahlt. Dies ist moglich, da G im spaltenden Fall eine
O-Struktur trdgt und T, N und W bereits iiber O definiert sind. Die von den gewdhlten Reprdsentanten
erzeugte Untergruppe von N (F) ist nun modulo T(O) = T(F'). isomorph zu W (F'). Beide Faktoren des
semidirekten Produktes operieren auf A: W (F') durch die lineare Operation, die von derjenigen von W
auf X, induziert wird, und T(F')/T(F'). durch die von v induzierte Operation als Translationsgruppe.
Man erhilt daher eine affine Operation x +— naz (fir n € N(F),z € A) von N(F) auf A.

Die so gewonnene Operation von N (F') auf A bzw. der Homomomorphismus v : N(F') — Aut,g(A) ist
eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie. Jede andere Operation von N (F') durch affine Automorphismen
auf A hat die Form

x = n(x + o) — o
fir einen beliebigen festen Punkt zp € A. AuBerdem ist fir n € N(F) mit Bild w € W(F) die
Abbildung x — wx der lineare Anteil der affinen Abbildung x — nx.
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Sei nun € ® und u € U, (F) \ {1}. Dann besteht der Schnitt
U_quU_o NN = {m(u)}

aus einem einzigen Element m(u), das schon F-rational ist. Das Bild von m(u) in W (F') und damit
der lineare Anteil von 7(u) := v(m(u)) ist die zu « assoziierte Spiegelung s,. Der Translationsanteil
von r(u) ist von der Form —I(u) - & fiir eine reelle Zahl I(u). Wir haben also fir z € A

m(u)x = sqx — l(u)d = x — (a(x) + l(u))a.

Wir konnen r(u) also auffassen als affine Spiegelung an der Hyperebene {x € A | a(z) = —I(u)}. Sei
firac ®
Fo={l(u) |lueUy(F)\{1}} CR.

I’y ist eine nach oben und unten unbeschrinkte diskrete Teilmenge von R mit —I', = I'_,. Die
affinen Funktionen oo + m auf A fiir « € ® und m aus dem zu « gehérigen ', heiBen affine Wurzeln.
Die Menge aller affinen Wurzeln wird mit ®,4 bezeichnet. Die Menge der zu den affinen Wurzeln
gehodrenden Hyperebenen bilden eine zusatzliche Struktur auf dem affinen Raum A. Parallel dazu hat
man eine diskrete Filtrierung der Gruppen U, (F). Fir o € ® und r € R sei

Ua,r(F) :={u € Ua(F) \ {1} | l(u) = r} U{1}
UOJW—F(F) = U Ua,r’

r'>r
und
Uar(F) := U p(F)/Up sy (F).

Die U, (') bilden eine diskrete Filtrierung von U, (F), deren Quotienten gerade die Uar(F) sind. Da
G spaltet, sind die U, (F) isomorph zum Restklassenkorper x von F.

Identifiziert man das Apartment A mit dem Vektorraum X, ® R, so werden die affinen Wurzeln gegeben
durch
Sp={a+m|acdmev(F)}

Dann gibt es fiir jede Wurzel « einen Isomorphismus €4, : G4 (F') — Uy (F') mit
Uam(F) = Ea(V_l([ma o0])).

Ist v normiert, d.h. v(F™*) = Z, folgt

Insbesondere gilt Uy o(F') = £4(O).
Sei ©2 C A eine beliebige nichtleere Teilmenge von A und fq : ® — R U {co} definiert durch
fa(a) = — inf a(z).
Sei Uq(F') die Untergruppe von G, die von allen U, s, ) (F) fiir alle a € ® erzeugt wird, und
Nq(F) :={n € N(F) | nx = z fir alle x € Q}.

Wegen nUq(F)n~! = U,q(F) fiir jedes n € N(F) wird Ug(F) von Nq(F) normalisiert. Wir setzen
noch
Po(F) := Nq(F) - Uq(F).
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Besteht speziell die Menge Q2 = {x} nur aus einem Element x € A, schreiben wir kurz f,,U,, N,, P,
fir fiz), Ugeys Niays Play-

Fir eine affine Wurzel o« + m sei

Aa—i—m = (a + m)_l([07 OOD
DAaim = (a+m)~1(0).

Die Mengen A,+., fiir die « + m € $.5 heiBen Halbapartments von A, die Mengen 0A,+,, heiBen
Winde von A. Wegen —I',, = I'_,, fiir eine Wurzel a € @ ist mit « +m € @, auch —(a + m) eine
affine Wurzel. Weiter gilt 0An+m = 0A_(qqm) und A\ Aot = A_(a4m) \OAa+m. Die Wande von A
sind genau die affinen Hyperebenen, die zu den affinen Spiegelungen r(u) fiir u € U, (F)\ {1} assoziiert
sind. Wir schreiben ab jetzt fiir eine affine Wurzel a+m auch rq,, fiir r(u), wenn u € U, (F') gilt und
der Translationsanteil von r(u) gleich m ist. Das Komplement der Vereinigung aller Wande in A zerfillt
in Zusammenhangskomponenten, die Kammern von A. Da G einfach ist, sind die Kammern Simplizes.
Die Facetten der Kammern heiBen auch Facetten von A. Eine Kammer C hat die affine Hyperebene
0Aq1m als Wand, wenn der Durchschnitt des AbschluBes von C' mit 0A,,, die Hyperebene A1,
affin erzeugt.

Sei W, die Gruppe, die von allen 741, mit a + m € &, erzeugt wird. W,g heiBt Weylgruppe
zum affinen Wurzelsystem ®,¢ und ist die affine Weylgruppe von ® im Sinne von Abschnitt 3.9. W
ist als affine Spiegelungsgruppe eine Coxetergruppe. Das affine Wurzelsystem ®,g wird von v(N(F'))
stabilisiert. Daher permutiert (N (F')) die Halbapartments, Wande und Kammern von A. Weiter ist
Woag ein Normalteiler in v(N(F')). Wag operiert einfach transitiv auf der Menge der Kammern von A.
Sei C' eine Kammer mit den begrenzenden Wianden Ly, ..., L;. Sei a; +m; die eindeutige affine Wurzel
mit L; = 0An,+m; und C € A, tm,. Die Menge {a; + m; | i = 0,...,1} heiBt Basis von ®,g zur
Kammer C' und wird mit A,g(C') bezeichnet. Da die Kammern von W,g einfach transitiv permutiert
werden, hangt eine Basis von ®,4 nicht von der Wahl der Kammer C' ab bis auf kanonische Isomorphie.
Weiter bilden die Spiegelungen 74, m, ein minimales Erzeugendensystem fiir die Coxetergruppe W,g-.

Sei C' eine Kammer in A und {«; + m; | i =0,...,1} die Basis von ®,5 zur Kammer C. Sei ( , ) ein
Skalarprodukt auf V*, das invariant ist unter der Weylgruppe W. Das lokale Dynkindiagramm A(® g )
von @, erhdlt man wie folgt: Die Elemente der Basis zu C werden durch Knoten v; dargestellt, und
zwei Knoten v; und v; mit zugehorigen affinen Wurzeln o; + m; bzw. a; + m; werden auf eine Art
verbunden, die vom Wert \;; = 4(o, o)/ (v, i) (v, o) abhdngt (fiir diesen Wert kommen nur die
Zahlen 0,1,2,3 oder 4 in Frage). Ist \;; = 2 oder 3, wird die Verbindung zwischen v; und v; mit einem
Pfeil versehen, der auf den Knoten zeigt, der zur , kiirzeren” der beiden Wurzeln «; und «; gehort.

Da W,og die Kammern von A einfach transitiv permutiert, hiangt das lokale Dynkindiagramm bis auf
kanonische Isomorphie nicht von der Wahl der Kammer C' ab. Ignoriert man die Pfeile im lokalen
Dynkindiagramm erhalt man das Coxeterdiagramm der Weylgruppe W.

11.3 Das affine Bruhat-Tits Gebdude
Wir betrachten die Aquivalenzrelation ~ auf G(F) x A, die definiert ist durch
(g,z) ~ (h,y) 1 es gibt ein n € N(F) mit nz =y und g~ *hn € U, (F).

Wir setzen
B=B(G,F):=G(F)x A/ ~.
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B(G, F) heiBt affines Gebdude zu G tiber F. Die Gruppe G(F') operiert auf B durch

g-l(hy)] = [(gh,y)]
fir g € G(F) und (h,y) € G(F) x A. Die Abbildung A — X, definiert durch
z = [(1,2)],

ist injektiv und N (F)-dquivariant. Wir kénnen also A mit einer Teilmenge von X identifizieren und
schreiben ab jetzt gx fiir [(g,x)]. N(F') ist dann der Stabilisator von A in G(F). Es gilt weiter fiir eine
nichtleere Teilmenge €2 von A

Po(F) ={g9 € G(F) | gr = z fir alle z € Q}.
Fiir eine Wurzel o € ® und ein u € U, (F) \ {1} hat man
{reA|lur=a}={x e A|a(z)+1(u) > 0}.
Daraus folgt, daB die Gruppe U, das Halbapartment A, punktweise fixiert.

Das Gebidude B 14Bt sich wie folgt charakterisieren.

Satz 11.2. Seien A,v, ®,g sowie Uy m und Anyy, gegeben wie in Abschnitt 11.2. Dann existiert
eine bis auf eindeutige Isomorphie eindeutige Menge B mit einer Linksoperation von G(F) und
den folgenden FEigenschaften:

2. N(F) stabilisiert A und operiert auf A durch v.

3. Fiir jede affine Wurzel oo + m € ®@.g fiziert die Gruppe Uy das Halbapartment Aqqm
punktweise.

Die Teilmengen von B der Form gA mit g € G(F) heiBen Apartments von 3. Man hat eine Bijektion
zwischen den Apartments in B und den maximalen spaltenden F-Tori in G, indem man dem Apartment
gA den Torus gTg~! zuordnet. gA ist das einzige Apartment in 13, das von gT(F)g~" stabilisiert wird,
und gN(F)g~! ist der Stabilator von gA in G(F).

Da der Stabilisator N(F') von A in G(F') die affine Struktur von A erhilt, iibertragt sich die Struktur
eines reellen affinen Raumes mit einer Unterteilung durch affine Hyperebenen mittels G(F') auf alle
Apartments. Diese Strukturen stimmen auf Durchschnitten iiberein:

Satz 11.3 ([BT1][2.5.8]). Fliir zwei Apartments A" und A" existiert ein g € G(F), das A" auf A”
abbildet und den Durchschnitt A’ N A" punktweise fiziert.

Das gesamte Gebiude B erhilt auf diese Weise eine Unterteilung in Facetten. Diejenigen davon, die
in einem Apartment offen sind (beziiglich der gewdhnlichen affinen Topologie), heiBen Kammern. Da
G einfach ist, ist B ein simplizialer Komplex. Die durch z — gz gegebene Abbildung A" — A”, die
A’ N A” punktweise fixiert, ist eindeutig bestimmt, falls A’ N A” eine Kammer enthilt.

Wegen Satz 11.3 hdngt das lokale Dynkindiagramm, das von einer Kammer und einem die Kammer
enthaltenden Apartment abhangt, bis auf eindeutige Isomorphie nicht von der Wahl eines solchen ab.
Daher sprechen wir von dem lokalen Dynkindiagramm von G iiber F'. Die Gruppe G(F') operiert auf
dem lokalen Dynkindiagramm von G iiber F: Fixiere eine Referenzkammer C. Zu g € G(F') existiert
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ein Apartment A, das C' und gC' enthilt, und ein eindeutiges w € Wog mit wgC = C. Also permutiert
wg die Wande von C' und operiert auf diese Weise auf A(®,g).

Fiir je zwei Facetten gibt es ein Apartment, das beide enthélt. Insbesondere liegen je zwei Punkte x
und y aus B in einem gemeinsamen Apartment. Fiir ¢t € [0, 1] sind die Punkte (1 — t)x + ty in jedem
solchen Apartment wohldefiniert und nach 11.3 unabhingig vom gewdhlten Apartment. Die Menge
{(1—=t)x+ty |t €]0,1]} heiBt geoditisches Segment zwischen x und y und wird manchmal mit [z, y]
bezeichnet.

Sei A’ ein Apartment und C C A’ eine Kammer. Zu jedem Apartment A”, das C enthilt, existiert
ein eindeutiger Isomorphismus affiner Rdume, der A” auf A’ abbildet und C' punktweise fixiert. Wegen
Satz 11.3 lassen sich diese Isomorphismen zu einer globalen Abbildung ps.c : B — A’ verkleben, dem
Retrakt von B nach A" mit Zentrum C.

Zwei Kammern heiBen benachbart tiber die Wand 0Aq .., wenn sie verschieden sind und das affine
Erzeugnis des Durchschnitts ihrer topologischen Abschliisse die affine Hyperebene 9A, .., ist. Der
Schnitt der topologischen Abschliisse zweier Kammern heit Facette der Kodimension 1. Sei nun C'
eine beliebige, fest gewahlte Referenzkammer, C’ eine beliebige Kammer in B und A’ ein Apartment,
das C und C’ enthilt. Die Weylgruppe von ®.¢ operiert einfach transitiv auf den Kammern von A’
Daher existiert fiir eine Facette I’ von C’ eine eindeutige Facette F' von C, die im selben W,g-Orbit
wie F’ liegt. Man erhalt auf diese Weise eine Typisierung (Labelling) aller Facetten in B durch die
Facetten bzw. die Wande der Referenzkammer C'. Eine Facette der Kodimension 1 in B ist im AbschluB
von genau g + 1 Kammern enthalten, wenn ¢ die Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers von F
bezeichnet.

Ein Labelling der Facetten der Kodimension 1 in B entspricht einem Labelling der Knoten des lokalen
Dynkindiagramms: Die Knoten entsprechen ja eineindeutig den Wianden einer Referenzkammer. Eine
Untergruppe H(F') von G(F') operiert genau dann labelerhaltend, wenn die Operation von H(F) auf
A(D,g) trivial ist. Ist G einfach-zusammenhiangend, operiert G(F') labelerhaltend nach [T1][2.5].

Eine Galerie ® der Linge [ vom Typ s(®) zwischen zwei Kammern C und C’ ist eine endliche Folge
von Kammern & = (C = Cy,...,C; = C’) in B zusammen mit einer Folge von Facetten der Refe-
renzkammer C' s(&) = (F1,..., F}), fur die C; benachbart ist zu C;4; und die Wand zwischen C; und
Ci+1 vom Typ Fji1 ist. Eine Galerie heit minimal, wenn sie minimale Lange hat. Die Lange einer
minimalen Galerie zwischen zwei Kammern C' und C’ heiBt auch Kammerabstand von C und C’. Fiir
minimale Galerien gilt die folgende Aussage:

Satz 11.4. Seien C eine Kammer und F eine Facette der Kodimension 1 in B. Dann ist jede
Galerie zwischen C' und F in jedem Apartment enthalten, das C und F enthdlt. Weiter existiert
eine eindeutige Kammer D in B, die F' enthdlt und minimalen Kammerabstand von C hat. Seien
C' eine weitere Kammer in B und & und &' zwei minimale Galerien zwischen C und C' vom selben
Typ. Dann stimmen & und &' iiberein.

Beweis: Fiir die erste Aussage siehe [BT1][2.3.6]. Sei A ein Apartment, das C' und F enthilt. In A
gibt es genau zwei Kammern D1 und D», die F' enthalten. Diese Kammern sind benachbart iiber die
eindeutige Wand, die F' enthilt. Die minimalen Galerien zwischen C' und Dy bzw. Dy unterscheiden
sich aber in ihrer Lange um 1. Alternativ kann man auch Abschnitt 11.5 zusammen mit [Ro2][2.10]
verwenden. Die Aussage iiber die Identitdt von Galerien folgt aus [BT1][2.3.6] und [BT1][2.3.8]. O

Wir wahlen ein W (F)-invariantes Skalarprodukt auf V' und erhalten eine W (F)-invariante euklidische
Metrik auf A. Die Operation von N (F') auf A ist dann automatisch isometrisch. Diese Metrik setzt sich
auf eindeutige Weise zu einer G(F)-invarianten Metrik d auf ganz B fort. Der metrische Raum (B, d)



11.4. WEITERE EIGENSCHAFTEN DES GEBAUDES 129

ist dann vollstandig und zusammenziehbar. Das geodatische Segment zwischen zwei Punkten z und y
aus B 4Bt sich dann nach [BT1][2.5.4] mithilfe der Metrik d intrinsisch charakterisieren als

[z,y] = {2z € B|d(z,y) = d(z,2) + d(z,9)}.

Die von d induzierte Topologie stimmt sowohl mit der Quotiententopologie auf BB beziiglich ngG(F) gA —
B liberein, wenn ngG(F) gA die natiirliche Topologie tragt, als auch mit der Initialtopologie auf B
beziiglich aller Retrakte p4/ ¢, d.h. der grobsten Topologie auf B, beziiglich der alle Retrakte stetig
sind. B wird beziiglich dieser Topologie ein lokal kompakter Raum.

Fiir eine Teilmenge Q von B sei G(F)® der punktweise Stabilator von  in G(F), also
G(F) ={g € G(F) | gz = x fiir alle z € Q}.

Besteht Q nur aus einem Punkt z, schreiben wir G(F)* fiir G(F){}. Die Punktstabilisatoren G(F)®
(z € B) sind genau die maximal kompakten Untergruppen von G(F).

Sei ) eine nichtleere, beschriankte Teilmenge eines Apartments von B. Dann existiert ein (bis auf ein-
deutige Isomorphie) eindeutiges affines Gruppenschema G mit den folgenden beiden Eigenschaften: Die
generische Faser Gq  ist G und die Gruppe Go(Op) ist gleich dem punktweisen Stabilisator G(E)** fiir
jede unverzweigte Korpererweiterung E von F. Ist = {x} ein spezieller Punkt, so ist G gerade das
Chevalley Gruppenschema mit generischer Faser G. Ist Q' eine nichtleere Teilmenge des topologischen
AbschluBes von €, so definiert die Inklusionsabbildung G(F)? — G(F) einen Morphismus der Grup-
penschemata Go — Gqy, der mit porq bezeichnet wird. Wir schreiben G bzw. po/q fiir die algebraische
Gruppe lber kr bzw. den kp-Homomorphismus, den wir aus Go bzw. pqrq durch Reduktion modulo p
erhalten.

Sei nun C' eine Kammer im Gebaude B. Die zur Kammer C gehérende [wahoriuntergruppe Iw(C) ist
definiert als eine Untergruppe von G(F)® (siehe [T1][3.7]), die wegen [T1][3.5.3] aber im Falle einer
spaltenden Gruppe gleich G(F)® ist. Wir nehmen daher dies als Definition, also

Iw(C) = G(F)°.

Alle Iwahoriuntergruppen von G(F') sind konjugiert. Sie lassen sich auch beschreiben als Urbilder in
den Punktstabilisatoren G(F)* (z € X) der kp-Borelgruppen in den modulo p reduzierten Gruppen
G unter dem Reduktionshomorphismus. Ist G einfach zusammenhingend, so stimmt die Iwahoriunter-
gruppe zur Kammer C' stets mit G(F)C tiberein (auch wenn g nicht spaltet). Die lwahoriuntergruppen
von G(F) sind kompakt offene Unterguppen in der lokal kompakten Gruppe G(F).

11.4 Weitere Eigenschaften des Gebiudes

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Ubersicht iiber die wichtigsten Fakten zum Bruhat-Tits
Gebiude. Wieder formulieren wir die Aussagen nur fiir den Fall, daB die Gruppe G einfach, iiber F’
definiert und spaltend ist, auch wenn einige Aussagen in groBerer Allgemeinheit gelten.

Satz 11.5 ([Ball][4.7]). Sei G einfach, iber F definiert und spaltend und G’ eine beliebige iber F
definierte lineare algebraische Gruppe und v : G' — G eine iiber F definierte, zentrale Isogenie.
Dann ist B(G', F) kanonisch isomorph zu B(G, F).

Korollar 11.6. Sei H(F) eine Unterguppe von G(F), die nur aus topologisch unipotenten Ele-
menten besteht. Dann hingt die Operation von H(F) auf B(G,F) bis auf kanonische Isomorphie
nicht von der Isogenieklasse von G ab. Insbesondere hingt die Fizpunktmenge B(G, F)H(F) von
H(F) in B(G, F) bis auf kanonische Isomorphie nicht von der Isogenieklasse von G ab.
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Beweis: Nach Satz 3.8 ist eine zentrale Isogenie G — G’ eingeschrankt auf H(F') bijektiv. Die
Operation von H(F) auf B(G, F) ist also aquivalent zur Operation von ¢(H (F)) auf B(G', F). O

Korollar 11.7. Eine Unterguppe von G(F), die nur aus topologisch unipotenten Elementen besteht,
operiert labelerhaltend auf B(G, F).

Beweis: Wegen Korollar 11.6 kann man ohne Einschrankung G = G, annehmen. Nach Abschnitt 11.3
operiert Gs.(F') und damit auch jede Untergruppe labelerhaltend. O

Sei G einfach, iiber F' definiert und spaltend. Nach Satz 11.5 ist B(G, F') kanonisch isomorph zu
B(Gaq, F), und die Operation von G(F) auf B(G, F) entspricht der Operation von G(F) C Gaq(F)
auf B(Gaq, F), wenn G(F) das Bild von G(F) unter der zentralen Isogenie G — Gq ist. Auf B(Gq, F)
operieren also immer die F-wertigen Punkte jeder zu G zentral isogenen Gruppe, insbesondere operieren
immer Ggc(F') und Gaq(F). Gaa(F) (bzw. Gs(F)) ist in dieser Situation die groBte (bzw. kleinste)
Gruppe, die auf B(G,q, F') operiert.

Satz 11.8 ([Ball][4.11]). Sei G einfach, iber F definiert und spaltend. Dann ist v(N (F)) = X, xW.

11.5 Kammersysteme und Coxeterkomplexe

In [Ro2] werden (affine) Gebaude mithilfe des Begriffs des Kammersystems eingefiihrt, zunéchst ohne
Bezug zu algebraischen Gruppen. Ein Kammersystem beziiglich einer (endlichen) Menge I ist eine
Menge C zusammen mit einem |I|-Tupel von Aquivalenzrelationen (~;);c; auf C. Die Elemente in C
heiBen Kammern, und zwei Kammern x,y mit z ~; y heiBen i-benachbart. Ist VW eine Coxetergruppe mit
Indexmenge I, so 4Bt sich W ein spezielles Kammersystem zuordnen, der Cozeterkomplex (der ebenfalls
mit W bezeichnet wird): Die Kammern sind die Elemente aus W, und fiir ¢ € I ist i-Nachbarschaft
erklart durch
w ~; Wry,

wenn die r; die Erzeuger der Coxetergruppe W sind. W operiert auf sich selbst von links und erhilt
dabei i-Nachbarschaft. In der Tat ist W schon die ganze Automorphismengruppe des Coxeterkomplexes.

Wir haben im Abschnitt 11.2 gesehen, daB die Weylgruppe Wog zum affinen Wurzelsystem &, eine
Coxetergruppe ist und erzeugt wird von den Spiegelungen an den Wanden einer beliebigen, ab jetzt
fest gewahlten Kammer C' im Apartment A. Weiter operiert W, einfach transitiv auf der Menge
der Kammern in A, und zwei Kammern sind benachbart iiber die Hyperebene o + m = 0, wenn der
Durchschnitt der topologischen Abschliisse der beiden Kammer diese Hyperebene affin erzeugt. Mittels
der G(F)-Operation wird dann B zu einem Kammersystem. Die Abbildung

w — wC

von Wg in die Menge der Kammern in A ist ein Isomorphismus von Kammersystemen, d.h. A (aufgefaBt
als Kammersystem) ist isomorph zum Coxeterkomplex von Wg-.

In [Ro2][ch.2] wird folgendes Kriterium angegeben, wann ein Kammersystem ein Geb&dude im Sinne von
[Ro2] ist.

Theorem 11.9 ([Ro2][2.8]). Sei C ein Kammersystem, das Untersysteme (genannt Apartments)
enthdlt, die alle isomorph sind zu einem einzigen gegebenen Coxeterkomplex, und mit den folgenden
FEigenschaften: Je zwei Kammern liegen in einem gemeinsamen Apartment, und je zwei gegebene
Apartments, die eine gemeinsame Kammer x und eine gemeinsame Kammer oder Kammerwand
y enthalten, sind isomorph vermdge eines Isomorphismus, der x und y fest lafit. Dann ist C ein
Gebdude.

Nach den Aussagen im vorderen Teil des Kapitels sind die Bedingungen, die Theorem 11.9 stellt, fiir B
erfiillt. Also ist B auch ein Geb3dude im Sinne von [Ro2].
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11.6 Beschreibung von Kammern in B(G, F)

Aufgrund des Korollar 13.6 besteht die zentrale Aufgabe darin, in B = B(G, F') nach punktweise fixier-
ten Kammern unter einer Gruppe H von Automorphismen von B zu suchen. Proposition 12.4 besagt,
daB — die Existenz einer punktweisen fixierten Kammer vorausgesetzt — die Fixpunktmenge eine zusam-
menhingende Menge von Kammern ist. Sei C' irgendeine von H punktweise fixierte Kammer. Dann 138t
sich die Fixpunktmenge von H bestimmen, indem man bei C' startend schrittweise alle benachbarten
Kammern von bereits als punktweise fixiert bekannten Kammern betrachtet. Nur diese sind Kandidaten
fiir weitere Fixpunkte. In diesem Abschnitt werden wir zu diesem Zweck eine geeignete Beschreibung
aller Kammern in B geben, die zu einer Referenzkammer C' einen vorgegebenen Kammerabstand [ hat.

Sei fiir den Rest des Abschnitts ein Apartment A und eine Kammer Cy in A fixiert. H(Cy) bezeichne die
Menge der Wande von Cy, A,g die Basis von @4 zur Kammer C und fiir « +m € A,g sei wie friiher
Ta+m die Spiegelung an der affinen Hyperebene L, := 0Aq+m € H(Cp) in A. Die Weylgruppe Wg
wird dann von den 7,4, fiir die a +m € A,g erzeugt.

Die eindeutige Kammer Cy1, in A, die zu Cy benachbart ist iiber die Wand Lq,y,, hat die Form
Coatm = Tat+mCo.

Sei nun Ug 1, (F) die Gruppe aus Abschnitt 11.2. Die Fixpunktmenge von U, ,,(F') in A ist genau die
Menge

(11.1) {z e Al a(x)+m >0}

Daher fixiert Uy, m(F) das Halbapartment Ayp,. Die beiden Kammern Cy und Cy ., werden jedoch
genau durch die Hyperebene Loy, = {z € B | a(x)+m = 0} getrennt, d.h. eine der beiden Kammern
liegt im Halbapartment A, und die andere im gegeniiberliegenden Halbapartment A_ () = A\
Agtm- Wir definieren allgemein fiir eine beliebige Kammer C in A mit Wand 0Aq4m

a,m T U—a,—m(F) falls C € A—(a—i-m)

{Uam(F falls C' € Aaim

e )
U—a,(—m)+(F) falls C € A—(a+m)

o,m—+

(F) =

und

¢ (F) = Ua,m(F) falls C' € Ag+m
o . [7_047_m(F) falls C' € A—(a+m)

US (F) = (U (F)\ US 1y (F)) U {1}

Bis auf *Ugm(F) sind alle obigen Mengen Gruppen. Alle vier Mengen dndern sich nicht, wenn (a, m)
durch (—a, —m) ersetzt wird. Weiter fixiert Ugm(F) die Kammer C und das C' enthaltende Halba-
partment punktweise.

Wir betrachten immmer noch den allgemeinen Fall einer Kammer C im Apartment A mit Wand 0Aq1im-
Dann fixiert Ugm(F) keinen Punkt in dem offenen Halbapartment von A, das von der Wand 0Aq+m,
begrenzt wird und C nicht enthilt. Ungr(F) fixiert jedoch jede Kammer in A, die von der Wand
0Aqtm begrenzt wird, punktweise. Beide Aussagen sind klar, da die Fixpunktmenge von U&m,(F) in

A fiir beliebiges o/ € ® und m’ € R gegeben ist durch (11.1). Sei nun C’ die eindeutige Kammer in



132 KAPITEL 11. DAS AFFINE BRUHAT-TITS GEBAUDE

A, die zu C iiber die Wand 0A, 1, benachbart ist. Wir betrachten nun den Orbit Ugm(F) - C" der
Kammer C’ unter der Gruppe Ugm(F) also die Menge {uC’ | u € Uacm(F)} Wir behaupten, daB der
Orbit Ugm(F)-C” gerade aus allen Kammern in B besteht, die zu C iiber die Wand 0 A, benachbart
sind.

Proposition 11.10. Sei C eine Kammer in einem Apartment A mit Wand 0Aq1m fiir eine affine
Wurzel a + m. Sei C' die eindeutige Kammer in A, die zu C iiber die Wand OAq+m benachbart
ist. Die Gruppen Ugm(F) und *Ugm(F) seien wie oben definiert. Dann stimmen die Orbiten
Ugm(F) -C" und *Ugm(F) - C" diberein und bestehen genau aus den Kammern in B, die zu C iiber
die Wand 0Aq1m benachbart sind.

Beweis: Wir schreiben C fiir die Menge aller Kammern in B, die zu C benachbart sind iiber die
Wand 0Aq+m. Wir haben schon gesehen, daB3 Ugm(F) die Wand 0A,+,, punktweise fixiert. Da C’
die Hyperebene A, 1., als Wand besitzt, muB daher jede Kammer aus Ugm(F) - C" die Hyperebene
0Aq+m ebenfalls als Wand besitzen und daher entweder zu C' benachbart oder gleich C sein. Da
Ugm(F) aus Automorphismen von B besteht und Ugm(F) die Kammer C fixiert, ist der zweite Fall
jedoch ausgeschlossen. Es folgt *Ugm(F)-C’ C Ugm(F)-C’ C C. Umgekehrt wissen wir aus Abschnitt
11.3, daB es ¢ + 1 Kammern in B gibt, die die Hyperebene 0A,,, als Wand besitzen und zu C
benachbart sind, wenn ¢ die Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers x von F' ist. Es geniigt also
zu zeigen, daB der Orbit *Ugm(F) -C" mindestens g Elemente besitzt. Nun ist Ugm(F) nach Abschnitt
11.2 isomorph zu . Seien u, Reprdsentanten in Ugm(F) firdiey € K = Ugm(F) Dies sind genau
q Stiick, und wir zeigen, daB die Kammern u,C" und u.C’ verschieden sind fiir y # z € k: Sonst
wiirde das Element u;luz S Ugm(F) die Kammer C’ stabilisieren und die Wand 9A,.,, punktweise
fixieren, also C’ schon punktweise fixieren. Dann miiBte aber u;luz schon trivial sein in Uaom(F) =3
was im Widerspruch steht zu y # z € k. Die u, fiir y # 0 € & liegen bereits in *Ugm(F) Wegen
ug € UG, (F) fixiert ug die Kammer C’ punktweise, d.h. es gilt ugC’ = C’. Nun ist aber 1 € *Ugm(F)
und damit ¢’ € *U§,,,(F) - C". Es folgt *US,,,(F) - C' = US,,(F) - C". O

Korollar 11.11. Seien C und C' zwei Kammern im Apartment A mit Kammerabstand 1. Die
eindeutige minimale Galerie & zwischen C und C' in A sei vom Typ (Fy,...,F)). Seien oy +
mi,...,oq+my € Cog affine Wurzeln, deren zugehorige affine Hyperebenen 0Aq, +m, die eindeutigen
Hyperebenen in A sind, die die Kammern von & trennen, d.h. es gelte C' = T, 4m, - Tay+m, C-
Bezeichnet Cg die Menge aller Kammern in B, die mit C durch eine Galerie vom Typ (Fy, ..., F)
verbunden ist, dann gilt

x77C x77C
005 = Ual,ml (F) T Ual,ml (F)Tal-i-ml o Ta+m C.
Sei pa,c das Retrakt von B nach A mit Zentrum C und C; = To;4m,; *  Tar+m, C firi=1,...,1.

Dann gilt fiir jede Galerie & p zwischen C und einer Kammer D aus Cg
PA,C(Q5D) = (C, 01, ey Cl)
Insbesondere gilt ps,c(D) = Cy = C" fiir alle Kammern aus Ce.

Beweis: Wir setzen noch Cy = C. Mithilfe der Proposition 11.10 (angewendet auf die Kammer C;)
zeigt man durch Induktion iiber [ — 4, daB die Menge

x77C x77C
Uozi+1,mi+1 (F) e Uocl,ml (F)TOCI +my " 74061"1‘777«16(
gerade aus allen Kammern besteht, die durch eine Galerie vom Typ (Fi41, ..., F}) mit C; verbunden sind.

Dabei geht man vor wie im Beweis von Proposition 11.10 und benutzt, daB die Uo(fsz (F) als unipotente
Gruppen nach 12.6 und 11.7 sowohl Nachbarschaft als auch den Nachbarschaftstyp erhalten, um zu
zeigen, daB die rechte Seite in Cg enthalten ist, und zdhlt dann ab.
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Fiir die Aussage iiber das Retrakt beachte man, daB es innerhalb eines Apartments zu jedem vorgege-
benen Typ genau eine Galerie dieses Typs gibt. Weiterhin ist das Retrakt ein Automorphismus von B
und erhalt daher Nachbarschaftstypen. O

Korollar 11.12. Sei C und C' zwei Kammern in B mit Kammerabstand 1. Sei weiter A ein
Apartment, das C enthdlt, und Wag die Weylgruppe von ®.g beziiglich A. Dann existieren affine
Wurzeln a1 +ma,...,q; +m; € ®og und Elemente uq,...,u; mit u; € *Uglml(F), so daf

/
C'=wuy- - wra+m; Tar+mi C.
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Kapitel 12

Vorbereitungen zur
Fixpunktbestimmung

12.1 Fixpunktmengen in B(G, F)

Wir untersuchen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften von Fixpunktmengen im Bruhat-Tits Gebaude,
die uns spater die Bestimmung der Fixpunktmenge von primitiven Tori erleichtern werden. Alle Aussa-
gen bis auf die letzte folgen leicht aus den Eigenschaften des Gebaudes. Im ganzen Abschnitt bezeichne
B = B(G, F) das affine Bruhat-Tits Gebdude zu einer halbeinfachen Gruppe G iiber einem lokalen
Korper F.

Proposition 12.1 ([BT1][2.5.4]). Eine Isometrie von B, die zwei Punkte x und y in B fiziert,
fiziert das geoddtische Segment zwischen x und y punktweise.

Korollar 12.2. Sei H eine Menge von Automorphismen von B. Dann ist die Fixpunktmenge
von H in B konvexr und zusammenhdingend. Insbesondere enthdlt die Fixpunktmenge mit je zwei
Punkten auch das geoddtische Segment zwischen diesen Punkten.

Die Weylgruppe W,g von ®,¢ operiert (einfach) transitiv auf der Menge der Kammern in einem Apart-
ment. Daher ist es niitzlich, sich bei der Suche nach Fixpunkten einer Gruppe H von Automorphismen
von B zunichst auf die Suche nach punktweise fixierten Kammern zu beschranken (dies ist eine Moti-
vation zur Betrachtung des topologisch unipotenten Anteils der Tori, vgl. Abschnitt 2.4) und dann die
Darstellung aus Korollar 11.12 fiir Kammern zu benutzen.

Proposition 12.3. Sei H eine Menge von Automorphismen von B, die eine Kammer C punktweise
fiziert. Dann ist jeder Fizpunkt von H in B schon in einer von H punktweise fizierten Kammer
enthalten. Insbesondere enthdlt die Firpunktmenge von H in B mit je zwei Kammern auch die
minimale Galerie zwischen diesen Kammern.

Beweis: Sei C eine Kammer in B, die von H punktweise fixiert wird, und € B ein beliebiger
Fixpunkt von H. Nach 11.4 existiert eine eindeutige Kammer D, die den Punkt x enthalt und minimalen
Kammerabstand von C' hat. Sei & = (C = D1, ..., D; = D) die nach 11.4 eindeutige minimale Galerie
zwischen C und D. Die Galerie h® verbindet fiir h € H die Kammern hC = C und hD und hat
dieselbe Lange wie &. Daher ist hD eine Kammer, die z enthilt und minimalen Kammerabstand von
C hat, stimmt wegen der Eindeutigkeit einer solchen Kammer also mit D {iberein. Also wird D von H
stabilisiert. Daher ist h® wieder eine minimale Galerie zwischen C und D fiir alle h € H, also wegen
der Eindeutigkeit von & gleich &. Die Galerie  und damit alle Kammern von & werden also von H
stabilisiert. Da die Kammer C' aber sogar punktweise fixiert wird, miissen alle Kammern von & ebenfalls
schon punktweise fixiert werden; insbesondere also auch die Kammer D. O

135
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Korollar 12.4. Sei H eine Menge von Automorphismen von B, die eine Kammer C punktweise
fiziert. Dann ist die Fixpunktmenge von H in B ein zusammenhdngender konvexer Komplex von
Kammern, d.h. er enthdlt mit je zwei Kammern auch jede minimale Galerie zwischen ihnen.

Proposition 12.5. Die Fizpunktmenge eines mazimalen anisotropen Torus von G in B(G, F) ist
kompakt.

Beweis: Diese Aussage ist eine direkte Konsequenz aus Lemma [SS][II1.4.9] fiir reguldre elliptische
Elemente in G(F'), denn ein maximaler anisotroper Torus T'(F') enthilt regulér elliptische Elemente
t, und die Fixpunktmenge von T'(F) ist in der jedes solchen t enthalten. Die Aussage folgt ebenfalls
aus der seit langem bekannten Endlichkeit des Orbitalintegrals fT(F)\G(F) #(gtg—')dg, wenn T ein
maximaler anisotroper Torus in G, t € T'(F) ein reguldres Element und ¢ eine lokal konstante Funktion
mit kompaktem Trager auf G ist. O

12.2 Existenz geeigneter Elemente in T

Wir werden in den nichsten Kapiteln sehen, daB es im topologisch unipotenten Anteil T (F) = T}, (F)
von T(F) Elemente gibt, deren Fixpunktmenge in B(G, F) schon mit der von T (F) iibereinstimmt.
Diese Elemente zeichnen sich dadurch aus, daB der lineare Koeffizient in der algebraischen Beschreibung
durch Polynome aus Kapitel 10 die Bewertung 0 hat (siehe Korollar 13.9). In diesem Abschnitt zeigen
wir, daB es solche Elemente in T (F) gibt. Zunichst beschreiben wir die topologsich unipotenten
Elemente von T'(F). Wir bemerken noch, daB 7% (F) = [[, T.}(F) gilt, wenn die T, die Komponenten
von 1" sind.

Proposition 12.6. Sei F' ein p-adischer Korper und x € OF. Dann ist x topologisch unipotent
genau dann, wenn x eine 1-Finheit ist, d.h. wenn x = 1 mod 7wp gilt.

Beweis: Eine 1-Einheit ist offensichtlich topologisch unipotent, denn fiir y € 7pOF gilt ja bereits
lim,, oo(1 +4)P" = 1 in F. Umgekehrt schreiben wir ein beliebiges x € O% in der Form x = su fiir
einen geeigneten Teichmiillerreprdsentanten s und eine 1-Einheit u. Da die Ordnung von s offensichtlich
teilerfremd zu p ist, ist obige Darstellung von z die topologische Jordanzerlegung von x. Insbesondere
ist z genau dann topologisch unipotent, wenn s = 1 gilt. O

Wir arbeiten im ganzen Abschnitt mit der algebraischen Beschreibung der Tori aus Kapitel 10, d.h.
T(F) ¢ Op[X]/u

fiir ein geeignetes irreduzibles Polynom p € Op[X]. Ohne Einschrankung sei 7" in diesem Abschnitt
schon eine Komponente des Torus. Fiir die Existenzfrage haben wir grundsatzlich zwei verschiede-
ne Situationen zu betrachten: T'(F) ist durch eine oder durch zwei Normgleichungen beschrieben.
Wir beschaftigen uns zunidchst mit dem Fall einer Normgleichung, d.h. den Wurzelsystemen vom Typ
A,, B,,C, und D, sowie teilweise Fj.

Proposition 12.7. Sei E' ein p-adischer Korper und E/E’ eine rein zahm verzeigte Erweiterung.
Dann ezistiert zu jedem b € pp ein a € Opr mit Ngp(a+b) =1 und a = 1 mod 7g.

Beweis: Sei I ein algebraischer AbschluB von E und N das Polynom

N(X) = I &+o0).

o€Hom g (E,F)

N hat Koeffizienten in O/, und fiir alle x € F’ gilt N(x) = Ng,/p (7 +b). Wegen b € pg verschwinden
alle bis auf den hdchsten Koeffizienten von N (X) modulo 7g/, d.h. fiir die Reduktion NV von N modulo

TE! gllt

N(X) = XBF € (Op / fpp)X].
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Aufgrund der zahmen Verzweigung ist das Polynom N(X) — 1 separabel Uber dem Restklassenkérper
Opg'/pE von E'. Nach Hensels Lemma liftet die einfache Nullstelle 1 von N(X) — 1 zu einer Nullstelle
a € Opr von N(X) —1 mit a = 1 mod 7p. Fiir dieses a gilt dann Ng /g (a +b) = N(a) = 1. O

Korollar 12.8. Sei F' ein p-adischer Kérper und p = X" — wp € F[X] fir ein Uniformisierendes
7w von F. E = F[X]|/u sei zahm verzweigt und E' # E ein beliebiger Zwischenkirper E/E']F.
Dann existiert ein Element P(X) = E?:_Ol a; X' € Op[X] mit den folgenden Eigenschaften:

(1) v(a) =0

(ii) ag ist eine 1-Einheit, d.h. ag =1 mod mp

(i) Nes([P)) =1

Beweis: Das Element [X]| € E ist ein Uniformisierendes in E. Wir wenden Proposition 12.7 an auf die
Erweiterung E//E’ und das Element b = [X] und erhalten ein Element a € E' mit Ng/p:(a +0) =1
und @ = 1 mod 7. Schreibt man a = [P] fiir ein Polynom P(X) = Y7/ ¢; X' € Op[X], so folgt
aus a = 1 mod 7 direkt ¢g = 1 mod 7p. Wegen E’ # E ist weiter ¢; = 0. Das Element a + b hat
also die gewiinschten Eigenschaften. O

Wir kommen nun zu dem Fall, daB T'(F') durch zwei Normgleichungen beschrieben wird. Dies betrifft
die Wurzelsysteme vom Typ Ga, Fy und Eg. In allen Fallen handelt es sich um eine Normgleichung iiber
einem Zwischenkorper von Index 2 und eine liber einem Zwischenkdrper von Index 3. Wir werden auch
nur diese spezielle Situation behandeln. Der entscheidende Fall ist die Situation des Wurzelsystems vom
Typ Gs.

Proposition 12.9. Sei F ein p-adischer Kérper und u(X) = X% — np € F[X] fiir ein Unifor-

misierendes wp von F. Seien weiter E = F[X|/u = F([X]), B2 := F([X]?) und B3 = F([X)3).

Die Erweiterung E/F sei rein zahm verzweigt. Dann ezistiert zu a € O}, ein Element P(X) =
?:0 a; X" € Op[X] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) a1 = a.
(i) ap =1 mod 7p

(i) Ng/g, ([P]) = Ng/g, ([P]) = 1

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, daB E/F' galoissch ist, das heiBt F' enthalte eine primitive
sechste Einheitswurzel (. Wegen der reinen Verzweigung von E/F ist mp = [X] ein Uniformisierendes
in E. Die Galoisgruppe ist zyklisch von Ordnung 6, und der Erzeuger o operiert durch o(ng) = (7g.
Seinuny=by+birg+...+ b57r;f’E € Og beliebig und setze x = 04(1% Nach Konstruktion gilt dann
Ng/g, (x) = 1. Die Bedingung Ng /g, (z) = 1 ist jetzt dquivalent zu

L oW s o) \ _ (Ehire)) (T bi(=(Te))
oM y) ) (b)) bi(—¢rE))

Man beachte dabei, daB 03(7TE) = —7g gilt. Alle auftretenden Summen laufen von 0 bis 5. Nach
Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir die Gleichung

(bo + bgczﬂ% + b4C47Tj45)2 — (51C7TE + 53C37T% + b5C57T]55)2 =
(bo + bQC_27T% + b4c_47T4E)2 — (blC_lﬂ'E + bgc_gﬂ'% + b5c_57'r]5[3)2.

Man beachte hier, daB Z3hler und Nenner Normen mit Werten im Zwischenkdrper Ey = F(?T%) sind,
also nur gerade Potenzen von 7wg auftreten konnen. Wir vergleichen die Koeffizienten der Potenzen
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7%, 7%, 74, Die Koeffizienten von 7% auf beiden Seiten stimmen iiberein. Aus dem Vergleich der
Koeffizienten von 71% und 71% erhalten wir unter Ausnutzung der Identitaten 71% = 7p und (% =1 die

Gleichungen

(Cz - C_2)(2b0b2 + biﬂ'F - b% — 2b3b57‘l’p) =0
(€2 = ¢2)(2boby + b3 — 2b1b3 — bEmp) = 0

Wegen (2 # (2 sind diese dquivalent zum Verschwinden der beiden anderen Faktoren. Wir lassen
fiir by ein beliebiges Element aus Op zu und setzen by = 1 und by = bs = 0. Das verbleibende
Gleichungssystem hat die Form

2by = b?
b3 = 2b1bs

und ist offensichtlich I8sbar mit by = b%/2 und b3 = b3/2b; = b3/8. Fiiry = 1+bymg+b3/27% +b3 /873,
gilt also fiir z = 0%(2) Ng/g,(z) = Ng/g,(z) = 1. In der Darstellung z = ag+a1mg+. . a7y € Op

gilt dann a; = by (¢ — ¢~ 1) +c fiir ein Element ¢ € 1gOp. Wegen der zahmen Verzweigung von E/F ist
p # 3 und daher ¢ — (™! eine Einheit. Hat also b; Bewertung 0, so gilt dies auch fiir a;. Der konstante
Koeffizient ag ist klarerweise eine 1-Einheit in Op.

Im allgemeinen Fall seien F', E’, EY,, EY die Korper, die man aus F, E, Es, E3 durch Adjungieren einer
primitiven sechsten Einheitswurzel ¢ erhilt. Die jeweiligen Erweiterungen K'/K sind unverzweigt, so
daB man mxs = 7wk hat fiir alle beteiligten Kérper. E'/F’ ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe
(o) von Ordnung 6 und E’/E ist galoissch mit zyklischer Galoisgruppe (7) von Ordnung 2. Es gilt
o(rg) = (mg und o = id sowie 7(¢) = ¢~ I und 7 = id. Nach obiger Uberlegung erfiillt das

Element =z = of(f"?y) fiir geeignetes y = by + by7g + ... + b57TE € Opg mit beliebig gewahltem

Koeffizienten b; € Of, die beiden Normgleichungen N /gy, (2) = Ngyg,(z) = 1 und hat in der
Darstellung t = ag + a17g + ... + (15775';’J linearen Koeffizienten a1 = b1 (¢ — (1) + ¢ mit ¢ € TpOFp.
Dabei sind alle auftretenden Koeff|2|enten ai,b; aus Op:. Das Element z = 7(x)r = Ng /() liegt in
E und erfiillt Ng /g, (r) = Ng/g, () = 1: Es ist

Ng/g, (2) = Ng/g, Ngoje(2) = Ng/g, (7) = Ny, /g, Ng/ey ()

und NEv/EQv(x) — 1. Dieselbe Uberlegung gilt fiir E5. Der lineare Koeffizient von z in der Darstellung
z = Y+nTE+. .. +757y hat die Gestalt 41 = a;+7(a1)+c fiirein ¢ € mpOp. Mita; = b1 ((—( 1) +c
erhdlt man also

n=ar+7(a)+c == ¢)b—7(br)) +

fiir ein ¢’ € mpOp. Das Element b; € O 13Bt sich schreiben in der Form b; = o + (¢ fiir ganzzahlige
Koeffizienten o, 3 in F, und wir erhalten by —7(by) = B(¢ —¢~1). Wie schon gesehen ist ({ — (') eine
Einheit, so daB die Bewertung von ({ — ¢71)(by — 7(b1) = (¢ — ¢~1)?33 dieselbe ist wie die von 3 und
mit der Bewertung von ~; libereinstimmt, falls 3 eine Einheit ist. Wir wahlen also b; = o + 8¢ € 0%,
so, daB f3 eine Einheit in OF ist und erhalten dann ein 2 € O, das die Normgleichungen Ng /g, (7) =
Ng/g, (2) = 1 erfiillt und in der Darstellung z = E?:o a;my; eine Einheit als linearen Koeffizienten hat.
Der konstante Koeffizient g ist klarerweise wieder eine 1-Einheit. O

Korollar 12.10. Sei F' ein p-adischer Korper und u(X) = X" — np € F[X] fir ein Uniformi-
sierendes Tp von F. Es gelte n = 0 mod 6. Seien weiter E := F[X|/u = F([X]), By := F([X]?)
und B3 = F([X] ). Die Erweiterung E/F sei rein zahm verzweigt. Dann ewistiert ein Element
P(X)=3%", ' a; X' € Op[X] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) vp(ay) = 0.
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(ZZ) ag =1 mod wp
(iii) Ng/p, ([P]) = Ng/m, ([P]) = 1
Beweis: Nach Proposition 12.9 existiert ein Element Z?:o bi[X]" € Op mit Koeffizienten b; € Or(x)6)

und by = by =1 mod [X]%. Schreibt man b; in der Form 251/06)_1 cé- [X]% mit Koeffizienten cé— € Or,
so folgt sofort ¢} = =1 mod [X]. Wir setzen

n—1
P(X)= >  dx%
1=0,...,5
7=0,...,(n/6)—1
Nun gilt aber
n—1 4 5 (n/6)-1 ' o 5
Y dt=)y GIXTH = bilx)
i=0,...,5 1=0 ]:0 =0

Der konstante (bzw. lineare) Koeffizient von P ist gerade ) (bzw. 7). Die Normbedingungen gelten
wegen [P] = Z?:O bi[ X O

Wir haben jetzt die Existenz bestimmter Elemente in T (F) nachgewiesen. Relevant wird jedoch im
Hinblick auf die Fixpunktbestimmung und genauer Proposition 13.5 das Bild solcher Elemente in den
Algebren sein, auf denen die Abbildung ®, i im Kapitel 10 erklart ist. Die Algebren, mit denen in den
Aussagen dieses Abschnitts gearbeitet wurden, sind die Algebren, die den Torus 7' = T}, algebraisch
beschreiben, also die von den Radikalfaktoren des Polynoms i erzeugten Algebren. Besteht u nur
aus einem Radikalfaktor, ist die Situation daher vollstandig geklart. Sonst miissen wir den Effekt der
Abbildungen © und 7 aus Kapitel 10 auf Elemente aus T*(F') untersuchen.

Seien also ju1,. . . , pu, paarweise teilerfremde Polynome der Form X! — D; deselben Grades I = 0 mod 3
in FIX] mit v(D;) = 1 und p = [], pi. Seien 2; die Algebra A; = F[X]/p; und A = F[X]/p. 7
sei der kanonische Isomorphismus @, 2; — . SchlieBlich bezeichne ( eine primitive Einheitswurzel
der Ordnung ! und v = [/3. Eine Inspektion der Abschnitte 10.1-10.10 zeigt, daB alle Abbildungen
O, : % — U fiir j =2,...k von Abbildungen E[X]| — E[X] der Form

P(X) s P(Ca+V9]-_1X)P(Ca+2V9;1X)P(Cb+V9j_1X)P(Cb+21/9j_1X)

herkommen fiir 0; = % € O% und Lésungen ¢%,¢? der Gleichung 0; + X +Y = 0. Wir bezeichnen
obige Abbildung E[X] — E[X], die ©; : A; — 2; induziert, mit @f. Wir setzen noch ©; = id.

Lemma 12.11. Seien alle Bezeichnungen wie gerade beschrieben und P € Op[X] ein Polynom,
dessen Grad kleiner als | ist und dessen konstanter und linearer Koeffizient jeweils Finheiten sind.
Dann hat @j-( (P) ganzzahlige Koeffizienten und Einheiten als konstanten und linearen Koeffizi-
enten. Ist der konstante Koeffizient von P eine 1-Finheit, so auch der konstante Koeffizient von
GBX(P). Insbesondere existiert ein Reprdsentant Q in Op[X] von ©;([P]) vom Grad < I, des-
sen konstanter und linearer Koeffizient Finheiten sind. Ist der konstante Koeffizient von P eine
1-Einheit, so auch der konstante Koeffizient von Q.

Beweis: Sei P =), p; X% und i < . Fiir den konstanten Koeffizeienten gq von @]X(P) gilt go = pg.
Fiir den linearen Koeffizienten ¢; von @f(P) gilt
q = pgplgj—l (ga-i—l/ + Ca+2u + <b+l/ + <b+2u)
= pop16; ' (—¢* = ¢)
= pgm-
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Bei der letzten Umformung geht ein, daB 6; + (% + ¢ = 0 gilt. Nach Voraussetzung sind py und
p1 Einheiten. Einen Reprdsentanten () mit den gewiinschten Eigenschaften erhdlt man, indem man in
@f(P) alle Potenzen X' fiir i > [ vermoge der Vorschrift X! = D;j ersetzt. Wegen v(D;) =1 >0
stimmen die Bewertungen von konstantem und linearem Koeffizienten von @@ mit den jeweiligen von
@f(P) tiberein. O

Definition 12.12. Seien F' ein p-adischer Korper und f1,..., fi paarweise teilerfremde Poly-
nome in Op[X]. p heifit gut beziiglich (ui,...,u), wenn es Polynome ¢; € Op[X]| gibt mit
Zé:l ci H#i fj = 1. Der Isomorphismus @, E[X]/fi — E[X]/f fir eine F-Algebra E heifit dann
ganzzahlig. Ist T einer der Tori, die in Kapitel 10 beschrieben sind, so heif$t p gut beziiglich T,
wenn p gut ist beziglich aller Radikalfaktoren der auftretenden Poplynome p.

Bemerkung 12.13. Offensichtlich sind fast alle Primzahlen hinreichend gut. Eine explizite Be-
schreibung von T in den entsprechenden Abschnitten in Kapitel 10 zeigt z.B., daf fiir die Cozeter-
klasse vom Typ Fy bis auf die Primzahl 13 alle Primzahlen gut sind beziiglich der beiden Faktoren
von X** +270DX'? —27D2.

Proposition 12.14. Seien alle Bezeichnungen wie oben beschrieben und P € Op[X] ein Polynom,
dessen Grad kleiner als | ist und dessen konstanter und linearer Koeffizient jeweils Einheiten sind.
Die Charakteristik des Restklassenkorpers von F' sei gut beziiglich i, ..., und 7 : @, E[X]/pi —
E[X]/p ein ganzzahliger Isomorphismus. Sei Q in Op[X] ein Reprisentant von 7(([0;(P)]);). Dann
hat auch Q FEinheiten als konstanten und linearen Koeffizienten. Ist der konstante Koeffizient von
P eine 1-FEinheit, so auch der konstante Koeffizient von Q.

Beweis: Sei Q € Op[X] mit Q = 6;(P) mod y; fiir alle j, d.h. es gilt @ = 7((#;(P));). Schreibt man
0;(P) bzw. @ in der Form 6;(P) = Zi;(l)pm-Xi und Q = .22, ¢; X%, so folgt wegen der speziellen
Gestalt von 1

(o]
pij = qi + Dj qu‘-
v=1
Nach Lemma 12.11 sind pg ; und p; ; eine Einheit, also auch go und ¢q; wegen v(D;) > 0 und v(g;) >
0. O

12.3 O-Struktur auf G und g

Ein wichtiger Grund fiir unsere Einschrankung auf die topologisch unipotenten Elemente in T' besteht
wie in Abschnitt 2.4 erldutert darin, daB wir fiir die Bestimmung der Fixpunkte mit Kammern in B(G, F)
arbeiten konnen. Im Kapitel 11 ist beschrieben, daB der punktweise Stabilator einer beliebigen Kammer
beschrieben werden kann durch die O-wertigen Punkte eines geeigneten affinen Gruppenschemas.

Sei G eine einfache zusammenhidngende spaltende Gruppe mit maximalem spaltenden Torus T. Sei x ein
spezieller Punkt im zu T assoziierten Apartment A von B(G, F') und G, das glatte affine Gruppenschema
tiber O = O aus Abschnitt 11.3 mit G(F')* = G,(0O), dessen generische Faser G, i gerade G ist. Da G
spaltet und x speziell ist, ist G, das Chevalley Gruppenschema mit generischer Faser G. Die Reduktion
G, modulo ™ = 7 von G, ist eine lineare algebraische Gruppe iiber dem Restklassenkdrper x von F'. Das
spaltende affine Gruppenschema mit generischer Faser T ist ein abgeschlossenes Unterschema von G,
und seine Reduktion modulo 7 ist ein maximaler spaltender Torus T in G,. Sei B eine Boreluntergruppe
von G,, die T enthlt. Das Urbild von B(x) unter dem Reduktionshomomorphismus G,(O) — G, (k)
ist eine Iwahoriuntergruppe Iw von G(F') und entspricht einer eindeutigen Kammer C in B(G, F'), die =
in ihrem AbschluB enthilt und im zum Torus T gehérenden Apartment A von B(G, F) liegt. C (A, Iw)
heiBt Standardkammer (Standardapartment, Standardiwahori) beziiglich der Wahl (x, T, B).
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Seien ag + mg,...,q; + my; die eindeutigen affine Wurzeln beziiglich A, so daB die Wande von C
gerade die Hyperebenen 0A,, 4+, sind und C im Halbapartment A, 1, liegt. Wir identifizieren A mit
dem Vektorraum X, ® R, indem wir den Punkt x als Nullpunkt wahlen. Daher sind alle m; = 0 fir
1 =1,...,1, und da z speziell ist, bilden die Wurzeln «y,...,q; ein System einfacher Wurzeln fiir .
Fiir die affine Wurzel aq + mg gilt dann ag +mg = —a™ + 1, wenn o™ die positive Wurzel maximaler
Hohe beziiglich A := {a1,...,qq} ist. Die beziiglich A positiven Wurzeln sind dann gerade die Wurzeln
a, fiir die die Reduktion der O-rationalen Punkte U, (O) modulo 7 in B(k) liegt.

Wir betrachten als Beispiel die treuen Darstellungen aus Abschnitt 6.6, mit deren Hilfe wir G als
Untergruppe einer geeigneten GL(n, F') auffassen koénnen. Da die affinen Gruppenschemata, die in
Abschnitt 6.6 eingefiihrt wurden, die Chevalley-Schemata sind, ist die Untergruppe Gy := GNGL(n, O)
eine maximal kompakte Untergruppe von G und Stabilisator eines speziellen Punktes zy € B(G, F'). Ty
sei der Torus der Diagonalmatrizen in G. In der Reduktion Gy modulo m von G wihlen wir die Gruppe
der oberen Dreiecksmatrizen By als Boreluntergruppe, die Ty enthilt. Das Urbild von BQ(H) in G unter
dem Reduktionshomorphismus ist die Gruppe Iwo(F') der Matrizen in Gy, die obere Dreiecksmatrizen
sind modulo 7. Die beziiglich By positiven Wurzeln sind dann genau die Wurzeln, deren Wurzelrdume
obere Dreiecksmatrizen sind, und fiir jede Wurzel « gilt U, (O) = U, NGy = Uy, N GL(n, O).

Das in Abschnitt 6.6 angegebene System einfacher Wurzeln A stimmt mit dem System einfacher
Wurzeln iiberein, das durch die spezielle Wahl der Boreluntergruppe B der oberen Dreiecksmatrizen
ausgezeichnet ist. Wir kdnnen also nach dieser Wahl die Notationen aus [BFW] fiir das Wurzelsystem @
tibernehmen. Ab sofort fixieren wir diese Op-Struktur auf G, d.h. es bezeichnen C, A, Iw die beziiglich
der Wahl (zq, To, Bo) definierten Objekte. Es gilt dann US(F) = U, (O) fiir alle Wurzeln « aus A und
U . [(F) = Ua(r0O). SchlieBlich bezeichne itv = it(C) die Op-Algebra, die aus den Elementen von
9(0) besteht, die obere Dreiecksmatrizen sind modulo 7.

Definition 12.15. Sei G eine einfache zusammenhdngende spaltende lineare algebraische Gruppe
mit Liealgebra g. Sei o eine Wurzel von G. Ein Element x4 in U, (O) heifit ganzzahliger Basisvektor
von uy(F), wenn w1z, & ua(O) gilt.

Bemerkung 12.16. Ein ganzzahliger Basisvektor xo von uy(F) ist eindeutig bestimmt bis auf
Multiplikation mit O*, und es gilt uo,(O) = Oxy. Sei o : Go(F) — Uy(F) die durch eo(z) =
exp(zxq) definierte Abbildung. Dann gilt £ (7'O) = Uy (7t O).

12.4 Operation von Zg(wa)(O) auf uc(O) Niw

Die O-Struktur auf den Wurzelrdumen u,, induziert eine O-Struktur auf u; = @4y )=¢tta- Offensicht-
lich operieren die O-wertigen Punkte von Zg&(wa) auf u¢(O). In der Tat operiert Zg(wa)(O) sogar auf
uc(O)Niro. Diese Operation ist Gegenstand dieses Abschnitts. Daraus resultiert namlich eine Operation
von Zg&(wa)(O) auf den Kammern, die von T'(F') punktweise fixiert werden und den baryzentrischen
Vektor w4 enthalten. Im ganzen Abschnitt sei als positives System von Wurzeln das durch Iw bzw. (C)
bestimmte System gewahlt (siehe Abschnitt 12.3). Sei auBerdem it := u(O) N,

Nach Kapitel 5 ist Z&(wa ) erzeugt von T und den U, mit o € ®1(wa ). Nach Definition der O-Struktur
von Zg(wa) ist Zg(wa)(O) dann erzeugt von T(O) und den U, (O). Es geniigt also zu zeigen, daB
T(O) und die Uy (O) mit o € ®1(wa) den Raum ito¢ invariant lassen.

Lemma 12.17. Seien o, € ® und uq € Uy, 23 € ug. Dann gilt

Ad(ua)(zs) C EB Uka+p

kez=0
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Beweis: Wir kénnen ohne Einschrankung G C GL,,,g C M,, annehmen. In dieser Situation ist Ad(g)
die Konjugation mit g. Da die Exponentialabbildung exp : u, — U, ein (algebraischer) Isomorphismus
ist, 138t sich wu,, schreiben als u, = exp(x,) fiir ein x, € uy. T, ist nilpotent. Daher gilt

Ad(ua) = Ad(exp(za)) = exp(ad(z,))

nach [Hum1][2.3]. Die Behauptung folgt jetzt wegen ad(xo)(23) = [T, Zg] € a4, denn wiederholte
Anwendung dieser Aussage liefert ad(z,)*(25) € gy s fiir alle k € Z20. O

Proposition 12.18. Seiw € W primitiv, ¢ ein Eigenwert von w und ot & ®1(wa). Dann operiert
Zg(wa)(O) auf irog.

Beweis: Wie bereits gesagt geniigt es zu zeigen, daB T(O) und die U, (O) mit a € ®1(wa) den Raum
ito¢ invariant lassen. Fiir T(O) und U,(O) mit « positiv ist das trivial. Sei also o negativ, a(wa) =1
und uq € Uy (O). Wir wahlen fiir jedes v € ®¢(wa) einen ganzzahligen Basisvektor 2/ von u, (F') und
setzen

v = {xfy falls v € @+

mx, fallsye ®™.

Dann hat v die Form
v = Z Yy Ty
Y(wa)=¢
fiir geeignete y, € O wegen v € iw(C). Wir zerlegen v noch beziiglich ut @ u™ in v = v + v~ mit
ut = @ cprity und uT = @, cq-Uy. Wir zeigen: Fiir eine positive Wurzel 3 gilt Ad(uq)(ug) C u'.
Dann folgt

Ad(ua)(v) = Ad(ua)(vF) + Ad(ua) (v7) = Ad(ua)(v7) + Y gy Ad(ua)(2,).
yed—

Wegen Ad(uq)(zy) € g(O) und Ad(uq)(vt) C u folgt dann Ad(us)(v) € i.

Sei also 3 € ®¢ positiv und zg € ug. Wir schreiben u,(O) wieder in der Form exp(z,) fiir ein z, € uq;
zqo liegt dann schon in u,(O). Wegen Lemma 12.17 hat man

Ad(uq)(zp) = Ad(exp(zq))(23) C @ Ukat 8-
k€Z=0

Es geniigt also ka.+ 8 > 0 zu zeigen fiir alle k. Wegen 3 > 0 ist ka+ 8 < 0 nur moglich, wenn in den
Darstellungen 8 = nyeA m~ bzw. o = nyeA mfy aus m~ # 0 stets mi/ # 0 folgt. Nach Proposition
5.3 ist 3 dann aber wegen a™ & ®;(wa) schon eine Linearkombination von Wurzeln aus ®1(wa), also
selbst schon in ®;(wa ). Dies widerspricht aber 3 € ®; wegen ¢ # 1. O

12.5 Der baryzentrische Vektor

Wir kommen in diesem Abschnitt auf den baryzentrischen Vektor w4 € X, ®zR zuriick, der in Abschnitt
4.3 fiir ein primitives Element w € W konstruiert wurde. Dabei sind in X, ®7 R die affinen Hyperebenen
Hop={ve X, ®zR | alv) =k} (fir o € &,k € Z) ausgezeichnet. Die von den Spiegelungen an
den H, j erzeugte Gruppe W,g besitzt als einen Fundamentalbereich den Alkoven A, der durch die
Hyperebenen H, ¢ fiir « € A sowie H,+ ; begrenzt ist. w ist dann genauer ein Element in A.

Der baryzentrische Vektor wy4 138t sich nun als Punkt im affinen Gebdude B(G, F') auffassen. Das
Standardapartment A in B(G, F') stimmt als affiner Raum bereits mit X, ®z R iiberein. Der oben
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beschriebene Alkoven A 13Bt sich nun auf folgende Weise mit einer Kammer in A identifizieren. Nach
Wahl eines geeigneten Nullpunktes in A sind die affinen Wurzeln gegeben als o + m fiir « € ® und
m € v(F). Ist die Bewertung v normiert, d.h. ist v(F') = Z, so sind die affinen Hyperebenen 0A 4,
gerade die H, j aus der reellen Theorie. Die Kammern in A stimmen also mit den offenen Alkoven
iberein. Der baryzentrische Vektor w4 liegt also im AbschluB einer Kammer in B(G, F).

Legt man nun ein positives System von Wurzeln bzw. das zugehdrige System einfacher Wurzeln A fest,
so entspricht der dazu gehdrende Alkoven A der eindeutig bestimmten Kammer in A, die durch die
Hyperebenen zu den affinen Wurzeln o € A und 1 — o™ begrenzt wird und die in den Halbapartments
Agtm liegt fiir alle o +m € Aug = A U{l — a™}. Der zu A assozierte Alkoven entspricht also
der Standardkammer aus Abschnitt 12.3 zur Wahl (z, T, B), wenn T der maximale spaltende Torus
ist, dessen Apartment gerade der affine Raum X, ®z R ist, z der Nullpunkt in X, ®z R und B die
Boreluntergruppe von G, ist, die dem zu A assoziierten System positiver Wurzeln entspricht.

Proposition 12.19. Sei w € W primitiv, wa bzw. wa der baryzentrische Punkt bzw. Vektor von
w. Wir fassen wa (wie oben beschrieben) als Punkt in der Standardkammer C in B(G, F') auf. Sei
T einer der im Kapitel 10 konstruierten Tori. Dann operiert Zg(wa)(O) transitiv auf der Menge
der Kammern in B(G, F), die wa enthalten. Alle diese Kammern werden von T'(F) punktweise
fixiert.

Beweis: Man beachte, daB nach Proposition 8.2 sowie den Ergebnissen aus Abschnitt 9.1 a™ & @ (wa)
gilt und damit w4 nicht in der Wand 1—a" liegt.Fiir die Aussage iiber die Operation (ohne Transitivitit)
geniigt es zu zeigen, daB T(O) und die U, (O) fir a € ®;(wa) den Punkt w4 fest lassen. Dies ist klar,
denn T(O) = T(F). operiert trivial auf B(G, F'), und fiir jede Wurzel o € A(wa) liegt wy in 0A,
und wird daher von U, (F) festgelassen. Da A(wa) nach Proposition 5.3 eine Basis von ®;(wa) ist,
folgt die Behauptung. Die Transitivitit folgt aus Korollar 11.11 wegen *US(F) C Uq, (O), wenn o
die (beziiglich C) positive der beiden Wurzeln +« ist.

Sei T' mit Hilfe von Eigenvektoren vs € us von wa zu den Eigenwerten ( von w nach G eingebettet,
also T' = T{,). Nach Proposition 12.18 operiert Z¢(wa)(O) auf iwe = u¢ N i fir jedes (. Sei
z € Zg(wa)(O). Der topologisch unipotente Abteil T(lz_vg) von T . fixiert dann wegen z.v; € iro die
Standardkammer punktweise (siehe 13.6), d.h. es gilt T(lz.vg) C Iw(C). Nach Definition der Einbettung
T, — G gilt T(, ) = Int(2)(T(y)) und damit

Ty © Int(271) Iw(C).

Also fixiert T(IUO die Kammer 27 1C punktweise. O
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Kapitel 13

Fixpunkte primitiver Tori

Wir konnen nun endlich die Fixpunkte des topologisch unipotenten Anteils der primitiven Tori aus
Kapitel 10 bestimmen. Im ganzen Kapitel sei G wie immer eine einfache zusammenhingende spaltende
Gruppe liber dem p-adischen Kérper F' mit Liealgebra g. T sei der maximale spaltende Torus von G,
dessen Bild unter den Darstellungen 6.6 der Torus der Diagonalmatrizen in G ist. Die O-Struktur auf
G bzw. g sei wie in Abschnitt 12.3 beschrieben erklart. Als System einfacher Wurzeln A wahlen wir
die eindeutig bestimmte Menge von Wurzeln, so daB das zu A assoziierte positive System ®* gerade
aus den Wurzeln von G beziiglich T besteht, deren Wurzelgruppen U, aus oberen Dreiecksmatrizen
bestehen (natiirlich wieder unter den Darstellungen 6.6). Zur Beschreibung der Wurzeln benutzen wir
die Notationen aus [BFW]; in Abschnitt 6.6 wurde explizit angegeben, wie simtliche Wahlen zu treffen
sind, damit dies funktioniert.

C bezeichne die in Abschnitt 12.3 beschriebene Standardkammer im affinen Bruhat-Tits Gebaude
B(G, F), deren Wiande die affinen Hyperebenen A U {1 — a™} sind und deren punktweise Stabilisator
in G(F) gerade die Standardiwahoriuntergruppe Iw(C) = Iw ist, die aus allen ganzzahligen Matrizen
in G(F) besteht, die obere Dreiecksmatrizen sind modulo 7.

Definition 13.1. Sei F' ein p-adischer Kérper und G eine F-Gruppe. Fin Torus T in G heifst
(rein) zahm verzweigt, wenn T tber einer (rein) zahm verzweigten Erweiterung von F zerfdllt.

Bemerkung 13.2. Fir D = (D;) € (F*)k mitv(D;) = 1 ist ein Torus Ty, p ., aus Kapitel 10 genau
dann (rein) zahm verzweigt, wenn p teilerfremd zu den Graden der Radikalterme jeder Komponente
von [ 8t.

Wir betrachten in diesem Kapitel ausschlieBlich den Fall rein zahm verzweigter Tori.

13.1 Ein Algorithmus und Berechenbarkeit des Problems
Seien C, D zwei Kammern in B(G, F) und g € G(F) mit D = gC'. Dann gilt
Iw(D) = gIw(C)g~".
Ist H eine Teilmenge von G(F'), so gilt
Hclw(D) & g 'Hgclw(C).

H fixiert die Kammer D also genau dann punktweise, wenn g~ ' H g die Kammer C punktweise fixiert. Da
G(F) transitiv auf der Menge aller Kammern in B(G, F') operiert, 138t sich die Frage, ob H eine beliebige
Kammer D punktweise fixiert, nach dem eben gezeigten anhand einer fest gewdhlten Referenzkammer
C beantworten.

145
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Wir wihlen als Referenzkammer die Standardkammer C mit punktweisem Stabilisator Iw(C) = [w.
Die Menge H ist in unserem Fall der topologisch unipotente Anteil T'(F) eines maximalen primi-
tiven Torus von G. Aus 13.6 und Korollar 12.4 wissen wir, daB die Fixpunktmenge von T'(F) ein
zusammenhangender konvexer Kammerkomplex in B(G, F) ist, der die Standardkammer C enthilt. Wir
werden nun einen induktiven Algorithmus angeben, der zur Bestimmung dieser Fixpunktmenge von
TY(F) fiihrt. Die Schliisselaussage ist die folgende:

Proposition 13.3. Sei H eine Menge von Automorphismen von B(G, F), die eine Kammer C
punktweise fiziert und labelerhaltend operiert. Fiir jede natiirliche Zahl bezeichne FX die Menge
der Kammern, die von H punktweise fiziert wird und den Galerieabstand n von C hat. Dann gilt
FH =U,en FH, und jede Kammer aus F2 ist benachbart zu einer Kammer aus F | fir n > 0.

Beweis: Die Fixpunktmenge F¥ von H ist nach Korollar 12.4 ein zusammenhingender konvexer
Komplex von Kammern. Eine minimale Galerie zwischen einer Kammer D € FX und C liegt also ganz
in 7. Die zu D benachbarte Kammer dieser Galerie liegt dann in FIL . O

Aus Proposition 13.3 kdnnen wir folgenden induktiven Algorithmus ableiten, der zur Bestimmung der
Fixpunktemenge von T} (F) fiihrt. Wie in Proposition 13.3 sei F,, die Menge von Kammern in B(G, F),
die von T'(F) punktweise fixiert werden und den Galerieabstand n von C haben (fiir jede natiirliche
Zahl n). Fiir jedes n fiihre man folgende Schritte aus:

1. Bestimme alle Kammern, die von T'(F) punktweise fixiert werden und zu Kammern aus F, ;
benachbart sind.

2. Bestimme die Kammern aus Schritt 1, die nicht in | Fm liegen. Diese bilden die Menge F,.

m<n

Da T ein maximaler anisotroper Torus ist, besteht die Fixpunktmenge aus endlich vielen Kammern nach
Proposition 12.5. Daher terminiert der Algorithmus.

Der Abschnitt 6.6 ermdglicht eine explizite Beschreibung aller fiir die Bestimmung der Fixpunkte re-
levanten GroBen, indem er die explizite Beschreibung der Gruppe G, des maximalen spaltenden Torus
T und damit der Wurzelgruppen U, sowie der zugehdrigen Liealgebren als Matrizen bereit stellt. Mit
Hilfe der bisher gewonnen Erkenntnisse lassen sich die halbeinfachen Eigenvektoren des baryzentrischen
Punktes und damit die primitiven Tori ebenfalls als Matrizen beschreiben. Zusammen mit den in diesem
Kapitel formulierten Bedingungen fiir von T (F') punktweise fixierte Kammern sowie dem oben ange-
gebenen Algorithmus sehen wir, daB die Bestimmung der Fixpunkte von T1(F) in B(G, F) mit Hilfe
eines Computers durchgefiihrt werden kann:

Resultat 13.4. Die Bestimmung der Fixpunkte der primitiven Tori im affinen
Bruhat-Tits Gebiude 148t sich algorithmisch mit Hilfe eines Computeralgebra-
systems l6sen.

13.2 Zuriickfiihrung auf die Erzeuger von T

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit dem ersten Schritt des Algorithmus 13.1, ndmlich der
Bestimmung von punktweise fixierten Kammern. Wir werden die Bedingung T (F) C Iw(C) auf die
entsprechende Bedingung fiir die erzeugenden Elemente von T (F) aus g zuriickfiihren und dann im
ndchsten Abschnitt mit Hilfe von Korollar 11.12 erste strukturelle Aussagen machen konnen.

Proposition 13.5. Iw bezeichne den Unterring von M, (F) derjenigen ganzzahligen Matrizen, die
obere Dreiecksmatrizen modulo m sind. Sei A eine Matriz in M,,(F') und P € O[X] ein Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten. Aus A € Iw folgt dann P(A) € Iw. P habe nun trivialen konstanten
Koeffizienten und eine Einheit als linearen Koeffizienten. Alle Koeffizienten des Minimalpolynoms
von A seien durch m teilbar. Dann folgt aus P(A) € Iw auch A € Iw.
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Beweis: Da Iw ein Ring ist, folgt aus A € Iw stets B := P(A) € Iw. Umgekehrt existiert wegen
der Voraussetzungen fiir P eine formale Potenzreihe @ € OJ[[Y]] mit ganzzahligen Koeffizienten und
Q(P(X)) = X. Falls die Reihe Q(B) in M,,(F) konvergiert, folgt A = Q(P(A)) = Q(B) und damit
die Behauptung, da Iw ein Ring ist.

Es bleibt also die Konvergenz von Q(B) zu zeigen. Das Minimalpolynom p von A habe Grad n. Wir
zeigen durch Induktion tber k, da3
AR = b AT b A D

k—it2n—1

gilt fiir Koeffizienten b, ; € p[ n } Schreibe dazu A™F = AA™ %=1 und benutze, daB alle Koef-
fizienten von 1 Vielfache von 7 sind. Eine Teilsumme Z;’-:a q; B’ von Q(B) ist dann wegen B = P(A)

ein Polynom in A, das aufgrund der Formel fiir A"** und der Bewertung der entsprechenden Koeffizi-
enten fiir geniigend groBes a nahe bei 0 liegt. Da Iw ein abgeschlossener Unterring des vollstandigen
Ringes M,,(F) ist, konvergiert Q(B) nach dem Cauchy-Kriterium. O

Korollar 13.6. Der topologisch unipotente Anteil T'(F) eines in Kapitel 10 konstruierten rein
verzweigten Torus T'(F') fiziert eine Kammer punktweise.

Beweis: Nach Bemerkung 13.2 148t sich T nach G einbetten als T = T}, fiir ein geeignetes v € ir”.
Die Einbettung einer Komponente 7, (F) C G(F') wird durch die Abbildung ®,,, r aus Abschnitt 6.1
vermittelt, die gegeben ist durch

[P(X)] = P(v) +po(vo — 1) + 1 — vp.

Dabei ist pg der konstante Koeffizient von P und vy ein Polynom in v,. P(v,) liegt in Iw = Iw(C)
nach Proposition 13.5. Wegen [P] € T}(F) ist pg = 1 mod 7 nach Proposition 12.7 und daher auch
po(vo — 1) +1—1v € G(?TO) Clw= IW(C) |

Bemerkung 13.7. Sei I eine Menge von Wurzeln und xo € uy. Dann liegt Zael To genau dann
i Iw, wenn jedes x, in Iw liegt.

Beweis: Da die x,, zu paarweise verschiedenen Wurzeln gehdren, sind die Positionen, an denen sie (als
Elemente aus M,,) von null verschiedene Eintrage haben konnen, ebenfalls verschieden fiir « # (8 €
1. O

Die Proposition 13.5 hat eine weitere Konsequenz: Die Bedingung T (F) C Iw(gC) bzw. g 'T(F)g C
Iw(C) 14Bt sich ebenfalls schon an g~ 'vg ablesen, wenn T' = T, gilt.

Proposition 13.8. Seien G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der mazximale primitive
Torus in G aus Kapitel 10 mit topologisch unipotentem Anteil T*(F). T sei rein zahm verzweigt und
die Restklassencharakteristik von F sei gut beziiglich T'. C bezeichne wie immer die Standardkammer
in B(G, F). Seien v ein geeignetes Element in (iro(C))* mit T = T, und g € G(F). Dann fiziert
TYF) die Kammer gC genau dann punktweise, wenn g~ lvg € iw(C) fiir alle v € v gilt.

Beweis: Wegen T (F) = [],., Td(F) gilt T'(F) C Iw(C) genau dann, wenn T}(F) C Iw(C) gilt
fiir alle v € v. Weiter ist g7'TY(F)g = T (F) mit v9 = g~lvg. Fiir alle [Q] € T'(F) gilt nun
Do p([Q]) = (Q — q0)(v?) + qov + 1 — v] und gov? + 1 — v € irv(C). Nach den Aussagen 12.8,
12.10 und 12.14 existiert ein Polynom P € O[X] mit einer Einheit als linearem Koeffizienten (und
konstantem Koeffizienten pg = 1 mod 7) und [P] € T*(F). Das Polynom P — pq erfiillt dann die
Voraussetzungen aus Proposition 13.5. Insbesondere fixiert [P] die Kammer gC genau dann punktweise,
wenn g~ tvg € ino(C) liegt. Da aber ®,0 #([Q]) fiir alle Elemente [Q] € T*(F) ein Polynom in v9 ist,
muB T (F) schon jede Kammer punktweise fixieren, die von [P] punktweise fixiert wird (dies folgt aus
der trivialen Richtung von Proposition 13.5). U
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Korollar 13.9. Secien G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der maximale primitive Torus
in G aus Kapitel 10 mit topologisch unipotentem Anteil TY(F). T sei rein zahm verzweigt und die
Restklassencharakteristik von F sei gut beziglich T. Dann existieren Elemente t € TY(F), deren
Fizpunktmenge in B(G, F) mit der von T*(F) tibereinstimmd.

Korollar 13.10. Sei die Situation wie in Proposition 13.8 und v geschrieben als v = ) .1 Zq
fiir eine geeignete Menge von Wurzeln I und geeignete x4 € uy. Die Bedingung g~ vg € Iw(C) ist
genau dann erfiillt, wenn g 'z.g € Iw(C) gilt fiir alle o € I.

Beweis: Die Aussage folgt aus Proposition 13.8 und Bemerkung 13.7. U

13.3 Wurzelkombinatorik

Der Erzeuger v von T' = T, hat eine spezielle Gestalt, er ist ndmlich eine Summe von nichttrivialen
Wurzelvektoren aus u,, fiir eine bestimmte Teilmenge ®(v) C ®¢(wa), wo ( ein Eigenwert der zu T'
gehorenden Klasse in der Weylgruppe W ist (siehe Proposition 4.11).

Definition 13.11. Sei w ein primitives Element der Weylgruppe von G und wa der baryzentriche
Punkt von w. Sei weiter v ein rationaler, halbeinfacher Eigenvektor von wa zum FEigenwert (.
Dann liegt v nach Abschnitt 2.2 in ®aecp (wa)a(F), hat also die Form

v = E To

a€ds(wa)
fiir Elemente xo € uy(F). ®(v) bezeichne nun diejenigen Wurzeln aus ®(wa), fir die x4 # 0 ist.

Die nach Proposition 13.8 zur Fixpunktbestimmung von T"'(F) hinreichende Bedingung g~ 'vg € Iw(C)
1Bt sich nun genauer untersuchen, wenn man fiir g € G(F') die Darstellung aus Korollar 11.12 benutzt.

Sei also v = 3, cq(,) YaZa € i0(C) mit ganzzahligen Basisvektoren x4 von uq und v(ys) = 0 fiir
a > 0und v(yo) = 1 fiir @ < 0. Sei g € G(F) geschrieben als g = w1 -+ wira,4m, - * Tay+m1, Wenn
gC und C durch eine minimale Galerie vom Typ (a; + my, ..., a1 + mq) verbunden sind. Die 74, 4,
bezeichnen dabei die Spiegelungen an den Hyperebenen 0A,,+m,;, und die u; sind aus *Ughmi. Mit sq,
bezeichnen wir das Bild von 74,4, in der Weylgruppe W von G. Wegen Korollar 13.10 miissen wir
Ausdriicke der Form

—1 -1 -1 —1
(131) ra1+m1 ”'Tal'i'mlul ...ul wﬁul ...ulral_’_ml ...ra1+m1

fiir die Wurzeln 8 € ®(v) untersuchen und entscheiden, ob sie in Iw(C) liegen, also obere Dreiecksma-
trizen sind modulo 7. Wir betrachten zunichst die Auswirkung der u;. Nach Lemma 12.17 gilt

-1 —-1 _ -1 -1
w; ey xguy - u = Ad(uy - uy ) (2g) C @ Ukt ar +.. gy +8-
k1,....,k €220

Wegen Bemerkung 13.7 kénnen wir die Untersuchung von (13.1) weiter reduzieren auf den Fall

-1

-1
Tar+mi " Tay+mTyTa+my = Tai+my

fir eine Wurzel v € k1o + ... + kjag + S und G € O(v).

Es gibt prinzipiell zwei Méglichkeiten, warum ein Ausdruck wie oben nicht in Iw(C) liegt, d.h. keine
obere Dreiecksmatrix ist: Die Eintrage sind nicht ganzzahlig oder die Eintrage unterhalb der Haupt-
diagonalen verschwinden nicht modulo 7. Da alle u; aus *US C Iw(C) und z3 aus i (C) sind,

g, My
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ist u; - ultwaus - - immer eine obere Dreiecksmatrix. Den entscheidenden Effekt haben also die
Spiegelungen 7, 4. Die Auswirkung einer solchen auf ein Element x., € u, fiir eine Wurzel «y ist aber
bekannt: Ist a(y) das Bild von 7 unter dem Weylgruppenelement s,, so gilt

-1
TatmTyTatm € Ua(y);

wéhrend der affine Anteil m auf F' = u,(,) die Multiplikation mit 7™ fiir eine von m und ~ abhéngige
Uy

ganze Zahl m, induziert:
Ta+m
N

Ua(y) —— UYa(y)
Ea(v) l Ea(v)

F F

ey

Dabei ist
+2m fallsy =«
my =40 falls a(vy) =~

+m  sonst

Wir sehen also, daB Spiegelungen ohne affinen Anteil die Ganzzahligkeit von ., erhalten. Gilt daher
rolazyre & i(C) so muB v positiv sein und durch s, in eine negative Wurzel iiberfiihrt werden.
Spiegelungen mit affinem Anteil operieren sowohl durch ihren spharischen als auch ihren affinen Anteil.
Wir wissen, daB die Spiegelung 744, fiir eine positive Wurzel o die Multiplikation mit 7" auf G, =
Ug(y(F) fiir m, > 0 induziert. Wir werden spdter sehen, daB in unserem Fall der affine Anteil der zu
betrachteten Wurzeln o + m (beziiglich der obigen Normierung a > 0) stets negativ ist. Gilt daher
ro e & iw(C), so muB v negativ sein und durch s, in eine positive Wurzel iiberfiihrt werden. Wir
fassen unser Ergebnis zusammen, wobei wir uns auf den einfacheren Fall reduzieren, daB hochstens die
Wourzel ay +m; einen nichttrivialen affinen Anteil haben kann; dies wird bis auf eine Ausnahme (im Fall
der Klasse 9, fiir den Typ Eg) in unserem Fall stets der Fall sein, wie wir spater sehen werden. Den
Sonderfall klart die Proposition 13.13.

Proposition 13.12. Sei I eine Menge von Wurzeln, e, : G, — uy ein Isomorphismus und
To = €al2a) € Uo(F)Niw(C). Seien weiter oy . ..oy Wurzeln aus ® und cg+m eine affine Wurzel
mit ag € DT und m < 0. 7q1n bezeichne wie immer die Spiegelung an der affinen Hyperebene
0Aatn und s das Bild von roy in der Weylgruppe von G. Fiir x =3 ;T € i0(C) mit x4 € Uq
gelte
Ta e TagmPTagtmTor * Toy  i0(C).

Dann existiert eine Wurzel 3 € I, so daff gilt: Falls m = 0 ist, ist 3 positiv und Sq, - - - Say Sao (5)
negativ. Ist m < 0, so ist 5 negativ. In diesem Fall ist entweder 3 = —ay, oder ag(f) ist positiv
und Sq, + - Sa; (SagB) negativ. Hat 0 # zg € G, minimale Bewertung mit x3 = eg(z3) € iv(C), so
ist die Bedingung auch hinreichend.

Beweis: Wegen Bemerkung 13.7 konnen wir x = x4 fiir ein 3 € I annehmen. Falls m = 0, erhal-
ten alle Spiegelungen r,, Ganzzahligkeit. Deshalb muB 3 positiv sein und von sq, - - 54,54, in eine
negative Wurzel iibergefiihrt werden. Ist m < 0, muB [ negativ sein, denn sonst ware 7qqm(23)
entweder eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Eintragen (falls ao(3) = [3) oder eine un-
tere Dreiecksmatrix, deren Eintrage Vielfache von 74 (beachte, daB dann m, > 0 gilt) waren.
Da die Spiegelungen 74,,...,74, die Bewertung der Eintrdge von 7q,4m(z3) erhalten, wiirde dann
r;ll e r_llra_oler:nraoerral -+ Tq, € i(C) folgen. Ist 3 # ayp, so folgt aus der bereits gezeigten Aus-
sage fiir den Fall m = 0, angewandt auf die Wurzeln a4, ..., a; und Ta_olerwgraoer €in(C)N Uao(8)r

daB ap(3) positiv ist.
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Die Annahme, daB zg fiir eine solche Wurzel 3 minimale Bewertung hat, bedeutet, daB es in x5 einen
Eintrag von Bewertung 0 gibt, falls 3 > 0 ist, bzw. von Bewertung 1, falls § < 0 ist. Deshalb ist

entweder 74,4m(23) eine Matrix, die nicht ganzzahlig ist (falls 5 = —aq ist), oder der Ausdruck
ra_ll e Ta_llT;01+m$Tao+m7’a1 -+ Tq, ist eine ganzzahlige Matrix, die nicht obere Dreiecksmatrix ist mo-
dulo 7 (sonst). O

Proposition 13.13. Sei I eine Menge von Wurzeln, €, @ G, — U, ein Isomorphismus und
To = €a(2a) € Ug(F) Nir(C). Seien weiter ai . ..oy beliebige Wurzeln aus ® und o und (3 zwei
verschiedene positive Wurzeln. rq1y, bezeichne wie immer die Spiegelung an der affinen Hyperebene
0Apin und s, das Bild von roy, in der Weylgruppe von G. Das Element 0 # z € G, habe minimale
Bewertung mit x := eg(z) € ivw(C). Dann gilt

-1 -1,

“ror

~1 )
Tay """ Tag Ta—1T-10T3—1Ta—1Ton """ Ty §Z 1m(C).

Beweis: Das Element z, := rﬁ__llznrg_l liegt in ug und hat die Form z, = €4(2q) fiir ein z, € G,
mit der Eigenschaft, daB 72z, minimale Bewertung hat mit €,(2,) € iw(C). Dies gilt, da rg_; die
Multiplikation mit 72 auf ug induziert. Wegen o # 3 ist rﬁ__llxarﬁ_l eine Matrix, die nicht ganzzahlig
ist, denn 7,_1 induziert die Multiplikation mit 7! auf a(f3). Da die Spiegelungen 7., - Tq, keinen
affinen Anteil haben und daher die Bewertungen der Eintrdge von r,, ---r,, nicht dndern, folgt die
Behauptung. O

Die Eigenschaft der z, die das Kriterium aus Proposition 13.12 zum hinreichenden Kriterium macht, ist
in unserem Fall zumindest fiir den halbeinfachen Eigenvektor v = zaeq)(v) o, von wa erfiillt. Die Rolle
des Elements x in 13.12 wird das Element = = uglul_l ey teguy - uug = Ad(ul_1 ur Y (z4)
ibernehmen. Wie bereits gesehen liegt = in @ 1 cz20Ukga0+ky0n+...+kjop+5- Wir miissen also unter-
suchen, welche Wurzeln koo + k1ovp + . . . + kjag + 3 nichttriviale Komponenten in z besitzen, und wie
diese aussehen. Wir werden sehen, daB Komponenten zu Wurzeln mit einem nichtverschwindenden k;
dazu fiihren, daB sich die Fixpunktmenge nur in ganz bestimmte Apartments weiter verzweigt.

13.4 Fixpunkte der Coxetertori

Wir kdnnen jetzt die Fixpunktmenge fiir die Coxetertori bestimmen. Das Ergebnis ist unabhangig vom
Typ des Wurzelsystems.

Satz 13.14. Sei F' ein p-adischer Korper, G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe
iber F' mit Weylgruppe W und | die Cozeterzahl von W. Das Wurzelsystem von G sei nicht vom
Typ E7 oder Eg, und F' enthalte die Einheitswurzeln der Ordnung . T sei ein rein zahm verzweigter
mazximaler F-Torus, der durch die Konjugationsklasse eines Coxeterelements von W beschrieben
wird im Sinne von Abschnitt 2.1. Die Primzahl p sei gut beziiglich des zu G assoziierten Torus zur
Cozeterklasse aus Kapitel 10. Dann besteht die Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils
TY(F) von T(F) in B(G,F) genau aus einer Kammer.

Beweis: Wegen Korollar 11.6 konnen wir ohne Einschriankung annehmen, daB G eine der Gruppen
aus Abschnitt 6.6 und T der zugehorige Torus aus Kapitel 10 ist. Die Parameter D; von T seien alle
Uniformisierende in F'. Wir identifizieren G bzw. g vermdge der treuen Darstellung aus Abschnitt 6.6
mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GL,, bzw. einer Unteralgebra von M,,. A sei das System
einfacher Wurzeln, das zu dem positiven Halbsystem ®* aus Abschnitt 12.3 korrespondiert. Wie immer
sei Ayg = AU{—a™}. Sei ¢ eine primitive Einheitswurzel von Ordnung [ und w ein Coxeterelement in
W mit baryzentrischem Punkt wa. Nach Abschnitt 8.5 existiert ein halbeinfacher Eigenvektor v € g(F')
von wa mit Minimalpolynom p und den folgenden Eigenschaften:

(i) T,, — T zerfallt iiber einer rein zahm verweigten Erweiterung von F.
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(i) v € i (C)

(i) v =3 cA.; YaTa, Wo die T, ganzzahlige Basisvektoren von u, sind und v(y,) = 0 fir « € A
und v(ys) = 1 fiir a = —a™.

Nach Korollar 13.6 fixiert T (F) eine Kammer in B(G, F') punktweise, und wegen (ii) sogar die Stan-
dardkammer C. Die Winde von C sind die affinen Wurzeln oo € A sowie 1 —a™. Um zu zeigen, daB keine
weiteren Kammern in B(G, F') punktweise fixiert werden, geniigt es nach Korollar 12.4 oder Proposition
13.3 zu zeigen, daB keine zu C benachbarte Kammer punktweise fixiert wird. Man beachte, daB Tl(F)
labelerhaltend operiert nach Korollar 11.7. Sei also o+ m € A,z und ug1m € *Ugm(F) Dann gilt
u;-}-m(yal'a)ua+m = YaTa,

denn wegen ugtm € U, kommutiert wg.y,, mit x,. Da fiir alle Wurzeln o # 3 € A,g der Ausdruck
u;}rm(ygazg)umrm trivialen Anteil in u, hat nach Lemma 12.17, besteht die Komponente von v in u,
gerade aus Y,x. Deshalb 3Bt sich Proposition 13.12 anwenden. Das Element y,x, erfiillt die Bedin-
gung, die in 13.12 an das dort mit x3 bezeichnete Element gestellt wird. Daher gilt nach Proposition
13.12 und Korollar 13.10

S;Jlrmu;}rmvumrmsmrm & in(C).

Nach Proposition 13.8 besteht die Fixpunktmenge von Tﬁ(F) nur aus der einen Kammer C. Die Be-
hauptung des Satzes folgt jetzt wegen T, — T. O

13.5 Fixpunkte von Nicht-Coxeter-Tori

Im Gegensatz zum Coxeterfall 138t sich hier nur ein schwaches uniformes Ergebnis formulieren: Die
Fixpunktmenge des topologisch unipotenten Anteils eines primitiven rein verzweigten Torus zu einer
Klasse, die nicht die Coxeterklasse ist, ist echt groBer als eine Kammer. Die genaue Fixpunktmenge muB
aber in jedem Fall einzeln ausgerechnet werden. Wir formulieren am Anfang noch einmal prazise den
Algorithmus, nach dem wir vorgehen, und bestimmen dann in den einzelnen Fallen die Fixpunktmenge.

Satz 13.15. Sei F' ein p-adischer Korper, G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe
tiber F mit Weylgruppe W und | die Cozeterzahl von W. Das Wurzelsystem von G sei nicht vom
Typ E7 oder Eg, und F enthalte die FEinheitswurzeln der Ordnung 1. T sei ein rein zahm ver-
zweigter mazimaler F-Torus, der nicht durch die Konjugationsklasse eines Cozeterelements von
W beschrieben wird im Sinne von Abschnitt 2.1. Die Primzahl p sei gut beziiglich des zu G asso-
ziterten Torus zur Klasse von T aus Kapitel 10. Dann besteht die Fizpunktmenge des topologisch
unipotenten Anteils T'(F) von T(F) in B(G, F) aus mehr als einer Kammer.

Beweis: Sei w € W primitiv und nicht konjugiert zu einem Coxeterelement. Wegen Korollar 11.6
nehmen wir wieder ohne Einschrankung an, daB G eine der Gruppen aus Abschnitt 6.6 und T der
zugehdrige Torus aus Kapitel 10 ist. Die Parameter D; von T seien ebenfalls wieder alle Uniformisierende
in F'. Falls es Wurzeln gibt, die auf dem baryzentrischen Punkt wa von w trivial sind, so liegt der
baryzentrische Vektor w4 auf einer Wand der Standardkammer wegen der Propositionen 4.9 und 5.3.
Die Behauptung folgt jetzt mit Proposition 12.19. Dies klirt alle Fille auBer den Klassen [k][n — k]
fir die D-Systeme fiir teilerfremde k& und n — k, wie man in Abschnitt 9.1 leicht nachschlagen kann.
Wir betrachten also die Klasse [k|[n — k| mit teilerfremden k und n — k. Dann existieren a,b € Z mit
ak +b(n —k) =1, und a,b kdnnen ohne Einschrankung in den Bereichen 0 < |a| <n —k,0 < |b| < k
gewadhlt werden. Dann existieren verschiedenen Indizes ¢ und j mit 1 < 4,5 < n, so daB fiir die
zugehorigen e; und e; aus Abschnitt 9.1.1 ¢; = % und e; = m gilt. Fiir die positive Wurzel « der
beiden Wurzeln +(e; — ;) gilt dann a(wa) = (ax; fiir eine primitive Einheitswurzel von Ordnung 2kl

nach Proposition 9.1. Da der Abstand zweier benachbarter ¢, und e,+1 mindestens ﬁ = *(e; — ;)
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ist, gilt weiter |i — j| = 1, und daher ist « eine einfache Wurzel. Die Wurzel « hat keinen affinen Anteil,
definiert eine Wand der Strandardkammer und die zugehdrige Spiegelung s, dndert das Vorzeichen
einer einzigen Wurzel aus ®*, namlich von «a. Seien nun v1 und vy zwei Eigenvektoren von wa zum
Eigenwert (a1, bzw. (3(,—k) wie in Abschnitt 9.2.1. Offensichtlich liegt o weder in @, (wa) noch in
P, (wa). Die Behauptung folgt jetzt mit Proposition 13.12. O

13.5.1 Vorgehensweise und Aufbau der Tabellen

Wir beschreiben hier, in welcher Form die Berechnungen in den folgenden Abschnitten durchgefiihrt
und dargestellt werden. T" bestehe aus den Komponenten 7},. Eine Kammer C' in B(G, F') wird genau
dann von T'(F) punktweise fixiert, wenn C von allen T} (F) punktweise fixiert wird (vgl. den Beweis
von Proposition 13.8). Daher kénnen wir uns auf die Untersuchung der einzelnen Komponenten T,
zuriickziehen. Sei nun v, ein rationaler, halbeinfacher Eigenvektor von wa (zu dem der Komponente v
entsprechenden Eigenwert) mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus dem Beweis von Satz 13.14:

(i) T, — T zerfillt iiber einer rein zahm verweigten Erweiterung von F'.
(i) v, € i(C)

(i) v, = ZaeAag Yala, Wo die x, ganzzahlige Basisvektoren von u, sind und v(y,) = 0 fir « € A
und v(ys) = 1 fiir a = —a™.

Die Existenz solcher v, wird von Abschnitt 9.4 gesichert. Mit der Eigenschaft (ii) wahlen wir die
Standardkammer C als von T'(F) punktweise fixierte Kammer aus. Wir nehmen wieder an, daB die
Restklassencharakteristik p von F' hinreichend gut ist im Sinne von Proposition 12.14. In diesem Fall
konnen wir die Aussagen 13.8 und 13.10 anwenden und erhalten, daB die Kammer ¢C fiir ein g € G(F))
genau dann punktweise von T} (F) fixiert wird, wenn g~'z,g € iro(C) gilt. Schreibt man g in der Form
von Korollar 11.12, also

g=u1---USa+m; " Sa+my

fiir geeignete affine Wurzeln sy, 4, und Elemente u; € *Ughmi (F), liefert Proposition 13.12 ein
Kriterium, die Bedingung g~ 'z,g € it(C) zu entscheiden. Die Rolle des Elements z in 13.12 iibernimmt
jetzt

P Ad(ul_1 e ul_l)(xa) = ul_l e ul_lxaul ceeuy.

Nach Lemma 12.17 kann g, ebenfalls zerlegt werden in die Form

Lo = Z Lo,

Bela

fiir nichttriviale r, 3 € ug und eine geeignete Menge I, von Wurzeln aus Z2% + ...+ Z2%y + «,
wenn u; € *Ug“ml(F) liegt. Man beachte, daB stets o € I, und 1o, = 7, gilt. Die Bemerkung 13.7
sowie Proposition 13.12 reduzieren das Problem schlieBlich auf die Frage, ob eine Wurzel 3 aus I ihr
Vorzeichen dndert unter Anwendung des Elements s,, - - - so,: Liegt eine solche Wurzel 3 in den |, fiir
mehrere o, so ist die zu 3 gehérende Komponente vg von v,

Up = Z Lo, 3,
(07

wenn « diejenigen Wurzeln aus ®(v,) durchlauft mit 5 € I,. Nach den Abschnitten 11.6 und 12.3
gilt *Uglml(F) = US (7™O) \ US (71 O) U {1}. Ob ein Element vg die Minimalititsbedingung
aus 13.12 erfiillt, hdngt also ab von den Elementen wu;, fiir die die zugehdrigen k; in der Darstellung
B = kiar + ... + kjag + o nicht null sind. Ist die Minimalitatsbedingung fiir ein vg erfiillt, wird die
Kammer nicht punktweise von T} (F) fixiert. In den Fillen, in denen kein vs die Minimalitdtsbedingung
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erfiillt, wird die zu den entsprechenden Wahlen der u; korrespondierende Kammer von T} (F) punktweise
fixiert. Es bleibt noch das Problem, die Wurzelmenge I, zu identifizieren. Dies 13Bt sich mit Hilfe der
Darstellungen aus Abschnitt 6.6 explizit ausrechnen und wird hier nicht dargestellt. Die spater folgenden
Tabellen geben eine Ubersicht iiber die Ergebnisse, kdnnen aber in jedem Fall als heuristisches Verfahren
verstanden werden, um die kritischen Wande heraus zu destillieren, die man dann explizit iiberpriifen
muB.

Zuletzt noch eine technische Bemerkung zur Berechnung von s, (3) fiir zwei Wurzeln « und 3. Es ist
oft hilfreich, s, als Produkt von Spiegelungen zu einfachen Wurzeln zu schreiben, da § ebenfalls als
Linearkombination von einfachen Wurzeln dargestellt ist. Dies &8t sich mit Hilfe von [Hum3][1.5(3)]
tun: Ist « = wa’ und w ein Produkt von Spiegelungen zu einfachen Wurzeln, gilt s, = wsyw.

Wir geben noch eine Ubersicht iiber die méglichen Situationen, die auftreten kénnen. Zunichst schlieBen
wir den Sonderfall, daB zwei beteiligte Wurzeln einen nichttrivialen affinen Anteil haben, aus.

(1) Es existiert eine Wurzel 3 aus ®(v,,), die unter der Spiegelung mit s, - - - so, ihr Vorzeichen dndert
und die nicht die Form kjaq + ... + kjoq + a mit einem k; > 0 und einem « € ®(v,). Dann gilt
vg = x5 und die entsprechenden Kammern werden nicht von T'(F) punktweise fixiert.

(2) Es existiert eine Wurzel g € Uaeq)(vy) I, die unter der Spiegelung mit s, - - - Sq, ihr Vorzeichen
andert und die die Form kf'aq + ... + kf'oq + « fiir geeignete o € ®(v,,) mit einem £ > 0 hat.
Dann werden die entsprechenden Kammern genau dann punktweise fixiert von T} (F), wenn es eine
geeignete Wahl der Elemente u;, fiir die ein k' > 0 ist, gibt, so daB vg unter Konjugation mit
Sqy ** Sq, ini0(C) bleibt.

(3) Wird eine Kammer nicht von allen T.}(F) punktweise fixiert, dann auch nicht von T(F).

(4) Es existiert keine Wurzel 8 aus U, cq(y,) Lo, die unter der Spiegelung mit sq, -+ sq, ihr Vorzei-
chen andert. Dann werden alle Kammern, die iiber die Wand vom Typ «a; zur aktuellen Kammer
benachbart sind, von T (F) punktweise fixiert, und zwar fiir alle (noch) méglichen Wahlen der w;.

Im verbleibenden Sonderfall benutzen wir direkt Proposition 13.13. Der Einheitlichkeit halber werden
wir diesen Fall als Situation (5) referenzieren.

Beschreibung der Tabellen

Fiir jede Kammer, die zu untersuchen ist, gibt es eine Tabelle, die die folgende Form hat: Der Eintrag
links oben beschreibt die Kammer, die gerade untersucht wird, in folgender Form: Hat die betrachtete
Kammer die Darstellung aus Korollar 11.12 beziiglich der Standardkammer C, so wird sie in der Tabelle
durch ihr Bild unter der Retraktabbildung auf das Standardapartment mit Zentrum C beschrieben.
In den Zeilen stehen die relevanten Wande der Kammer (die offensichtliche Wand ist weggelassen).
In den Spalten stehen die einzelnen Komponenten, aus denen der Torus zusammengesetzt ist. Die
Tabelleneintrage sind solche Wurzeln, die ihr Vorzeichen dndern bei Anwendung aller Spiegelungen, die
C in die Kammer iiberfiihren, die zur aktuellen Kammer iiber die vorgegebene Wand benachbart ist, und
die aus der entsprechenden Komponente stammen. Jede Komponente ist nochmals unterteilt in zwei
Spalten, um die Wurzeln, die direkt aus dem Erzeuger v, der Komponente stammen (Zeilenkopf v),
zu unterscheiden von denjenigen, die sich mit Hilfe der u; € *Ug#mi ergeben (Zeilenkopf U). In der
letzten Spalte wird ein o (bzw. x) gesetzt, falls keine (alle) tUiber diese Wand benachbarten Kammern
punktweise fixiert wird (werden). Ansonsten werden die einschrankenden Bedingungen angegeben, die
fiir punktweise fixierte Kammern gelten. In allen Fallen ist derjenige der vier oben beschriebenen Fille
angegeben, der eintritt. Fiihrt die betrachtete Wand zu einer Kammer, die kleineren Galerieabstand zu
C hat und daher bereits untersucht wurde, ist neben dem Ergebnis ein | eingetragen.
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Die einschrankenden Bedingungen sind dabei wie folgt zu lesen. Ein u € *Ungm wird geschrieben in
der Form u = g4(z,,) fiir ein z, € O, wenn &, : G, — U, ein Isomorphismus ist mit £,(0) = U, (O)
(vgl. Abschnitte 11.6 und 12.3). In den Tabellen wird dann die relevante Restklasse z, von z, in O/p
angegeben.

13.5.2 Fixpunkte fiir die Klasse [2][2] vom Typ D,

Wir betrachten als Beispiel fiir die D,,-Systeme den einfachsten Fall, in dem & und n—¥k nicht teilerfremd
sind. Wir markieren die Indizes wie folgt (vgl. Abschnitte 9.1.1 und 9.2): Die Werte ey, ..., e4 sind die
Zahlen e; = %,62 = i,eg = i,e4 = 0. Wir ordnen den Index 2 der Menge &y und den Index 3 der
Menge () zu. Wir erhalten dann mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.1 Ay (wa) = {as2} und

_ +
I ={a1, a0+ 3,00 + o, —a™ },

I, ={a1 + az,a3,a4,—(a —a2)}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C,UQTOQC
punktweise fixiert fiir alle u; € Ugi (F).
Tabelle 13.5.2.1.
I I
C ' 2 Fiziert
v U v U
o %1 o] — —aq o - (1)
a2 X (4)
a3 Q3 — —ag o-(1)
o7 Qg — —ouy o - (1)
1—at —aT —at o - (1)
I I
TasC ! 2 Fiziert
v U v U
a1 + as ay +az — —a a1 + az o-(1),(3)
s+ as az + as — —ag aztaz | o-(1),(3)
oo + o g + Qg — —Qy oo + o o - (1),(3)
1—at +as —at+ar—at+ o - (1)

Resultat 13.16. Sei G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom
Typ Dy tiber dem p-adischen Kérper F', p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse [2][2] in [BFW)] beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fizpunktmenge Fr von TY(F) in B(G,F) aus den
folgenden Kammern:

Fr = {C,uzra,C}.
Dabei durchlauft die uo die Menge USQ (F).

13.5.3 Fixpunkte fiir die Klasse 6,6, oder das vierdimensionale Haus des Niko-
laus

Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.2. Es ist Aj(wa) = {1, a3} und

I = {ag, a1 + ag + 203, a3 + ag, —(a™ —a1)}
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und

I, = {Oz4,041 + ag + ag, as + 2as3, —oﬁ}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C,u1ra,C,u3ra;C, uzu170,7asC

punktweise fixiert fiir alle u; € Ugi (F).

Tabelle 13.5.3.1.
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I

1>

Fiziert

Q2 — —Q2

Q4 — —Qg

—oﬁ (g oﬁ

7a,C

L

1>

U

a1 + a2

a1 + a2 = —ap

a3

Qq

Q4 > —0y

1—a’ +a

a—a —a

a1 — &

TazC

I

1>

U

(€3]

a2 + 2a3

a2 4+ 2a3 — —a2

a2 + 2a3

a3+ agq

a3+ aq = —oy

a3 + oy

1—at

- =

UL1T oq T[ch

L

1>

v

U

U

a3

o1 + a2 + 203

a1 + az + 2a3 — —as

o1 + a2 + 203

o1 + o2 + 203

a3 + oy

a3+ og = —ay

a3+ oy

1—at +a;

a1 —at —at

041—(1+

Ta1+(¥2ralc

L

1>

U

a2

Qa2 — —Q1

a1 + a2 + as

a1+ a2 + a3 — —ag

Qq

Q4 > —0y

1—a’ +a

ar—at —at

Oé1—OéJr

o -

Fiir die Wand a3 + a3 + 2as muB man nachrechnen, daB sich die Bedingungen, die die beiden Kom-
ponenten liefern, gegenseitig ausschlieBen.

Resultat 13.17. Sei G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom
Typ Fy tber dem p-adischen Koérper F, p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 6,6, in [BE'W)] beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fizpunktmenge F von TY(F) in B(G,F) aus den
folgenden Kammern:

1
Fr =A{C,u1r0,C,usrasC, usu17a, TasCy U420y +asTa  C -

Dabei durchlaufen die u; die Mengen ng(F)
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Die Fixpunktmenge ]-"Clp |aBt sich graphisch veranschaulichen. In den beiden Bildern entsprechen die
Kammern den Dreiecken. Der baryzentrische Vektor ist als e gekennzeichnet. Das linke Bild beschreibt
den Durchschnitt von F% mit jedem Apartment, das die mit einem x markierte Kammer r,,C bein-
haltet. Das rechte Bild beschreibt den Durchschnitt von .7-"% mit jedem anderen Apartment, das den

baryzentrischen Vektor enthalt.

KAPITEL 13. FIXPUNKTE PRIMITIVER TORI

13.5.4 Fixpunkte fiir die Klasse 9,

Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.3. Es ist Aj(wa) = {a4} und

_ n
I ={ai,a, 05,06, a2 + 0,03 + o, —a™ }.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern

C,u47“a4C

punktweise fixiert fiir alle uy € U, (F).

Tabelle 13.5.4.1.

C Fiziert
v U
a1 a1l — —oq o-(1)
a9 Qg — — o-(1)
a3 X (4)
Q4 X (4)
as Qs — —a o-(1)
Qe Qg — —a6 o-(1)
1—a" —at = a’ o-(1)
TasC Fiziert
v U
a1+ ag art+az— —a1 | Z3=0-(2)
a9 Qg — —an o-(1)
az+oy | azgt+ag— —oy o - (1)
as a5 — —os o-(1)
Qg Qg — —06 o-(1)
1—a™ —aT = a’ o-(1)
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Tay,C ! Fiziert
v U
e %} ] — —ai o - (1)
a2 + oy a2 +aq = —ae a2 +ay Zy=1-(2)
a3 + oy a3+ ag — —as3 o - (1)
a4 + Qs g + as — —as zZ1=0-(2)
(o7 Qe — —Qep o-(1)
1—at —aT = a’ - (1)
I »
Taj+azTasC Fiziert
v U
(651 a1 — —Qs3 o - (1)
[e %} a2 — —Qn o - (1)
az + aq a3 +aq— —oy o-(1)
Qs Q5 — —as o -(2),(3)
Q6 a6 — —Q6 o-(2),(3)
1—at —at —a’ o -(1),(3)
I »
CaTag+asTay,C Fiziert
v U
[e%1 a1 — —o1 o-(1)
% Qg — —au o - (1)
a3z + aa a3z +oag — —a3 o - (1)
g+ oyq — —an a2 + g = —ae
a4 + as o-(2)
a4+ as — —as
g ag — —Qg o - (1)
l—at +as+oay —aT+atas—a | Zaa=0-(2)
I »
Tas+asTasC Fiziert
v U
[e%1 a1 — —o1 o - (1)
a2 + aa o - (1)verweisen
a3 + oy asz + g — —as3 o - (1)
Qg+ as + ae a4 + a5 = —Qs — Qi Zo+4=0-(2)
as Qs — —au o - (1)
1—at —at —at o - (1)
I »
Tay+as+agTag+asTasC Fiziert
v U
e %} ] — —ai o - (1)
ag + aq — —ag Q2 + a4 — —o2
a2 + g o-(2)
a4 + a5 — —as — Qe
a3 + oy asz + g — —as3 o - (1)
as ab— —au o - (1)
Qe Qe — —as o - (1)
1—at —at —at o - (1)
I »
CAT1_ ot tag+ayTas+asTasC Fixiert
v U
e %} ] — —ai o - (1)
[e %} a2 — —0uy o - (1)
a3 + oy a3 +ag — —as3 o-(1)
a2 + 0y = —Q2 a2 + 0y = —o2
ag + as o -(2)
Q4 + a5 — —as
Q6 o6 — —0% - (1)
1—a" —a’ — —as - (5)
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Resultat 13.18. Sei G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem vom



158 KAPITEL 13. FIXPUNKTE PRIMITIVER TORI

Typ Eg tber dem p-adischen Korper F, p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.14 und T
ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 9, in [BFW) beschrieben
wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fizpunktmenge F von TH(F) in B(G,F) aus den
folgenden Kammern:

1
Fr =A{C,u3ra;C, 1470, C, U1437 01 +a5TasCy U244C4T g+ TasC,

U457 oy 45 Ta4c> U4+-5+6T ay+as+asTas+as T0t4c> CaT—at+astasTas+ay Ta4c'

Dabei ist ¢ = €4, (z) ein durch die entsprechende Bedingung z = 1 festgelegtes Element aus US, (F),
und die u; durchlaufen die Mengen USZ(F)

13.5.5 Fixpunkte fiir die Klasse 6,6,3,

Wir tibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4.3. Es ist Aj(wa) = {a9, a3, a5} und

I = {1, 06,0 + a3 + aq, ag + ay + as, a3 + ag + as, —a ),

I = {ay, a0 + ag + aq + as, a5 + ag, o1 + a3, —(a — ag)},
und

Ig:{a1+a2+a3—|—a4,a1+a3+a4+a5,a2+a4+a5+a6,
as+ag+as+ag,—(at —ag+az+ay), —(a" —az+as +as)}.

Nach Proposition 12.19 werden die Kammern
C,uarayC,usrasC, usrasC, UsUaT oy TasCo UsUaT 0y TasCy UsUsT a5 Tas C, UsU3ULT 0 Tas TasC

punktweise fixiert fiir alle u; € U, (F).

Tabelle 13.5.5.1.

C h b I Fiziert

v U v U v | U
o %1 ] — —a1 o-(1)
Qa2 X - (4)
a3 X - (4)
Q4 Qa4 — —au o - (1)
Qas X - (4)
Qg Qg — —o o - (1)
1—a’ —at = at o - (1)
TasC h L Is Fiziert

v U v U v | U
a1 a1 — —aq o - (1)
a3 X - (4)

a2 + oy a2 + g — —ouy 22:0-(2)

as X - (4)
Qg Qg — —o o - (1)
1—at +as —atT+as—at | —aT+as o - (1)
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TasC h L I Fiziert
v U v U
a1 + a3 a1 + a3 = —o1 a1 + a3 o - (1)
(%) X
a3 + oy a3+ oyq — —og 23:0-(2)
a5 X - (4)
[&F5] Qg — —Qp o - (1)
1—a’ —at —at o-(1)
TasC h L2 fs Fixiert
v U v U
a1 o1 — —an o-(1)
Q2 X
as X
a4 + as s+ a5 — —oy zZ5 =0 - (4)
as + ae as + o — —ae as + ae o-(1)
1—at —at —a’ o-(1)
TasTasC h kL L Fiziert
v U v U
a1 + as a1+ az — —o a1 + as o-(1)
as X -1
as+az+as | a2 +az+ a4 — —aa a9 + as + ag o-(1)
as X - (4)
&5} Qg — —Qp o - (1)
1—at +as —at +as—at —at +as o-(1)
TasTasC L L L Fiziert
v U v U
al al — —ag o-(1)
Qs X - (4)
a2 +as+as | a2 +ag+ a5 — —ag ag +ag + a5 o-(1)
Qs X - l
as + g as + ag — —ag as + g - (1)
1—at +a —aT +ag—a’ —aT + - (1)
TagTasC h L2 I Fiziert
v U v U
a1 + a3 a1 + a3 = —o1 a1 + a3 o - (1)
a2 X - (4)
azstoast+as | a3+ as+ a5 — —ay as + a4+ as o-(1)
Qs X - l
as + ag as 4+ ag — —o as + ag - (1)
1—a’ —at = at - (1)
TagtaysTasC h L2 fs Fixiert
v U v U
o1 o1 = —oa o-(1)
Q4 a4 — —Q2 o - (1)
az +az+as | a2+ a3+ as— —as o- (1)
az+astas | a2 +as+as— —as o- (1)
o e — —6 o-(1)
1—at +as —at +as —at +as—at o-(1)
Tag+asTazC h L L Fiziert
v U v U
a1 + asg a1 + as a1 + ag — —ag o-(1)
Q4 a4 — —O0u o - (1)
a2z taztoy | aataztou— —as X - (4)
aztoast+as | agt+as+ a5 — —as o- (1)
[&F5] Qg — —Qp o - (1)
1—at —at —at o-(1)
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Toy+asTasC

Iy

Iz

I3

Fiziert

v U v U
aj a)] — —aq o - (1)
ay Qg — —ag o - (1)
as + a4 + as as + a4 +as — —ag o-(@1)
a3 + ag + as ag + ag +as — —ag o - (1)
as + ag as + ag as +apg — —ag o-(1)
1—at —at — ot o - (1)
ra2ra3ra5c I Iz I3 Fiziert
v U v U
a1 + ag a1 +ag — —aq a1 + ag o - (1)
asg X - |

ag + az + oy + ag

ag + a3z + ag
ag + aq4 + as

az + a3z + ag + as

Qg — —oy

Zo +23+225 =0
und

az + a4 + as ZpZ3%Z5 =1
as X -1
as + ag as + ag — —ag as + ag o - (1)
17a++a2 7o¢++a2»—>a+ 7a++a2 o - (1)
'ra2+a3+a4+a5'ra2ra3ra5€ h Iz I3 Fiziert

v U v U

a1 + ag a1 +ag — —aq a1 + ag o - (1)
ag + a3 + ag ag + a3 + ayg o (1)
ag +ag +as ag +ag +as o (1)
a3z + a4 + as a3z +ag +as o (1)
as + ag a5 + ag — —ag as + ag o - (1)
1—at + asg —aT + ag — at —aT + asg o - (1)

Eine Bemerkung zur letzten Kammer C: Uberpriift man, ob die zu C iiber die Wand a + a3 + o + a5
benachbarte Kammer von T'(F) punktweise fixiert wird, so erhilt man fiir die Komponente I; die
Bedingung 2o + z3 + Z5 = 0 und fiir die Komponente > die Bedingung Z3Z3z5 = 1. Diese beiden
Gleichungen fiihren zu einer elliptischen Kurve iiber dem Restklassenkorper von F' (siehe Abschnitt
13.5.6).

Resultat 13.19. Sei G eine einfache zusammenhdngende spaltende Gruppe mit Wurzelsystem
vom Typ Eg tber dem p-adischen Korper F', p hinreichend gut im Sinne von Proposition 12.1)
und T ein primitiver, rein zahm verzweigter Torus in G, der durch die Klasse 6,6,3, in [BFW]
beschrieben wird. Bei geeigneter Normierung besteht die Fizpunktmenge F: von TH(F) in B(G, F)
aus den folgenden Kammern:

}"% = {C,uaT0,C, u3rasC, UsTasC, UsUaT oy TasC, UsUaT oy TasC, UsUST a5 TasC, UsUsULT 4y TasTasC,

U2+4T ag+asTas C, U3+4T az+asTas C, U4+5T ag+asTas C,cs C3C2U24-3+445T o +ag+as+asTasTasTas C}'

Dabei durchlaufen die ¢; = €q,(2;) alle durch die beiden Bedingungen zs + z3 + 25 = 0 mod 7 und
z9z325 = 1 mod wp festgelegten Elemente aus Ugi(F), und die u; durchlaufen die ganzen Mengen

US.(F).
13.5.6 Eine elliptische Kurve

Wir kommen noch einmal kurz auf die beiden Bedingungen

at+b+z2=0
abz =1

fir Elemente a, b,z € kr aus dem letzten Abschnitt zuriick. Ersetzt man in der zweiten Gleichung z
mit Hilfe der ersten Gleichung, so erhilt man die Gleichung

ba’? +b%a+1=0,
die offensichtlich keine Losung besitzt fiir b = 0. Die zugehdrige homogene Gleichung lautet

(13.2) ba® +b?a+c =0
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und kann als Gleichung in P?(kr) aufgefaBt werden. Normiert man b = 1, so stehen die Lésungen der
Gleichung in Bijektion zu den Losungen der Gleichung a? +a + ¢® = 1 und damit zu den xp-rationalen
Punkten der elliptischen Kurve

1

V34 X2~ =0.

4
Bemerkung 13.20. Die Anzahl der Kammern in .7-"711 aus Resultat 13.19 hdngt von den Kp-
rationalen Punkten der durch Y3 4+ X? — % = 0 gegebenen elliptischen Kurve ab. Dabei bezeichnet
kr den Restklassenkorper von F.
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