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Abstract

A new direct multiple shooting method for multistage constrained optimization problems with
large-scale differential-algebraic process models is presented. It is advantageous in case of opti-
mization problems with many state variabels but few degrees of freedom, as they arise often in
optimal control and parameter identification of spatially discretized partial differential-algebraic
equation (PDAE) models. By a piecewise control parameterization and a multiple shooting state
parameterization on the same grid we solve the resulting multipoint boundary value problem
with specially tailored partially reduced Newton-type methods. The present work provides an
extension of the direct multiple shooting approach for DAE models of index one (Bock and Plitt
1984, [20] and Leineweber 1999, [57]; Bock 1987, [16] and Schloder 1988, [82]) to problems with
many states but few degrees of freedom due to e. g. initial conditions on the states or a low
number of control and global parameters.

Emphasis is put on reducing the number of directional derivatives in the Newton-type methods
to speed up computation of the Newton iterates. It is shown that the number of directional
derivatives is independent of the state dimension. This can be achieved by projection onto the
reduced space of control and global parameters. Intertwining of algorithmic differentiation for
the model equations and Internal Numerical Differentiation can be used to efficiently set up the
reduced QPs of the Newton-type optimization algorithms. It is shown that the new methods
are well suited for offline optimization and also for online purposes in the context of Nonlinear
Model Predictive Control.

The performance of the new methods is demonstrated by multistage optimal control applications
from the literature and applications from (bio-)chemical engineering:

1. Parameter estimation of the in-vitro drug release of a gum implant modelled by an insta-
tionary reaction-diffusion 1D-PDE.

2. Optimal setpoint control of a continuous distillation column modelled by a large-scale stiff
DAE (maintaining purity requirements).

3. Parameter estimation and optimal control of capacity maximization of a catalytic tube re-
actor modelled by an instationary convection-diffusion 2D-PDE (cooperation with Bayer,
Leverkusen).

The first application is scaled in the space discretization mesh. Different IND approaches, model
implementations and reduced space approaches are compared. The second application serves
as a benchmark problem in the offline and online context. A comparison to a state-of-the-art
real-time optimization algorithm (Diehl 2002, [28]) is presented. The last application shows the
suitability of the new methods for industrial large-scale PDAE constrained optimization. It is
shown that the optimal capacity can be increased by 12 % together with a 50 % reduction of
the amount of catalyst.
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Zusammenfassung

Fin neues direktes Mehrfach-Schieverfahren fiir beschréinkte Mehrstufen-Optimierungsprobleme
mit hochdimensionalen differentiell-algebraischen Proze-Modellen wird préasentiert. Insbesonde-
re fiir Optimierungsprobleme mit vielen Zustandsvariablen aber wenigen Freiheitsgraden ist die-
ses Verfahren geeignet. Diese kommen beispielsweise bei Optimal-Steuerungs- und Parameteri-
dentifizierungsproblemen mit ortlich diskretisierten instationiren partiellen differential-algebra-
ischen Gleichungsmodellen (PDAES) vor. Durch stiickweise Steuerungsparameterisierung und
Mehrziel-Zustandsparameterisierung auf demselben Gitter wird das resultierende Mehrpunkt-
Randwertproblem mit speziell angepafiten partiell reduzierten Newton-&dhnlichen Methoden ge-
16st. Die Methoden stellen eine Erweiterung der direkten Mehrfach-Schiefiverfahren fiir DAE-
Modelle vom Index 1 dar (siche Bock und Plitt 1984, [20] und Leineweber 1999, [57]; Bock 1987,
[16] und Schléder 1988, [82]).

Essentiell ist die Reduktion der Anzahl der Richtungsableitungen in den Newton-#hnlichen Me-
thoden, um die Berechnung der Newton-Iterierten zu beschleunigen. Bei den hier betrachteten
Problemen wird gezeigt, dafl die Zahl der Richtungsableitungen unabhingig von der Zustands-
dimension ist. Dies kann durch Projektion auf den Raum der Steuerungen und globalen Parame-
tern erreicht werden. Dazu wird die algorithmische Differentiation fiir die Modell-Gleichungen
und die Interne Numerische Differentiation miteinander kombiniert, um die reduzierten QPs
der Newton-dhnlichen Optimierungsalgorithmen effizient aufzusetzen. Es wird gezeigt, daf die
neuen Methoden sowohl fiir den Offline-Einsatz als auch fiir den Online-Einsatz im Rahmen der
Nichtlinearen Modellpréadiktiven Regelung besonders geeignet sind.

Anhand von Mehrstufen-Optimal-Steuerungsproblemen aus der Literatur und Anwendungen aus
der (bio-)chemischen Verfahrenstechnik wird die Performance der neuen Methoden demonstriert:

1. Parameterschétzung einer in-vitro Wirkstoff-Freisetzung eines Zahnfleisch-Implantats mo-
delliert durch eine instationére eindimensionale Reaktions-Diffusions-PDE.

2. Optimal-Steuerung (Einhaltung von Reinheitsbedingungen) einer kontinuierlichen Destil-
lationskolonne modelliert durch eine hochdimensionale steife DAE.

3. Parameterschitzung und Optimal-Steuerung (Durchsatzmaximierung) bei einem kataly-
tischen Rohrreaktor modelliert durch eine instationére zweidimensionale Konvektions-
Diffusions-PDE (Kooperation mit Bayer, Leverkusen).

Die erste Anwendung ist in der Ortsdiskretisierung skaliert und dient zum Vergleich der IND-
Ansitze, der Modell-Implementationen und der Reduktionsansétze. Die zweite Anwendung stellt
ein Benchmark-Problem fiir die neuen Methoden im Offline- und Online-Zusammenhang dar.
Ein Vergleich zu State-of-the-Art Echtzeit-Optimierungsmethoden (siehe Diehl 2002, [28]) wird
angegeben. Die letzte Anwendung zeigt die Eignung der neuen Methoden fiir industrielle hochdi-
mensionale PDAE-beschrinkte Optimierungsprobleme. Es wird gezeigt, dal der Durchsatz um
12 % gesteigert werden kann, zusammen mit einer Reduktion des Katalysatorgehalts um 50 %.

Stichworte

Hochdimensionale Optimal-Steuerung und Parameteridentifizierung, instationidre PDAE, direk-
tes Mehrfach-Schieverfahren, reduzierte Newton-dhnliche Verfahren, Richtungsableitungen, In-
terne Numerische Differentiation, Algorithmische und Symbolische Differentiation, Nichtlineare
Modellpriadiktive Regelung, Wirkstoff-Freisetzung, Destillationskolonne, katalytischer Rohrre-
aktor.
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Einleitung

Durch Fortschritte in den Numerischen Methoden und der Hardware-Umgebung nimmt
die Bedeutung der Simulation von detaillierteren (instationédren) Partiellen Differential-
Algebraischen Gleichungen (PDAEs) in den Ingenieurswissenschaften stetig zu. Damit
verbunden ist auch die Anpassung der Modelle an Medaten des zu beschreibenden Pro-
zesses sowie Optimales Design und Optimale Fahrweise des Prozesses. Dieses wiederum
ist der Ausgangspunkt fiir PDAE-beschrankte kontinuierliche Ausgleichs- und Optimal-
Steuerungsprobleme. Um diese in der Praxis zu l6sen, sind schnelle und robuste Algorith-
men notwendig. Grundlegende Methoden sind der Variationsansatz, Ansatz {iber Dynami-
sche Programmierung oder tiber Nichtlineare Programmierung (NLP). Der NLP-Ansatz
wird auch als direkter Ansatz bezeichnet, weil durch Parameterisierung der Steuerun-
gen das kontinuierliche (unendlich-dimensionale) Ausgangsproblem in ein NLP-Problem
mit einer endlichen Zahl von Steuerungsparametern transformiert wird. Die Losung die-
ses NLP-Problems stellt je nach Parameterisierung eine suboptimale Losung des Aus-
gangsproblems dar, welche jedoch in der Regel gute Startwerte fiir den indirekten Ansatz
(Pontryagin’sches Maximumprinzip) darstellen wiirde. Die direkten Ansétze unterschei-
den sich in Parameterisierung der Steuerung und (gleichzeitiger) Diskretisierung bzw.
Parameterisierung der Modellgleichungen. Dabei ist eine dhnliche Entwicklung wie bei
DAE-beschrinkten Optimierungsproblemen festzustellen. Diese reicht von den sequen-
tiellen Ansdtzen, die das Modell als Black-Box betrachten und den Optimierer um die
Simulation herum konstruieren, hin zu den simultanen Ansdtzen, welche Simulation und
Optimierung miteinander verzahnen. Der sequentielle Ansatz ist nur geeignet fiir weni-
ge Entscheidungsvariablen (Steuerungen und Parameter), da Gradienten fiir jede Ent-
scheidungsvariable durch wiederholtes Losen der PDAE gewonnen wird (z.B. durch finite
Differenzen). Der simultane Ansatz wiederum diskretisiert die Modell-Gleichungen ex-
plizit und nimmt die diskretisierten Gleichungen in die NLP-Formulierung auf. Dadurch
wird z. B. die iterative Losung der linearisierten PDAE Teil des NLP-Algorithmus. Die-
ses NLP-Problem wird nicht nur in den Entscheidungsvariablen sondern auch in den
Zustandsvariablen gelost, so dafl gewohnlich Optimierung und Zuléssigkeit (Losung der
Modellgleichungen) simultan erfolgen, wenn ein unzuldssig iterierender NLP-Loser ver-
wendet wird. Durch diese Verzahnung 148t sich der Gesamtaufwand erheblich reduzieren.

Ein typischer Vertreter von sequentiellen Strategien sind direkte Einfach-Schieffverfahren,
wobei zuerst die Steuerungen parameterisiert werden und die kontinuierlichen Zustands-
variabeln durch numerische Integration berechnet und aus dem NLP-Problem eliminiert
werden. Somit sind die Zustandsvariablen im Fall eines Anfangswertproblems wéhrend
der NLP-Iterationen zuldssig. Methoden fiir gew6hnliche Differentialgleichungen (ODEs)



sind in Hicks und Ray (1971, [48]), Sargent und Sullivan (1978, [80]) und Kraft (1985,
[52]) zu finden und fir DAE-Modelle in Morison und Sargent (1986, [64]) und Vassiliadis
et al. (1993, [96] und [97)).

Demgegeniiber stehen simultane Strategien wie das direkte Mehrfach-Schiefsverfahren,
welches sowohl die Steuerung als auch die Zustandstrajektorie auf einem Mehrzielgit-
ter parameterisiert. Das enstehende Mehrpunktrandwertproblem wird in den paramete-
risierten Zustands- und Entscheidungsvariablen gelost, wobei zuséitzliche Bedingungen
(Stetigkeits- bzw. Konsistenzbedingungen) die Zuléssigkeit der NLP-Lésung garantieren.
Dieser Ansatz wurde fiir ODE-Modelle zuerst von Plitt (1981, [73]) und Bock et al. (1984,
[20]) eingefiihrt und spéter durch Bock et al. (1988, [18], 1999, [17]) sowie Leineweber et
al. (1995, [56], 1999, [57], 2003, [58] und [59]) auf DAE-Modelle erweitert. Weitere An-
wendungen dieses Ansatzes sind bei Tanarkit und Biegler (1995, [85], 1996, [86]), Petzold
et al. (1997, [72] und 2000, [42]), Hinsberger et al. (1996, [50] und 1998, [49]) zu finden.

Eine weitere simultane Strategie stellt die vollstdndige Diskretisierung der Zustandstra-
jektorie durch Kollokation dar. Dadurch findet die Diskretisierung vollstéandig auf NLP-
Ebene statt, jedoch fithrt diese fiir stark nicht-lineare (steife) Modellgleichungen auf sehr
grofle Systeme. Daher erscheinen fiir diesen Diskretisierungstyp spezielle (rekursive) Zer-
legungstechniken sowie eine adaptive Genauigkeitssteuerung notwendig, um effizient zu
sein. Anwendung dieser Diskretisierungsmethode finden sich bei Tsang et al. (1975, [90]),
Bér (1983, [4]), Biegler (1984, [11]), Cuthrell und Biegler (1989, [26]), Logsdon und Biegler
(1992, [61]) und Schulz (1996, [83]).

In der Abbildung 1 sind Charakteristiken der genannten sequentiellen und simultanen
Ansitze gezeigt. Wahrend beim direkten Einfach- und Mehrfach-Schiefiverfahren Adap-
tivitat in den Integrator verlagert werden kann, muf} dies beim Kollokationsansatz direkt
auf NLP-Ebene geschehen. Vom Aufwand (Anzahl der Variablen) scheint es, als héitten
die simultanen Strategien einen Nachteil gegeniiber den sequentiellen Strategien. Dies
trifft jedoch nur zu, wenn inhérente Strukturen in der jeweiligen NLP-Formulierung nicht
ausgenutzt werden. Die Vorteile liegen in der Wahl der Startdaten und der besseren Kon-
vergenzeigenschaften (siche Bock 1987, [16]).

Ziel dieser Arbeit ist, fiir den direkten Mehrfach-Schieansatz einen strukturausnutzen-
den und effizienten NLP-Loser zu entwickeln, der bei wenigen Freiheitsgraden nur den
Aufwand eines direkten Einfach-Schiefiverfahrens und die Vorteile des Mehrfach-Schief3-
verfahrens hat. Dieses wird durch neue partiell reduzierte Newton-adhnliche Methoden
moglich, welche das Aufstellen der vollen (teuren) Sensitivitatsmatrizen der Zustandsva-
riablen vermeiden und das einfache Einbinden von Ungleichungen erlauben. Im Rahmen
von Gaufl-Newton-Methoden fiir grofie beschréinkte Parameterschétzprobleme ist dies von
Schloder (1988, [82]) erfolgreich eingefiihrt worden. Hauptidee ist, die Anzahl der Rich-
tungsableitungen im reduzierten QP einer Newton-Iteration erstens soweit zu verringern,
daB sie unabhéngig von der Anzahl der Zustandsvariablen ist und zweitens diese direkt
zu berechnen, um damit das Aufstellen der vollen Sensitivitdtsmatrizen zu vermeiden.
Diese Anforderungen sind notwendig, wenn im Ort diskretisierte instationdre PDAEs
betrachtet werden sollen. Algorithmisch geschieht dabei eine Projektion des grofien struk-
turierten NLP-Problems auf den reduzierten Raum von Steuerungen und Parametern,
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Abbildung 1: Eigenschaften der direkten NLP-Ansitze fiir DAE beschrinkte Optimie-
rungsprobleme

indem Konsistenz-, Anfangs- und Stetigkeitsbedingungen ausgenutzt werden. Durch Ver-
binden der Projektion und Gradientenauswertung kénnen die Richtungsableitungen direkt
berechnet werden. Abgestimmt auf die Anzahl der Richtungsableitungen in den Sensiti-
vitdten wurden verschiedene Ansitze entwickelt, die alle das Prinzip der Internen Nume-
rischen Differentiation (IND-Prinzip) erfiillen. Dieses von Bock (1981, [14]) eingefiihrte
Prinzip ermdglicht eine effiziente und zugleich genaue Berechnung der Sensitivitdten und
hat sich in der Praxis bewiahrt. Im Vergleich zu dem direkten Mehrfach-Schieverfahren
von Petzold et al. (1997, [72] und 2000, [42]) welche eine dhnliche Strukturausnutzung des
NLP-Problems vornehmen, miissen jedoch keine konsistenten Startwerte vorliegen, da in
jeder Iteration ein relaziertes dynamisches System gelost wird (siehe Bock et al. 1988,
[18]). Die Eigenschaft der Newton-dhnlichen Verfahren, unzulissige Iterierte zu erzeugen,
wird hierdurch besser ausgenutzt, welches unter anderem in der Regel bessere Konver-
genzeigenschaften zur Folge hat. Bei der Erweiterung der direkten Schiefiverfahren von
DAESs auf parabolische PDAEs spielt Adaptivitéit eine besondere Rolle, jedoch beinhaltet
bei Anwendung der Linienmethode eine Anderung des Ortsgitters auch eine Interpolation
der Zustandsvariablen samt Integratorinformationen. Erfahrungen zeigen, daf§ das Orts-
gitter nicht haufig adaptiert werden sollte, um Ineffizienzen des Integrators z. B. durch
Restart und/oder Ordnungsreduktion zu vermeiden (siche Nowak et al. 2003, [69] und Li
et al. 2003, [60]). Im Zusammenhang mit Optimal-Steuerungsproblemen zeigt sich dieses
Problem auch bei Quasi-Newton-Methoden im Update der Hessematrix. Auch hier ist
bei erfolgter Ortsadaptierung ein Restart erforderlich. Bei den in dieser Arbeit vorgestell-
ten direkten Mehrfach-Schieverfahren findet eine adaptive Genauigkeitssteuerung iiber
die Zeitdiskretisierung des Integrators und iiber die Integratorgenauigkeit im NLP-Loser
statt. Die Ortsdiskretisierung wird durch den Benutzer vorgenommen.



Erlauterung der Kapitel dieser Arbeit

In Kapitel 1-4 werden die theoretischen Grundlagen der Newton-dhnlichen Methoden
innerhalb des direkten Mehrzielansatzes vorgestellt. Die Beispiele aus dem Bereich der
(bio-)chemischen Verfahrenstechnik erldutern die Eigenschaften der partiell reduzierten
Newton-dhnlichen Methoden in Kapitel 5-7. Insbesondere die Eignung fiir Offline- und
Online-Fragestellungen wird anhand eines Beispiels erldutert. In Kapitel 8 werden die
(theoretischen wie praktischen) Ergebnisse zusammengefasst. Im Anhang A sind zusétz-
liche Informationen zu den beschriebenen Anwendungen aufgefiihrt. Fiir die einzelnen
Kapitel heifit dies:

Kapitel 1: Formulierung der Klasse von Mehrstufen-Optimierungsprobleme, die durch
die neuen direkten Mehrfach-Schiefiverfahren gelost werden kénnen. Anhand von
Anwendungsbeispielen werden die Vorteile der Mehrstufenformulierung aufgezeigt.
Weiterhin werden die Schritte bei der Parameterisierung und Diskretisierung von
DAEs und parabolischen PDEs beschrieben.

Kapitel 2: Es werden die Optimalitdtsbedingungen und Newton-éhnliche Metho-
den fiir Ausgleichs- und allgemeine NLP-Probleme beschrieben. Lokale und globale
Konvergenz sowie Adaptivitéit hinsichtlich der Genauigkeit der Residuen und Jaco-
bimatrizen werden diskutiert. Dies stellt die Grundlage fiir die partiell reduzierten
Newton-dhnlichen Methoden aus Kapitel 3 dar.

Kapitel 3: Es werden die partiell reduzierten Newton-dhnlichen Verfahren zur Losung
des strukturierten NLP-Problems aus Kapitel 1 beschrieben. Erlautert werden die
Rekursionen zur Berechnung der Koordinaten-Basis und die lokalen Konvergen-
zeigenschaften der Newton-dhnlichen Verfahren. Spezielle Globalisierungsstrategien
werden fiir den Parameterschétz- und Optimal-Steuerungsfall angegeben.

Kapitel 4: Es werden IND-Ansétze zur Berechnung der Sensitivitéiten sowie der Mo-
dellableitungen durch Automatische bzw. Symbolische Differentiation beschrieben.
Speziell die Richtungen der Variationsdifferentialgleichung werden fiir die Koordina-
ten-Basis angegeben. Die effiziente Berechnung der Richtungsableitungen stellt eine
wesentliche Grundlage fiir effiziente Newton-dhnliche Methoden aus Kapitel 3 dar.

Kapitel 5: Anhand der Parameterschétzung zur Wirkstoff-Freisetzung in einem Zahn-
fleisch-Implantat werden verschiedene Modell-Implementationen, IND-Ansétze und
(reduzierte) GauB-Newton-Verfahren miteinander verglichen. Durch die Ortsdiskre-
tisierung des instationdren 1D-PDE-Modells fand eine Skalierung der Anwendung
statt.

Kapitel 6: Die Optimierung einer kontinuierlichen Destillationskolonne wiederum
ermoglicht einen Vergleich von unterschiedlichen Reduktionsstrategien und IND-
Strategien und zeigt Anwendungsfelder im Online- und Offline-Bereich auf.

Kapitel 7: Anhand eines instationdren 2D-PDE Modells eines katalytischen Rohr-
reaktors der Firma Bayer, Leverkusen, erfolgt eine Schitzung der kinetischen Para-
meter und eine Studie iiber den Einflul der Katalysatoraktivitdt anhand von unter-
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schiedlichen Optimierungsszenarien. Sowohl Parameterschiatzung als auch Optimal-
Steuerung konnten erfolgreich mit Hilfe der neu entwickelten direkten Mehrfach-
Schiefiverfahren durchgefiihrt werden.

e Kapitel 8: Zusammenfassung der wesentlichen Merkmale des neuen direkten Mehrfach-
SchieBverfahrens und Ausblick auf mogliche Erweiterungen.



Kapitel 1

Problemformulierung

In diesem Kapitel stellen wir eine Klasse von Optimierungsproblemen vor, die mit dem
neu entwickelten Algorithmus (siehe Kapitel 3) gelost werden kénnen. Insbesondere die
Mehrstufenformulierung, wie sie auch schon in MUSCOD-II (siehe Leineweber 1999, [57];
2003, [58] und [59]) implementiert wurde, ermoglicht eine sehr vielseitige Anwendbarkeit.

1.1 Formulierung eines Mehrstufen-Optimal-Steuer-
ungsproblems in DAEs

Viele Probleme der dynamischen ProzeSoptimierung konnen als Mehrstufen-Optimie-
rungsproblem formuliert werden. In dieser Arbeit wird der folgende Typ von M-Stufen
Optimierungsproblemen betrachtet, bei dem der Zeithorizont [to,¢ys] in M Modellstufen

mit Zeitintervallen [t;, t;11], 7 =0,1,..., M —1, unterteilt wird:
M-1
cmin Y di(wi(tiva), 2zi(tivn), vy i) (1.1a)
Tiy Zi, Wi, Py ti i—0

unter Beriicksichtigung der DAE-Modellstufen (vom Index 1)

0 = gi<xi(t)7 zi<t)7 ui(t)vpv t)

der Anfangsbedingungen an z

Bz()xz<t) = fz(xz(t>7zz(t>7uz(t>7p7t> }’ te [tiati—f—l], iZO,l,...,M—l, (llb)

d<x07207p> = 07 (11(3)
der Kontroll- und Pfadbeschrankungen
hl(xl(t),zl(t),ul(t),p,t) >0, te [ti,ti+1], 1=0,1,..., M—1, (]_]_d)

der Stufeniibergangsbedingungen
Tip1(tiy1) = ci(@i(tiva), zi(tiv1),p), i=0,1,...,M—2

und der linear gekoppelten Mehrpunktrandbedingungen

(1.1e)

Z_ (Tf(%(ti),zi(ti),p, ti) + ri(@i(tiva), zi(tiva), p, ti+1)) {

1=0

} 0.  (LIf)
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Die Zielfunktion (1.1a) vom verallgemeinerten Mayertyp wird bzgl. der differentiellen und
algebraischen Zustandsvariablen z; und z;, der Steuerungsprofile wu;, des zeitunabhéngi-
gen globalen Parametervektors p und der Modellstufengitterpunkten ¢; minimiert. Die
Vektoren x;(t), z;(t), u;(t) und p haben die Dimension nf, n?, n{* und n”.

1.1.1 Erweiterung auf parabolische PDEs

Viele Probleme aus dem Bereich reaktive Stromungen, darunter auch der in Kapitel 7
vorgestellte instationédre katalytische Rohrreaktor, konnen durch folgenden Typ von pa-
rabolischen partiellen Differentialgleichungen modelliert werden:

8ty—V(Dv?/) +qu = fl(xayvzapv t)v (12&)
atx = fZ(x7y727p7 t)v (12b)
0 = g(x,y,2,p,t) (1.2¢)

mit weiteren Rand- und Anfangsbedingungen. Dabei wird zwischen differentiellen Varia-
blen unterschieden, die raumlich und zeitlich variabel sind (Bezeichnung y mit Dimension
nY) und solche die nur zeitlich variabel sind (Bezeichnung x). Im obigen Fall ist die
Gleichung 1.2a vom Konvektions-Diffusions-Typ. Die Modellgleichungen des Zahnfleisch-
Implantats aus Kapitel 5 sind vom Reaktions-Diffusions-Typ folgender Form:

aty_v(DVy) = fl(xayvpvt)a (13&)
O = fo(z,y,p,1) (1.3b)

mit weiteren Rand- und Anfangsbedingungen. Die klassische Linienmethode fithrt nun
zunéchst eine Semidiskretisierung der instationdren PDE durch: dabei werden die ortli-
chen Ableitungen durch ein Diskretisierungsverfahren (z.B. finite Differenzen, Kollokation
oder finite Elemente) ersetzt und damit die partiellen Differentialgleichungen 1.2 bzw. 1.3
in nichtlineare, steife, blockstrukturierte DAEs vom Typ 1.1b iiberfiihrt. Dabei fiithrt eine
schlechte Ortsdiskretisierung zu instabilen semidiskreten Systemen, welche sich im Zeitin-
tegrationsprozel bemerkbar machen kénnen. Aus diesem Grund ist im Fall von bekannten
»kritischen* Bereichen (z.B. steile Gradienten) durch a priori Wahl des raumlichen Gitters
der Ortsdiskretisierungsfehler klein zu halten, um den Gesamtdiskretisierungsfehler durch
die Integrationsgenauigkeit kontrollieren zu konnen. Fiir Probleme wo dieses nicht a priori
moglich ist, existieren Techniken, welche die Ortsdiskretisierung adaptiv gestaltet: beim
dynamischen Regridding wird das Ortsdiskretisierungsgitter mit einer festen Anzahl von
Knoten im Laufe der Zeitintegration mitbewegt. Beim statischen Regridding wird durch
Einfiigen und Entfernen von Knoten auch wahrend der Zeitintegration ein meist loka-
les Fehlerkriterium minimiert, so dafl der Gesamtdiskretisierungsfehler eine vorgegebene
Schranke nicht iiberschreitet. Anwendungen dieser Techniken sind z. B. in Nowak (1993,
[68]) fiir instationdre raumlich eindimensionale PDEs und Li et al. (2003, [60]) fiir insta-
tiondre raumlich zweidimensionale Reaktions-Diffusions-PDE beschrieben. Insbesondere
wird deutlich, dafl beim statischen Regridding die Zeitintegration neu gestartet werden
muf, da sich das zugrundeliegende DAE-System éndert. Beiden Typen von Adaptivitét ist
gemeinsam, dafl im Fall von Optimal-Steuerungsproblemen die Quasi-Newton-Methode
nach Adaption der Ortsdiskretisierung neu gestart werden muf. In dieser Arbeit haben wir
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deshalb die Ortsdiskretisierung nicht adaptiv gewahlt, sonderen verfolgen stattdessen die
adaptive Anpassung der Integrationsgenauigkeit im Laufe der Optimierungsiterationen -
sieche auch Abschnitt 2.3.3.

1.2 Beispiele aus der chemischen Verfahrenstechnik

Mehrstufenprobleme treten in der Praxis zum Beispiel bei gekoppelten Prozessen auf.
Sie sind dadurch definiert, dal dynamische Prozesse, gekoppelt durch Stufeniibergangs-
bedingungen, einem gemeinsamen Optimierungskriterium unterliegen. Durch Mehrpunkt-
randbedingungen kénnen prozeBiibergreifende Bedingungen formuliert werden. Im folgen-
den wird demonstriert, wie sich bei dem Modell eines extern gekiihlten Batch-Reaktors
mit Hilfe des Stufenkonzepts Umschaltpunkte der Kiihlmittel-Steuerung optimal lokali-
sieren lassen und wie mit Hilfe von Stufeniibergangs- und Mehrpunktrandbedingungen
ein quasi-periodisches Recycling-Problem bei einer Destillationskolonne formuliert und
effizient gelost werden kann. Allgemein konnen somit auch Modelle mit Unstetigkeiten
behandelt werden, bei denen die Schaltstruktur vorher bekannt und fest ist. Es sei betont,
daf} eine Mehrstufen-Formulierung nicht notwendigerweise zur Kopplung von Prozessen
dienen miissen, sondern z. B. zum Aufsetzen einer Multiple-Setpoint-Optimierung dienen,
bei der die Prozesse beziiglich der Zusténde entkoppelt sind, aber gemeinsame Parameter
und Steuerungen besitzen.

Extern gekiihlter Batch-Reaktor

Beim Beispiel eines extern gekiihlten Batch-Reaktors (siehe Abbildung 1.1) geht es darum,
eine exotherme Reaktion durch Kiihlung so zu steuern, dafl die Menge des gewiinschten
Produkts innerhalb eines festen Zeithorizonts (1000 sec) maximiert wird unter Beriick-
sichtigung der Kosten fiir die Kiihlung und Einhaltung einer maximalen Reaktortempe-
ratur. Dieses Optimierungsproblem enstammt dem gPROMS Manual (2004, [34]). Dort

P99

Cw

Abbildung 1.1: Schema eines extern gekiihlten Batch-Reaktors

wurde zur Losung des Optimal Steuerungsproblems eine stiickweise konstante Steuerung
auf dquidistantem Gitter verwendet - dessen optimale Losung ein Bang-Singuldr-Bang-
Steuerungsprofil aufweist (siehe Abbildung 1.2). Die suboptimale Losung 148t sich einer-
seits durch Verfeinerung der Steuerungsgitters oder aber durch Hinzunahme der Dauern
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Abbildung 1.2: Steuerung des Kiihlmittelzuflusses bei Einstufenformulierung mit 20 dqui-
distanten Steuerungsintervallen (links) und Mehrstufenformulierung mit 1/8/1 Steue-
rungsintervallen (rechts)

der Bang-Steuerung als Optimierungsparameter (siehe Abbildung 1.2) verbessern. Da-
mit konnen beide Umschaltpunkte genau bestimmt werden ohne die Freiheitsgrade im
System (Anzahl der Steuerungsintervalle) drastisch erhéhen zu miissen (siehe dazu die
Zielfunktionswerte in Tabelle 1.1). Dabei ist die Anzahl der Freiheitsgrade bei der Mehr-
stufenformulierung (8 freie stiickweise konstante Steuerungen plus 2 freie Stufendauern)
und der Einstufenformulierung mit 10 Steuerungsintervallen identisch. Das Mehrstufen-

Ansatz Zielfunktionswert | Umschaltzeitpunkte [sec]
10 Steuerungsintervalle 7.6453 200, 700
20 Steuerungsintervalle 7.6471 250, 700
40 Steuerungsintervalle 7.6478 250, 700
1/8/1 Steuerungsintervalle 7.6490 268, 691

Tabelle 1.1: Statistik der Stufen- und Steuerungsanséitze beim Batch-Reaktor

problem bestand dabei aus 3 Instanzen desselben Modells direkt hintereinander gekoppelt
(Endwerte der Zustandsvariablen des vorherigen Modells identisch mit Anfangswerten der
Zustandsvariablen des nachfolgenden Modells) mit variablen Stufen-Zeithorizonten und
fester Gesamtzeit.

Recycling bei einer Mehrkomponenten-Destillation

Die Fraktionierung eines Mehrkomponentengemisches in ihre Einzelbestandteile mit vor-
gegebener Reinheit ist das Ziel des nun betrachteten Prozesses einer Batch-Destillations-
kolonne mit 5 Boden. Das Mehrkomponentengemisch besteht hierbei aus 3 Komponen-
ten (mit Konzentrationen X;). Der Prozef wird in 4 Phasen unterteilt: zuerst wird die
leichteste Komponente in Phase P; gewonnen, danach die restlichen Spuren in Phase 5;
abgetrennt, dann die zweitleichteste Komponente in Phase P, gewonnen und danach die
restlichen Spuren in Phase S, abgetrennt. Ubrig bleibt die schwerste Komponente im
Sumpf (siche auch Abbildung 1.3). Der Prozess wird gesteuert durch das zeitlich varia-
ble Riicklaufverhéltnis R des Kondensats. Im folgenden wird dargestellt, in wie weit es
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Kondensator

Riicklaufverhéltnis R = é

N < 'D
(+1 —
Boden | Xk
C P|| Sy || P2 || Sz
2

1
Dampf- Kondens-
flu vV flu L

Abbildung 1.3: Schema einer Batch-Destillationskolonne mit Produktfraktionen Py, Ps
und Abfallfraktionen Sy, .S,

sich lohnt, den Abfall in Phase S; und S5 zu recyceln, anstatt ihn aus dem Prozefl her-
auszunehmen. Diese Fragestellung wurde von Diehl et al. (2002, [30]) untersucht, indem
mit Hilfe von Stufeniibergangs- und Mehrpunktrandbedingungen ein quasi-periodisches
Recycling-Problem formuliert und gelost wurde. Um ein teilweises Recycling im Opti-
mierungskontext zu ermoglichen, wurden Recyclingfaktoren Ry, Ry € [0, 1] eingefiihrt, so
dafl nur die Abfallmengen (1 — R;) - S;, i = 1,2, aus dem Prozefl herausgenommen wer-
den und die Abfallmengen R; - S;, ¢« = 1,2, zuriickgefithrt werden: dabei wird die erste
Abfallfraktion am Anfang der ersten Produktphase, die zweite Abfallfraktion am An-
fang der zweiten Produktphase zugefiihrt. Das Schema dazu ist in Abbildung 1.4 gezeigt.
Die Stufeniibergangsbedingungen (ST) dienen dabei zur Beschreibung der hinzugefiigten

Erstes TDestillat Zweites Destillat
Gemisch-_| o7 || Produkt- || Abfall || o || Produkt- || Abfall Sumpf-
zufuhr phase P phase Sy phase P, phase S2 Komponente
0 1 2 3 1 4 5 6
Recyclingfaktoren R, Recyclingfaktoren Ro

Abbildung 1.4: Schema der Mehrstufenformulierung einer Batch-Destillationskolonne
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Abbildung 1.5: Optimale quasi-periodische Betriebsweise: Riicklaufverhéltnis R (links)
und Sumpf-Inhalt M (rechts)

Abfallfraktionen zum Mehrkomponenten-Ausgangsgemisch im Sumpf. So liegen folgende
Spriinge bzgl. des Sumpf-Inhalts M vor:

M|, — M|o:R151 = R (M|, - M\3),
M|, — M3 = RyS5 = Ry(M|s — M|g).

Ergebnis der Optimierung ist ein erhthter Gewinn bei vollem Recycling (R; = Ry = 1) der
Abfallfraktionen S; und S, fiir gegebene Energiekosten und Produktpreise. Die Steuerung
des Riicklaufverhéltnisses R sowie der Verlauf des Sumpf-Inhalts M sind fiir die berechnete
optimale Betriebsweise in Abbildung 1.5 links bzw. rechts zu sehen. Zu beachten ist der
Sprung des Sumpf-Inhalts M resultierend aus der Zufiihrung der Abfallfraktion S;.

1.3 Direkter Ansatz

Um das Problem der Form (1.1) mit einem NLP-Léser zu behandeln, wird der unendlich-
dimensionale Steuerungsraum mittels einer endlichen Zahl von Steuerungsparametern pa-
rameterisiert. Dabei kann sowohl eine globale als auch lokale Parameterisierung auf jedem
Stufenhorizont vorgenommen werden. Wir betrachten hier nur eine lokale Parameterisie-
rung mittels einer stiickweisen Reprasentation der Steuerungsfunktionen, da sie flexibler
ist und numerisch nicht zu einer zusétzlichen nichtlinearen Kopplung fiihrt.

1.3.1 Stiickweise Parameterisierung der Steuerung

Auf jeder Stufe : =0,1,..., M —1 fithren wir eine Zeittransformation durch
i—1
ei(T,U) :ti+7_dia tz :t0+2dk, T € [O, 1] (]_4)
k=0
mit v := (to,do,ds, . ..,dp—1) und einem festem, dimensionslosen Gitter
0= Tio < Tl < ... < Tim = 1, (15)
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Abbildung 1.6: Stiickweise konstante Reprisentation der Steuerungsfunktion

so daB 0;(7;0,v) = t; und 6;(T;m,,v) = t;+1. Darauf wird eine stickweise Reprisentation
u; der Steuerungsfunktion u; durchgefiihrt:

~

UZ<7') = QOZ'](T, q¢j>7 T E [ij = I:Tl'j,Ti,jJrl:I’ j = 0, 1, e ,mi—l. (16)

Dabei sind ¢;; lokale Basisfunktionen (z. B. konstante, lineare oder kubische Polynome).
In der Abbildung 1.6 ist eine stiickweise konstante Reprasentation angegeben. Stetigkeit
der Steuerungsreprasentation kann zusédtzlich gefordert werden. Die Parameterisierung
kann auf jeder Stufe individuell gewéhlt werden, ebenso wie die Anzahl und Ort der
Stiitzpunkte.

In der Praxis erlaubt diese Repréasentation ein flexibles Umsetzen des urspriinglich unend-
lich-dimensionalen Problems. Ein anfénglich grobes Gitter (1.5) kann sukzessive verfeinert
werden, um die Giite der Approximation zu verbessern. Diese Wahl der Steuerungspara-
meterisierung im Zusammenhang mit dem nachfolgenden Mehrfach-Schiefiverfahren ist
entscheidend fiir die Eigenschaften der simultanen strukturausnutzenden Verfahren in
dieser Arbeit und wurden von Bock und Plitt (1981, [73] sowie 1984, [20]) eingefiihrt.

1.4 Simultaner Ansatz

Nach der Parameterisierung liegt ein endlich-dimensionales NLP vor, bei dem die Zu-
standsvariablen z. B. mittels eines Integrators berechnet werden. Hierbei wird zwischen
zwei Ansédtzen unterschieden - dem sequentiellen und dem simultanen Ansatz. Der se-
quentielle Ansatz 16st das dynamische System fiir gegebene Eingangsgrofien (Anfangs-
werte, Steuerungsparameter, globale Parameter) und berechnet neue Werte in einer NLP-
Iteration. Dem Vorteil einer einfachen Implementierung stehen numerische Nachteile ge-
geniiber, die spéter erlautert werden. Der simultane Ansatz dagegen diskretisiert das
dynamische System innerhalb des Stufenhorizonts und fiihrt somit mehr Informationen
in das NLP-Problem ein. Im spéter beschriebenen Algorithmus kann gezeigt werden, dafl
diese Zusatzinformationen gegeniiber dem sequentiellen Ansatz nicht zu einem hoheren
Aufwand fiithren. Der Vorteil liegt in der daraus resultierenden héheren numerischen Sta-
bilitdt und Effizienz des Verfahrens.
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1.4.1 Ein Mehrfach-Schief3lverfahren fiir DAEs

Neben der Kollokation ist das Mehrfach-Schieverfahren eine Méglichkeit, Zusatzinforma-
tionen in das Problem einzufiithren. Im folgenden betrachten wir die Mehrfach-Schiefiva-
riante, wie sie von Bock et al. (1988, [18]) und verallgemeinert von Schulz et al. (1998,
[84]) vorgeschlagen wurde. Dazu werden zusétzliche Optimierungsvariablen s7;, s7; in das
NLP eingefiihrt und die folgenden relazierten Anfangswertprobleme gelost:

Bz'(')dﬂfi/dT = fz‘(SUz',Zz'a%j(ﬂ%‘j)apa@i(ﬁU))dz'

0 = gi(wi, zi, 0i5(7, 4ij), p, 0i (T, 0)) , T E I, (1.7)
- Oéz‘j(T) gi<SzJ'}7 Sfja @ij(Tz‘ja Qij)7p7 92‘(7-2‘]'7 v))
mit den Anfangswerten z;(7;;) = si; und z(7;) = sf;. Um inkonsistente algebraische

Anfangswerte benutzen zu konnen, wurde dazu die urspriingliche DAE (1.1b) modifiziert
(8hnlich einer Homotopie-Strategie). Der skalare Dampfungsfaktor «;; ist dabei durch
eine skalare Funktion gegeben, die nichtzunehmend und nichtnegativ auf [;; ist und fiir
die ;;(7;) = 1 gilt. Implementiert ist die folgende Variante:

() = exp <—@ i) . a>0. (1.8)
Tij+1 — Tij

Um eine Losung des Ausgangsproblems (1.1) zu bekommen, miissen auf jeder Stufe i =

0,1,..., M—1 die Stetigkeitsbedingungen

xi(7i7j+1;Sfjasizjac_hj)pvv) _Six,j-i—l = 07 ] :0,1,...,777,2‘—1 (19)
und die Konsistenzbedingungen
gl(sf_pSf]7¢l]<TZJ7QZ])7p7 92<TZ]7U)) = 07 .7 = 0717"'7mi (110)

in das NLP-Problem eingefiihrt werden. Ein Beispiel einer (unzuléssigen) Anfangstrajek-
torie sowie einer (stetigen) Losung ist in der Abbildung 1.7 angegeben. Die im Abschnitt
2.3 angegebenen NLP-Losungsalgorithmen haben im allgemeinen unzuléssige Iterierte, bei
denen Simulation und Optimierung gleichzeitig durchgefiithrt werden. Um die Zustédnde
2i(Ti 1 Sijs S Qijs Ds v) und deren Sensitivitéiten zu berechnen, werden effiziente, adapti-
ve DAE-Loser benutzt - siehe Kapitel 4.

1.4.2 Diskretisierung der Steuerungs- und Pfadbeschrinkungen

Im folgenden wird der Ansatz der punktweisen Diskretisierung dieser Beschrinkungen
weiter verfolgt, da sich damit die Anwendungsprobleme in dieser Arbeit effizient und
ausreichend genau behandeln lassen. Dazu werden an den Punkten 7;; des Gitters (1.5)
folgende Bedingungen gestellt:

hz(sfjaSzzjv901](7_1]7qu)apael(leav)) Z 07 j:O,l,...,mi. (111)

Damit konnen Schranken an die stiickweise konstant oder linear parameterisierte Steue-
rung exakt eingehalten werden. Es sei betont, dafl fiir die Diskretisierung der Pfadbe-
schriankungen auch ein feineres Diskretisierungsgitter verwendet werden kann. Weitere
Moglichkeiten bestehen in der Formulierung von semi-infiniten Min-Max Problemen und
deren Losung iiber konsistente Approximationen (siche Polak 1997, [74]).
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Abbildung 1.7: Direktes Mehrfach-SchieBverfahren: Anfangstrajektorie (Startwerte inter-
poliert zwischen Randwerten) und Optimale Losung
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1.5 Struktur des diskretisierten und parameterisier-
ten Problems

Die beschriebene Parametrisierung und Diskretisierung des M-stufigen Ausgangsproblems
(1.1) fihrt zu folgendem strukturierten NLP, wobei v := (¢, do, d1, ..., dpr1) ein weiterer
Parametervektor ist, bestehend aus Anfangszeit und Stufendauern:

mln Z ¢Z zm, imi’ b, ei(Ti,miav)) (112&)

lj’ 2]7%]71’7

unter den Stetigkeits- und Konsistenzbedingungen

xi<Ti,j+1;5%78%7%]'7]77@)_SijJrl = 0, jIO,l,,mZ—l i—0.1.  M-1
9@'(5%7Sfja%j(ﬂ'j,qij),p,@i(nj,v)) =0, j=0,1,...,my ) N P ,
(1.12Db)
den Anfangsbedingungen an s,
d(sgo, s60-2) = 0, (1.12¢)

den diskretisierten Steuerungs- und Pfadbeschrénkungen
hi(si;, 5555 Pii(Tij @), p, 0i(Ti5,0)) > 0, j=0,1,...,my, i=0,1,...,M—1, (1.12d)
den Stufeniibergangsbedingungen
i85 mir SimisP) — Sip10 = 0, 1=0,1,..., M—2, (1.12¢)

und den linear gekoppelten Mehrpunktrandbedingungen

M—1 _
Z (Tf(siov SiZ,Ovpa ‘91'(7-1',07 )) + T ( zmﬂ Szzmupv 9 (Ti,mmv)) ) {; } 0. (1'12f>
i=0 >
Zusatzlich konnen fiir die NLP-Variablen Schranken formuliert werden:
5 < < T
ﬁfj < Sfj < Efj , 7=0,1,....m;, +=0,1,....,M—1, (1.12g)
4, < G < G,
und
p < p <D,
V<0 <D (1.12h)

Die Zustandsvariablen x(7; 115 87, 85, ¢ij» p, v) in (1.12b) stellen Lésungen der relaxier-
ten Anfangswertprobleme (1.7) dar. Die festen, dimensionslosen Gitterpunkte 7;; sind in
(1.5) und die Zeittransformationen 6; in (1.4) definiert. Die in diesem Kapitel dargestellte
Parameterisierung und Diskretisierung des Optimierungsproblems und deren Losung mit
Hilfe der Methoden aus Kapitel 2, 3 und 4 hat sich fiir die Anwendungsprobleme aus dem
Bereich der (bio-)chemischen Verfahrenstechnik als effizient und robust erwiesen.
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Kapitel 2

Grundlegende Losungsstrategien fiir
Nichtlineare Programme

Dieses Kapitel beschreibt die Grundlagen fiir die Entwicklung von Verfahren, die zur
Losung von endlich-dimensionalen nichtlinearen Programmen (NLP) dienen. Im wesentli-
chen wird das Verfahren der Sequentiellen Quadratischen Programmierung (SQP) be-
schrieben. Ein Spezialfall eines NLP stellen wiederum solche Probleme dar, die eine
Least-Squares-Zielfunktion haben. Fiir diese Klasse von Problemen werden in der Re-
gel verallgemeinerte Gaufl-Newton-Verfahren angewendet, welche hier als Spezialfall von
SQP-Verfahren dargestellt werden.

2.1 Klassifikation der endlich-dimensionalen Proble-
me

Als allgemeines Optimierungsproblem wird das Problem bezeichnet, ein w* € S zu finden,
das folgende Aufgabe 16st:
F(w*) = min F(w).

weS

Dabei wird die Menge S auch als Menge aller zuldssigen Werte bezeichnet und es sei
F:IR" — IR eine Funktion.

Ein gleichungs- und ungleichungsbeschrinktes Optimierungsproblem ist bestimmt durch
Funktionen G; : R" — IR miti € € = {l,...,mg}, H; : R" — IR mit j € T =
{1,...,mp} und die zuldssige Menge S = {z € R" | G;(x) =0,i € &, Hj(x) > 0,5 € I}
sowie einer Zielfunktion F': IR™ — IR . In Kurzform schreiben wir dafiir:

min F(w) (2.1a)
[NLP] unter G(w) = 0 (2.1b)
H(w) > 0. (2.1c)

Weiterhin von Interesse ist auch die Menge der aktiven Ungleichungsbedingungen im Punkt
w:ZIy(w)={jeZ| Hj(w)=0}.
Als gleichungsbeschrinktes Optimierungsproblem [EQ] wird ein NLP bezeichnet, bei dem
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S nur durch Gleichungsbeschrankungen beschrieben wird: S = {w € R" | G;(w) = 0,i €
&}

Einen Spezialfall eines NLP stellen Least-Squares-Probleme dar, die folgenden Zielfunkti-
onstyp haben: F(w) = ||f(w)||3 = f(w)? f(w) mit f: IR™ — IR™, wobei hiufig m > n
ist. Dieses Problem wird mit [L.SQ] bezeichnet.

Auf die Differenzierbarkeitseigenschaften der in den Problemen vorkommenden Funktio-
nen I, G;,i € £ und Hj, j € 7 wird an geeigneter Stelle eingegangen.

2.2 Optimalititsbedingungen

Eine lokale Losung w* eines NLP mufl zunéchst einmal zuldssig sein und weiterhin in einer
Umgebung der zuldssigen Menge keinen niedrigeren Wert der Zielfunktion als F'(w*) ha-
ben. Dazu wird ein zuléssiger Pfad definiert, dessen Ende w* sei. Um zuléssige Richtungen
entlang dieses Pfades zu definieren, gibt es Bedingungen, welche die lokale Struktur der
zuldssigen Menge S beschreiben. Diese werden auch als Regularititsbedingungen bezeich-
net, weil sie die Existenz eines zuldssigen Pfades sichern. Zwei davon dienen uns dabei
zur Definition von Optimalitdtsbedingungen: LICQ, MFCQ.

Definition 1 (LICQ: linear independence constraint qualification)
Es gilt die Bedingung LICQ in w, wenn w € S und die Vektoren VG;(w), i € £ und
VH;(w), j € Zy(x) linear unabhéngig sind.

Definition 2 (MFCQ: Mangasarian-Fromovitz constraint qualification)
Es gilt die Bedingung MFCQ in w, wenn w € S und

e die Vektoren VG;(w),i € € linear unabhéngig sind,

e cin Vektor £ € R" existiert mit

VGi(w)Te = 0,ieé,
VH;(w) ¢ > 0, j€Ty(w).

Bemerkung 1
Wenn w LICQ erfiillt, dann erfiillt w auch MFCQ).

In Abbildung 2.1 wird der Unterschied zwischen den beiden Regularitdtsbedingun-
gen anhand von Ungleichungsbedingungen dargestellt. Im linken Bild ist die Bedingung
LICQ erfiillt, da die Gradienten der beiden im Punkt w aktiven Ungleichungen linear
unabhéngig sind. Im rechten Bild dagegen ist die gestrichelte Ungleichungsbedingung
hinzugefiigt worden. In diesem Fall gilt nur noch die Bedingung MFCQ), da in w der Gra-
dient der gestrichelten Ungleichungsbedingung von den Gradienten der anderen beiden
linear abhéngig ist.
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Y

Abbildung 2.1: Unterschied zwischen LICQ und MFCQ

2.2.1 Bedingungen erster Ordnung

Fiir einen Punkt w*, der MFCQ erfiillt, kénnen wir nun notwendige Bedingungen erster
Ordnung fiir ein lokales Minimum des NLP aufstellen, welche unter anderem geometrisch

aussagen, dafl VF(w*) durch die Gradienten VG;(w*),i € £ und VH;(w*),j € Zo(w*)
aufgespannt wird. Dazu wird die Lagrange-Funktion L fiir das NLP eingefiihrt:

L(w, A\, p) = F(w) = NG(w) - p" H(w)
= F(w) =Y NGi(w) = Y piHj(w).

i€& jET

Dabei bezeichnen A € R '€ und we R 2l die Lagrange-Multiplikatoren fiir die Gleichungen
und Ungleichungen.

Satz 1 (notwendige Bedingungen erster Ordnung)
Seien F,G und H stetig differenzierbar. Es gelte MFCQ fiir w*. Liegt in w* ein lokales

Minimum des NLP vor, so existieren Multiplikatoren \* € IR €l und welR 1 so daB die
Bedingungen gelten:

Vi L(w*, X, 1*) 0 (2.2a)
G(w™) 0 (2.2b)

H(w*) > 0 (2.2¢)

pw >0 (2.2d)

wiH;j(w*) = 0, jeL (2.2¢)

Dabei wird (2.2e) als Komplementarititsbedingung bezeichnet.

Bemerkung 2 (Beschrinktheit der Multiplikatoren)

Gauvin (1977, [41]) hat bewiesen, daB8 die Menge der Multiplikatoren (A\*, u*) an einem
stationdren Punkt w* genau dann ein kompaktes konvexes Polyeder bilden, wenn die
Regularitatbedingung MFCQ gilt. Dabei ist ein in stationdrer Punkt w* dadurch definiert,
dafl die Bedingungen (2.2) gelten.
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Bemerkung 3 (KKT-Bedingungen)

Unter der stéirkeren Voraussetzung LIC(Q an w* sind die Multiplikatoren eindeutig. In
dieser Form ist der Satz 1 von Karush (1939, [51]) und Kuhn, Tucker (1951, [53]) aufgestellt
worden und man spricht beim Tripel (w*, \*, u*) auch von einem Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) Punkt. Die Jacobimatrix der Gleichungsbedingungen (2.2a), (2.2b) und aktiven
Ungleichungsbedingungen (2.2c) in Satz 1 wird auch KKT-Matriz genannt.

Man bezeichnet die Multiplikatoren auch als sogenannte Schattenpreise, was damit zu
tun hat, da bei einer Variation der Nebenbedingung die Multiplikatoren angeben, um
wieviel sich die Zielfunktion &ndert. Diese Interpretation ist niitzlich, um zum Beispiel
eine Active-Set-Methode zur Losung eines ungleichungsbeschrankten Quadratischen Pro-
gramms zu konstruieren. Dieses quadratische Programm ist definiert durch eine quadrati-
sche Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen. Bei einer primalen Active-Set-Methode
wird zuerst ein zuldssiger Punkt beziiglich der linearen Nebenbedingungen gesucht und an-
schlieBend ein sogenanntes Active-Set aus den Ungleichungsbedingungen gebildet, welche
temporér als Gleichungsbedingungen angesehen werden. Beim Test, ob eine Ungleichung
aus dem Active-Set genommen werden soll, wird eine der Ungleichungen genommen, wel-
che einen negativen Multiplikator besitzt (siehe Fletcher 1987, [37]).

2.2.2 Bedingungen zweiter Ordnung

Als néchstes werden hinreichende Bedingungen 2. Ordnung angeben, da die notwendigen
Bedingungen erster Ordnung bisher noch keine Unterscheidung zwischen lokalem Mini-
mum, Maximum und Sattelpunkt gemacht haben:

Satz 2 (hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung)
Seien F'; G und H zweimal stetig differenzierbar. Eine hinreichende Bedingung fiir ein
striktes lokales Minimum w* des NLP ist erfiillt, wenn Multiplikatoren \* € R €l und

w* € R existieren, so daf (w*, \*, u*) die notwendigen Bedingungen erster Ordnung
erfiillen und fiir jedes £ € R", & # 0 mit:

VG (w) = 0,i€é, (2.3a)
'VH;(w*) = 0, j € Zo(w) mit p} >0, (2.3b)
EIVH;(w*) > 0, j € Zo(w*) mit w; =0 (2.3¢)

gilt: ETV2 L(w*, \*, p*)€ > 0.

Bemerkung 4 (Positiv-Definitheit der reduzierten Lagrange-Hessematrix)
Insbesondere sei betont, dafl hier nicht gefordert wird, dafl die Hessematrix der Lagrange-
funktion auf dem gesamten Raum IR" positiv definit ist, sondern nur auf einem Teil des
Kerns der aktiven nichtdegenerierten Nebenbedingungen.

Bemerkung 5 (Stabilitit gegen Stérungen)
Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung sind hier in der schwachen Formulierung
angegeben. Wenn man von dem Punkt (w*, \*, u*) zusétzlich fordert, daf3 er die Regula-
ritdtsbedingung LICQ erfiillt und die strikte Komplementaritit (j € Zo(w*) = pj > 0)
gilt, dann ist (w*, \*, u*) stabil gegen Stérungen und die Jacobimatrix der Gleichungsbe-
dingungen aus Satz 1 am Optimum nichtsingulér.
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2.3 Iterative Methoden basierend auf linear-quadra-
tischen Approximationen

Die Basis der hier vorgestellten iterativen Methoden fiir die Losung eines Nichtlinearen
Programms (NLP) stellen die Optimalitatsbedingungen erster Ordnung dar. Sie charakte-
risieren die Losung in Form von nichtlinearen Gleichungs- und Ungleichungsbedingungen.
In einem Optimum des NLP spielen jedoch nur die aktiven Ungleichungsbeschriankungen
eine wesentliche Rolle - in einer Umgebung des Optimums kann das Problem als rein
gleichungsbeschrinktes Problem formuliert werden. Wir beschrénken uns daher auf die
Behandlung von gleichungsbeschrankten Problemen (EQ).

Die Optimalitatsbedingungen erster Ordnung fiir EQ liefern ein nichtlineares Gleichungs-
system, dessen Losung (w*, A*) Kandidaten fiir eine Losung von EQ sind:

0=V,Lw"\) = VFw) -3 \NVG(w), (2.42)
€€

0=V,L(w",\") = Gw"). (2.4b)

Nun 148t sich mit Hilfe von Newton-dhnlichen Verfahren eine Iterationsvorschrift definie-
ren, die ausgehend von einem Startwert (wg, \g) eine Folge von Iterierten generiert, welche
lokal gegen eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystem (2.4) konvergiert. Dazu muf
die Newton-Iterationsmatrix genauer definiert werden, von der wiederum die Konvergenz-
rate abhéngig ist. Fiir den Fall, daBl die Iterationsmatrix exakt ist, d. h. sie der Hessematrix
der Lagrange-Funktion entspricht, sieht die Definition der Newton-Iterierten (Awy, AXx)
wie folgt aus:

V2L (wp, Ap) ( i&": ) = —VL(wg, \p). (2.5)

Wir erhalten also Folgen wy,1 = wy + Awg und A\py1 = Ap + A)g. Diesen Ansatz nennen
wir den Lagrange-Newton-Ansatz.

Die Multiplikatoren Axy; lassen sich auch direkt berechnen, wie man leicht an der ausfor-
mulierten Iterationsgleichung (2.5) sehen kann:

(T T () - (V) e

Dazu ist die rechte Seite von (2.6) zu modifizieren:

(S ") () () e

Man sieht, daf§ die Multiplikatoren nur noch in der Hessematrix der Lagrange-Funktion
vorkommen. Dies kann bei lokalen Konvergenzuntersuchungen ausgenutzt werden.

Eine wesentliche Feststellung ist, dafl unter bestimmten Bedingungen an die Lagrange-
Hessematrix die Losung (Awg, Ag11) der Lagrange-Newton-Gleichungen (2.7) auch eine
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Losung des folgenden Quadratischen Programms ist:

[QP] min  VF(wi,)" Awg + 3Aw] V2 L(wy, A) Awy, (2.8a)
unter G(wy) + VG (wi)T Awy, = 0. (2.8b)

Ein sequentielles Verfahren, das auf der wiederholten Losung von Quadratischen Pro-
grammen beruht, nennt man auch SQP-Verfahren, welches zuerst von Wilson (1963, [99])
aufgestellt und untersucht wurde.

Dabei stimmen die Losungen von (2.7) und (2.8) {iberein, wenn die Lagrange-Hessematrix
positiv definit auf dem Kern der strikt aktiven Restriktionen sind und die Lésung von (2.8)
eindeutig ist. Die Bedingung an die Hessematrix ist dabei in einer Umgebung eines KKT-
Punktes erfiillt, an dem die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung gelten (siehe
auch Bemerkung 5). In den anderen Féllen existiert mitunter keine Losung des QP, da
Richtungen negativer Kriimmungen vorhanden sein konnen. Dies wiederum gibt auch den
Hinweis auf Modifikationen des Problems: um eine endliche Lésung zu erhalten, miissen
die entsprechenden Eigenwerte der Newton-Iterationsmatrix geshiftet oder der Schritt be-
schrankt werden. Ansétze dafiir sind in der Literatur auch als Levenberg-Marquardt- oder
Trust-Region-Modifikationen bekannt.

In vielen Fillen ist es jedoch zu teuer, die Lagrange-Hessematrix V2 L(wy, \) aus-
zurechnen und daher wird versucht, sie durch Updates zu approximieren. Die Grund-
lage dafiir ist die Sekantenbedingung. Um sie herzuleiten, wird das Problem einer un-
beschrankten Minimierung einer nichtlinearen zweimal stetig differenzierbaren Funktion
F : IR" — IR betrachtet. Durch Taylorentwicklung von VF(w) um wy, erhdlt man fol-
gende Bedingung:

VQF(wk)(wk — wk_l) == VF(wk) — VF(wk_l) + O(||wk — wk_1||2).

Daraus lift sich die besagte Sekantenbedingung fiir die Approximation By von V2F (wy,)
definieren:

Bidi—1 = Yi-1, (2.9)

mit 01 = wy—wy_1 und v, = VF(wy) —VF (wg_1). Da dies jedoch nur n Bedingungen
fiir die Eintrdge der Hessematrix sind, sind weitere Bedingungen notwendig:

Symmetrie-Erhaltung: B, symmetrisch — By, symmetrisch,
Erhaltung der Positiv Definitheit: By positiv definit — By, positiv definit,

Least Change Bedingung: Verdnderung moéglichst weniger Kriimmungsinformationen:
Bry1z = Brz ¥V 2T (wpy1 — wy) = 0.

Daraus lassen sich Update-Vorschriften fiir Rang-1- und Rang-2-Updates mit vollstandi-
gem beziehungsweise teilweisem Merken alter Kriimmungsinformationen gewinnen:

Biy1 = By + U(Bg, 0k, Vi)

beziehungsweise
Bk+1 == U<B()75l7 cee 75k77l7 o e 77]4:) fur [ S k.
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Das bekannteste Update ist das Rang-2-Update nach Broyden, Fletcher, Goldfarb und
Shanno, welches die Positiv-Definitheit und die Symmetrie beriicksichtigt:

T T
VEVk By.60;, By
U, B, o = — . 2.10

Es existiert auch eine Version mit teilweisem Merken alter Kriimmungsinformationen, das
sogenannte Limited-Memory-Update von Nocedal (1980, [67]):

k T T
vyl Bioi(Bid)
U By, ;. .., 9, = By + ;
£-BrGs(Bos 0ty 5 ks iy -+ -5 Vi) 0 ;<%T5@ 67 B;6;

Eingebettet in SQP-Verfahren wurden fiir beide Update-Vorschriften zahlreiche Untersu-
chungen durchgefiihrt. Dabei gibt es sowohl Resultate hinsichtlich der lokalen Konvergenz
der Iterierten wy als auch im Hinblick der Hessematrixapproximationen By. In Boggs und
Tolle (1994, [21]) ist die Konvergenz der Hessematrixapproximationen bei Rang-2-Updates
niaher untersucht worden. Thre Analyse wurde unabhéngig von einem zugrunde liegenden
Optimierungsverfahren durchgefiihrt und sie zeigten unter bestimmten Annahmen an dy
und -y, dafl die Konvergenzrate der Hessematrixapproximationen im wesentlichen r-linear
ist und damit in einem Algorithmus, bei dem die Iterierten wy schneller konvergieren, kei-
ne Konvergenz der Hessematrixapproximationen vorliegt. Wie wir spéater sehen werden,
ist die Konvergenz der Hessematrixapproximation gegen die exakte Hessematrix nicht
notwendig.

Die Verallgemeinerung der BFGS-Update-Vorschriften in SQP-Verfahren fiir NLP ist da-
bei im wesentlichen durch Powell (1978, [76]) durchgefiihrt worden: dazu sei nun y;_; =
VL (wg, A\p) — Vi L(wg_1, Ax). Da unter Umsténden die Positiv Definitheit von By (auch
durch Verkiirzung des Schritts) nicht gewéhrleistet werden kann, wird folgende Heuristik
eingefiihrt. In der Update-Formel wird die Differenz der Gradienten ~, durch den Vektor
Ny ersetzt:

Nk = Ok + (1 - @k)Bk5k7 0<0O,<1.

Damit ist dann folgende Bedingung einzuhalten:
5;57% > EeagBkék >0 mit eg € [0.1,0.2].

Fiir © ergibt sich daraus folgende Bedingung:

o 1 wenn 0} yx > €o0} Bioy
k= (1—€0)8f Bdy
ok ok k gonst.
ST Bror—o1 i

Zu beachten ist, dafl bei Werten ©; < 1 die Sekantenbedingung verletzt wird und somit
eventuell keine sinnvollen Kriimmungsinformationen aufdatiert werden. Aus Griinden,
die die lokale Konvergenz betreffen, sollte ein héufiger Einsatz hintereinander vermieden
werden. In der Praxis haben sich als Alternative auch ein Aussetzen des Updates als
sinnvoll erwiesen, beziehungsweise der Einsatz eines Limited-Memory-BFGS-Updates, bei
dem dann eventuell groflere Werte fiir ©; beobachtet werden kénnen.
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Bisher wurden Verfahren beschrieben, die die Natur der Zielfunktion F'(w) nicht aus-
nutzen. Bei Least-Squares-Funktionen jedoch sind sowohl statistische als auch numerische
Interpretationen von Interesse. Dazu habe die Zielfunktion folgende Gestalt:

F(w) = |f )2 = i (= Aty w))”

Hierbei seien 7; Messungen, h(t;,w) die Modellantworten an den Zeitpunkten ¢; mit
Parametern w und 0]2 die Varianzen der Messungen. m ist dabei die Anzahl der Daten.
Wenn nun die Fehler der Messungen

e =mn;—h(tj,w), j=1,....m

normalverteilt, mit bekannter Varianz o;, Erwartungswert 0 sowie unabhéngig sind, dann
ist eine Losung des Least-Squares-Problems (LSQ) eine Maximum-Likelihood-Schétzung,
welche die Stichprobe mit gréfiter Wahrscheinlichkeit reproduziert.

Die Ausformulierung der Hessematrix der Zielfunktion ergibt fiir diesen Fall:

VEF(w) = 2V f(w) +22J‘3 w) V2 fj(w).

Fiir Probleme, bei denen f;(wy),j = 1,...,m klein ist, ist By = 2V f(wy)V f(wg)? eine
gute Approximation der exakten Hessematrix. Diese Eigenschaft nutzen wir im sogenann-
ten verallgemeinerten Gauf-Newton-Verfahren aus, bei dem im Quadratischen Programm
(QP) anstatt V2 L(wy, ;) nun By, verwendet wird. Anders formuliert wird also zur Be-
rechnung eines Schritts Awy folgendes Problem gelost:

[LSQ-QP] min || f(wy) + V f (wi,) " Awy|[3 (2.11a)
unter G(wy) + VG(wy,)T Awy, = 0. (2.11b)

Satz 3 (Fixpunkteigenschaft des Gauf3-Newton-Verfahrens)

Sei (w*, \*) ein KKT-Punkt des Problems (LSQ), der die hinreichenden Bedingungen
zweiter Ordnung erfiillt. Dann gilt: (w*, \*) ist ein KKT-Punkt von (LSQ) < (0, \*)
ist ein KK'T-Punkt von (LSQ-QP). Das heifit, dafi ein KKT-Punkt von LSQ auch ein
Fixpunkt des verallgemeinerten Gauf-Newton-Verfahrens ist.

Bemerkung 6 (Genauigkeit der Losung von LSQ-QP)

Im unbeschréianktem Fall fiihrt die Berechnung einer Lésung iiber die Normalgleichung zu
einer Verschlechterung der Genauigkeit der Losung (hier geht das Quadrat der Kondition
der LSQ-Jacobimatrix ein). Im beschranktem Fall ist dies ebenso, wenn das LSQ-QP als
allgemeines QP gelost wird, welches nicht die spezielle Natur der Hessematrix beriicksich-
tigt. Eine bessere Losungsmethode ist, die (reduzierte) LSQ-Jacobimatrix orthogonal zu
zerlegen und aufzulésen. Dabei geht die Kondition der (reduzierten) LSQ-Jacobimatrix
nur linear in die Genauigkeit der Losung ein.
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Der nachfolgende Satz von Bock (1987, [16]) definiert eine verallgemeinerte Inverse, den
Losungsoperator des verallgemeinerten Gauf3-Newton-Verfahrens. Damit ist es moglich,
einen Lokalen Kontraktionssatz in einer einheitlichen Weise fiir die hier behandelten ite-
rativen Verfahren zu verwenden.

Satz 4 (Existenz einer verallgemeinerten Inverse)
Seien LICQ und Positiv Definitheit der GauB-Newton-Hessematrix auf dem Kern der
Jacobimatrix der Gleichungsbedingungen erfiillt (auf einem Gebiet D C R") und J =
(VfT,VGTT : D c R" — R ™M) dann gilt:
1. Fiir jedes r = (fT,GT)T € R"™™¢ existiert genau ein KKT-Punkt (Aw, \) von
LSQ-QP und Aw ist ein striktes Minimum.

2. Es existiert eine lineare Abbildung J* : R™™¢ — R", so daB Aw = J*r das
LSQ-QP Iost fiir jedes r € R™T™C mit

VIVITvae\ (Vv
P ()

3. Der Losungsoperator J*1 ist eine verallgemeinerte Inverse und erfiillt folgende Be-
dingung: J* = JTJJ*.

2.3.1 Lokale Konvergenz

Zentraler Punkt in diesem Abschnitt ist der lokale Kontraktionssatz von Bock (1987, [16])
fiir Newton-dhnliche Verfahren zur Losung von nichtlinearen Gleichungen. Dabei wird die
lokale Konvergenz von SQP-Verfahren mit und ohne exakte Hessematrizen und von Gauf-
Newton-Verfahren erldutert. Dazu wird die Berechnung der Schritte auf die Losung von
Gleichungssystemen zuriickgefiihrt (siche Bemerkung 3 und Satz 4).

Sei dazu Az = —M (xy)r(xy) eine Verfahrens-Vorschrift, welche die Iterierten zur
Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems r(x) = 0 mit einer Ndherungsinversen

M(z) ~ Vr(z)™T, M(x) # 0 definiert.

Satz 5 (Lokaler Kontraktionssatz)
Sei D C R™ ein Gebiet und r : D — IR"™ stetig differenzierbar, J(x) = Vr(x)T. Fiir alle
x,y € D und alle t € [0,1] mit y — x := —M (x)r(z) gelte:

Jw<oor [[ME)J(+ty —2) = J(@)(y —2)l| <wtlly — 2|, (2.12)
Fr(r) <k <1: |[M(y)R(@)]| < s(2)lly =[] < lly — ] (2.13)
mit R(x) = r(x) — J(z)M(x)r(z) (Residuum).
Sei xog € D gegeben mit:

foi= k<1, ay = MGGl G =01, (2.14)

Qp
1 — 0o

Dm:{ﬂux—%ug }CD. (2.15)
Dann gilt:
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3.

4.

. Die Iteration xj1, = x; + Azx;,Ax; = —M(x;)r(x;) bleibt in Dy und ist wohl

definiert.

x; — o € Dy fiir j — oo mit M (z*)r(z*) = 0.

ajw

Konvergenzrate: ||Axj1|| < (55 + k)||Ax;|| =: §;]|Az;]].

A priori Abschétzung: ||z, — 2*|| < 657%-.

Bemerkung 7 (Lipschitzkonstanten im lokalen Kontraktionssatz)

1.

GauB-Newton-Verfahren: w ist ein Ma# fiir die Nichtlinearitédt und wird grof3, wenn
die erste Ableitung von J grofi wird. k ist ein Maf fiir die Kompatibilitdt von
den Mefidaten mit dem Modell (Beobachtung). k < 1 kann gezeigt werden, wenn
Residuum R und erste Ableitung der verallgemeinerten Inverse M klein sind:

1M (y) R(2)]| = [[(M(y) — M(x))R(x)]] < &lly — =],

2. SQP-Verfahren: w ist ebenfalls ein Ma# fiir die Nichtlinearitét, r ist hier jedoch ein

Ma# fiir die Giite der Hessematrix-Approximation M~ (siche Bemerkung 9):

1M (y)R(x)l| = [|M(y)[M(z)"" = J(@)]M (x)r()]] < &lly — =]

Bemerkung 8 (Eigenschaft der Niherungsinversen M)

1.

GauB-Newton-Verfahren fiir unbeschréinktes LSQ-Problem:
M ist Moore-Penrose-Pseudo-Inverse.

GauB-Newton-Verfahren fiir beschrianktes LSQ-Problem:
M ist die verallgemeinerte Inverse (siche Satz 4).

Newton-dhnliches Verfahren fiir Gleichungssysteme:
M ist eine Nédherung der exakten Inverse.

SQP-Verfahren mit exakten Hessematrizen fiir gleichungsbeschréinktes Minimierungs-
problem: M ist die Inverse der KKT-Matrix.

SQP-Verfahren mit BFGS-Update-Hessematrizen fiir gleichungsbeschréinktes Mini-
mierungsproblem: M ist die Inverse der KK'T-Matrix mit nichtexakter Lagrange-
Hessematrix.

Bemerkung 9 (Konvergenzraten bzgl. Quotientenkriterium)

1.

GauB-Newton-Verfahren fiir unbeschrianktes LSQ-Problem:
Konvergenzrate linear in w.

2. GauB-Newton-Verfahren fiir beschrianktes LSQ-Problem:

Konvergenzrate linear in w.

3. Newton-Verfahren fiir Gleichungssystem:

Konvergenzrate quadratisch in w, da R(w) = 0.
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4. SQP-Verfahren mit exakten Hessematrizen fiir gleichungsbeschréinktes Minimierungs-
problem: Konvergenzrate quadratisch in (w, \), da R(w,\) = 0.

5. SQP-Verfahren mit Update-Hessematrizen fiir gleichungsbeschréianktes Minimierungs-
problem: im folgenden werden die Bedingungen fiir superlineare Konvergenz in den
primalen Variablen anhand von Abschétzungen fiir die Lipschitzkonstante k herge-
leitet. Aquivalent zum Losen der KKT-Bedingungen in den primalen und dualen
Variablen ist das Lésen der reduzierten Gleichungen r = [(SNVF)T,G"]" in den
primalen Variablen, wobei SN Kern der Jacobimatrix von G ist. Konsistente duale
Variablen (Lagrange-Multiplikatoren) kénnen tiber die Stationaritétsbedingung der
Lagrange-Funktion (2.2a) berechnet werden. Bedingungen an die Lipschitzkonstan-
te w, welche ein Ma# fiir die Nichtlinearitit der exakten KKT-Matrix ist, kénnen
zur Globalisierung des Verfahrens genutzt werden (siche RMT im Abschnitt 2.3.2).

Die Abschétzung der Lipschitzkonstanten k:
L S?_[HTBk_H - SIJCVTBk SkNTViL(wk, )\k)
Aw = ( VGl var ) - vG! Ay
_ <S@Q1T3k+l>‘1 (55 T[By — V2 L(wy, )\k)]Awk>
Vel 0
(SN B [(SYTIB — VA L(w*, A7) Ay
VGl 0

N (Sﬁ“ TIV2 L(w*, \*) — V2 L(wy, Ak)]Awkﬂ
0
[Aw[| < &[] Awgl|

Wenn nun die Inverse von [BE, S, |, VGr1]T beschrénkt bleibt und

15877 [Br — Vi, L(w", )] Awg]|
||Awy|

— 0 fir k— oo, (2.16)

dann liegt superlineare Konvergenz vor, da SYT[V? L(w*, \*) — V2 L(wg, \i)] — 0
tiir k — oo und konsistenten Lagrange-Multiplikatoren. Dabei entspricht die Bedin-
gung k — 0 und damit Bedingung (2.16) der Charakterisierung der superlinearen
Konvergenz von Dennis-Moré (1977, [27]) iibertragen auf den restringierten Fall.

Bemerkung 10 (Rolle der Lagrange-Multiplikatoren)

1. GauB-Newton-Verfahren: Die hier vorgestellten Verfahren zur Lésung von LSQ sind
rein primal. D. h. die Hessematrix im LSQ-QP ist sowohl von den Multiplikatoren
als auch von vergangenen Iterierten unabhéangig. Selbst die Globalisierung kann mit
Hilfe von Natirlichen Niveaufunktionen (siehe Bock 1987, [16]) rein primal durch-
gefiihrt werden.

2. SQP-Verfahren: Die Multiplikatoren kommen bei den hier vorgestellten Verfahren
nur in der Hessematrix des QPs vor. Fletcher (1987, [37]) hat in einem Satz (12.4.1,
Seite 308) gezeigt, daf die Konvergenz der Multiplikatoren in einem SQP-Verfahren
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mit exakten Hessematrizen schon dann erfolgt, wenn der Startwert des Multipli-
kators eine nichtsinguldre KK'T-Matrix zur Folge hat und die Losungen der QQPs
eindeutig sind. In der Regel werden Multiplikatoren auch zur Globalisierung mittels
Straffunktionen bendtigt (Update der Straffunktionsparameter).

2.3.2 Globalisierung der Konvergenz

In Satz 5 wird Konvergenz von einem verallgemeinerten Newton-Schema innerhalb ei-
ner Kugel um ein lokales Optimum garantiert. Globalisierungsstrategien sollen nun den
Konvergenzradius dieses Schemas vergroflern, indem sie gegebenfalls den Newton-Schritt
verkleinern.

Liniensuchmethoden verkleinern dabei den berechneten Schritt a posteriori durch Multi-
plikation mit einem Schrittweitenparameter. Im Gegensatz dazu existieren auch Metho-
den, die den Schritt a priori wihrend der Berechnung beschréinken. Diese Methoden sind
auch als Restricted-Step- oder Trust-Region-Methoden bekannt.

In dieser Einfithrung beschrénken wir uns jedoch auf Liniensuchmethoden und betrach-
ten dabei das Problem [NLP]. Fiir die Globalisierung der Konvergenz ist es notwendig,
Optimalitdat und Zuléssigkeit gleichzeitig zu erfiillen. Niveaufunktionen beziehungsweise
Straffunktionen sind ein Mittel dazu. Sie dienen dazu, die Qualitét eines Schrittes zu be-
urteilen und ihn gegebenenfalls zu modifizieren. Dazu mufl die Losung w* des [NLP] ein
Minimum der Niveaufunktion sein und jeder Schritt einen hinreichenden Abstieg in der
Niveaufunktion bewirken. Fine Voraussetzung fiir den Abstieg ist die Kompatibilitit zwi-
schen Schritt und Niveaufunktion. Weiterhin sind leider die Niveaufunktionen meistens
nicht parameterfrei, das heifit, dafl Parameter (an die meist unbekannten Multiplikatoren
am Losungspunkt) angepafit werden miissen.

Einen anderen Ansatz stellen Filtermethoden dar, die Methoden der Mehrfach-Zielfunk-
tionsoptimierung verwenden (siehe Fletcher und Leyffer 2000, [38], sowie Wichter und
Biegler 2001, [98]). Bei der Globalisierung werden zwei (unabhéngige) Ziele beriicksichtigt:
Zulassigkeit und Minimierung der Zielfunktion. In jedem SQP-Schritt sollen nun entwe-
der die Unzuléssigkeit und/oder die Zielfunktion hinreichend reduziert werden. Der Filter
wird nun aus Wertepaaren (Zielfunktionswert und Maf der Unzuldssigkeit) bestimmter
SQP-Iterierten gebildet und soll verhindern, dafl die Iterierten zykeln. Ein neues Wer-
tepaar einer Iterierten wird nun vom Filter akzeptiert, wenn entweder die Zielfunktion
oder die Unzuléssigkeit reduziert wird. Die Aufnahme des Wertepaares in den Filter kann
dabei so gestaltet werden, dafl die Akzeptanz einer neuen SQP-Iterierten bzgl. dem Filter
weniger restringent ist als bei der Reduktion einer Niveaufunktion. In einer Globalisierung
mittels a posteriori Anpassung des Schritts durch Liniensuchmethoden wird der Schritt-
weitenparameter solange reduziert, bis die neue SQP-Iterierte vom Filter akzptiert wird.
Im Gegensatz zu der Globalisierung mittels Liniensuche iiber die /;-Niveaufunktion (2.17)
mit Strafparameter-Updates (2.21) sind diese Globalisierungsansétze nicht skalierungsin-
variant bzgl. Variablen und Funktionen. Dies liegt an den hinreichenden Kriterien fiir
Abstieg, welche fiir den Filter verwendet werden. Deswegen wird im folgenden nur der
Ansatz tiber Niveau- bzw. Straffunktionen weiter verfolgt.
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Eine der am besten untersuchten Niveaufunktionen ist die [;-Niveaufunktion:

Gor(w) = F(w) + > 0ilGi(w)| + > 75 H;(w) ™. (2.17)
icE jeT
wobei H;(w)” = max{0, —H;(w)}. Diese Niveaufunktion wird auch ezakt genannt, da

sie fiir endliche Werte o; > |Aj| und 7; > 5 von einem Optimum w* von [NLP] lokal
minimiert wird.

Die [1-Niveaufunktion ist eine nicht iiberall differenzierbare Funktion, welches Konsequen-
zen fiir die lokale Konvergenz eines SQP-Verfahrens haben kann (Maratos-Effekt: obwohl
der SQP-Schritt ndher zum Optimum fiihrt, liegt fiir den Vollschritt kein hinreichender
Abstieg in der [;-Niveaufunktion vor und der Schritt wird verkiirzt). Abhilfe dafiir sind die
Watchdog-Technik (siehe Chamberlain et al. 1982, [24]) oder die Second-Order-Correction
(siche Mayne und Polak 1982, [63] und Fletcher 1982, [36]). Die erste Technik bewirkt
eine Relaxierung der Liniensuchmethode, wiahrend die zweite Technik den SQP-Schritt
Richtung Zuldssigkeit verschiebt. Vom Maratos-Effekt nicht betroffen sind Ansétze mit
differenzierbaren Funktionen wie die von Rockafellar (1974, [79]) eingefiihrte exakte Funk-
tion:

Gor(w, A 1) = F(w) + Eice(=NGi(w) + 50:Gi(w)?)
{ —piHj(w) + 37 H;(w)®  wenn Hj(w) < p;/7;
+ Yjer

—312 /7 sonst

Fiir die Globalisierung von SQP-Verfahren zur Losung eines [NLP] wird im folgenden eine
Liniensuchmethode in Kombination mit der /;-Niveaufunktion beschrieben. Hierbei wird
der Schritt Awy sowie Agy1, pig1 aus dem [QP] a posteriori korrigiert:

Wi+1 W Awy,
M1 | = | A | Fa| Ak — A
Hi+1 Kk Hi+1 — Mk

Der Schrittweitenparameter oy wird dabei durch Minimierung der Niveaufunktion entlang
des Schritts Awy vorgegeben:

ap = arg min_ ¢, . (rx + aAxy).
ac(0,1] © 7’

Um zu zeigen, unter welchen Bedingungen ein solches oy, € (0, 1] in jedem Schritt existiert,
betrachten wir die Richtungsableitung der [;-Niveaufunktion im Punkt w; in Richtung
Awk:
DAwk qbo,T(wk) = VF(wk)T Awk

+ Y ice 0i (—VGi(wi)" Awy,)

+ Zz cE0; ‘VGZ<U}]€)T Awk|

+ Zz cé g; VGZ(wk)T Awk

+ 3 ez 75 (= VH;(wy)" Awy)

+Xez 7 (VH;(wr)" Awy)”

mit den Indexmengen der Gleichungsbeschrénkungen

(2.18)

&= {i|Gi(wp) <0}, & := {i|Gi(wp) =0}, & := {i|Gi(wy)>0)}
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und denen der Ungleichungsbeschrankungen
7 = {j1Hj(wy) <0}, T :={j|H;(wp) =0}

Der Schritt Awy, sei nun Losung des Problems [QP]. Aus den KKT-Bedingungen fiir das
Problem [QP] gewinnt man:

iEgkUék jEj—kUj-k
Eingesetzt in die Richtungsableitung von ¢,, ., ergibt sich:

DAwkgbUvak (U}k) = —Aw%Bk Awk
— i (Ohi — Aki) VGi(wi)" Awy,
— e, (ki 4 M) (=VGi(wp)" Awy) (2.19)
= en (Thg — tirg) VH;(wi)" Awy
=Y eq, Mg (=VHj(wg)" Awy).

Fiir die Kompatibilitit zwischen Schritt und Niveaufunktion und damit die Existenz eines
positiven Schrittweitenparameters sind folgende Bedingungen an die Parameter einzuhal-
ten:

Oki > [Akils Ty = fey- (2.20)

und die Hessematrixapproximation mufl positiv semidefinit sein. Damit ist die Richtungs-
ableitung von ¢,, -, negativ und Abstieg in jedem SQP-Schritt entlang der Losung des
[QP] moglich. In der Praxis verwendet man fiir die Parameter die von Powell (1978, [76])
eingefithrte Updateprozedur:

1 1
Oki = maX{|>\k,z‘|, §(Uk—1,i+ |)\lm|)}> Tk, = Max {Mk,ja §(Tk—17j‘|‘,uk,j)}> (2.21)
wobei 0g; = |Ao;| und 7 ; = po; initialisiert werden. Dies hat den Vorteil, da8 die

Parameter auch wieder kleiner werden kénnen und somit die Zuléssigkeit gegeniiber der
Optimalitédt nicht so stark gewichtet wird. Dies ist insbesondere weit weg vom Optimum
von Interesse.

Anstatt eine exakte Liniensuche in jedem SQP-Schritt durchzufiihren, wird in der Praxis
nur die Einhaltung sogenannter relaxierter Bedingungen gefordert - wie sie Armijo (1966)
und Goldstein (1965) fiir den unbeschrankten Fall aufgestellt haben:

F(wk + ozkAwk) < F(wk) + €1oszF(wk)TAwk, g1 € (0, 1/2) (222)

und
VF(wk + ozkAwk)TAwk > EQVF(wk)TAwk, E9 € (81, 1)

Die letzte Bedingung ist dabei automatisch erfiillt, wenn ein sogenanntes Backtracking
durchgefiihrt wird. Das heifit beispielsweise, da8 fiir ein # € (0, 1) eine kleinste natiirliche
Zahl | gesucht wird, so daf die Bedingung (2.22) fiir oy, = ¢ erfiillt ist.

Satz 6 (Globale Konvergenz von SQP-Verfahren mit Liniensuche)
Ein SQP-Verfahren mit Liniensuche bzgl. der l,-Niveaufunktion konvergiert global gegen
einen KKT-Punkt unter folgenden Voraussetzungen:
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e die Funktionen F,G;,7 € £ und H;, j € T sind stetig differenzierbar,

e bei jeder Liniensuche seien die Armijo-Goldstein-Bedingungen (2.22) fiir die ;-
Niveaufunktion erfiillbar: ¢o, -, (Wi + i Awg) < ¢, 7 (Wk) + €106 D aw, Goy, 7, (W) s

e die Folge {wy} bleibt in einer kompakten und konvexen Menge des R",
e die Exaktheitsbedingung (2.20) fiir die Niveaufunktion ist erfiillt,

e Bedingung an die Hessematrixapproximationen By: es existieren (31, #5 € (0, 00), so
daB fiir alle k und jedes w € R™ gilt: fiwTw < w! Byw < Bywlw.

Dieser Satz wurde von Powell (1980, [77]) fiir ein SQP-Verfahren mit modifizierten BFGS-
Updates der Lagrange-Hessematrix bewiesen. Zentral ist dabei die Kompatibilitdt der
Niveaufunktion mit dem Schritt und damit die Positiv-Definitheit der Hessematrix. Dies
ist also fiir modifizierte Quasi-Newton- und Gauf3-Newton-Verfahren der Fall.

Einfache Beispiele zeigen jedoch, dafl die Liniensuche auch zur Verlangsamung der
lokalen Konvergenz fithren kann. Der Grund ist, da} bei schlecht konditionierten Pro-
blemen die Niveaufunktion ein Bananental aufweisen konnen, so daff der Newton-Schritt
stark verkleinert werden mufl, um Abstieg in der Niveaufunktion zu erzeugen.

Fiir Least-Squares-Probleme [LSQ] mit Gau-Newton-Verfahren existiert dabei eine in der
Praxis sehr erfolgreiche Globalisierung mit einer sich in jedem Schritt &ndernden Niveau-
funktion, welche auch bei schlecht konditionierten Problemen Vollschritt zulassen — im
Gegensatz zur [1-Niveaufunktion. Die weitere Darstellung folgt dabei den Ideen von Bock,
Kostina und Schloder (2000, [19]) bzgl. der Globalisierung von Gauf-Newton-Verfahren
mit Natiirlichen Niveaufunktionen.

Wir betrachten nun den Gaufl-Newton-Schritt Awy, fiir ein unbeschrinktes Least-Squares-
Problem (die Verallgemeinerung auf restringierte Probleme ist mit Satz 4 moglich). Fiir
die Natiirliche Niveaufunktion ¢, ist dabei der Gau-Newton-Schritt identisch mit dem
steilsten Abstieg der Niveaufunktion V¢ (wy):

6y(w) = 1V 5 (we)* Fw)] 3 (2.23)

Damit ist die vorhin beschriebene Beobachtung inbesondere bei schlecht konditionierten
Problemen behoben, das heifit, dal der Schritt im lokalen Konvergenzbereich des Verfah-
rens nicht durch die Globalisierung restringiert wird. Fiir diese Niveaufunktion kann nun
folgende Abschétzung (Quadratic Upper Bound) gezeigt werden:

dr(wr + alwy) < (1 — o+ Swi ()| Awg|])dr(w)

[V f (wi) T [V f (w+a1 Awg )=V f (wg)]|]
at|[Awg]|

[QUB] (2.24)

mit Wi (@) := SUPy_ 4, <a

Die folgende Liniensuche nach Armijo-Goldstein mit der Natiirlichen Niveaufunktion
(2.23) wird auch als restriktiver Monotonietest bezeichnet. Dabei wéhle a € (0, 1], so
daf gilt (beachte Day, ¢r(wi) = ¢r(wy)):

1—a+ %le(a)HAwkH <l-ea, €€(0,1),

[RMT]
aw (@)||Aw|| <2(1 —¢)=:n, ne(0,2).

(2.25)
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Bemerkung 11 (Erlduterung des RMT)
1. Der restringierte Schritt aAwy, bleibt in einer Kugel um wj, mit Radius n/w.

2. Praktische Berechnung und Schétzung fiir Kriimmung wq(«):

_ IV f(wn) " [f (wy + aAwy) — (1 — a) f(will]

a?[| Awgl[?

ws(a) : < wq(a). (2.26)

3. Anfangswahl des Schrittweitenparameters «; bei Verwendung der Kriimmungsin-
formationen ws(ay—1) des letzten Schritts :

s

1
a; = miny 1, .
; { w?,(ak—l)llﬁwkll}

4. Bestimmung des Schrittweitenparameters « durch Nullstellensuche von:

p(a) = aws(a)|[Awg|| =1 = 0.

Bemerkung 12 (Verallgemeinerung auf Problem LSQ mit Ungleichungen)
Ftir eine korrekte Auswertung von ws mufi das Active-Set des LSQ-QPs eingefroren, Funk-
tionswerte der Nebenbedingungen und LSQ-Zielfunktion neu berechnet sowie deren Jaco-
bimatrizen beibehalten werden. Damit kann dann J; r(wy,+aAwy,) oder auch die Differenz
J[r(wy + aAwy,) — (1 — a)r(wy,)] direkt berechnet werden, was numerisch stabiler ist (fiir
die Definition von J* und r siehe Satz 4 mit G = (G, Hyet) ).

2.3.3 Adaptive Genauigkeitssteuerung

Im folgenden werden zwei Losungsanséitze beschrieben, um eine Losung eines Nichtlinea-
ren Programms [NLP] mit geforderter Genauigkeit zu erhalten unter der Voraussetzung,
daB die Iterierten des NLP-Algorithmus exakt berechnet werden kénnen und die Genau-
igkeiten der Eingangsgrofien des NLP (Funktions- und Ableitungswerte) steuerbar sind.

Beim sequentiellen Ansatz wird die Genauigkeit der Eingangsgrofien in einer dufleren
Schleife um den NLP-Algorithmus gesteuert. Die resultierenden gestorten NLPs wer-
den bis zur Konvergenz ausiteriert. Die Steuerung der Genauigkeit der Eingangsgrofien
geschieht mit einem a posteriori Fehlerschitzer angewendet auf die jeweilige gestorte
NLP-Losung. Fiir eine Diskussion von a posteriori Fehlerschétzern bei Finiten-Elemente-
Methoden - siehe Becker und Rannacher (1996, [9] und 2001, [10]) sowie Nowak et al.
(2003, [69]) fiir eine adaptive Zeit- und Ortsdiskretisierung bei einer rdumlichen Semidis-
kretisierung durch Differenzenverfahren und anschlieBender Zeitintegration.

Beim simultanen Ansatz ist die Steuerung der Genauigkeit der Eingangsgréfien mit den
Iterationen des NLP-Algorithmus verzahnt. Die Genauigkeit der Eingangsgrofien wird da-
bei so gewéhlt, daf das zugrundeliegende gestorte Newton(-dhnliche) Verfahren in jedem
Schritt kontrahiert (||[Awgy1]| < dg||Awg|| mit d; < 1) und den (globalen) Fehler e(wy)
der Tterierten Awy in der Groflenordnung von Awyg 1 wihlt - siehe Bock (1981 [14], 1983
[15], 1987 [16]) im Rahmen von GauB-Newton-Verfahren. Zuverlédssige Schétzungen der
Konvergenzraten 0y, iiber die Lipschitzkonstanten (x und w) des Kontraktionssatzes (Satz

31



5) sind dabei notwendig, um die Genauigkeit der Eingangsgréfien nicht zu konservativ zu
wéhlen und damit ein ineffizientes Verfahren zu erhalten.

Wihrend der sequentielle Ansatz einfacher zu implementieren ist, ist der simultane An-
satz effektiver, da nur ein NLP-Problem gelost werden muf, bei dem sicherzustellen ist,
daBl Attraktoren des ungestorten NLP-Algorithmus auch Attraktoren des gestorten NLP-
Algorithmus sind. Dies ist im Rahmen von Parameterschétzproblemen mit kleiner In-
kompatibilitdtskonstante x bei einem (verallgemeinerten) Gau-Newton-Algorithmus kei-
ne Einschrinkung - siche Bock (1987, [16]).

Im folgenden wird beschrieben, wie der globale Fehler der Newton-Inkremente eines SQP-
Verfahrens mit Hilfe der Fehler der Eingangsgrofien (z.B. Diskretisierungsfehler und Feh-
ler bzgl. MeBpunktauswertung) abgeschitzt werden kann. Am Beispiel eines Parame-
terschatzproblems wird dies dann konkretisiert.

Wir betrachten nun folgendes Quadratische Programm in dem gestorten Inkrement Aw :=
Aw + dw des gestorten gleichungsbeschriankten Optimierungsproblems [EQ)]:

=: VE(w) =B
min [VF(w) 4+ V§F (w)]" (Aw + 6w) + 3(Aw + dw)"[B + 6 B](Aw + dw)
unter [G(w) + 0G(w)] + [VG(w) + VIG(w)]T (Aw + dw) = 0.
=: G(w) =: VG(w)

Dabei ist Aw die Losung von obigem QP mit ungestorten Eingangsgrofien: 6F = 0,6G = 0
und 0 B = 0. Um den globalen Fehler jw abzuschétzen, wird das obige QP als QP in den
primalen Variablen dw mit festem Aw aufgefasst:

min  [VE + BAw]" 6w + 16w” Bow
unter [G + VGTAw] + VGTow = 0.

Nach Satz 7 existiert unter den Regularititsannahmen [LICQ] und [PD] folgende Losungs-
darstellung;:

ow = —S®[G+ VGTAw] — SN[SNTBSNLSNTIVE + Béw — BS®(G + VG Aw)]
———
= BN
mit den Koordinaten-Basen ST := [V, G~! : 0] und SN = [-V,,GV,, G~ : I].
Gruppieren der Terme nach den Stérungen der Eingangsgrofien ergibt:
ow = Odwy + dwy + dws,

ow, = —[S®+ SVNBNISNTBSRISG — SN BN LSNTIVGE,

owy, = —SNBNTISNT|VF + BAw],

dws = —[(S®+ SNBVNISNTRS®YVSG + SN BN LSNT§ BT Aw.

=: A
In einem Fixpunkt des gestorten SQP-Verfahrens gilt: Aw = 0. Fiir ||A|| < 1 kann nun
der Fehlerterm dws wie folgt abgeschéitzt werden:
lows|| < [|A]] - [|Aw|| = [[A]] - [|ow]]

_ oAl

S T A || 6wy + dwsl|.
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Demnach beeinflult dieser Term zwar die Konvergenzgeschwindigkeit nicht jedoch maf-
geblich die Storung des Fixpunktes des SQP-Vefahrens. Wir konzentrieren uns nun auf
die Fehlerterme dw; und dws. In den ersten Term gehen die Fehler der Funktionswerte
der Nebenbedingungen (z.B. Diskretisierungsfehler der Zustandsgleichungen) und Fehler
des Zielfunktionals (z.B. bei MeBfunktionsauswertung) ein. Diese sind bei einem dynami-
schen Optimierungsproblem iiber die Integrationsgenauigkeiten kontrollierbar. Im zwei-
ten Term geht der korrigierte Zielfunktionsgradient ein: VF + BAw, der im allgemeinen
—VG entspricht und bei einem Parameterschétzproblem [L.SQ] und einer Gau3-Newton-
Hessematrix mit dem Term V f77r identisch ist, wobei r := f + V fT Aw das exakte linea-
risierte Residuum ist. Im Falle von Parameterschétzproblemen [LSQ] und GauB-Newton-
Hessematrizen kann damit der globale Fehler wie folgt abgeschétzt werden:

[ow|| < Kgl|0G||+ K |0 f|] + K3|IVo fTr + VoGT A||. (2.27)

Der letzte Term ist dabei aus dws hergeleitet - sieche Bock (1987, [16]). Die Konstanten
K¢ und Ky kénnen mit Hilfe der Zerlegungen der Hessematrix und Basen abgeschétzt
werden und stehen dabei ohne weitere Kosten zur Verfiigung. Es sei betont, dal durch
Ausnutzen der Stationaritdtsbedingungen die Berechnung der Lagrange-Multiplikatoren
A vermieden werden kann.
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Kapitel 3

Ein speicherplatz- und
rechenzeitsparender reduzierter

SQP-Algorithmus

Ausgangspunkt fiir dieses Kapitel ist das folgende Nichtlineare Programm:

min F(w) (3.1a)

[NLP] unter G (w) (3.1b)
Go(w) = 0 (3.1c)

H(w) > 0. (3.1d)

Wie in Kapitel 1 dargestellt, sind folgende Typen von Gleichungsrestriktionen in dem
diskretisierten und parameterisierten Problem vorhanden:

Stetigkeitsbedingungen

Konsistenzbedingungen

Stufeniibergangsbedingungen

entkoppelte und gekoppelte Mehrpunkt-Randbedingungen
Folgende Ungleichungsrestriktionen kénnen vorkommen:

e Kontroll- und Pfadbeschrinkungen

e entkoppelte und gekoppelte Mehrpunkt-Randbedingungen

Die Zuordnung speziell der Gleichungsrestriktionen auf G; und G5 und deren unterschied-
liche Behandlung im Rahmen von SQP-Verfahren sind Thema dieses Kapitels.

3.1 Ubersicht iiber partiell reduzierte SQP-Verfahren

Wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben kénnen SQP-Verfahren mit Update-Hessematrizen su-
perlineare Konvergenz aufweisen. Dabei ist die Approximation der Lagrange-Hessematrix
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durch positiv definite Updates in der Praxis und in der Theorie nicht immer zufriedenstel-
lend - siehe die Powell-Modifikation des BFGS-Updates und die verallgemeinerte Dennis-
Moré-Bedingung (2.16). Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung (Satz 2) be-
sagen, dafl die Lagrange-Hessematrix am Losungspunkt nur auf dem Kern der aktiven
Restriktionen positiv definit sein muf. Es erscheint daher sinnvoll, nur mit positiv defi-
niten Updates dieser reduzierten Lagrange-Hessematrix zu arbeiten. Im folgenden wird
kurz dargestellt, wie dieses im Rahmen von reduzierten SQP-Verfahren moglich ist - siehe
auch Gabay (1982, [40]). Dazu betrachten wir ein gleichungsrestringiertes Minimierungs-
problem [EQ]. Die Idee ist nun, die Losung des vollen KKT-Systems zu vermeiden und
zuerst diejenigen Variablen zu eliminieren, welche durch die linearisierten Gleichungsre-
striktionen bestimmt sind. Anschliefend mufl das Problem korrespondierend zu den iibri-
gen Variablen reduziert werden. Eine verallgemeinerte Elimination wird durch folgenden
Satz beschrieben (sieche Fletcher, 1987 [37], Seite 234).

Satz 7 (Verallgemeinerte Elimination im KKT-System von EQ)

Im Problem [EQ)] seien die Funktionen F': IR"™ — R und G : R" — IR™ zweimal stetig
differenzierbar und es gelte LICQ) am Punkt wy, sowie die Positiv-Definitheit-Bedingung an
die Lagrange-Hessematrix (siehe Bemerkung 4). Sei Vi, € R™("~™ eine Basisergéinzung
des R™ zu VGy := VG(wy), so da8 [VGy : Vi1 invertierbar ist mit der Inversen [S[¥ :
SN, wobei S € R™™ und S € R™ "™ Dann folgt VG SE = I und VGESY = 0.
Sei Awy, eine Losung des quadratischen Programms von EQ mit Lagrange-Hessematrix
V2 Ly, dann gilt bzgl. der Basistransformation mit [V Gy, : Vi]:

Aw, = SFyF+ Sy
mit yy = —(SYTVLLSY) TSN (VF, = Vi, LeSEGY)
und yf = —G.

Man nennt y* auch die Bildraumkomponente und yﬁf die Nullraumkomponente. Die Ma-
trix BY := SNTV? LS wird auch reduzierte Lagrange-Hessematriz genannt. Der zweite
Teil in y¥ wird Crossterm genannt, weil die Lagrange-Hessematrix sowohl bzgl. der Null-
raumbasis S} als auch der Bildraumbasis S projiziert wird.

Bemerkung 13 (Wahl der Basiserginzung in der Basistransformation)

1. Koordinaten-Basis: Sei w = (w1, ws) mit dim(w;) = m, V,, Gy invertierbar und
V.I' = [0 : I]. Dann gilt: SFT = [V, G;" : 0] und S¥T = [~V 4, GV, Gi ! 2 ).
Diese Basis hat den Vorteil, dafl die diinnbesetzte Struktur von V., Gy bei der
Faktorisierung ausgenutzt werden kann.

2. orthogonale Basis: Sei V,,G}, = [Q1 : Q2][RT : 0]T mit Q := [Q; : Qy] orthogonal, R
obere Dreiecksmatrix und Vi, = Qy. Dann gilt: ST = [R71QT] = VG und ST =
(QT]. Diese Basis hat den Vorteil, zu numerisch stabilerer Elimination zu fiihren,
jedoch ist die Stetigkeit der Basis ein Problem (Pivoting bei der QR-Faktorisierung).
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Ein reduziertes SQP-Verfahren bzgl. einer Koordinaten-Basis und der reduzierten Lagrange-
Hessematrix- Approximation BkN 16st in der Iteration k£ das folgende reduzierte System:

0 0 leGk Aka leFk
0 BY VG || Awp | = = Vo Fi |, (3.2)
Vo, GE V4, GT Mot 1 en

um die Iterierten wg,1 = wy + (AwlTJg, Awgk)T und A\;;1 zu bestimmen. Das heifit, daf3
der Crossterm in der Berechnung der Nullraumkomponente nicht mitberiicksichtigt wird.
Dies hat den Vorteil, da8 nur die reduzierte Lagrange-Hessematrix B; gespeichert werden
mufl. Wie wir spéter sehen werden, fiithrt dies jedoch zu einer 2-Schritt quadratischen
bzw. superlinearen Konvergenz (bzgl. dem Quotientenkriterium bei Verwendung einer
reduzierten exakten bzw. Quasi-Newton-Update Lagrange-Hessematrix). Eine Erklarung
ist, daBl in Iteration k& der Schritt Awy hauptséichlich in Richtung Zuléssigkeit geht und in
der néichsten Iteration k+1 dann G, = G(wyy1) ~ 0 und damit der Crossterm sowie die
Bildraumkomponente vernachléassigbar sind und damit der Schritt Awy; hauptséchlich
in Richtung Optimalitat geht.

Um bei der Losung des Systems (3.2) zu vermeiden, dafl die gesamte Jacobimatrix VGT =
(leGT,VwQGT) berechnet werden muf3, wird eine Transformation im Variablen- und
Funktionenraum durchgefiihrt:

0 0 I Awl,k VUJ1 Fk
0 BY VGV, Gi Aws =—| VB | (3.3)
IV, Gy 'V, G Voo, Gi Mt 1 Vo, Gi TGy,

Beim Losen dieses Systems werden anstatt der Lagrangeparameter \i,; fiir die Glei-
chungsbedingungen G(w) nun Lagrangeparameter 5\k+1 = Vo, G1 k- A1 fiir die transfor-
mierten Gleichungsbedingungen V,, G1(w) - G1(w) berechnet. Dies mufl in den Globali-
sierungsstrategien beriicksichtigt werden (siehe auch Gill et al. 2000, [42]). In der Losung
eines reduzierten SQP-Verfahrens, welches den Schritt (Aw{ ,, Awj ;)" durch (3.3) berech-
net, liegt jedoch auch eine Losung des reduzierten SQP-Verfahrens mit (3.2) vor, da fiir
Vo, G(wy) G (wy) — 0 gilt: G(wy,) — 0. Dies liegt an der Annahme fiir die Koordinaten-
Basis (sieche Bemerkung 13).

Die Verallgemeinerung des Reduktionsansatzes auf den Fall [NLP] mit Ungleichungen ist
schwierig, da sich die Basen [SF : S¥] bei Wechsel der Anzahl der aktiven Beschrinkungen
nicht stetig #ndern. Ausgehend von der reduzierten Hessematrix By ist By, := Vi, BY VI
die bestmogliche Approximation von V2 L;. Damit 148t sich dann eine neue reduzierte
Hessematrix berechnen: SiY, 7 ByS{Y.;.

Partiell reduzierte SQP-Verfahren versuchen die Vorteile von SQP- und RSQP-Verfahren
in sich zu vereinen. Der Begriff partiell reduzierte SQP-Verfahren wurde gepriagt von
Schulz (1996, [83]) und hebt hervor, daf der Reduktionsansatz im SQP-Verfahren nur auf
einen festen Teil (G; der Gleichungsrestriktionen GG angewendet wird. Prinzipiell unter-
scheiden sich partiell reduzierte SQP-Verfahren in folgenden Punkten:

e Wahl der Gleichungsrestriktionen in G; und Gb.

e Beriicksichtigung von Informationen zweiter Ordnung (Crossterm) bei der Berech-
nung der Nullraumkomponente.
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e Approximation der reduzierten Lagrange-Hessematrix bei der Berechnung der Null-
raumkomponente.

e Wahl und Berechnen der Basis (Koordinaten-Basis oder orthogonale Basis)

e Berechnung der Bildraumkomponente und damit Berechnung der Lagrange-Multi-
plikatoren der Gleichungsrestriktionen im Reduktionsansatz.

3.2 Ein reduzierter SQP-Algorithmus fiir Probleme
mit wenigen Freiheitsgraden

Ziel der im folgenden beschriebenen partiell reduzierten SQP-Algorithmen ist es, moglichst
viele Konvergenz-Figenschaften der nicht reduzierten SQP-Algorithmen zu erhalten. Im
Rahmen von Optimal-Steuerungsproblemen, parametrisiert durch den Randwertproblem-
Ansatz und der Mehrzielmethode, existieren charakteristische Strukturen im KKT-System.

—

\—’—\
*’7

Abbildung 3.1: KKT-Matrix des Randwertproblems

Die Hessematrix des KKT-Systems ist aufgrund der linearen Kopplungen innerhalb der
Stetigkeitsbedingungen und der Mehrpunktrandbedingungen blockdiagonal bezogen auf
die Variablen zwischen den Mehrzielknoten. Dies wird in den direkten Mehrfach-Schief3-
verfahren von Bock, Plitt (1981, [73] und 1984, [20]) und Leineweber et al. (2003, [58]
und [59]) durch High-Rank-Updates ausgenutzt und fiihrt zu einer Beschleunigung der
Konvergenz. Leider ldst sich diese Eigenschaft nicht in einem partiell reduzierten Verfah-
ren retten, welches die Stetigkeitsbedingungen zur Reduktion verwendet! Der Grund ist,
dafl dazu die Hessematrix-Updates im vollem Raum der Variablen durchgefiithrt werden
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miifite und nicht im Kern der aktiven Restriktionen.

Bei den in dieser Arbeit vorgestellten Anwendungsproblemen, bei denen die Dynamik
zum Teil als PDAE vorliegt, haben wir es mit einer groffen Anzahl von algebraischen und
differentiellen Zustandsvariablen zu tun. Meistens sind die Anfangswerte der Zustédnde
meist durch (nichtlineare) Gleichungsbedingungen festgelegt.

Wie wir im néchsten Abschnitt zeigen werden, kann die Berechnung eines SQP-Schritts
in einem partiell reduzierten SQP-Verfahren erheblich beschleunigt werden, wenn die An-
fangsbedingungen an die Zusténde, die Stetigkeitsbedingungen sowie die Konsistenzbedin-
gungen in GGy gruppiert und dann lediglich G'; zur Berechnung einer Koordinaten-Basis im
PRSQP-Verfahren eingesetzt wird. Die Berechnung der Koordinaten-Basis kann rekursiv
erfolgen und die Anzahl der Richtungsableitungen auf jedem Mehrzielknoten wird soweit
reduziert, daf} sie unabhéngig von der Modelldimension ist!

In jeder Iteration wird ein System gelost, welches eine Verallgemeinerung des Systems
(3.3) auf den PRSQP-Fall darstellt (hier ohne Ungleichungen Hy):

0 0 I 0 Awy g
0 B, Vs G1xViun Grj SY TV Gy | | Awa
I vlel_,ZvuaG{k )\1,k+1
0 VG%:kS{Yk 5\2,k+1 (3.4)
Vo, Fi
- Vo, Fi
B VG ;ZG Lk

G27k - VG%—:]CSZ?]CGL]C
Dabei ist [ST, : 51,] die Koordinaten-Basis bzgl. der Jacobimatrix von Gy . Die Lagrange-

Multiplikatoren A{,; = (A{;41, A ,1)" des nicht modifizierten Systems (3.2) stehen
in folgender Beziehung zu den Multiplikatoren Ay, := (X{,,C 1 5\2Tk +1) des modifizierten

Systems (3.4):
%‘1,]4;-}—1 — le Gl,k le GQ,k )\1,k;+l
)\27194_1 I )\2,k+1 .

Es sei darauf hingewiesen, dafl 5\2,“1 = A2 p+1. Es kann jedoch gezeigt werden, daf auf die

Berechnung der Lagrange-Parameter 5\1,“1 bzw. Aj z11 im Rahmen von Globalisierungs-
strategien bei partiell reduzierten SQP-Verfahren verzichtet werden kann. Dies vereinfacht
auch die Berechnung des Schritts

Aw = (AUHT,;“ sz,k) 51 kyk + Sl kyk

eines partiell reduzierten SQP-Verfahrens fiir das Problem [NLP]. Die Nullraumkompo-
nente ykN ist hier Losung von folgendem reduzierten Quadratischen Programm

RQP) min VELSY, kyk QyNTBl W (3.5a)
Q unter Gax + VGL,.STyf + VG, kS1 kyk =0 (3.5b)
Hy + VHISEyE + VHFSYyY > 0. (3.5¢)

Die Bildraumkomponente sei durch den ersten Teil der Gleichungsbedingungen bestimmt:
R
yk = _Gl,k.
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3.2.1 Rekursive Berechnung der Koordinaten-Basis

Die Koordinaten-Basis zeichnet sich dadurch aus, daf§ die Struktur in der Jacobimatrix
V., G1, ausgenutzt werden kann. Im vorliegenden Fall sind in GGy die Anfangsbedingungen
do(sg, s§, p) an die differentiellen Zustinde s am ersten Mehrzielknoten, die Konsistenz-
bedingungen g;(s¥, s?,u;,p) an die algebraischen Zustédnde s? mit ¢ := 0,...,m und die
Stetigkeitsbedingungen c(s¥, ,, s7, s7,u;,p) = x;(Ti41, 57, 87, u;, p) — si., an die iibrigen
differentiellen Zustdnde s mit ¢ := 0,...,m — 1 gruppiert. Dabei entsprechen wu; den
parametrisierten Steuerungen an den Mehrzielknoten 1 :=0,...,m und p den globalen
Parametern. Die NLP-Variablen w := (s§,s§,..., st 85, Ug, - .., Un,p) sind dabei wie
folgt aufgespalten:

Wy = (85, Sgs -+ s Siy S)y Wa = (Ug, ULy« vy U,y D).

Folgende Abkiirzungen fiir die Jacobimatrizen in G; werden verwendet:
8d0 EEHUD 61’@ G~$’Z’u’p — 891
8(86786717) ' a(‘swswuiap) ’ 6(52, zuuzvp)
Die spezielle Struktur der Jacobimatrizen V,, G und V,,G1  ermoglicht die rekursive

Berechnung der Koordinaten-Basis [Sﬁ : S{vk] Nachfolgend die Ableitung von G nach
den abhéngigen Variablen w;

szp

Dy Dg

Gs G

X& X¢ [—[ ]
VGl ), 1= G Gy

sowie die Ableitung nach den freien Variablen ws

Dp
G Go
X Xy
VGl = Gy Gh
X1 X1
G G
Die Inverse der Ableitung nach den abhéngigen Variablen hat folgende Dreiecksgestalt:
Agt
XoA4g! A7t
Vi, GLot = X1X0A;" X1 A7 Ayt
( ?:mfIX )AO (H] =m— IXJ>A;1 e Xm 1A -1 A !
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Dabei wurden folgende Abkiirzungen benutzt:

o Dgf Dg o —I 0 1 —I 0
AO"[G% Gé]’ AJ"[G;“ Gi]’ A ‘le”G;” callh

_ Xz Xz N _ Xz X7z
X, = i Ul X = A XZ-:[ S 1 e s ]
l 0 0 ] i _Gz’JriGz’JrlXi _Gz’JriGiJrlXi

firj=1,...,mund i =0,...,m — 1. Die Zeilen der Inverse konnen rekursiv berechnet
werden, indem die i-te Zeile mit der verallgemeinerten Sensitivitit X, multipliziert wird
und ein neues Diagonalelement A; ! hinzukommt. Dieses ist leicht und billig zu berechnen,
da die Jacobimatrizen der Konsistenzbedingungen bzgl. der algebraischen Zusténde G7 in
der Regel diinnbesetzt sind und mit entsprechenden Routinen (z. B. MA48, [78]) effizient
zerlegt werden konnen.

Damit 1Bt sich die Bildraumbasis ST berechnen. Fiir die Nullraumbasis Sffk muf} die
Inverse noch mit der Jacobimatrix bzgl. der freien Variablen multipliziert werden. Nach-
folgend ist der nichttriviale Teil der Nullraumbasis S{\fkT = [—VwQGLkalGl_’,l€ : I] ange-
geben bzgl. der Steuerungen uy am ersten Mehrzielknoten:

(Vi Gl Ve Gl 1= e lj(o A01< 0 ) . AH(X&)]

) 1[0 oy -1 (X0
X1 l(]‘[?m_Q Xj)AOl(Gg) + (ITjomo Xj) A 1< 00)]

sowie bzgl. der Steuerungen u; am i-ten Mehrzielknoten:

0
0
0
()
- y tAGH
(VunG{k 1vw2G{k) L= “ 1 0 1 Xu
)
% i % ~1( 0 i % -1 (X
Xm-1 l( mmo2 Xj)A; 1<G§L> + (ngn—Q Xj)Az'Jrl1< 0 )]

Zu sehen ist, dafl bei der Basis bzgl. ug eine Zeile durch Multiplikation der vorherigen Zeile
mit der verallgemeinerten Sensitivitat X; gewonnen wird. Bei der Basis bzgl. u; werden die
Zeilen ebenso durch Multiplikation mit der verallgemeinerten Sensitivitdt X; gewonnen
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mit der Ausnahme in der (i + 1)-ten Zeile, bei der noch ein Term mit X} addiert wird.
Bei dem nichttrivialen Teil der Nullraumbasis bzgl. der Parameter p:

(VunG11 'V, G P = X, lXOAal <D5> + A7 <X5> + A <X§>

et (D) s T o (X2
( ?:mfl XJ)A01<G§> + Zi:l l( j=m—1 Xj)Ai 1( Gplﬂ

(2

haben wir folgende Rekursion vorliegen: zuerst Multiplikation der i-ten Zeile mit der ver-
allgemeinerten Sensitivitit X; und anschlieBender Addition eines Terms, der X7 und G,
enthélt.

Wichtig ist, daB die verallgemeinerten Sensitivititen X; nicht vollstéindig berechnet wer-
den miissen, sondern nur Produkte mit modifizierten Ableitungen nach Steuerungen und
Parametern. Das heifit, dafl die Anzahl der Richtungsableitungen in der Koordinaten-
Basis nun unabhéngig von der Modelldimension ist, wenn die Anfangsbedingungen die
differentiellen Zustédnde vollsténdig bestimmen. Wie dies effizient im Rahmen von BDF-
Integratoren mit hoher Genauigkeit (siehe IND-Prinzip) geschehen kann, wird im Kapitel
4 erlautert.

3.2.2 Hessematrix-Updates bei allgemeinen Optimierungspro-
blemen
Das partiell reduzierte SQP-Verfahren mit Berechnung des Schritts durch (3.5) besitzt im

Fall des parameterisierten Optimal-Steuerungsproblem folgende partiell reduzierte KKT-
Matrix:

d

Abbildung 3.2: partiell reduzierte KKT-Matrix des Randwertproblems

Wie man sehen kann, ist die Hessematrix nun nicht mehr blockdiagonal und die entkop-
pelten Randbedingungen am i-ten Mehrzielknoten hédngen nun nicht mehr nur von den
Variablen (x;, z;, u;, p) sondern von den Steuerungen und Parametern (uy, ..., u; p) ab.
Dies liegt daran, daf iiber die Stetigkeitsbedingungen eine Kopplung mit den Variablen
an den vorherigen Mehrzielknoten eingefithrt wird. Deutlich wird dies an den Eintrdgen
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der Basis S3Y, 'r» welche bzgl. den Steuerungen eine untere Dreiecksmatrix darstellt.

Um den Aufwand fiir die Berechnung einer reduzierten Hessematrix-Approximation B
gering zu halten, werden BFGS-Updates verwendet. Dazu wird der reduzierte Lagrange—
Gradient definiert, der unabhéngig von den Lagrange-Multiplikatoren \; der Gleichungs-
bedingungen G im Problem [NLP] ist:

Vy/vL(wk+S{\7[,€yN, A )| v = S%TV L(wg, A, 1)
= VF!ISY = (VGL.S¥) X — (VHISY )
Damit lassen sich verschiedene BFGS-Updates Ugras(BY, ks 5N, 4N, siehe (2.10), der re-
duzierten Hessematrix definieren, welche sich in der Definition der Lagrange-Gradienten-
Differenz ~;¥ und sich damit an der Position der Auswertungen unterscheiden. Sei nun

6 := yV. Bzgl. dieser Informationen im Variablenraum lassen sich entsprechende Infor-
mationen im Funktionenraum der Gradienten definieren:

o= S Ve L(Wrgr, Mo, prr) = S0 Vo L(w, Mg, fir1) (3.6a)

oder alternativ

’Yl/c\[ = S{v(w/j)T VwL(wl—gi—v Net1s Hi+1) — S{\,[kT Voo (Wi, A1, piy1) (3.6b)
beziehungsweise
’Yl/c\[ = {\,[kJrlT Voo L(Wiy 15 Akt fa1) — S{v(wl;—i—l)T Vi LWy 15 A1, 1) (3.6¢)

wobei w; 1= wk+5{\fkyﬁf und wy_, = wk+55ky,7f. Die erste Definition (3.6a) ist ohne Zwi-
schenauswertungen durchfiihrbar und damit deutlich billiger als die beiden letzten Defini-
tionen (3.6b, 3.6¢), welche jedoch zu numerisch stabileren Update-Matrizen fithren (siehe
auch Schulz 1996, [83]). Im Abschnitt 3.3 iiber lokale Konvergenz von partiell reduzierten
SQP-Verfahren wird die Dennis-Moré-Bedingung (2.16) fiir superlineare Konvergenz er-
weitert, so dal die asymptotische Konvergenz nur bzgl. der vollreduzierten Hessematrix
benétigt wird. Damit wird deutlich, dafl positiv definite Updates der (voll) reduzierten
Hessematrix auch im Hinblick auf superlineare Konvergenz sinnvoll erscheinen.

3.2.3 Gau3-Newton Hessematrix fiir Least-Squares Probleme

Wie im Abschnitt 2.3 erwahnt, ist es fiir LSQ-Probleme mit kleinem Residuum der LSQ-
Zielfunktion vorteilhaft, Gauf-Newton Hessematrizen zu verwenden. Das heifit, daf} wir
die LSQ-Zielfunktion innerhalb der Norm linearisieren, um das Quadratische Problem
[LSQ-QP] aufzustellen. Eine Partitionierung des Schritts, wie in Satz 7 durch Einfiihren
einer neuen Basis [ST, : 5{%] bzgl. VGY,, fiihrt zu folgendem reduzierten LSQ-Problem
(vergleiche mit 3.5):

LSQ-RQP] min | fx + VST ui F+VESY kyk 13 (3.7a)
unter Gay + VG5, STuR + VGY, kSl kyk =0 (3.7b)

Hy + VHISE YR + VHESYyY > 0. (3.7¢)

Dessen Losung sei nun yé\f und die Bildraumkomponente wie bisher y¥ := —G4;. Um

die Eigenschaften dieses Quadratischen Problems zu verdeutlichen, wird die Zielfunktion
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ausformuliert:

||fk+vfkTS1kyk +vfkTS1kyk 3 = (kaFkaTSM?/k) (fk+vfkTS1k?/k)

+ IV S, kyk

+ ?/k kavfkTSl kyk (3.8a)
Crossterm

+y T SNV FV SN (3.8D)
red. GN-Hm

Die beiden interessanten Terme sind der Crossterm, (3.8a), sowie die reduzierte GauB-
Newton-Hessematrix in (3.8b). Beide konnen im Gegensatz zur Zielfunktion in [RQP],
siehe (3.5), leicht berechnet werden, da nicht die Produkte der reduzierten Jacobimatri-
zen Sffk’RTV [V fE Sﬁfk’R berechnet und gespeichert werden, sondern die reduzierten Jaco-
bimatrizen V fI Sﬁ;n selbst. Die Verwendung beider Terme hat Konsequenzen bzgl. der
lokalen Konvergenz. So ist die Konvergenzrate, ebenso wie beim Vollraum-Gauf3-Newton-
Verfahren (2.11), 1-Schritt linear! Was sich hierbei éndert, ist lediglich die lineare Algebra
zur Berechnung des Schritts - mathematisch sind beide Verfahren dquivalent (siehe auch

Schloder 1988, [82]).

3.2.4 Aufwandsvergleich je nach Reduktionsstufe

Im Rahmen von grofien dynamischen Optimierungsproblemen liegt der Aufwand pro SQP-
Iteration hauptséchlich bei der Berechnung der Sensitivitdten. Jedoch miissen je nach
Reduktionsstufe weniger Richtungsableitungen berechnet werden, was sich in kiirzeren
Laufzeiten wiederspiegelt. Ein Vergleich der Anzahl der Richtungsableitungen (bzgl. der
Losung der Differentialgleichungen) pro SQP-Iteration gibt Aufschluf§ dariiber, welche
Laufzeiten zu erwarten sind:

n(ng +n, +n, +n,) — n(ng + ny +n, + 1)
MUSCOD-II, SQP MUSCOD-II, PRSQP
1
— 5n(n+1)nu+nnp+n

dieser Algorithmus

mit folgenden Abkiirzungen fiir die Dimensionen: n Anzahl der Mehrzielintervalle, n,
Anzahl der differentiellen Variablen, n, Anzahl der algebraischen Variablen, n, Anzahl
der Steuerungen, n, Anzahl der globalen Parameter. Dabei sind zwei Varianten von
MUSCOD-II aufgefiihrt: die Vollraum-SQP Variante und die PRSQP-Variante, bei der
nur die Konsistenzbedingungen in die Reduktion eingehen.

Insbesondere ist zu sehen, dafl beim vorliegenden Algorithmus die Anzahl der Richtungs-
ableitungen nun unabhingig von der Modelldimension ist, so dal bei Vergréfern der
Zustandsdimension der Aufwand nun proportional mit der Integrationszeit ist!
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3.3 Lokale Konvergenzuntersuchungen

Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung besagen, dafl die reduzierte Lagrange-
Hessematrix am Losungspunkt positiv definit sein mufl. Die verallgemeinerte Dennis-
Moré Bedingung (2.16) charakterisiert die superlineare Konvergenz fiir den restringier-
ten Fall. Jedoch wird eine Bedingung an die einseitig projizierten Lagrange-Hessematrix-
Approximation gestellt. Ziel ist es, superlineare Konvergenz fiir SQP- und spéter auch
RSQP- bzw. PRSQP-Verfahren zu zeigen, bei dem nur Bedingungen an die (partiell) re-
duzierte Lagrange-Hessematrix- Approximation gestellt werden. Das heif3t, dal die Dennis-
Moré Bedingung fiir die beidseitig projizierte Lagrange-Hessematrix-Approximation for-
muliert werden muf}. Das Ergebnis ist eine 2-Schritt superlineare Konvergenz, wie sie von
Powell (1978, [75]) gezeigt wurde. Wir betrachten dazu wieder das gleichungsbeschriankte
Minimierungsproblem [EQ], welches wir mittels eines SQP-Verfahrens mit Hessematrix-
Approximation By, iterativ 16sen (siehe 2.8). Satz 7 beschreibt die Berechnung des Schritts
Awy, bei einer Basistransformation mit [SF : S{¥]. Zusammen mit der Dennis-Moré Be-
dingung (2.16) folgt fiir P, := [ — SFVGE = SNVk ;

1527 (B — Vi L(w", A*)] Awg]|

|| Awg]
_ [ISET[Br = VAL, M)[P + (1 = Po)] Awg|
|| Awy|
_ ISET[Br = Vi L(w*, M)ISE Vi A n 152" [Be — Vi L(w*, X)]SEyE|| - (3.9)
- || Awy| || Awy|
k k

Die Terme in (3.9) ergeben sich aus [I — P,]SY := SRVGESY =0 und [I — P,]SF = SF,
siehe Definition der Basistransformation. Wenn nun die Bedingung gilt:
1S (B — Vi, L(w?, A)|SE Vi Awg|
|| Awg]]

dann liegt nach dem lokalen Kontraktionssatz (Satz 5) folgende Konvergenzrate vor:

A A
w1 —w™|[ < (H wk”w—l—n)” wil

— 0 fir k — oo, (3.10)

- 2 1— 06
1 w
< - _ 2
= 14 {QHAM’“”
SﬁrlTBk—l—l - NT w2 o\ k 2
+ T ST IV L(w®, A7) — Vi, L(wg, Ap)|Aw|
VGi
Sk:Jrl Bk?+1 NT o 2 * |k Ny, T
+ GT (1S [Br — Vi L(w™, AM)]SE Vi, Awg|
+1
o (Fare) 52713 - 920wt AT
k—f—l
= O(||[Awi|*) + o([|Awk||) + of||Awg]]) + O(||Gxl])
= O(||Awe][) + o([JAwg|) + o([[Awg]|) + O(|| Awy—1[]?)

= o(||Awgyl]) = of[[wp—1 — w[])
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Diese 2-Schritt superlineare Konvergenz hat ihre Ursache in der schwécheren Bedingung
(3.10) an die Hessematrix-Approximation gegeniiber Bedingung (2.16).

Fiir RSQP-Verfahren bzgl. Problem [EQ] gilt dieses Ergebnis ebenfalls, wie man sich leicht
iiberlegt: setze By, := Vi BVl und erhalte somit eine Aquivalenz des Systems (2.7) mit
den Systemen (3.2) bzw. (3.3), da sie sich alle Systeme auf By = —SNVEF, fiir die
primalen Variablen zuriickfithren lassen. Der Crossterm verschwindet bei dieser Appro-
ximation der Lagrange-Hessematrix, da gilt: V,7' ST = 0. Um 1-Schritt superlineare Kon-
vergenz bei RSQP-Verfahren zu erhalten und gleichzeitig nur die reduzierte Hessematrix
zu approximieren, mufl demnach fiir den Term mit der Bildraumkomponente yX := —G|,

gelten:
~1
<Sk+1 Bk+1>
VG

Gabay (1982, [40]) zeigte, daBl durch Hinzunahme eines vereinfachten Newton-Schritts auf
die Mannigfaltigkeit der Gleichungsbedingungen, d. h.

A[SET By — Vi L(w”, X)]SEYRI = o [wr, — w*[]).

Awy = SV + SFPyE = SEG(wi + Sy + SFyR), (3.11)
bisheriger Schritt vereinf. Newton-Schritt

diese Bedingung erfiillt wird und damit 1-Schritt superlineare Konvergenz vorliegt.

Fiir RSQP-Verfahren mit BFGS-Updates und Gradientendifferenzen (3.6b) bzw. (3.6¢)
hat Kupfer (1992, [54]) zeigen konnen, daf die asymptotische Bedingung (3.10) an die re-
duzierte Lagrange-Hessematrix-Approximation BkN erfiillt ist. Dieses Ergebnis hat Schulz
(1996, [83]) auf PRSQP-Verfahren iibertragen, indem er BFGS-Updates der teilweise re-
duzierten Lagrange-Hessematrix-Updates

B{\,/k ~ %TViL(wk, )\k, ,uk)S{Yk

mit den Gradientendifferenzen (3.6b) bzw. (3.6c) durchfiihrt, wobei S3; eine Nullraum-
Basis bzgl. der Jacobimatrix von G; ist. Er konnte zeigen, dafl BkN SN TBN S
die asymptotische Bedingung (3.10) erfiillt, wobei das Update ausgelassen erd wenn
ViAw, = 0. Damit konnte er 2-Schritt superlineare Konvergenz zeigen. Entsprechend
lassen sich die Ergebnisse bzgl. der 1-Schritt superlinearen Konvergenz iibertragen.

3.4 (Globalisierungstechniken fiir reduzierte SQP-AI-
gorithmen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse fiir SQP-Verfahren aus Abschnitt 2.3.2 auf
den PRSQP-Fall iibertragen. Dabei spielt es eine Rolle, ob Lagrange-Multiplikatoren be-
rechnet werden, da dann Informationen fiir ein Update der Strafparameter zur Verfiigung
stehen. Aus Griinden der Effizienz bei der Berechnung eines PRSQP-Schritts wird je-
doch auf die Berechnung der Lagrange-Parameter A;j fiir die Gleichungsbedingungen
G, verzichtet und die Straffunktion so modifiziert, daf§ nur ein Strafparameter p;, fiir die
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Gleichungsbedingungen G; angepafit werden muf, vergleiche (2.17). Es wird gezeigt, daf3
Kompatibilitdt zwischen PRSQP-Schritt und Straffunktion gewéhrleistet werden kann.
Diese Art von Globalisierung wurde zuerst von Biegler et al. (1995, [12] und 1996, [87])
bei RSQP-Verfahren eingefiihrt.

Natiirliche Niveaufunktionen bei (verallgemeinerten) Gau-Newton-Verfahren benétigen
keine Informationen bzgl. der Lagrange-Parameter. Unter anderem konnte dadurch bisher
keine globale Konvergenz bewiesen werden. In der Praxis sind jedoch bei LSQ-Problemen
mit w < oo und k < 1 und Globalisierung iiber Natiirliche Niveaufunktionen keine Schwie-
rigkeiten hinsichtlich der globalen Konvergenz aufgetreten. Im Unterschied zum nicht re-
duzierten Fall mufl bei der Berechnung einer Schitzung der Kriimmung ws, siehe (2.26),
zusétzlich zu den Funktionswerten eine Richtungsableitung berechnet werden.

3.4.1 Liniensuchmethoden mit Straffunktionen

Fiir die Globalisierung der Konvergenz betrachten wir die modifizierte [;-Niveaufunktion:

¢p,o,7<w> = F(U}) + 1% Z |G17Z<U})| + Z O'Z"Gz,i(w)‘ + ZTjHj(w)i, (312)
€& €& jET

bei der fiir die Gleichungsbedingungen (7 nur ein skalarer Strafparameter p verwendet
wird. Dies &hnelt in gewisser Hinsicht der [;-Niveaufunktion von Han (1977, [47]), die
er im Rahmen von SQP-Verfahren eingesetzt hat. Wie wir im Satz 6 gesehen haben,
ist die Kompatibilitdt zwischen Schritt und Straffunktion neben der Beschrénktheit der
Lagrange-Hessematrix die Voraussetzung fiir globale Konvergenz. Die Richtungsableitung
der Straffunktion (3.12) am Punkt (wg, A g, Aok, px) in Richtung Awy hat folgende Ge-
stalt:

DAwk(bpk,Uka (wk‘> = _yévTBﬁf yé\f - pk”Gl,kHl - )‘{kGl,k‘
— s, (Ohi — Me2i) VGoi(wi)T Awy,
— e, (ki + Ae2,i) (—=VGa,i(wi)" Awy) (3.13)

- Zjéf}c <Tk‘7j - Mk,j) VHj(’LUk)T Awy,
= e, Mk (—=VH;(w)" Awy,).

Abstieg in dieser Straffunktion kann nun gewéhrleistet werden, wenn folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

pel|Grill > |)\1T7kG1,k\, Ok > |Mk2ils  Thyj = Lok (3.14)

fiir i € & und j € Z. Die Bedingung fiir p; ist schicher als die Han-Bedingung p >
|| A1 k]l und es miissen Vorkehrungen getroffen werden, damit die Exaktheitsbedingung
p* > ||Af]| an die Straffunktion am Losungspunkt w* erfiillt ist. Dazu wird der Verlauf der
Werte ||Gy 4|1 fiiri =k —1,...,k —t iiber die letzten ¢ Schritte betrachtet. Der Strafpa-
rameter p; wird nur dann vergréfert, wenn (|G k|l > max;—x_1,. k¢ ||G1.||[1. Damit soll
am Losungspunkt w* Vollschritt gewéhrleistet werden, siche auch Fletcher (1987, [37]).
In der Praxis werden die Strafparameter o) und 7 iiber die Powell-Updatevorschrift (2.21)
aktualisiert und p; wie folgt bestimmt (p > 0, fest):

Pr—1 it proal| Gl = M pGral + 2 Gkl
pe = § IMiGiel .
—= 1+ 25 sonst
1Goel 7
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Im PRSQP-Verfahren liegen die Lagrange-Multiplikatoren ;o und gy vor, da sie beim
Losen des [RQP] mitberechnet werden. Wichtig in diesem Zusammenhang ist, dafl

)\{kGl,k = —VFkakij + Ag,kVGg,kS&?//? + M;}FVHIZS&?J?

billig berechnet werden kann. Die Formel ist motiviert durch die Stationaritéitsbedingung
der Lagrange-Funktion: V,,, L(w, A1, A9, pt) = 0.

3.4.2 Liniensuchmethoden mit Natiirlichen Niveaufunktionen

Um den restriktiven Monotonietest [RMT] durchzufiihren, wird eine Schitzung der Kriim-
mung w benotigt. Praktisch wird die Kriimmung wie folgt berechnet, vergleiche (2.26):
_ o l1Awk(a) — (1 — a)Awy|

a?[| Awgl[?

w3 (@)

Dabei ist Awg(a) = STR(e) + SP72 (o) mit der Bildraumkomponente §i(a) :=
—G1(wy, + aAwy) und der Nullraumkomponente 7 (o) Losung des folgenden LSQ-RQPs:

min ||f (wi, + aAwy) + V[ ESTaR + kaTSffkgkNH%
unter  Ga(wy + aAwy) + VGE ST R + VGL SV = 0
H(wi + alAwy) + VHEST R + VHESY gy > 0.

Zu beachten ist, dafl bei diesem LSQ-RQP das gleiche Active-Set verwendet wird wie bei
der Berechnung von ) in Awy,.

Da ka nicht explizit berechnet wird, sondern nur das Produkt mit einem Richtungs-
vektor, muf} also zusétzlich zur Funktionsauswertung eine Richtungsableitung berechnet
werden. Das heifit im vorliegenden Fall eine zusétzliche Integration, da in G; auch die
Anfangsbedingungen und Stetigkeitsbedingungen enthalten sind. Bei dieser Integration
kann jedoch die Informationen iiber die Nominaltrajektorie wiederverwendet werden. Es
sei betont, dal die Differenz Awy(a) — (1 — a)Awy auch direkt berechnet werden kann,
was Stabilitédtsvorteile in der Berechnung von w3 bringt.

3.5 Algorithmische Zusammenfassung der reduzier-
ten direkten Mehrfach-Schieflverfahren

Im nachfolgenden Algorithmus werden die Teilschritte, welche zur Bestimmung einer
neuen Iterierten notwendig sind, zusammengefaft. Dabei wurden in G sowohl die An-
fangs-, Stetigkeits- und Stufeniibergangsbedingungen als auch die Konsistenzbedingun-
gen gruppiert, in G5 die Gleichungsrestriktionen der Mehrpunktrandbedingungen und
in H die diskretisierten Kontroll- und Pfadbedingungen sowie die Ungleichungsrestrik-
tionen der Mehrpunktrandbedingungen zusammengefafit. Eine Partitionierung der NLP-
Variablen w = (w;, ws) wurde entsprechend der Bedingungen in G; wie folgt vorgenom-

men: wy := (%, 8§, ...,8%,55), Wa := (U, Uy, ..., Uy, p). Damit ist die Koordinaten-Basis
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bzgl. G; wohldefiniert. Im Falle eines Parameterschétzproblems mit Least-Squares-Termen
im Mayer-Zielfunktional (Bezeichnung LSQ) entspricht der Algorithmus einem partiell re-
duziertem VGN-Verfahren und beim Optimal Steuerungsproblem mit allgemeinem Mayer-
Zielfunktional (Bezeichnung OPT) einem partiell reduziertem SQP-Verfahren.
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Ein reduzierter direkter Mehrzielalgorithmus:

(0) Initialisiere Mehrzielgitter (sieche Abschnitt 1.5), Parameterisierung der Steue-
rung (siehe Abschnitt 1.3.1), Startwerte fiir Variablen, setze k = 0

(1) Berechne Funktionswerte des diskretisierten und parameterisierten Problems
(1.12): Fy (1.12a), G1j (1.12b,1.12¢,1.12¢), Gay (1.12f), Hy (1.12d,1.12f) an
der Stelle wy,

(2) Berechne fiir Koordinaten-Basis [SF, S| := [VG1, (0, 1)T]~T den Schritt in
der Bildraumkomponente Aw} := —SFG;; und die Nullraumkoordinaten-
Basis S}V (siche Bemerkung 13, Abschnitt 3.2.1 und 4.3)

(3) Berechne reduzierte Gradienten der Zielfunktion VF'S} und der Restriktio-
nen VGL,5Y, VHISY sowie VGL, Aw, VHI Awf

(4) Berechne reduzierte Hessematrix By (und Crossterm Cj):
LSQ: Berechne BY := S VIV £S5 und Cy := —GT STV IV fiSY
(sieche Abschnitt 3.2.3)

OPT: k = 0: Initialisiere By als skalierte Einheitsmatrix,
k > 0: Berechne reduzierten Lagrangegradientendifferenz 3\ ,,
Schritt 6 | := az_1y} und fithre damit BFGS-Update durch:
BY = Ugpas(BY 1,6 1,7Y,), setze Cy, = 0 (siche Abschnitt 3.2.2)

(5) Lose das reduzierte Quadratische Programm in ¥ mit Schranken €, (siehe
auch Bemerkung 6 fiir den LSQ-Fall):

min,veq, (VEISY + Coyl + 30 Byl
unter Gay + VG;,CS;ZQZU;? + VG%:kSljcv?/?[ =0
Hy+ VHISRyR + VHESNyN > 0.

(6) Berechne Schritt Awp := S¥yN und evtl. reduzierten Lagrangegradien-
ten SNTV,, L an der Stelle (wy, + Aw), \es1, ftrs1) Wie in Schritt (1-3) fiir
Hessematrix-Update in Schritt (4)

(7) Bestimme Schrittweitenparameter ay € (0, 1] durch Liniensuche:

LSQ: mit Natiirlichen Niveaufunktionen und Restriktivem Monotonietest
(sieche Abschnitte 2.3.2 und 3.4.2)

OPT: mit der [;-Niveaufunktion wund partiell-multiplikatorfreien Update-
Strategie (siehe Abschnitte 2.3.2 und 3.4.1)

(8) Berechne neue Iteration wy 1 := wi + apAwl 4+ apAwf

(9) k=k+ 1, gehe zu (1) bis Konvergenz erreicht
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Kapitel 4

Berechnung von Ableitungen

In diesem Kapitel geht es um die effiziente Berechnung von Ableitungen, die im PRSQP-
Algorithmus benotigt werden. Wir unterscheiden zwischen zwei Typen: einerseits Rich-
tungsableitungen bzgl. den Gleichungsrestriktionen G, wie sie in der Berechnung der
Koordinaten-Basis S{\fk und der Bildraumkomponente ST%yi vorkommen. Andererseits
Richtungsableitungen bzgl. Zielfunktion F' und iibrigen Restriktionen Gs, H mit Rich-
tung ST

Wie wir in Abschnitt 3.2.1 gesehen haben, kann die Koordinaten-Basis rekursiv berechnet
werden. Hierbei kommen Richtungsableitungen der Stetigkeits- und Konsistenzbedingun-
gen vor. Diese Ableitungen werden bei der hier verwendeten Mehrziel-Methode durch
Integration der Richtungs-Variationsdifferentialgleichung (Richtungs-VDAE) bestimmt.
Dabei wird das Prinzip der Internen Numerischen Differentiation (IND) verwendet, sie-
he Bock (1981, [14]). Die Einhaltung dieses Prinzips gewéhrleistet, dafi zur Losung der
Richtungs-VDAE die adaptiven Komponenten des Integrators eingefroren werden und
damit das Diskretisierungsschema zur Erzeugung der Nominaltrajektorie selbst abgelei-
tet wird. Es sei betont, dafl die adaptiven Komponenten nicht abgeleitet werden. Dieses
Prinzip ermdglicht daher auch den Einsatz von adaptiven Schrittweiten- und Ordnung-
Steuerungen im Integrator, was Voraussetzung fiir effiziente Algorithmen ist. Diese Anfor-
derungen sind in dem BDF-Integrator DAESOL umgesetzt, siehe Eich (1987, [33]), Bauer
(1994, [6] und 1999, [7]). Verwendung findet hier der sog. iterative Ansatz, bei dem das
Newton-Schema fiir die Berechnung einer neuen Iterierten der Nominaltrajektorie diffe-
renziert wird und der somit ein iteratives Schema fiir die Richtungs-VDAE ergibt. Dabei
wurde der iterative Ansatz so gewéhlt, daf§ Richtungsableitungen der Modell-Funktionen
bzgl. Zustanden, Steuerungen und Parametern kombiniert und als eine Richtungsblei-
tung ausgewertet wird. Zusétzlich wird die Iterationsmatrix aus der Berechnung der No-
minaltrajektorie in dem iterativen Schema fiir die Richtungs-VDAE weiter verwendet.
Fiir die Aufstellung der Iterationsmatrix des BDF-Schemas ist die effiziente Auswertung
von Modell-Jacobimatrizen der DAE wichtig. Diese Jacobimatrizen sind diinnbesetzt und
werden effizient im Vorwértsmodus der Automatischer Differentiation mit Adol-C (Grie-
wank et al. 1996, [44]) und Seed-Matrix-Komprimierung nach Curtis, Powell, Reid (1974,
[25]) berechnet. Im Falle von gPROMS-Modellen (Barton und Pantelides 1994, [5]) wer-
den die diinnbesetzten Modell-Jacobimatrizen iiber Symbolische Differentiation berechnet
und {iber ein ESO-Interface (siehe Braunschweig et al. 2000, [23]) angesprochen.
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Um das reduzierte Quadratische Programm [RQP] aufzustellen, werden noch Richtungs-
ableitungen bzgl. Zielfunktion F' und {ibrigen Restriktionen G5, H mit Richtungen [S{vk :
Sﬁy,?] benotigt. Diese werden iiber finite Differenzen berechnet, da deren Genauigkeit
bei den in dieser Arbeit vorgestellten Problemen ausreichend ist.

4.1 Interne Numerische Differentiation

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Richtungsableitungen der Stetigkeits- und Kon-
sistenzbedingungen ist folgende quasilinear-implizite DAE:

B<T7 «ra Z? Qz)z—i = f(T’ .T, Z7 qz>
0 = g(T,l‘, 27%) - Oéi(T)g(Ti’ 3?7 Sz‘za%) y TE [7—277—24—1] (4]_)

mit Anfangswerten z(7;) = s¥ sowie z(7;) = s und den Parametern ¢; = (u;, p). Im fol-
genden werden die Methoden des BDF-Integrators DAESOL dargestellt, die effizient die
in den Rekursionen vorkommenden Matrix-Vektor-Produkte der verallgemeinerten Sensi-
tivitdten berechnen (siche 3.2.1).

Prinzipiell gibt es verschiedene Ansétze, wie Sensitivitdten, d. h. die Ableitungen der
Zustiande am Ende des Zeithorizonts nach Anfangswerten und Parametern, berechnet
werden konnen. Eine Moglichkeit ist die Berechnung von Nominaltrajektorie und vari-
ierten Trajektorien mit gestorten Anfangswerten bzw. Parametern im Rahmen von fini-
ten Differenzen mit Storungsinkrement 7. Wenn dabei die adaptiven Komponenten des
Integrator-Schemas nicht eingefroren werden, héngen die Endzusténde nicht differenzier-
bar von den Anfangswerten und Parametern ab. Dieser Ansatz wird auch Externe Numeri-
sche Differentiation (END) genannt, da die Differentiation auflerhalb der Diskretisierung
der Nominaltrajektorie vorgenommen wird. Die Genauigkeit der Sensitivitidten ist auf
O(VTOL), TOL die Integrationsgenauigkeit, beschrinkt fiir n* = TOL. Im Gegensatz
dazu wird der Ansatz, durch die Diskretisierung adaptiv erzeugte Folge von Abbildungen
direkt abzuleiten, Interne Numerische Differentiation (IND) genannt. Das bedeutet, dafl
alle adaptiv erzeugten Komponenten bei der Berechnung der variierten Trajektorien und
damit der Sensitivitdten eingefroren werden. Die Genauigkeit der Sensitivitaten setzt sich
zusammen aus dem Diskretisierungsfehler des Integrators O(T'OL), TOL die Integrations-
genauigkeit, und dem Fehler durch die Approximation durch finite Differenzen O(v/ EPS)
fiir n* := EPS (Maschinengenauigkeit), siche Bock (1981, [14]).

Im Rahmen von BDF-Integratoren konzentrieren wir uns auf die Berechnung der Sen-
sitivitdten durch die Variationsdifferentialgleichung (VDAE). Das IND-Prinzip ist jetzt
erfiillt, wenn nach dem Satz iiber implizite Funktionen (SIF) die Ableitung der Diskretisie-
rung der Nominaltrajektorie nach Anfangswerten und Parametern berechnet wird. Diese
Ableitung ist identisch mit der BDF-Diskretisierung der VDAE (siehe Bauer 1999, [7]).
Es gibt nun zwei unterschiedliche Implementierungen, als direkte bzw. iterative Variante
bezeichnet, um Losungen der VDAE zu erhalten. Wir definieren dazu die Richtungs-
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Wronski-Matrizen W bzgl. Richtungen D:

Jdr Ox Ox
AR R
W= | W* = 83? aszf a; D
wi 0 0 I
und fiithren die Richtungs-VDAE ein:
© 9B .. | 0 9B . | O 8B . , 0

0= (% 3 FBW-am(c G 6D } relmmal (42)

mit den Anfangswerten W*|,_,, = ([ 0 O)D, W=, = (O I O)D. Die weitere Dar-
stellung der o.g. Varianten bezieht sich auf eine BDF-Diskretisierung der DAE (4.1) mit
k Vergangenheitswerten und aktueller Schrittweite . Um eine neue Iterierte (41, 2pt1)
der Nominaltrajektorie zum Zeitpunkt ¢,,1 € [7;, 7;41] mit Anfangswerten (s?,s?) und

1771

Parametern ¢; zu erhalten, mufl nun folgende nichtlineare Gleichung in (x,41, z,+1) gelost
werden:

F(@pi1, 2041, 6i)
o B(tni1s Tost Znit, @) Soro Bitns1—i + hf (tnit, Tnit, Znits @) _0 (4.3)
g(tn+1, Tn41y Zn+1, QZ) - ai<tn+1>g<7-i7 8?7 8?7 QZ)
4.1.1 Direkte Berechnung einer Losung der Richtungs-VDAE

Wendet man die BDF-Diskretisierung der Nominaltrajektorie auf die Richtungs-VDAE
(4.2) an, dann erhélt man folgendes lineare System

< GoB + h(;—i - %_ff) h(% - ?9_5‘@) ) ( rfﬂ)
g 29 W:
oz n+1

(4.4)

_( WE ) Wiy hEiey Wi
99 " au(t) (G GF GI)D

=:J4 =:c

in den Richtungs-Wronski-Matrizen (W2, W2 1L )T. Nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen ist eine Losung W, 1 des linearen Systems (4.4) ausgewertet an einer Losung der
Nominaltrajektorie (4.3) auch Losung der Richtungs-VDAE (4.2) am Punkt ¢,,;. Der
zusitzliche Aufwand (gegeniiber der Berechnung der Nominaltrajektorie) bei dieser Vari-
ante liegt in der einmaligen Auswertung der Matrizen J und J? sowie der Zerlegung von
J pro BDF-Schritt. Diese Variante empfiehlt sich, wenn die Matrix J billig zu berechnen
ist!
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4.1.2 Iterative Berechnung einer Losung der Richtungs-VDAE

Zur Erlauterung dieser Variante wird das vereinfachte Newton-Verfahren zur Losung der
nichtlinearen Gleichung (4.3) dargestellt:

x;n-iirll _ 'T;nJrl _ j—lF m m ) 4.5
Zm—i—l - Zm (l‘n—i—l? Zn+17 q’l) ( N )
n+1 n+1

mit einer Approximation J der exakten Iterationsmatrix dF/(2pi1, 2ny1) und maximal
3 ITterationen (m < 3). Nun konnen die Newton-Gleichungen nach Richtungen D direkt
abgeleitet werden, und wir erhalten mit Hilfe der Kettenregel:

Wit ) (Wﬁ’? ) =
Zm = Z,m —J J J4 W:Ln — C 4.6
(ke ) = (k) = @ = (16
Richtungsabl.

eine Iterationsvorschrift fiir die Richtungs-Wronski-Matrizen W)’ mit Bezeichnungen
J,J% und ¢ wie bei (4.4). Der zusitzliche Aufwand bei dieser Variante liegt in der Be-
rechnung der Richtungsableitungen (Anzahl der Richtungen mal Anzahl von Newton-
[terationen pro BDF-Schritt), wobei die Iterationsmatrix J sowie deren Zerlegung wei-
terverwendet werden kann. Diese Variante empfiehlt sich also genau dann, wenn wenige
Richtungen D vorliegen.

4.2 Berechnung der Modell-Jacobimatrizen

Bei der Berechnung der Richtungs-VDAE ist es notwendig, die Iterationsmatrix J bzw. J
effizient zu berechnen und zu zerlegen. In der Iterationsmatrix kommen die Ableitung der
Modellfunktionen nach den differentiellen und algebraischen Variablen vor, welche mei-
stens diinnbesetzt sind. Zur Zerlegung der Iterationsmatrix werden daher spezielle LA-
Loser verwendet, wie z. B. MA48, [78]. Nachfolgend werden zwei in der Praxis verwendete
Methoden zur Auswertung der Jacobimatrizen der Modellfunktionen vorgestellt. Die erste
Variante operiert auf Software-Code der Modellfunktionen und wird auch automatische
Differentiation bzw. algorithmische Differentiation (AD) genannt (sieche Griewank 2000,
[43]). Als Stellvertreter sei hier Adol-C (siehe Griewank et al. 1996, [44]) genannt, der Ab-
leitungen fiir C bzw. C++ Quellcode erzeugt. Die zweite Variante operiert auf Formeln
und wird Symbolische Differentiation (SD) genannt. Sie findet Anwendung bei Modellen,
die in der Modellierungsumgebung gPROMS implementiert sind (siehe Barton und Pante-
lides 1994, [5]). Beide Varianten beruhen auf systematischer Anwendung der Kettenregel,
wobei diese auf aktuelle numerische Werte (AD) bzw. auf Formeln (SD) angewendet wird.
In beiden Féllen werden die Ableitungen bis auf Maschinengenauigkeit genau berechnet!

4.2.1 C/Adol-C: automatische Differentiation

Die Idee bei der Automatischen Differentiation ist, Quellcode einer Funktion f zu ana-
lysieren und in eine Folge elementarer Operationen zu untergliedern (Erstellen eines
Ausfithrungsgraphen), deren Auswertung Zwischenergebnisse erzeugen. Die Ableitung der
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Ausgangsvariablen (Endergebnisse) y := F(x) nach Eingangsvariablen z kann auf zwei
unterschiedliche Varianten erzeugt werden. Die erste Variante berechnet sukzessive die
Ableitung der Zwischenergebnisse nach den Eingangsvariablen und wird auch Vorwdrts-
modus (VM) genannt. Der Aufwand dazu ist unabhéngig von der Anzahl der Ausgangs-
variablen:

[VM] Aufwand{f'} < (14 1.5n)Aufwand{f},

wobei n die Dimension der Eingangsvariablen ist. Der umgekehrte Weg, namlich sukzessive
die Ableitung der Ausgangsvariablen nach den Zwischenergebnisse zu berechnen, wird
auch Rickwdrtsmodus (RM) genannt und hat eine Komplexitéatsschranke, die unabhéngig
von der Anzahl der Eingangsvariablen ist:

[RM] Aufwand{ f'} < (1.5 + 2.5m)Aufwand{f},

wobei m die Dimension der Ausgangsvariablen. Beiden gemeinsam ist, dafl die Kettenre-
gel auf die numerischen Zwischenergebnisse angewendet wird und nicht auf die Formeln!
In Adol-C (siehe Griewank et al. 1996, [44]) werden dabei die Variablen im Quellcode
iiberladen und ein Tape angelegt, das die numerischen Werte der partiellen Ableitungen
bzgl. der Zwischenergebnisse aufnimmt. Dies erfordert nur geringen Anderungsaufwand
im Quellcode und kein weiterer Code wird erzeugt. So wird bei der Berechnung von Ab-
leitungsinformationen auch die Funktion ausgewertet.

Wenn die Jacobimatrizen diinnbesetzt sind, dann kann die Komplexitatsschranke fiir die
Auswertung der Jacobimatrix noch reduziert werden, indem n bzw. m ersetzt werden
durch die maximale Anzahl der Nichtnulleintréage in den Zeilen bzw. Spalten von f’. Vor-
ausgesetzt wird, dafl die Eigenschaft Path Connectedness gilt: Die Zwischenergebnisse
héngen von mindestens einer Eingangsvariable ab und gehen in mindestens eine Aus-
gangsvariable ein. Im Vorwértsmodus kann die Komplexitétsschranke dadurch motiviert
werden, dafl nur solche Zwischenergebnisse (neu) berechnet werden miissen, die von den
Eingangsvariablen in einer nichttrivialen Art abhéngen. Im Riickwértsmodus miissen nur
solche Ausgangsvariablen (neu) berechnet werden, die von Zwischenergebnissen in einer
nichttrivialen Art abhéngen.

Die Jacobimatrix-Kompression erlaubt das Ausnutzen der Diinnbesetztheit durch Be-
rechnen des Produkts aus Jacobimatrix mit einer Seed-Matrix (Vorwértsmodus: Multi-
plikation von rechts, Riickwértsmodus: Multiplikation von links). Voraussetzung fiir den
praktischen Einsatz ist, dafl daraus die Jacobimatrix wieder rekonstruiert werden kann.
Wesentlich dazu ist die Bestimmung strukturell orthogonaler Spalten bzw. Zeilen. Die op-
timale Berechnung dieser ist jedoch NP-schwer. Idee ist die Zusammenfassung strukturell
orthogonaler Spalten bzw. Zeilen in Gruppen. Fiir jede Gruppe wird ein Richtungsvektor
in der Seed-Matrix bestimmt. Curtis, Powell und Reid (1974, [25]) bestimmen die Rich-
tungsvektoren in der Seed-Matrix so, daf ein Richtungsvektor bzgl. einer Gruppe in der
j-ten Zeile bzw. Spalte den Eintrag 1 hat, wenn die j-te Spalte bzw. Zeile der Jacobima-
trix in der Gruppe vorhanden ist, ansonsten den Eintrag 0 hat. Newsam und Ramsdell
(1983, [66]) wihlen die Seed-Matrix so, dafl die komprimierte Jacobimatrix effizient und
hinreichend genau berechnet wird. Vorgeschlagen wurden Vandermonde Matrizen, deren
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Kondition jedoch exponentiell wichst mit der Anzahl der Spalten bzw. Zeilen der Grup-
pen. Eine Alternative sind orthogonale Polynome, bei denen jedoch die transponierten
Systeme nicht billig ausgewertet werden konnen. Diese und weitere Techniken zur Be-
stimmung von Seed-Matrizen im Kontext von Optimal-Steuerungsalgorithmen sind in
Brandt-Pollmann (2004, [22]) zu finden.

4.2.2 gPROMS: symbolische Differentiation

In der Modellierungsumgebung gPROMS (siehe Barton und Pantelides 1994, [5]) wer-
den Modelle in einer eigenen Modellierungssprache implementiert. Die Modellfunktionen
und deren diinnbesetzte Jacobimatrizen sind iiber eine Equation-Set-Object-Schnittstelle
in anderen Programmiersprachen verfiighar (siehe Braunschweig et al. 2000, [23]). Intern
beruht die Ableitungsgenerierung auf einer symbolischen Differentiation der Modellfunk-
tionen (siehe Pantelides 1988, [70]). Der internen Darstellung der Modellfunktionen und
Ableitungen liegt eine binire Baumstruktur zugrunde, d. h. sie beruht auf einem azy-
klisch gerichteten Graphen, bei dem jeder Knoten entweder zwei oder keinen Nachkommen
hat. Der Vorteil dieser Darstellung ist, dal die Operator-Reihenfolge explizit definiert ist
durch die gerichteten Zweige im Baum, und Teilausdriicke im Modell durch Teilbdume
reprasentiert werden, die auch bei mehrfachem Auftreten im Modell nur einmal berech-
net und gespeichert werden miissen. Weiterhin birgt die bindre Baumstruktur ein hohes
Mafl an Rekursivitdt, welche eine effiziente Implementierung erméglicht. Dies gilt eben-
falls fiir die Ableitungsberechnung, wobei gemeinsame Teilausdriicke von Modellfunktion
und Ableitung nur einmal berechnet werden miissen. Aus Effizienzgriinden kénnen so-
wohl Gleichungen als auch Variablen, nach denen abgeleitet wird, gruppiert und deren
Jacobimatrizen bzgl. gruppierter Variablen getrennt berechnet werden.

4.3 Anwendung auf Koordinaten-Basis

In Abschnitt 3.2.1 sind Rekursionen angegeben, um die Nullraum-Koordinaten-Basis zu
berechnen. Im folgenden werden die Richtungen D fiir die Richtungs-VDAE (4.2) im i-ten
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Mehrzielintervall spezifiziert, woraus sich die Koordinaten-Basis ergibt:

I 0 0
D:=|-Gi 'Gi -G{'GI" -Gy
0 I 0
= - o1 T

(s y XP)(Xy — XgDg DO 0 0

[(szi—lxlf)XﬂT 0 0

0 0

(X )T 0 0

0 [ 0] 0

l(nizu Xi)(X§ — XgDg ' Dy

+ YN (T X)) XY
[(HL“X%)D@JO ]T 0
+ §;11(Hi§71X$)51

>]T 0 1] 0

Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwendet (siche auch Abschnitt 3.2.1):

XPwr o= (XP - X7GE'GY X - XFGEGY XP - X:GEGY),
Dy"? = (Dg-DjG:'GF —DiG:'GY Dy —DiGi'GY),

dy = do— DiG3 " go,

G = Co— Xfo_lgi.

Die zweite Matrix in D sind die eigentlichen akkumulierten Richtungen in der Reihenfolge:
Ug, U1, - - -, U;, p sowie der Bildraumkomponente.
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Kapitel 5

Parameterschitzung bei einem
Zahnfleisch-Implantat

Die kontrollierte Freisetzung von Wirkstoffen in einem medizinischen Umfeld hat vielfalti-
ge Anwendungsgebiete. Zum Beispiel wird Parodontose durch Freisetzung von antimikro-
biellen Wirkstoffen aus einem Zahnfleisch-Implantat behandelt (siehe Abbildung 5.1). Ein

Abbildung 5.1: Zahnfleisch-Implantat

solches Implantat stellt der PerioChip© der Firma Dexcel Pharma, Israel, dar, welches
eine kleine hydrolysierte Gelatine-Membran ist, die mit 2,5 mg Chlorhexidin D-Gluconate
vernetzt ist. In den ersten 24 Stunden wird 40% des Chlorhexidins in die entziindete Zahn-
fleischtasche abgegeben. Wéhrend den folgenden 7 Tagen folgt eine langsame und konti-
nuierliche Abgabe. Tzafriri et al. (2000, [93] und 1999, [95]) entwickelten ein Reaktions-
Diffusions-Modell fiir die in-vitro-Freisetzung des Wirkstoffs aus dem PerioChip in einer
gepufferten Enzym-Loésung. Dabei wurden drei wesentliche Mechanismen beriicksichtigt:
Diffusion, reversible elektrostatische Bindung des Wirkstoffs auf der Gelatine-Membran
und Enzym-katalysierter Abbau der Membran. Eine Parameterschitzung wurde fiir die
instationdre 1D-PDE-Variante (siche Abschnitt 5.1) erstmalig durch Tzafriri und Diehl
(2000, [94]) durchgefiihrt. Hier dient dieses Beispiel als Benchmark-Problem: durch Wahl
der Anzahl von Diskretisierungsintervallen entsteht durch Ortsdiskretisierung mit finiten
Differenzen (Linienmethode) eine skalierbare Anfangswertaufgabe bestehend aus einer
gewohnlichen Differentialgleichung und nichtlinearen Anfangsbedingungen (in den Para-
metern). Im Parameterschitzproblem (siehe Abschnitt 5.2) sind der Wirkstoff-Diffusions-
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Koeffizient, ein Michaelis-Menten-Parameter sowie Wirkstoff-Gelatine-Bindungsparame-
ter die einzigen Freiheitsgrade. Dieses kann durch reduzierte Gaufl-Newton-Verfahren aus-
genutzt werden - ein Vergleich zu einem Vollraum-Verfahren wird in Abschnitt 5.4 gege-
ben. Der iterative und direkte IND-Ansatz zur Berechnung der Sensitivitdten wird im
Abschnitt 5.3 verglichen. Weiterhin findet ein Vergleich der Modellimplementationen auf
Basis von gPROMS und C/Adol-C in Abschnitt 5.5 statt.

5.1 Modell

Fiir die Beschreibung der Prozesse im PerioChip wird im folgenden ein instationéres 1D-
Modell dargestellt, mit dem unter anderen eine schnelle diffusionskontrollierte Freisetzung
des Wirkstoffs, gefolgt von einer langsameren konstanten Abgabe durch Membranabbau,
beschrieben werden kann. Weitere Szenarien bzgl. der Freisetzungsrate sind ebenfalls mit
diesem Modell moglich (siehe Tzafriri et al. 2000, [94]). Es wird vorausgesetzt, dafi die
Membran in der Enzym-Losung bereits aufgequollen ist, das heif3t, daf sie sich im Gleich-
gewicht befindet. Daraus ergibt sich auch die Dicke L der Membran im Gleichgewicht
(siehe auch Tzafriri 2000, [93]). Weiterhin werden fiir die anféinglichen Konzentrationen
des Wirkstoffs und Gelatine Durchschnittswerte angenommen. Damit ergibt sich folgen-
des instationires 1D-PDE-Modell (fiir eine Ubersicht der verwendeten Konstanten siehe
Tabelle A.1 im Anhang A.1):

e Konzentration C' des freigesetzten Wirkstoffs bestimmt durch eine Diffusionsglei-
chung mit Quellterm bzgl. der Freisetzung des gebundenen Wirkstoffs durch Mem-
branabbau:

oC 0*C oQ Op

E =D 12 Bmaa: E - Q Bmax Ea (51)

e Abbau des Membran-Polymers, beschrieben durch Michaelis-Menten-Gleichung (mo-
delliert iiber Gelatine-Konzentration p):

8p kcat EO p

E:_KM‘Fp(l_’_ﬁBmam Q>’ <52>

e zeitlicher Verlauf des Verhiltnisses ) von gebundenem Wirkstoff zu Gelatine-Kon-
zentration, beschrieben durch eine Reaktionsgleichung:

0Q
5 =k (1-Q) C =k @Q, (5:3)

e oOrtliche Randbedingung fiir die Konzentration:

e
0 = 0. x=0, (5.4a)
C =0 az=L. (5.4Db)
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e Anfangsbedingungen zum Start der Freisetzung nach Aufquellphase (¢ = 0) unter
der Bedingung CO + Po Bmaa} Q(O) = C1load:

p = Po; (55&)
. KG

¢ = TTro (5.5b)

c = Co. (55C)

Man beachte, daf§ die Anfangsbedingung fiir ) aus einer Stationaritédtsbedingung fiir
@ hergeleitet wird. Durch Approximation der ortlichen Ableitung in der Diffusionsglei-
chung (5.1) durch zentrale finite Differenzen der Ordnung 2 mit N Diskretisierungs-
punkten und in den Randbedingungen (5.4) durch zentrale Differenzen der Ordnung
1 wird das obige Anfangs-Randwertproblem in ein gewthnliches Anfangswertproblem
(ODE) iiberfiihrt. Dabei hiangen die Anfangsbedingungen ebenfalls von dem (zu schitzen-
den) Parameter B,,,, ab. Die differentiellen Variablen sind wie folgt zusammengefasst:

x = (Ch,...,Cn,Q1,...,QnN, p1,-..,pn) mit den Abkiirzungen C; := C’|%L, Q; =
Q i1 7, i = P|i=Llp.

N-1 N-—-1

5.2 Aufsetzen der Parameterschitzung und Ergebnis

Zur Anpassung des Modells aus Abschnitt 5.1 an die in-vitro-Freisetzung des PerioChip in
einer gepufferten Enzym-Losung aus bakterieller Collagenase (Closteridium hystoliticum)
unter kontrollierten Bedingungen pH = 7.5 und 37 °C wurde die Freisetzungsrate M
gemessen, um die Parameter p := (D, Bz, keat) zu schiitzen:

_ IOL(C + P Bmam Q)dl’

M(t) =1
() LCload

(5.6)

Im Parameterschétzproblem wird das Integral iiber die Dicke der Membran durch die
Trapezregel mit N &quidistanten Stiitzstellen approximiert. Es lagen 11 Messwerte M}
zusammen mit Standardabweichungen oy zu den Zeitpunkten ¢; im Zeithorizont [0, 192]
Stunden vor. Diese waren aufgrund der zu erwartenden zweiphasigen Freisetzung am
Anfang gehduft und spéter in Abstdnden von 24 Stunden verteilt (siehe Tabelle A.2). Wir
nehmen an, dafl die Fehler der Meflwerte mit bekannter Varianz, Erwartungswert 0 und
unabhéngig sind. Der Zeithorizont wurde mit 11 Mehrzielintervallen diskretisiert, wobei
die Mehrzielknoten auf die Zeitpunkte der Messwerte gelegt wurden. Die Minimierung der
folgenden LSQ-Zielfunktion liefert dann eine Maximum-Likelihood-Schétzung:

o~ M () — Mi?

> 5 (5.7)

O

Fiir N = 41 Diskretisierungspunkte sind die optimalen Parameterwerte fiir die Anpassung
an die Meflwerte in Tabelle 5.1 angegeben. Deutlich zu erkennen ist, dafl die zugehorigen
Standardabweichungen moderat sind im Vergleich zum Parameterwert. In Abbildung 5.2
ist die gefittete Freisetzungsrate mit den optimalen Parameterwerten gezeigt. Zu sehen
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Parameter Startwerte Optimale Werte

D [em?/s] 2.36e-5 1.65e-4 £ 0.332¢-4
Binae [mol /mol] 2.05 4.14 4 0.0931

Keat [P 1.65e+3 | 1.79e+3 % 0.0734e+3

Tabelle 5.1: Ubersicht der Parameterwerte

ist die zweiphasige Freisetzung des Wirkstoffs: der erste Abschnitt (3 Stunden) ist be-
stimmt durch Diffusion des nichtgebundenen Wirkstoffs. Dann geht die Kurve in einen
linearen Verlauf {iber, bestimmt durch die lineare Abbau-Kinetik (siehe auch Tzafriri et
al. 2000, [93]). Ziel der nachfolgenden Vergleiche ist es, anhand dieses Parameterschétz-
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Abbildung 5.2: Gefittete Freisetzungsrate des PerioChip-Modells

problems aufzuzeigen, wo der zeitliche Aufwand in den verschiedenen reduzierten und
Vollraum-Gaufl-Newton-Verfahren steckt und welche Méglichkeiten existieren, diesen zu
verringern. Dabei wurde das Modell mit der Anzahl N := {41, 81, 161, 321, 641}
von Diskretisierungspunkten skaliert, so dafl die Anzahl der Differentialgleichungen n, :=
3N = {123, 243, 483, 963, 1923} variiert. Die entsprechenden Probleme wurden durch
Vollschritt-Verfahren gelost mit einer Integrationsgenauigkeit 1.E-5 und Abbruchgenauig-
keit 1.E-3 (lo-Norm des Schritts). Alle Rechnungen wurden auf einer Dual-Xeon-Maschine
mit jeweils 2.8 GHz, 2 GB RAM sowie Linux als Betriebssystem mit Kernel 2.4.7 und gcc-
Suite Version 2.96 (mit Optimierung -03) durchgefiihrt. Die Compilerversion 2.96 (aus
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RedHat 7.2) war notwendig, da die aktuelle gPROMS-Version damit kompiliert wurde und
so inkompatibel zur aktuellen gcc-Suite ist. Fiir die Berechnung der Modellableitungen
kamen gPROMS (Version 2.3.0) und Adol-C (Version 1.8.7) zum Einsatz.

5.3 Vergleich der IND-Ansitze zur Berechnung der
Sensitivititen

In diesem Abschnitt werden die in Kapitel 4 vorgestellten IND-Ansétze (direkte und ite-
rative Variante in DAESOL) zur Berechnung von Sensitivitdten im vollreduzierten Gauf3-
Newton-Verfahren aus Kapitel 3 miteinander verglichen. Die Modellableitungen werden
wahlweise mit finiten Differenzen oder automatischer Differentiation (Adol-C) berechnet,
wobei im letzteren Fall wahlweise auch eine Seedmatrix-Komprimierung erfolgt. Rich-
tungsableitungen im iterativen Ansatz werden ebenfalls mit finiten Differenzen oder mit
automatischer Differentiation (Adol-C) berechnet. Die Behandlung der LA-Systeme mit
den diinnbesetzten Modellableitungen erfolgte in DAESOL mittels dem LA-Loser MA48,
siehe [78]. Folgende Varianten wurden anhand der obigen skalierten Parameterschéitzpro-
bleme miteinander verglichen:

e [RVGN + DIR + FD]: Standard-Variante mit vollreduziertem Gauf-Newton-Ver-
fahren, direkte Berechnung der VDAE, Modellableitungen iiber finite Differenzen,

e [RVGN + DIR + AD]: vollreduziertes GauB-Newton-Verfahren, direkte Berechnung
der VDAE, Modellableitungen iiber automatische Differentiation (Adol-C),

e [RVGN + DIR + AD + CPR]: vollreduziertes Gauf-Newton-Verfahren, direkte
Berechnung der VDAE, Modellableitungen tiber automatische Differentiation (Adol-
C) mit Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [RVGN + IT + R-AD + AD]: vollreduziertes GauB-Newton-Verfahren, iterative
Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen und Modellableitungen iiber auto-
matische Differentiation (Adol-C),

e [RVGN + IT + R-AD + AD + CPR]: vollreduziertes Gau-Newton-Verfahren, ite-
rative Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen iiber automatische Differentia-
tion (Adol-C), Modellableitungen iiber automatische Differentiation (Adol-C) mit
Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [RVGN + IT + R-FD + AD + CPR]: vollreduziertes Gaufi-Newton-Verfahren, ite-
rative Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen iiber finite Differenzen, Model-
lableitungen tiber automatische Differentiation (Adol-C) mit Seedmatrix-Kompri-
mierung nach Curtis-Powell-Reid.

Neben der CPU-Zeit zum Losen der Parameterschiatzprobleme sind die Anzahl der Aufrufe
der Modellgleichungen f und die Anzahl der Modellableitungen f, nach den differentiellen
Variablen sowie die Anzahl der Richtungsableitungen D f - w der Modellgleichungen nach
den Richtungen w von Interesse.
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Zunéchst betrachten wir den direkten IND-Ansatz. In Tabellen 5.2 und 5.3 sind die Sta-
tistiken fiir die Félle angegeben, bei denen die Modellableitungen iiber finite Differenzen
bzw. iiber automatische Differentiation mit Adol-C berechnet wurden. Die grofle Anzahl

# Knoten | CPU-Zeit [sec] | # f-Aufrufe | # Tter
641 1599.84 13450903 9

321 420.93 6715836 9

161 113.16 3382506 9

81 34.44 1732106 9

41 9.75 820801 8

Tabelle 5.2: [RVGN + DIR + FDJ: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-Verfahren,
direkter Ansatz fiir IND und finite Differenzen fiir Modellableitungen

# Knoten | CPU-Zeit [sec] | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Tter
641 4094.62 6917 22019 9
321 1035.06 6814 21860 9
161 280.77 6678 21377 9
81 81.78 6501 20878 9
41 23.26 5604 17873 8

Tabelle 5.3: [RVGN + DIR + AD]: Statistik fiir reduziertes Gau-Newton-Verfahren,
direkter Ansatz fiir IND und automatische Differentiation fiir Modellableitungen

von Modellaufrufen im Finite-Differenzen-Fall kommt durch besagte Approximation der
Modellableitungen nach den differentiellen Variablen und Parametern zustande. Anhand
der Abbildung 5.3 ist deutlich zu sehen, dafl der Gesamtaufwand fiir die Optimierung
quadratisch mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte wichst, wobei die Berechnung
der Modellableitungen {iber finite Differenzen billiger ist. Bei diesen Varianten nimmt der
Anteil zur Berechnung der Modellableitung f, nach den differentiellen Variablen deut-
lich zu und dominiert schlieflich die gesamte Rechenzeit, sieche Abbildung 5.4. Das heifit,
dafl Strategien zur Vermeidung und/oder Beschleunigung dieser Modellableitungen von
Interesse sind. In unserem Fall entspricht die Anzahl der f,-Aurufe auch gleichzeitig der
Anzahl der Integrationsschritte, da die Iterationsmatrix des BDF-Verfahrens in jedem
Schritt fiir die Losung der VDAE berechnet wird. Dies kann jedoch in der iterativen
Variante zur Losung der VDAE vermieden werden, wobei die Monitorstrategie in DAE-
SOL benutzt wird. Der Tabelle 5.4 ist fiir diesen Fall zu entnehmen, dafl die Anzahl
der f,-Modellableitungen deutlich reduziert wurde (sie entspricht jetzt der Anzahl der
Auswertung der Iterationsmatrix fiir die reine Simulation). Neu hinzugekommen sind die
Richtungsableitungen der Modellgleichungen D f-w. Sie wurden im vorliegenden Fall {iber
automatische Differentiation berechnet. Deutlich zu sehen ist die drastische Reduktion der
Rechenzeit.

Der andere Weg, die Rechenzeit zu verringern, ist die Beschleunigung der Berechnung der
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Abbildung 5.3: Rechenzeit des reduzierten Gauf-Newton-Verfahren mit direktem IND-
Ansatz, Modellableitungen iiber finite Differenzen und automatische Differentiation

# Knoten | CPU-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Df - w-Aufrufe | # Iter
641 795.95 546 77624 58508 9

321 203.87 506 75555 57036 9

161 80.23 522 73807 55648 9

81 37.2 505 71079 53576 9

41 15.73 414 60349 45712 8

Tabelle 5.4: [RVGN + IT 4+ R-AD + AD]: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-
Verfahren, iterativer Ansatz fiir IND, automatische Differentiation fiir Modellableitungen
und Richtungsableitungen

Modellableitungen. Wie im Abschnitt 4.2.1 beschrieben, stellt die Seed-Matrix-Kompri-
mierung eine Moglichkeit dar, die automatische Differentiation bei diinnbesetzten Modell-
ableitungen zu beschleunigen. Im vorliegenden Fall kam die Curtis-Powell-Reid-Technik
zum Einsatz, so dafl die Anzahl der Spalten der Seedmatrix soweit reduziert werden kann,
daBl diese unabhéngig von der Anzahl der Diskretisierungspunkte des PDE-Modells ist.
Fir N = 41 Diskretisierungspunkte wird dies anhand der Modellableitung f, in Abbil-
dung 5.5 verdeutlicht. In Tabelle 5.5 und 5.6 sind die Ergebnisse beim Einsatz dieser
Technik zur Beschleunigung der Berechnung von f, zusammengefaflt. In Abbildung 5.6
sind die Rechenzeiten der iterativen und direkten Variante mit und ohne Seeding dar-
gestellt. Dabei wird eine Reduktion der Rechenzeit um den Faktor 1.6 bzw. 21 beim
iterativen Ansatz und direktem Ansatz beobachtet. In Abbildung 5.7 ist der prozentuale
Anteil der Berechnung von f, an der jeweiligen gesamten Rechenzeit zu sehen. Der direkte
Ansatz profitiert natiirlich mehr von der Seedmatrix-Komprimierung, da hier die Anzahl

63



100 1

90

80

70

% Zeit fiir f, bzgl. gesamte CPU-Zeit

,/ —4— RVGN +DIR +FD
/ —#&— RVGN +DIR + AD
60
‘/
50

40

0 100 200 300 400 500 600 700

# Diskretisierungspunkte

Abbildung 5.4: Prozentualer Aufwand fiir f, bezogen auf gesamte Rechenzeit der redu-
zierten Gauf3-Newton-Verfahren, Teil I

# Knoten | CPU-Zeit [sec| | QP-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Tter
641 194.99 5.18 6917 22019 9
321 92.48 1.00 6814 21860 9
161 46.16 0.27 6678 21377 9
81 25.97 0.09 6501 20878 9
41 13.63 0.01 5604 17873 8

Tabelle 5.5: [RVGN + DIR + AD + CPR]: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-
Verfahren, direkter Ansatz fiir IND und automatische Differentiation fiir Modellablei-
tungen mit CPR-Seeding

der f,-Auswertungen hoher ist. Ein Vergleich der iterativen mit der direkten Variante
anhand der Anzahl der f,-Aufrufe zeigt, daf§ die direkte Variante durchaus giinstiger ist,
da durch die Seedmatrix-Komprimierung die Anzahl der Richtungsableitungen in der di-
rekten Variante kleiner ist als in der iterativen Variante. Dies liegt daran, dafl fiir eine
Auswertung der Modellableitung f, nur 5 Richtungsbleitungen in Adol-C notwendig sind.
Zusammen mit der Anzahl der Integrationsschritte ergibt dies eine Zahl von 34585 Rich-
tungsableitungen im Fall von 641 Diskretisierungspunkten. Bei der iterativen Variante
liegen allein schon 58508 Richtungsableitungen D f - w vor.

Um das Ergebnis beim direkten Ansatz mit finiten Differenzen und automatischer Diffe-
rentiation wieder aufzugreifen, wurde die Berechnung der Richtungsableitungen D f - w
nun iiber finite Differenzen vorgenommen. Die Ergebnisse des iterativen Ansatzes mit Mo-
dellableitungen iiber automatische Differentiation mit CPR-Seeding sind in Tabelle 5.7
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Abbildung 5.5: Struktur der Jacobimatrix f, des PerioChip-Modells bzgl. differentieller
Variablen: unkomprimierte Jacobimatrix - CPR-Seedmatrix = komprimierte Jacobimatrix

dargestellt. Bei dieser Variante ist eine Reduktion der Rechenzeit um den Faktor 7 im
Vergleich zur Berechnung der Richtungsableitungen iiber automatische Differentiation zu
beobachten - sieche Abbildung 5.8. Damit ist das reduzierte GauB-Newton-Verfahren mit
iterativer Losung der VDAE, Modellableitungen iiber automatische Differentiation und
Richtungsableitungen iiber finite Differenzen die in diesem Abschnitt vorgestellte schnell-
ste Variante! Es liegt eine Reduktion der Rechenzeit der skalierten Parameterschéatzpro-
bleme um den Faktor 23 vor, verglichen mit der Standard-Variante (direkte Berechnung
der VDAE miit finiten Differenzen fiir die Modellableitungen).
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# Knoten | CPU-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Df - w-Aufrufe | # Iter
641 484.55 546 77624 58508 9

321 147.77 506 75555 57036 9

161 67.75 522 73807 55648 9

81 31.64 505 71079 53576 9

41 14.79 414 60349 45712 8

Tabelle 5.6: [RVGN + IT + R-AD + AD + CPR]: Statistik fiir reduziertes Gau-Newton-
Verfahren, iterativer Ansatz fiir IND, automatische Differentiation fiir Modellableitungen
und Richtungsableitungen mit CPR-Seeding
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Abbildung 5.6: Rechenzeiten der reduzierten GauB-Newton-Verfahren mit Reduktion des
Aufwands fiir die Iterationsmatrix und/oder Reduktion der Anzahl der Iterationsmatrizen

# Knoten | CPU-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Df - w-Aufrufe | # Iter
641 70.3 521 80551 60712 9

321 32.82 521 76148 57432 9

161 13.74 521 73651 55548 9

81 6.54 461 68904 52008 8

41 2.95 393 61891 46896 8

Tabelle 5.7: [RVGN + IT 4+ R-FD 4+ AD + CPR]: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-
Verfahren, iterativer Ansatz fiir IND, automatische Differentiation fiir Modellableitungen
mit CPR-Seeding und Richtungsableitungen {iber finite Differenzen

66




100

90 ///./.
80 /
70 —+— RVGN +DIR +AD + CPR

—=— RVGN +IT + R-AD + AD
0 -~ -+ RVGN +IT + R-AD + AD + CPR
/ —=— RVGN +DIR + AD

50 J

40
/ -
30 =
,/:{ ______ N
20 %—7

% Zeit fiir f, bzgl. gesamte CPU-Zeit

0 100 200 300 400 500 600 700

# Diskretisierungspunkte

Abbildung 5.7: Prozentualer Aufwand fiir f, bezogen auf gesamte Rechenzeit der redu-
zierten GauB3-Newton-Verfahren, Teil 11
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Abbildung 5.8: Rechenzeiten der reduzierten Gaufi-Newton-Verfahren mit CPR-Seeding
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5.4 Vergleich zum Vollraum-Ansatz

In diesem Abschnitt vergleichen wir den Reduktionsansatz aus Kapitel 3 mit einem Voll-
raum-Ansatz im Gaufl-Newton-Verfahren, wobei die Diskretisierung der ODE identisch
war (11 Mehrzielintervalle). Eine entscheidende Rolle spielt dabei die Anzahl der Rich-
tungsableitungen und die Dimension und Art der LA-Systeme, die im Integrator und im
Kondensieren beim Vollraum-Ansatztes zu losen sind. Folgende Varianten wurden mit-
einander verglichen:

e [RVGN + DIR + AD + CPR]: vollreduziertes GauB-Newton-Verfahren, direkte
Berechnung der VDAE, Modellableitungen tiber automatische Differentiation (Adol-
C) mit Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [RVGN + IT + R-AD + AD + CPR]: vollreduziertes GauB-Newton-Verfahren,
iterative Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen und Modellableitungen iiber

automatische Differentiation (Adol-C) mit Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-
Powell-Reid,

e [VGN + DIR + AD + CPR]: GauB-Newton-Verfahren, direkte Berechnung der
VDAE, Modellableitungen iiber automatische Differentiation (Adol-C) mit Seed-
matrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [VGN + IT + R-AD + AD + CPR]: GauB-Newton-Verfahren, iterative Berech-
nung der VDAE, Richtungsableitungen und Modellableitungen iiber automatische
Differentiation (Adol-C) mit Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid.

In Tabelle 5.8 und 5.9 sind die Statistiken fiir die Vollraum-Varianten aufgefiihrt. Dabei
ist aufgrund der Anzahl von Richtungsableitungen der direkte Ansatz wesentlich schneller
als der iterative Ansatz. Interessant ist, daf} die Zeit fiir das Kondensieren und Losen des
QPs bis zu 50 % bei diesem Anwendungsproblem ausmacht. Dies liegt daran, dafl die
Sensitivitaten auf den einzelnen Mehrzielknoten dichtbesetzte Matrizen sind und dement-
sprechend viel Zeit beim Kondensieren benotigt wird. Die Matrizen in den Rekursionen
passen schliefilich auch nicht mehr in den Level-2-Cache (512 KB), wodurch diese aus
dem relativ langsamen Hauptspeicher nachgeladen werden miissen. In der Abbildung 5.9
sind die Rechenzeiten der oben genannten Varianten gezeigt. Dabei dominieren bei der
iterativen Variante die Auswertung der Richtungsableitungen D f - w, deren Anzahl beim
Vollraum-Verfahren mit der Ortsdiskretisierung N skaliert und beim vollreduzierten Ver-
fahren konstant ist.
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# | CPU-Zeit Kondensier- # fu # f
Knoten [sec] | und QP-Zeit [sec| | Aufrufe | Aufrufe | # Iter
321 4210.49 2129.22 6816 21882 9
161 809.62 275.21 6676 21363 9
81 179.39 18.4 6499 20864 9
41 50.93 1.86 5614 17929 8

Tabelle 5.8: [VGN + DIR + AD + CPR]: Statistik fiir Gau-Newton-Verfahren, direkter
Ansatz fiir IND und automatische Differentiation fiir Modellableitungen mit CPR-Seeding

# Knoten | CPU-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Df - w-Aufrufe | # Iter
321 32823.7 508 13790789 13772262 9

161 8348.11 583 7330041 7310412 11

81 1741.73 513 3328680 3311160 9

41 411.11 412 1454568 1439928 8

Tabelle 5.9: [VGN + IT + R-AD + AD + CPR]: Statistik fiir Gau-Newton-Verfahren,
iterativer Ansatz fiir IND, automatische Differentiation fiir Modellableitungen und Rich-
tungsableitungen mit CPR-Seeding
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Abbildung 5.9: Rechenzeiten der vollreduzierten und nichtreduzierten Gaufl-Newton-

Verfahren
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5.5 Vergleich der Modell-Implementationen (gPROMS
- C/Adol-C)

Viele dynamische Optimierungsprobleme aus der chemischen Industrie werden mit gPROMS
modelliert, da diese Modellierungsumgebung auf komfortable Weise ein interaktives Be-
arbeiten des Modells ermdglicht. Die Modelle sind iiber eine ESO-Schnittstelle anderen
Optimierungsalgorithmen verfiighar. Dabei konnen sowohl Residuen als auch deren diinn-
besetzte Jacobimatrizen ausgewertet werden. In diesem Zusammenhang kam es uns darauf
an, die Effizienz der internen symbolischen Differentiation von gPROMS zu testen und mit
automatischer Differentiation (Adol-C) zu vergleichen. Es fand dabei eine Indexierung
der Modellableitungen nach differentiellen Variablen und Parametern statt (IndexSet-
Erweiterung der ESO-Schnittstellen IGPDiffAlgESO sowie IGPAIgESO, siehe [35]). Fol-
gende vollreduzierte Gaufl-Newton-Varianten wurden miteinander verglichen:

e [RVGN + DIR + AD + CPR]: vollreduziertes GauB-Newton-Verfahren, direkte
Berechnung der VDAE, Modellableitungen tiber automatische Differentiation (Adol-
C) mit Seedmatrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [RVGN + DIR + SD]J: vollreduziertes Gau-Newton-Verfahren, direkte Berechnung
der VDAE, Modellableitungen iiber symbolische Differentiation (gPROMS),

e [RVGN + IT + R-FD + AD + CPR]J: vollreduziertes Gaufi-Newton-Verfahren, itera-
tive Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen iiber finite Differenzen, Modell-
ableitungen {iber automatische Differentiation (Adol-C) mit Seedmatrix-Kompri-
mierung nach Curtis-Powell-Reid,

e [RVGN + IT + R-FD + SDJ: vollreduziertes Gauf-Newton-Verfahren, iterative
Berechnung der VDAE, Richtungsableitungen {iber finite Differenzen, Modellab-
leitungen tiber symbolische Differentiation (gPROMS).

In Tabelle 5.10 und 5.11 sind die Statistiken der Testldufe mit Berechnung der Modella-
bleitungen durch symbolische Differentiation (gPROMS) angegeben. Die direkte Variante
ist im Vergleich zu derjenigen mit Adol-C Ableitungen und CPR-Seeding um den Faktor
2 langsamer. Dies liegt daran, dafl durch die ESO-Schnittstelle ein gewisser Overhead ent-
steht und bei der symbolischen Differentiation von gPROMS kein Seeding moglich ist. Am
Beispiel der iterativen Variante ist deutlich zu erkennen, dafl die Residuen-Auswertung
des Modells iiber die ESO-Schnittstelle deutlich teurer ist als die Auswertung der C-
Funktion. In Abbildung 5.10 sind die Rechenzeiten der oben genannten Varianten ge-
zeigt. Dabei ist die schnellste Variante mit symbolischer Differentiation (gPROMS) um
den Faktor 5 langsamer als die schnellste Variante mit automatischer Differentiation und
Seedmatrix-Komprimierung.
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# Knoten | CPU-Zeit [sec] | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Iter
641 389.63 6909 22035 9

321 175.45 6825 21892 9

161 82.72 6668 21360 9

81 38.71 6495 20861 9

41 18.39 5607 17852 8

Tabelle 5.10: [RVGN + DIR + SD]: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-Verfahren,

direkter Ansatz fiir IND und symbolische Differentiation fiir Modellableitungen

# Knoten | CPU-Zeit [sec| | # f.-Aufrufe | # f-Aufrufe | # Df - w-Aufrufe | # Iter
641 540.36 508 79726 60124 9

321 234.89 513 76540 57704 9

161 105.97 542 76957 58048 10

81 25.91 456 68552 51756 8

41 6.35 418 60603 45864 8

Tabelle 5.11: [RVGN + IT + R-FD + SDJ: Statistik fiir reduziertes Gauf-Newton-
Verfahren, iterativer Ansatz fiir IND, symbolische Differentiation fiir Modellableitungen
und Richtungsableitungen iiber finite Differenzen
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Abbildung 5.10: Rechenzeiten der vollreduzierten Gaufl-Newton-Verfahren mit symboli-
scher und automatischer Differentiation
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Kapitel 6

Optimierung einer kontinuierlichen
Destillationskolonne

Destillationskolonnen werden in der Chemie zur Trennung von (nichtazeotropen) Gemi-
schen eingesetzt. Dabei gibt es unterschiedliche Zielkriterien: Produktreinheit und Ener-
giekosten. Bei der hier betrachteten kontinuierlichen Destillation eines bindren Gemisches
aus Methanol und n-Propanol soll der Prozefl so gefahren werden, dafl moglichst schnell
die gewiinschte Reinheit der Produkte erreicht wird. Dies wird erreicht, indem die Tem-
peratur und damit auch die Konzentrationen auf (sensitiven) Referenzboden kontrolliert
wird. Die verwendete Problemformulierung hat einen regelungstechnischen Hintergrund:
so soll die Reinheit der Produkte nach einer Stérung (z.B. des Riickflusses aus dem Kon-
densator) moglichst schnell wiederhergestellt werden. In Abschnitt 6.1 gehen wir zunéchst
auf das Modell ein und beschreiben danach das oben genannte Optimierungsproblem in
Abschnitt 6.2. In Abschnitt 6.3 erldutern wir anschlieBend die Vor- und Nachteile ver-
schiedener reduzierter SQP-Anséitze im NMPC-Kontext.

6.1 Modell

Im folgenden wird ein Modell einer kontinuierlichen Destillationskolonne beschrieben, die
als Pilot-Prozefl am Institut fiir Systemdynamik und Regelungstechnik (ISR) der Univer-
sitdt Stuttgart betrieben wird. Die Kolonne hat einen Durchmesser von 0.1 m und eine
Ho6he von 7 m; sie besteht aus 40 Boden. Der Dampf am Kopf der Kolonne wird vollstéandig
durch einen Kondensator kondensiert. Der Sumpf wird elektrisch beheizt. Eine schema-
tische Darstellung ist in Abbildung 6.1 gezeigt. Das vorgeheizte fliisssige Gemisch wird
kontinuierlich einem Zulaufboden in der Mitte der Kolonne zugefiihrt. Zur Steuerung ste-
hen die Heizleistung des Sumpfs @ und das Riicklaufverhéltnis L,y /D,e zur Verfiigung.
Die Reinheit der Produktstrome D, und B, soll garantiert werden. Die Modellformu-
lierung, welche hydrodynamische Effekte beriicksichtigt, wird in Diehl et al. (2001, [29]
und [31] sowie 2002, [28]) beschrieben. Wir geben sie daher nur zusammenfassend an.
Seien dazu die N = 40 Boden von unten nach oben nummeriert, wobei der Sumpf und
der Kondensator die Boden-Nummer 0 bzw. N + 1 haben. Die kontinuierliche Zufuhr des
fliissigen Gemisches geschieht auf Boden Np = 21. Es werden auf jedem Boden die mo-
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Abbildung 6.1: Schema der modellierten Destillationskolonne

laren Fliisse der Dampf- und Fliissigkeitsphasen betrachtet. Unter der Annahme, dafi der
Druck auf den Béden, dem Kondensator und dem Sumpf sowie die Volumen-Holdups im
Kondensator und Sumpf konstant sind sowie die hydrodynamische Effekte mit einer Heu-
ristik, basierend auf der bekannten Wehr-Formel von Francis, beschrieben werden konnen,
ergibt sich die nachfolgend diskutierte steife DAE. Dabei werden folgende Bezeichnungen
verwendet: Temperaturen 7;, molare Dampf- und Fliissigkeitsstrome V; und L;, molare
Konzentrationen von Methanol in Dampf- und Fliissig-Phase ¥; und X;, molarer Sumpf-
produktstrom B, molarer Destillatstrom D, Driicke P, und molare Fliissigkeitsmengen n,
jeweils auf den Boden [ = {0,1,..., N, N + 1}:

e Gesamt-Massenbilanzen fiir die molaren Fliissigkeitsmengen auf Boden
l=1,...,Np_1,Npyq, ..., N und Zulaufboden Ng:

n = Viei—=Vi+ Ly — Ly, (6.1a)
Vap ot — Vi + Lnpst — Ly + F, (6.1b)

7’LNF

e Bilanzen fiir die molaren Methanolmengen in der Fliissigkeit von Sumpf, Boden
l=1,...,Np_1, Npy1,..., N, Zulautboden Nr und Kondensator N + 1:

Xong + Xong = —VoYy+ L1.X, — BX,, (6.1c)

X+ Xy = VieYio = ViV + L X — LiX,,  (6.1d)

Xnpnng + Xnpiiny = Vp—1Ynp—1 — Ve Yo, (6.1c)
+LNp 1 XNp+1 — Ly XN + FXp,

Xyvpnyi + Xvonve = VaYn — DXy — Ly X (6.1f)
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e Enthalpie-Bilanzen fiir die Bodenl =1,..., Ngp_1, Npi1,..., N—1, den Zulautboden
Np und den Boden N mit Dampf- und Fliissigkeitsenthalpien h” und Y und der
Temperatur T des Kondensats:

OhF OhF
X, X+ oT,

. Ohy; . oh sz
nNFhNF + NNp ( XNF + TNF>

mhf +ny ( 7}) =Viahy = Vih) + Liahf — Lihy,  (6.2a)

—= VNF*IhX/vpfl - VNFh'NF —|— LNF+1hNF+1 — LNFh%F (62b)
+FhH(Xp, T, PF)
nxh% + ny (ax Xy 12 8 TN (6.20)

= Vno1h¥_y — VahY + Ly h*(Xny1, Te, Pyy1) — Lvh,

e Hydrodynamik: molare Dampf-Fliisse werden durch heuristische Formel basierend
auf der Wehr-Formel von Francis mit den Parametern nfef und W, fir die Boden
l=1,...,N bestimmt:

L V™X,Th) = Winy — njh)?, (6.2d)

e Bestimmung der Temperaturen auf den Boéden [ = 0,1,..., N + 1 mit Hilfe der
Dalton-Formel (Summe der Partialdriicke P gleich Gesamtdruck):

P = P(T) X, — P3(T1)(1 — Xi) =0, (6.2¢)
Die im DAE-Modell vorkommenden Hilfsgrofen Y; und P, (I = 0,...,N), F, ng, ny1,
Lyoi, P¢, Vo, ht und hY wurden direkt berechnet:
e molare Konzentrationen von n-Propanol: X,,_pyop;:=1—-X;, [ =0,...,N +1,

e molare Konzentrationen der Fliisse Y; der Dampf-Phase von Methanol auf den Béden
I =1,...,N werden mit einem Parameter a; modelliert, der Abweichungen vom
realen Prozess beschreibt. Dabei ist Yy := %Z“O)XO und

P(T,
Y, = q jD l)X +(1—o) Y4, (6.3a)
1
e Druck im Kondensator sei gleich dem &ufleren Druck: Pyi; = Py, Driicke auf

Boden [ = N, ..., 0 seien definiert durch P, := P, + AP,

e molares Volumen des fliissigen Gemisches V™(X;,T;) := XV™(T) + (1 — X)Vy™(T)
setzt sich zusammen aus den molaren Volumen der unverdiinnten Einzelkomponen-
ten V"(T'), k= 1,2, , welche von den molaren Koeffizienten ay, b, ¢k, di, abhéngen
(sieche Tabelle A.3 im Anhang A.2):

1
Vit(T) = a—k eXpbk(l + eXp(l—T/ck)(dk))a (6.3b)
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e Zusammenhang zwischen molarem Zulauf-Strom F' und Zulauf-Volumenstrom F,;:

Fvol = Vm(XF,TF) F, (63C)

e molare Fliissigkeitsmengen im Sumpf ny und Kondensator ny; (unter der Bedin-
gung, dafl die Fliissigkeitsvolumina dort konstant sind):

_Vm(XO, TO)(_‘/O + Ll - B) — W(XO, TO)T TLO, (63d)
m ovm y r T
V™ XNi1,TN31) (VN = D — Lyj1) = AX.T) (XNn41,TNg1)" nngr,(6.3e)

e Riicklauf-Volumenstrom L,, aus Kondensator in die Kolonne:
Lvol = Vm<XN+17 TC)LN+17 (63f>
e Partialdriicke PJ(7T) := exp (Ak - ﬁﬁ) der unverdiinnten Komponenten k = 1,2
mit Koeffizienten Ay, By, C in Tabelle A.4).

e Dampf-Strom V; im beheizten Sumpf mit Heizleistung () und dem Parameter der
Verlustleistung Qjss:

L L
nohl 4 n Ohg +%T = Q — Qioss — Vohy + L1kl — BhE (6.3g)
0 0 09X, 0 oT, 0 loss 0l 1y 0> g

e molare Fliissigkeits- und Dampfenthalpien h(X,T) und hY (Y, T, P):

RY(X,T) = Xhi(T)+(1— X)h5(T), (6.3h)
RV (Y,T,P) = Yh{(T,P)+ (1—-Y)hY(T,P), (6.31)

mit den zugehorigen Reinstoff-Enthalpien:

WE(T) = C {hap(T = To) + how(T = To)* + ha (T = To)*} . (6.3))
v - |, P ( T )
W (T,P) = hE(T) + RTk\ll 7\ 7o (6.3k)

7 7
T T T T
dabtel=) +|dem+f[=
{“ THC(T5> " k( €T£+f<T1§>)}’
mit Ty = 273.15 K, C' = 4.186 J mol_l, R = 8.3147 J mol™! K=! a = 6.09648,

b=1.28862, c = 1.016, d = 15.6875, ¢ = 13.4721 und f = 2.615 und den Enthalpie-
Koeffizienten in Tabelle A.5,

e andere System-Parameter in Tabelle A.6.

Damit konnen jetzt die differentiellen und algebraischen Variablen definiert werden:
xXr = (XO,...,XNH,nl,...,nN)T und z := (Lla---aLNavvl;---7VN7T07---7TN+1)T-
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6.2 Aufsetzen eines Offline-Optimierungsproblems und
Ergebnis

Der Prozefl wird gesteuert iiber den Riicklauf in die Kolonne und die Heizleistung: u :=
(Lyor, Q). Die schnelle Einhaltung der Reinheit der Komponenten B und D im Sumpf und
Kondensator nach Storungen des stationédren Zustands, z. B. durch Abfall des Riicklaufes
Ly, in die Kolonne fiir wenige Minuten, dient hier als Offline-Optimierungsproblem. Das
System soll also schnell wieder in einen Steady-State x {iberfithrt werden. Die zugehéri-
ge Steuerung wird mit ug := (4.1833 1/h, 2.4899 kW) bezeichnet. Wie schon erwéhnt,
werden nicht die Konzentrationen gesteuert, sondern die Temperaturen auf bestimmten
Referenzbdden: Tz = (Tog, T 14)T. Dazu wird die Abweichung von Referenztemperaturen
Tt = (T35F, TrHT .= (70 °C, 88 °C)7 iiber das Integral eines regularisierten Least-
Squares-Terms L bestraft:

L(zuus) = T2 = Tty +  [1R(u—us)ll3,

wobei R := diag{1.0°C h17!,0.05°C kW™ '} die diagonale Gewichtungsmatrix darstellt.
Damit kann das Offline-Optimierungsproblem auf einem Zeithorizont [ty, to+7},] mit ¢y :=
0 [sec] und T}, := 3600 [sec| wie folgt beschrieben werden:

to+T1)p

min / L), ult), uy) dt (6.4a)
u(),aﬁ(),z() to

unter dem DAE-Modell (Umformulierung der differentiellen Gleichungen 6.1 in ein expli-
zites System und Hinzunahme der algebraischen Gleichungen 6.2):

a(t) = f(a(t),z(t), ult),p)
0 = g(=(t),2(t),u(t), p) } t e fto,to+ 1) (6.4D)

mit den Startwerten:
.T(t()) = X (64C)

und problemtechnische Schranken an die Produktstrome:
h(x(t), z(t),u(t),p) := (D, B)" >0, t&[ty,to+ T, (6.4d)

Die Steuerung u wurde dabei auf dem Zeithorizont [tg, ¢y + T¢| stiickweise konstant mit 6
dquidistanten Intervallen und auf [ty + T, to + T,,] konstant (identisch us) gewéhlt, wobei
T. := 1800 [sec].

Das Lagrange-Zielfunktional wurde mit der Trapezregel approximiert, wobei in den Mehr-
zielintervallen der ersten Stufe jeweils 50 Stiitzstellen und im Mehrzielintervall der zweiten
Stufe 500 Stiitzstellen gewahlt wurden. Durch diese Umformung wurde das Lagrange-
Zielfunktional in ein LSQ-Zielfunktional umgewandelt, welches mit einer GauB-Newton-
Variante aus Kapitel 3 gelost wurde. Die Ergebnisse der Optimierung sind in Abbildung
6.2 zu sehen.
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Abbildung 6.2: Optimale Betriebsfithrung der Destillationskolonne (nach Stérung)

6.3 Vergleich zu MUSCOD-II

Zunichst betrachten wir den Offline-Fall, das heifit, es geht um eine schnelle Berechnung
des obigen Optimierungsproblems aus Abschnitt 6.2. Alle Rechnungen wurden auf einer
Dual-Xeon-Maschine mit jeweils 2.8 GHz, 2 GB RAM sowie Linux als Betriebssystem
mit Kernel 2.4.19 und gee-Suite Version 3.2 (mit Optimierung -03) durchgefiihrt. Die
Testldufe wurden durch folgende Vollschritt-Varianten mit Integrationsgenauigkeit 1.E-6
und Abbruchgenauigkeit 1.E-3 (Io-Norm des Schritts) gelost, wobei unterschiedliche Re-
duktionsstrategien und IND-Ansétze miteinander verglichen wurden:

e [RVGN(x,z) + IT]: reduziertes GauB-Newton-Verfahren bzgl. differentieller und al-
gebraischer Zustandsvariablen sowie iterativem IND-Ansatz mit Richtungsableitun-
gen durch finite Differenzen und Modellableitungen durch automatische Differentia-
tion (Adol-C) und CPR-Seeding,

e [RVGN(x,z) + DIR]: reduziertes GauBl-Newton-Verfahren bzgl. differentieller und
algebraischer Zustandsvariablen sowie direktem IND-Ansatz mit Modellableitungen
durch automatische Differentiation (Adol-C) und CPR-Seeding,

e [RVGN(z) + IT]: reduziertes GauB-Newton-Verfahren bzgl. algebraischer Variablen
(MUSCOD-II) sowie iterativem IND-Ansatz mit Richtungsableitungen durch fini-
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te Differenzen und Modellableitungen durch automatische Differentiation (Adol-C)
und CPR-Seeding,

e [RVGN(z) + DIR]: reduziertes GauB-Newton-Verfahren bzgl. algebraischer Varia-
blen (MUSCOD-II) sowie direktem IND-Ansatz mit Modellableitungen durch auto-
matische Differentiation (Adol-C) und CPR-Seeding.

Die Statistiken der Optimierungsléufe sind in Tabelle 6.1 gezeigt. Hauptanteil des Re-
chenaufwands stellt die Berechnung der Ableitungsinformationen (VDAE) dar. Durch die
festen Anfangswerte kann die Anzahl der Freiheitsgrade in dem reduzierten Gaufi-Newton-
Algorithmus RVGN(x,z) auf die Kontrollen beschrinkt werden. Zwar nimmt die Zahl der
Freiheitsgrade in jedem Mehrzielintervall von n, = 2 bis auf n-n, = 14 konstant zu, bleibt
jedoch immer deutlich kleiner als n, + n, = 84, was in einem Speedup in der Ableitungs-
berechnung resultiert (sieche Abbildung 6.3). Damit ist die Variante mit Reduktion bzgl.
differentieller und algebraischer Variablen um den Faktor 5 schneller als die Variante mit
Reduktion nur bzgl. algebraischer Variablen.

Im Online-Fall kommt es auf eine schnelle Antwort des Optimierers auf neue Anfangs-

RVGN(x,2) RVGN(z)
Zeit [sec|] / Anzahl IT DIR IT DIR
CPU | 31.34 | 98.34 | 247.04 | 159.67
Integration 5.88 5.87 6.79 6.74
VDAE | 24.68 | 91.63 | 237.75 | 150.41
Reduktion 0.76 0.77 1.61 1.66
Kondensieren - - 0.26 0.27
QP losen | < 0.01 | < 0.01 | <0.01 | <0.01
Richtungsableitungen | 17.21 - | 162.47 -
[terationsmatrizen 1.76 | 54.66 2.07 | 59.73
# Richtungsableitungen | 82083 - | 814581 -
# lterationsmatrizen 151 4049 183 4458
# Integrationsschritte 3691 3923 4150 4308
# lterationen 6 6 7 7

Tabelle 6.1: Statistik der GN-Reduktionsstrategien bzgl. differentieller (x) und/oder alge-
braischer (z) Variablen sowie IND-Ansétze (direkt oder iterativ)

werte der Zustandsvariablen an. In diesem Zusammenhang wird nun eine Echtzeititera-
tion fiir den reduzierten SQP-Algorithmus aus Kapitel 3 vorgestellt. Dieser ist an die
Echtzeititeration von MUSCOD-IT angelehnt (siehe Diehl 2002, [28]). Ausschlaggebend
ist, dal in der Feedback-Phase nur die Inhomogenitéit bzw. Bildraumkomponente SRy®
berechnet und das reduzierte QP gelost werden mufl; um eine Feedback-Steuerung zu
erhalten. Dabei kann die Berechnung der Inhomogenitéit beschleunigt werden, indem die
Integrator-Informationen zur Berechnung der Nominaltrajektorie gespeichert werden und
somit nur die Newton-Iterationen fiir die Richtungsableitung bzgl. der Inhomogenitét
durchgefiihrt werden miissen. Der Aufwand hiangt dabei im wesentlichen von der Anzahl
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Abbildung 6.3: Rechenzeiten der GN-Reduktionsstrategien bzgl. differentieller (x)
und/oder algebraischer (z) Variablen sowie IND-Ansétze (direkt oder iterativ)

der Integratorschritte und der durchschnittlichen Anzahl der Newton-Iterationen in je-
dem Integratorschritt ab. Betont sei, dafl das Kondensieren bereits bei der Berechnung
der Koordinaten-Basis stattfindet. Nachfolgend angegeben ist der Algorithmus einer Echt-
zeititeration mit Gaufl-Newton Hessematrix und n Mehrzielintervallen:

1.

Berechne die Koordinaten-Basis S® und SV. Integriere und 16se simultan die rela-
xierte Richtungs-VDAE (siehe Kapitel 4) ohne die Inhomogenitit S®y™. Berechne
den Zielfunktionswert f und die Residuen der Beschrinkungen G, H

Berechne die reduzierten Jacobimatrizen der Gleichungs- und Ungleichungsrestrik-
tionen VGZ SN und VHT SN sowie die der LSQ-Zielfunktion V f7S™ und berechne
die reduzierte GauB-Newton-Hessematrix.

. Wenn der Anfangswert xy bekannt ist, berechne die Inhomogenitat bzw. Bildraum-

komponente S®y* und die projizierten Funktionswerte der Restriktionen und Ziel-
funktion: Gy + VGITSRyR, H + VHTSRyR und f + VfLSRyR.

Lose das reduzierte LSQ-QP (3.7) und erhalte 3V = (Aqo,...,Aq,)” sowie die
Feedback-Steuerung qg + Agg. Diese wird der Prozess-Steuerung iibergeben.

Expandiere Losung des reduzierten LSQ-QP. Berechne den Vollschritt Aw = S®yR4-
SNyN  Gehe mit neuer Iteratierten w + Aw zu Schritt 1.

Wir fassen jetzt Schritt 3 und 4 als Feedback-Phase und Schritt 5, 1 und 2 als Vorbe-
reitungsphase zusammen. Im Vergleich zur Echtzeititeration von MUSCOD-II dauert die
Feedback-Phase um die Berechnung der Inhomogenitét langer, welche aber mit Festhalten
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der Nominaltrajektorien-Informationen beim Destillationskolonnen-Modell immer noch
im Zentelsekundenbereich liegt (siche Tabelle 6.2). Dagegen ist die Vorbereitungsphase
wie oben gezeigt um den Faktor 5 schneller.

Zeit [sec]
Integration 1.21
VDAE 3.15

Inhomogenitét 0.36
Reduktion 0.11
Losung des RQP | < 0.01

Tabelle 6.2: Statistik einer Echtzeititeration fiir reduziertes Gaufl-Newton-Verfahren bzgl.
differentieller und algebraischer Variablen
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Kapitel 7

Parameterschitzung und
Optimierung eines katalytischen
Rohrreaktors

Heterogen katalysierte, exotherme Gasphasenreaktionen werden in der chemischen und
petrochemischen Industrie unter anderem in Rohrbiindelreaktoren durchgefiihrt. Diese
bestehen typischerweise aus mehreren tausend einzelnen Reaktorrohren innerhalb einer
gemeinsamen Hiille (siche Abbildung 7.1). Der umzusetzende Gasstrom (Reaktanden)

Abbildung 7.1: Rohrbiindelreaktor

flieSt innerhalb der Rohre durch ein Bett von pordsen Katalysatorpartikeln, wo er zu
dem gewiinschten Produkt reagiert. Auflerhalb der Rohre (im Mantelraum) fliefit eine
Fliissigkeit, die als Warmeaustauscher fungiert und die durch die Reaktion entstandene
Wirme abfiithren soll. Gewohnlich findet die Reaktion nur innerhalb eines kleinen Ab-
schnitts der Katalysatorschiittung statt. Diese Reaktionszone bewegt sich langsam von
der EinlaB-Seite der Rohrschiittung zur AuslaB-Seite, da der Katalysator zum Beispiel
durch Verkokung deaktiviert wird. Wenn die Reaktionszone sich dem Ende der Kataly-
satorschiittung nihert, das heifit, die Reaktanden nicht mehr umgesetzt werden (Durch-
bruchsbedingung), mufl der Reaktor heruntergefahren werden, damit der Katalysator re-
generiert werden kann.

81



In der chemischen Reaktionstechnik haben sich vor allem Kontinuumsmodelle zur ma-
thematischen Modellierung der Temperatur- und Konzentrationsfelder im durchstromten
Festbettrohrreaktor durchgesetzt (sieche Adler 2000, [1] und [2]). In der Praxis werden
heterogene und pseudo-homogene Kontinuumsmodelle verwendet. Sie unterscheiden sich
darin, ob die fluide Phase (Gas) von der Katalysatorphase in der Modellierung unterschie-
den wird (heterogenes Modell) oder ob das disperse System quasihomogen betrachtet wird
(pseudo-homogenes Modell). Weiterhin wird zwischen stationéren und instationdren Mo-
dellierung, bzgl. der rdumlichen Ausdehnung des Losungsgebiets (ein- beziehungsweise
zweidimensional), bzgl. der Berticksichtigung der axialen und radialen Leitung und bzgl.
der zugundeliegenden (mehr oder weniger detaillierten) Chemie unterschieden. Weitere
Punkte, die im industriellen Rahmen eine Rolle spielen, sind der Stoff- und Warmetrans-
port in Katalysatorpartikeln, die Katalysatordeaktivierung bei industriellen Prozessen
sowie der Aspekt der Stromungsungleichverteilung im Mantelraum.

Im folgenden wird ein mathematisches Modell vorgestellt, welches von der Firma Bayer,
Leverkusen, fiir Parameterschéitz- und Optimierungsstudien zur Verfiigung gestellt wurde.
Dieses Modell dient bei Bayer zur Beschreibung eines Rohrreaktors im Pilotprozefl und
wurde als gPROMS-Modell implementiert.

7.1 Modell

Um eine modellgestiitze Optimierung des Durchsatzes vorzunehmen, betrachten wir ein
einzelnes zylindrisches Reaktionsrohr. Als Modell-Grundlage dient ein instationéres, pseu-
do-homogenes 2D-Modell, welche das heterogene, zweiphasige System (zusammenhéngen-
de fluide Gasphase und disperse Katalysator-Feststoffphase) als Quasikontinuum betrach-
tet. Das heifit, dafl keine Konzentrations- und Temperaturgradienten zwischen Gaspha-
se und Katalysatoroberfliche beriicksichtigt werden. Die Warme- und Stofftransport-
vorgéange im Quasikontinuum werden durch die Ansétze von Fourier und Fick (siehe Bird
et al. 2002, [13]) beschrieben. Fiir die Gasgeschwindigkeit wird Pfropfenstromung ange-
nommen, das heifit, es wird auf eine Impulsbilanz bzgl. der Stromungsgeschwindigkeit im
Festbett verzichtet, und es liegt kein radiales Porositétsprofil vor. Diese Annahmen schei-
nen derzeit gerechtfertigt, da bei detaillierteren Modellen unter Beriicksichtigung der Po-
rositédts- und Stromungsungleichverteilung zu grofle Unsicherheiten bei Modellparametern
und Messungen vorliegen (siehe Bauer 2001, [8]). Die Warme- und Stofftransportparame-
ter setzen sich aus effektiven Transportkoeffizienten zusammen, die sich aus Beitrdgen
beider Phasen berechnen lassen (sowohl axiale und radiale Dispersion sowie axiale und
radiale Warmeleitfihigkeit werden beriicksichtigt). Fiir die Katalysatorschiittung wird ein
Kugelprofil der Katalysatorpartikel angenommen. Der Druckabfall im Festbett wird mit-
tels der Ergun-Gleichung (siehe Bird et al. 2002, [13]) beriicksichtigt, wobei die Porositéit
der Schiittung als konstant gewéhlt wurde. Bei der hier betrachteten exothermen Reaktion
vom Typ
A+B—-C+D

handelt es sich um einen instationdren Prozess. Dies liegt an der experimentell beobachte-
ten Deaktivierung des Katalysators (zum Beispiel Verkokung des Katalysators und damit
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Hemmung der aktiven Zentren). Die Stoffdaten werden iiber den Querschnitt des Reak-
tors als konstant (Dichte der fluiden Gasphase) bzw. im gesamten Reaktor als konstant
(Viskositiat, Warmeleitfahigkeit und Warmekapazitit) angenommen. Den Randbedingun-
gen kommt in einem heterogen-gaskatalytischen Rohrreaktor eine besondere Bedeutung
zu. Experimentell werden hier steile Temperaturgradienten beobachtet, wobei in der New-
tonschen Theorie der Gradient in einen Temperatursprung iibergeht, wenn ein endlicher
Transportwiderstand an der Wand vorhanden ist. Daher wird die Randbedingung an der
Wand mit dem klassischen Ansatz iiber einen Warmedurchgangskoeffizienten modelliert.
Modelle mit variablem radialen Warmeleitfihigkeitsansatz und Temperaturidentitéit ha-
ben sich sowohl aus theoretischer als auch praktischer Sicht bisher nicht bewéhrt (siche
Bauer 2001, [8]). Auf die Modellierung des Warmetransports in der Wand iiber eine in-
stationdre Energiebilanzgleichung wurde verzichtet, statt dessen wurde der Warmedurch-
gangskoeflizient fiir die Energiebilanz der Kiihlmittels und fiir deren Randbedingung mo-
difiziert. Dieser Wéarmedurchgangskoeffizient leitet sich im stationdren Fall iiber den Flufl
eines Warmestroms (Wérmeiibergang disperses Gas/Katalysator System - Rohrinnwand,
Wérmeleitung durch die Wand sowie Wiarmeiibergang Rohrauflenwand - Kiihlmittel) her
(siehe Baehr et al. 2003, [3]). Weiterhin wurde angenommen, daf§ die Kiihlmitteltempe-
ratur entlang der Rohrwand auf der Warmetrégerseite konstant ist.

Nachfolgend wird das Randwertproblem fiir die Parameterschéitzung und Optimierung
im Detail beschrieben. Dazu ist im Anhang A.3 eine Ubersicht iiber die Bedeutung der
im Modell vorkommenden Symbole (Tabellen A.7, A.8, A.9, A.10) angegeben. Fiir einen
schematischen Aufbau des Rohrreaktors sieche Abbildung 7.2, in der auch der Warmetrans-
port durch die Wand verdeutlicht ist. Die Bilanzierungen des Quasikontinuums und des
Mantelraums sowie die Randbedingungen am Rohranfang, in der Rohrmitte und an der
Rohrwand ergeben unter den oben genannten Annahmen folgende instationére 2D-PDEs:

e Stoffbilanz im Reaktionsrohr fiir jede an der Reaktion beteiligte Komponente

1=1,...,N:
oc; Iuy ¢;) &c; 9%c; 1 Oc¢
= - eff,z o _o effr |\ 3 o - ) s,be ats 7.1
6815 0z +Dert, 072 + e, or? r oOr Vi 7o Paped Aicars (71)
e Energiebilanz im Einzelrohr:
or B(uy py T) 0T
(5 Pf Cp,f + Ps,bed Cp,S) a = —Cpyf 92 + Aeff,z 922
+ hessr (55 + 1) (7.2)
— AHR V370 Psped OKats
e Energiebilanz im Mantelraum:
0 c T .
Vur (Prcas ng ica) = g Cp it (Trarein — Trar) (7.3)

+ ko Agohr fZL:o(T(Za R) — Tk ) dz,
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Mantel Rohr Wand

z=0

Abbildung 7.2: Schematischer Aufbau eines Rohrreaktors

e Randbedingungen am Rohranfang (z = 0):

ci(0,7) = Cicins
ar(0,r)
)\eff,z 82’ = —Uf pf Cp7f (Tem - T(O,’/’)),

e Randbedingungen in der Rohrmitte (r = 0):

801(2, 0) .
or =0
or(z,0) 0
or -
e Randbedingungen an der Rohrwand (r = R):
8Ci(z7 R) — O,
or
0T (z, R
)\eff,r % - ka (TKM - T(Z, R))
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e Anfangsbedingungen zum Start der Reaktion (¢ = 0):

Tkve = Trmein, (7.7a)
Ci = Ciein, (7.7b)
T = T (7.7¢)

Nach Annahme der Pfropfenstromung fiir die Gasgeschwindigkeit u; stromt das Gas
gleichméBig mit Leerrohrgeschwindigkeit (totale Massenflufirate geteilt durch Dichte und
Rohrquerschnitt) durch den Reaktor:

N
. Z@':1 Mi,ein

Uf pf 7TR2

(7.8)
Wichtig fiir den praktischen FEinsatz dieses Modells sind die effektiven Parameter, um
die oben genannten Phénomene korrekt zu beschreiben. Fiir diese Parameter existieren
Korrelationsbeziehungen iiber ihre Abhéngigkeit von den Zustandsgroflen des Systems.
Im folgenden werden diese dargestellt:

e Stofftransport: die effektiven Dispersionskoeffizienten D.ss setzen sich zusammen
aus Beitrdgen der molekularen Diffusion (Jpeq) und der Konvektion. Im vorliegenden
Fall werden die effektiven Dispersionsparameter nur durch die Konvektion bestimmt.

— axiale Dispersion (siche Edwards und Richardson 1968, [32]):

d, u 1 0.73 ¢ 0.5
Dopr. = 2L mit = . 7.9
11 ¢ Pe, m Pe, Re, Pr + 1+ Riflir (79)

— radiale Dispersion (siche Gunn und Price 1969, [46]):

dp Uf . 1 2 19
t =014+ - .
¢ Pe, m Pe, + 3 Re, Pr

Desr = (7.10)

e Wirmetransport: hierbei wird die Warmeleitfahigkeit A\y.q der statischen Schiittung
beriicksichtigt. Eine Beziehung, die sowohl die Porositét ¢ als auch die Partikelform
beriicksichtigt, ist im Warmeatlas 1997, Abschnitt Dee [91] angegeben:

)\bed :)\f(l—\/l—5+«9\/1—e)

(7.11)
mit 6 = f(e, A\, As, Partikelform).

Die effektive Warmeleitfahigkeit A ;s ist durch die Gasstromung (Wérmeiibertra-
gung durch erzwungene Konvektion in den Hohlrdumen der Schiittung) grofler als
die Warmeleitfihigkeit der statischen Schiittung Apeq.

— axiale Wérmeleitfahigkeit (siche Edwards und Richardson 1968, [32]):

Re, Pr )\ 1 0.73 ¢ 0.5
Neffr= Ape - T it — = ) 7.12
pre =Mt TS mit = e e (712
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— radiale Wérmeleitfahigkeit (siche Warmeatlas 1997, Abschnitt Mh [92]):

Neffr = Nbed + L;:Ai
7.13
mit K, :Koof(g):Koo(z—@—z%)Z), (7.13)

wobei K, = 7.4 € [7.0, 11.0].

e Wirmeiibergang an der Rohrwand zwischen Festbett und Kiihlmittel: Der Warme-
durchgangskoeftizient k, kann aus innerem und &dufleren Warmeiibergangskoeffizi-
enten sowie der Warmeleitfahigkeit Ay, und der Dicke s der Rohrwand berechnet
werden (siehe Baehr et al. 2003, [3]):

1 1 log £ts 1
ka R R aW,innen )\W (R + 5) KguBen

(7.14)

Dabei wird angenommen, dafi der Warmeiibergangskoeffizient an der Auflensei-
te (qusen) grofer als an der Innenseite (awinnen) ist (— Bedingung an die Um-
stromungsbedingung der Rohre im Mantelraum).

— innerer Warmeiibergang (siche Martin und Nilles 1993, [62]):

AW.innen — QW0 +0.19 3—; ReV 75 pyp0.33 s
i = A\ Aoed ( . )
mit  oawp = (1.3 + 5,()D) et

— auBerer Warmeiibergang: der duflere Warmeiibergangskoeffizient wird als {iber
die Lénge des Rohres konstanter Wert angesetzt,

Ogugen = 1000.0 [W/(m? K)), (7.16)

in Abhéngigkeit vom Volumenstrom des Kiihlmittels und der Rohrumstromung
(Langs- und Querstromung) und limitiert bei ausreichender Zirkulation des
Kiihlmittels den Warmedurchgang nicht!

Der Druckverlust wird unter den oben genannten Annahmen (keine radiale Porositéts-
und Stromungsungleichverteilung im Festbett) durch die Ergun-Gleichung berechnet:
dp (1—¢)? 1—¢

—— =150.0 1.75
0z g3 dg gty e3 d,

pr up. (7.17)

Die Porositédt der Schiittung wurde unter Annahme fiir Kugelschiittung als konstant an-
gesetzt:
e =0.4€[0.37, 0.42]. (7.18)

Die Berechnung der Stoffwerte beriicksichtigt die Zusammensetzung des Gasgemisches.
Die Gewichtung der einzelnen Komponenten wurde mit Massenanteilen (w;) bzw. Molan-
teilen (y;) vorgenommen. Die in der Gleichung 7.17 vorkommende Dichte des Gasgemischs
wurde nach dem idealen Gasgesetz berechnet:

_ DPabs i (M ;)
d R, T '
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Fiir die Kinetik der betrachteten exothermen Reaktion (A + B — C + D) wurde ein
Potenzansatz gewihlt, bei dem die Deaktivierung (und damit die Instationaritét) durch
einen Aktivitatsfaktor ay,s beriicksichtigt wird:

E,
ro =k ¢ ageq mit k= Ay exp <_R T) , n=1. (7.19)
9

Eine Ubersicht iiber die moglichen Ansitze zur Beschreibung der Deaktivierung gibt For-
zatti und Lietti (1999, [39]). In dieser Anwendung wird fiir die Deaktivierung ein formal-
kinetischer Potenzansatz gewéhlt,

Jda _ : _
é;at - _TO,Des a’?at mit aKat‘tzo - 17
_ np _ Ea.p
T0,Des = kDes Cy es’ kDes - kO,Des + AO,Des exXp (_ }%g ;S) ; (720)
Npes = 1, m = 2,

deren Parameter (ko pes, Ao pes, Fa,Des) sich zusammen mit den Parametern der Hauptre-
aktion (A, E,) tiber Messungen des Temperaturprofils in der Rohrmitte schitzen lassen
(siche Abschnitt 7.3).

7.2 Simulation

Das parabolische Anfangs-Randwertproblem (7.1, 7.2, 7.3) mit 6rtlichen Randbedingun-
gen (7.4, 7.5, 7.6) sowie zeitlichen Anfangsbedingungen (7.7) wird nun mit Hilfe der (ver-
tikalen) Linienmethode (sieche Gromann et al. 1992, [45]) in eine semi-explizite DAE vom
Typ (1.1b) mit Anfangsbedingungen (1.1c) iiberfiihrt. Dazu wird der Ortsbereich wie folgt
diskretisiert: der axiale Bereich wird in 45 Diskretisierungsintervalle unterteilt, wobei die
korrespondierenden Ableitungen durch Riickwérts-Finite-Differenzen der Ordnung 1 ap-
proximiert werden. Der radiale Bereich wird in 5 Finite Elemente unterteilt, auf denen
jeweils ein orthogonales Polynom in den radialen Ortskoordinaten der Ordnung 2 die
differentiellen und algebraischen Variablen (fiir feste axiale Komponente) approximiert.
Fiir die Definition dieser Diskretisierungsmethoden siehe Pantelides (2001, [71]). Diese
Wahl der Diskretisierungsschemata ist bestimmt durch die notwendigen Auswertung der
Temperatur in der Rohrmitte und Stoffzusammensetzung am Ende des Reaktors und der
damit geforderten Genauigkeit. Wenn insbesondere nur die Auswertung in der Rohrmitte
und an der Rohrwand gefragt ist, liefert die orthogonale Kollokation auf den finiten Ele-
menten gegeniiber finiten Differenzen eine hohere Genauigkeit (sieche Nagel et al. 1971,
[65]). Weiterhin konnte die Instationaritét bei der hier betrachteten Reaktion auf die Tem-
peratur im Quasikontinuum 7', die Temperatur des Kiihlmittels Tk, sowie die Aktivitat
agq beschrankt werden. Auch konnte die Berechnung der Stoffbilanz auf die erste Kom-
ponente A beschrinkt werden, da die Reaktionsrate ro nur von dieser abhéingt. Daraus
resultieren die folgenden Dimensionen der DAE: 548 differentielle und 1074 algebraische
Variablen.
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7.3 Parameterschitzung

Ausgehend von dem Anfangswertproblem, wie in Abschnitt 7.2 beschrieben, sollen nun die
kinetischen Parameter p = (Ag, Fq, ko,pes, Ao.pes, Eapes)” des Modells durch Anpassung
der Temperaturprofile an Temperatur-Mefiwerte T,.ss in der Rohrmitte (sieche Tabelle
A.11) geschétzt werden. Diese MeBwerte wurden dabei bei konstanter Zufuhr der Reak-
tanden ermittelt. Aus numerischen Griinden wird zunéchst die Reaktionsrate (7.20) in
dem formalkinetischen Ansatz fiir die Aktivitdt modifiziert, so daff um eine Referenztem-
peratur Ty ,zentriert” wird:

Ea Des 1 1
kDes - kO,Des + AO,Des €Xp <_ ’ <_ - )) . (721)
R, \T T

Folgende regularisierte Least-Squares-Funktion (7.22) dient im Parameterschétzproblem
als Zielfunktion. Dabei liegen jeweils axial 16 Mewerte an 5 Zeitpunkten vor.

3 T(t,z,r)—Tmess(t,z,T)] " n EZ[M] . (7.22)

i=1j=0 Tiness(t, 2,7) % r) . w Preg,i
(5 ter 5 L, 0) —
Regularisierungsterm
Fiir die Gewichtung des Regularisierungsterms wurde w = 100 gewéhlt. Die Regula-

risierungswerte p,., sind in Tabelle 7.1 aufgefithrt. Die Parameterschitzung wurde mit

Parameter Startwerte | Optimale Werte | Reg.werte
Ap [mol/ (kg s)] 8.00e+2 | 9.25e+2 + 3.92e+2 | 8.00e+2
E, [KJ/mol] 5.00e+1 | 4.86e+1 + 0.22e+1 | 5.00e+1

ko pes [mol/(kg s)] 0.62e-4 2.18e-4 £ 0.39¢-4 1.32e-4
Ao pes [mol/(kg s)] | 0.94e-3 3.98e-3 £+ 1.43e-3 5.66e-3
Equpes [KJ/mol] 1.04e-1 4.75e-1 + 1.61e-1 7.58e-1

Tabelle 7.1: Ubersicht der Kinetik-Parameterwerte

der in Kapitel 3 vorgestellten reduzierten Gaufl-Newton-Variante des reduzierten SQP-
Algorithmus gelost. Die optimalen Parameterwerte aus der Parameterschitzung bewir-
ken einen deutlichen besseren Verlauf der Temperaturprofile - sieche Abbildung 7.3. Der
Temperatur-Peak wurde sowohl in der Hohe als auch in der axialen Lage wesentlich bes-
ser angepafit, was auch fiir die Flanken des Temperatur-Peaks eingeschrankt gilt - nur
die Restaktivitdt vor dem Peak ist noch zu hoch und damit auch die Temperatur. Un-
tersuchungen mit anderen Modellierungsansétzen fiir die Aktivitit, die das beschriebe-
ne Phénomen der erhohten Restaktivitdt beheben, sind geplant. Insgesamt wurde die
LSQ-Zielfunktion deutlich reduziert - von 0.800 mit Parameter-Startwerten auf 0.089 mit
optimalen Parameterwerten aus der Schitzung (jeweils ohne Regularisierungsterm). Die
Startwerte und optimalen Werte der Kinetik-Parameter zusammen mit Standardabwei-
chungen sind in Tabelle 7.1 angegeben.
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Abbildung 7.3: Temperaturprofile in der Rohrmitte zu den Zeitpunkten ¢ =
{0.2,0.4,0.6,0.8,1.0} £,

7.4 Optimierungsszenarien

Durch optimale Steuerung des Durchsatzes sowie durch optimale Wahl der Dauer der Re-
aktionszyklen im Verhéltnis zur festen Regenerationszeit soll die Gesamtproduktivitét des
Reaktors maximiert werden. Dabei muf3 eine vorgegebene obere Temperaturgrenze 7}, im
Festbett sicher eingehalten werden, um eine irreversible Schidigung des Katalysators zu
vermeiden. Zur Absenkung der Hot-Spot-Temperatur kann als weiterer Optimierungspa-
rameter die , Verdiinnung“ des Katalysatormaterials betrachtet werden. Die Reaktion im
Reaktor wird abgebrochen, wenn eine Durchbruchsbedingung (ca(t., L,7) < 0,01 - ¢4 ¢in)
verletzt wird, das heiflt, dafl die Reaktanden im Rohr nicht mehr vollstdndig umgesetzt
werden und somit das Produkt am Reaktorausgang verunreinigen.

Ausgehend von dieser Zielvorgabe wurden zwei Optimierungsszenarien entworfen: das er-
ste mit einer festen , Verdiinnung“ des Katalysators von 100 % (Vergleichsszenario) und
das zweite mit variabler globaler , Verdiinnung®“ des Katalysators (optimale Betriebswei-
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se). Als Steuerung dient hierbei der zeitvariable Durchsatz cy e, der stiickweise linear
parameterisiert wurde. Die Maximierung der im Jahr durchgesetzten Gesamtmenge (Ziel-
funktion) dient als Kriterium fiir die Gesamtproduktivitdt des Reaktors. Dabei wechseln
die Reaktionsphasen (freie Dauer ¢.) mit den Regenerationsphasen des Katalysators (mit
fester Dauer t,.,) zyklisch ab, wobei insgesamt eine feste Produktionszeit t,,,q im Jahr
zur Verfiigung steht. Damit wird die Zielfunktion wie folgt formuliert:

tprod te
e / CA.ein dt (723>
tot treg Je—o

Die Berechnungen beider Szenarien wurde dabei mit Hilfe der in Kapitel 3 vorgestellten
BFGS-Variante des reduzierten SQP-Algorithmus gelost. Dabei wurde ein Mehrstufen-
ansatz verwendet: die erste Stufe (Anfahrvorgang) war von fester kurzer Dauer (mit 5
Mehrzielintervallen) wéhrend die zweite Stufe (Produktionsphase) von variabler Dauer
(mit 10 Mehrzielintervallen) war. Zusammen mit der festen Anfangssteuerung verbessert
dies die numerische Stabilitdt des Optimierungsalgorithmus erheblich!

In der Abbildung 7.4 sind die optimierten normierten Durchséitze beider Szenarien iiber
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0,4 - // — - Vergleichsszenario (1) —
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Abbildung 7.4: Optimaler Durchsatz fiir Vergleichsszenario und optimale Betriebsweise

die normierte Zeit geplottet. Die Normierung wurde dabei bzgl. dem maximalen Wert des
Druchsatzes bzw. der Dauer der Reaktionsphase des Vergleichsszenarios durchgefiihrt. In
Abbildung 7.5 sind die optimalen Temperaturprofile in der Rohrmitte bzgl. der optimalen
Betriebsweise des Reaktors gezeigt. Ein oberes Temperaturlimit 7}, wird nahezu iiber-
all eingehalten. Auch ist die aktive Durchbruchsbedingung am Ende des Reaktors und
der Reaktionsphase am beginnenden Anstieg der Temperatur am Rohrende (exotherme
Reaktion) zu erkennen. Die optimale Betriebsweise des Rohrreaktors (gegeniiber dem
Vergleichsszenario mit fester ,, Verdiinnung® des Katalysators) wird durch eine deutliche
Reduktion der ,, Verdiinnung® des Katalysators erreicht. Die optimale Verdiinnung betragt
~50 %. Die Gesamtkapazitiat konnte gegeniiber dem Vergleichsszenario von 4.601e+3 kg
um ~12 % auf 5.132e+3 kg bei der optimalen Betriebsweise erhcht werden.
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Dieses Ergebnis ist in zwei Punkten bemerkenswert: die Ausbeute wird gesteigert (Ge-
samtkapazitit) und die Kosten gesenkt (Katalysatorgehalt). Insbesondere letzterer Punkt
bringt bei vielen Reaktionen eine enorme Profitsteigerung.
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Abbildung 7.5: Optimale Temperaturprofile in der Rohrmitte
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden reduzierte Gaufi-Newton- und Quasi-Newton-Ansétze im Rahmen
des direkten Mehrzielansatzes vorgestellt. Im Hinblick auf die diskutierten Anwendungs-
beispiele werden die entwickelten Methoden nachfolgend zusammengefafit und mogliche
Weiterentwicklungen aufgezeigt.

Zusammenfassung

Der direkte Mehrzielansatz angewendet auf dynamische Optimierungsprobleme mit grofien
nichtlinearen DAE-Prozefmodellen vom Index 1 ergibt grofie strukturierte nichtlineare
Probleme (siehe Kapitel 1). Als Methoden zur iterativen Losung dieser NLPs wurden
fiir Parameterschéatzprobleme ein Gauf-Newton-Verfahren und fiir Optimal-Steuerungs-
probleme ein Quasi-Newton-Verfahren vorgestellt (sieche Kapitel 2). Diese Newton-ahn-
liche Verfahren wurden durch einen Reduktionsansatz (bzgl. differentieller und algebrai-
scher Variablen) beschleunigt, indem Richtungsableitungen direkt berechnet wurden, was
sich insbesondere auf die Berechnung der Koordinaten-Basis auswirkt (sieche Kapitel 3
und 4). Dabei fand eine Verkniipfung der Linearisierung der Nebenbedingungen und deren
Projektion statt, so dal die Anzahl der Richtungsableitungen der Variationsdifferential-
gleichung unabhéingig von der Dimension der Zustandsvariablen wird (siche Kapitel 4).
Dieses erst ermdoglicht die Berechnung von Lésungen von dynamischen Optimierungspro-
blemen mit mehrdimensionalen instationdren PDEs. Diese wurden durch Anwendung der
Linienmethode in DAE-Systeme vom Index 1 {iberfiihrt. Sowohl die Zeitdiskretisierung
im Integrator als auch die Integratorgenauigkeit wurden wahrend der Optimierungsitera-
tionen adaptiv gewéhlt. Bei der Berechnung der Richtungsableitungen wurde das Prinzip
der Internen Numerischen Differentiation eingehalten und mit Methoden der Automa-
tischen (bzw. Symbolischen) Differentiation verbunden (siehe Kapitel 4). Durch Seed-
Matrix-Kompression konnte gezeigt werden, dafi der Aufwand fiir die Iterationsmatrizen
des Integrators nur linear in der Feinheit der Ortsdiskretisierung bei 1D-PDEs ist (sie-
he Anwendung im Kapitel 5 fiir zentrale Differenzenquotienten der Ortsableitungen auf
dquidistantem Gitter). Weiterhin existieren effiziente Schnittstellen zu Residuen- und Ja-
cobimatrixauswertung des Modells: {iber die ESO-Schnittstelle bei gPROMS-Modellen,
iiber Adol-C und Seed-Matrix-Komprimierung nach Curtis-Powell-Reid bei C- und C++-
Modellen und iiber Finite Differenzen und CPR-Seedmatrix-Komprimierung allgemein.
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Zur Globalisierung der Newton-dhnlichen Verfahren wurden fiir den Gauf-Newton-Fall
der Restriktive Monotonietest und fiir den Quasi-Newton-Fall eine partiell multiplikator-
freie Strategie angewendet (siehe Kapitel 3).

Anhand der Parameterschitzung bei der Wirkstoff-Freisetzung eines Zahnfleisch-Implan-
tats mit instationdrem 1D-PDE Modell (siehe Kapitel 5) zeigt sich, dafl der Gesamtauf-
wand der neuen reduzierten Variante nicht mehr quadratisch sondern nahezu linear von
der Feinheit der Ortsdiskretisierung abhéngt. Ein Vergleich der Modell-Implementierungen
(gPROMS und C/Adol-C) bestétigt, daf die Variante mit Automatischer Differentiation
(C/Adol-C) bis um den Faktor 5 schneller ist als die Variante mit Symbolischer Differen-
tiation (gPROMS).

Anhand eines Optimierungsproblems bei einer Destillationskolonne wird gezeigt, daf3 die
neue reduzierte Variante sowohl im Offline- als auch im Online-Fall effizient ist (siehe
Kapitel 6). Im Vergleich zur partiell reduzierten Variante in MUSCOD-II ist die Gesamt-
rechenzeit der neuen reduzierten Variante um den Faktor 5 geringer. Insbesondere liegt
die Zeit fiir die Berechnung einer Feedback-Steuerung im Zentelsekundenbereich und die
Vorbereitungsphase fiir eine neue Optimierungs-Iteration dauert unter 5 Sekunden, wobei
das Problem 2 Steuerungen und 206 Zustdnde besitzt.

Die optimale Betriebsweise eines katalytischen Rohrreaktors mit instationdrem 2D-PDE-
Modell (siehe Kapitel 7) konnte mit Hilfe des in dieser Arbeit vorgestellten Reduktionsan-
satzes berechnet werden, wobei zuvor eine Parameterschétzung der kinetischen Parame-
ter (der Hauptreaktion und der Katalysatordesaktivierung) durchgefiihrt wurde. Damit
konnte gezeigt werden, dal durch Optimierung der Katalysator-Aktivitit sowohl die Ko-
sten fiir den Katalysator gesenkt (50 %) als auch die Kapazitéit des Reaktors erhoht (12
%) werden konnte. Hierbei zeigte sich insbesondere, dafi die Mehrzieldiskretisierung ein
wirksames Mittel ist, um die Stabilitdt des Verfahrens zu erhchen und eine Optimierung
iiberhaupt moglich zu machen.

Ausblick

Bei der Untersuchung von Optimal-Steuerungsproblemen hat sich gezeigt, daf§ durch den
Einsatz von guten Approximationen der Hessematrizen in SQP-Verfahren sowohl die Kon-
vergenz beschleunigt als auch das zunehmende Verschlechtern der Kondition der Hesse-
matrix durch Updates vermieden werden kann (siehe Schéfer 1999, [81]). Dort wurden die
Hessematrizen durch finite Differenzen approximiert, wobei deren Genauigkeit durch Ein-
haltung des Prinzips der Internen Numerischen Differentiation auf 2-3 Stellen genau war.
Fiir grofe Modelle, wie in dieser Arbeit vorgestellt, ist diese Vorgehensweise jedoch nicht
effizient genug. Durch Einsatz eines zum Vorwartsmodus passenden Riickwértsmodus des
Integrators konnen jedoch sowohl die Multiplikatoren als auch die einseitig reduzierte
Hessematrix bis auf Integrationsgenauigkeit genau berechnet werden. Damit kann auch
der Crossterm berechnet werden, der das reduzierte SQP-Verfahren , kompatibel* zum
nichtreduzierten SQP-Verfahren macht (1-Schritt quadratische Konvergenz).

Passend zu dem SQP-Verfahren mit exakten Hessematrizen (Lagrange-Newton-Verfahren)
ist eine Globalisierung durch Trust Regions. In Verbindung mit Natiirlichen Niveaufunk-

93



tionen in den primalen und dualen Variablen und den Restriktiven Monotonietest &8t
sich ein robustes und effizientes Verfahren konstruieren (siehe Bock et al. 2000, [19]).

Durch das Einbeziehen von Unstetigkeiten in das Modell kénnen neue Problemklassen
dynamischer Prozesse (zum Beispiel Wehriiberldufe bei Destillationskolonnen) behandelt
werden. Die korrekte Berechnung der Sensitivitédten spielt dabei eine zentrale Rolle und
ist im Rahmen des Parameterschitzverfahrens PARFIT (siehe Bock 1987, [16]) und des
Optimal-Steuerungsverfahrens MUSCOD-II (siche Brandt-Pollmann 2004, [22]) imple-
mentiert worden. Eine Kombination der Unstetigkeitsbehandlung mit den Methoden die-
ser Arbeit erweitert die Klasse effizient behandelbarer Optimierungsprobleme auf solche
mit wenigen Freiheitsgraden.

Weitere Anwendungsfelder fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden sind z. B.:

Die Online-Optimierung eines Simulated-Moving-Bed (SMB) Prozesses zur kontinuierli-
chen chromatographischen Trennung von chiralen Wirkstoffen im industriellen Mafstab
mit dem in dieser Arbeit (Kapitel 6) vorgestellten Echtzeit-Iterationsschema. Der SMB-
Prozefl weist durch periodisches Umschalten der Zu- und Ableitungen meistens kein stati-
onédres Konzentrationsprofil der Komponenten auf, sondern ist von periodischer Natur. Die
Mehrstufenformulierung erlaubt die direkte Umsetzung dieser Problemklasse und deren
effiziente Losung (siehe Toumi et al. 2004a, [89] und 2004b, [88]). Die hochdimensionalen
Modelle (mehrere hundert bis tausend differentielle Zustdnde und wenige Parameter) sind
stark nichtlinear, so dafl sich die Mehrzielparameterisierung vorteilhaft nutzen 1a8t.

Die Optimierung der ortszeitgebundenen Musterbildung und Wellenausbreitung beim Vor-
gang der bakteriellen Chemotaxis durch optimale Steuerung des Randflusses der chemo-
taktisch aktive Substanz stellt ein hochdimensionales Optimierungs-Randwertproblem mit
mehreren hundert bis tausend differentiellen Zustédnden und einer Steuerung dar (siehe
Lebiedz et al. 2003, [55]). Aufgrund fester Anfangswerte liegen in diesem Problem nur
wenige Freiheitsgrade vor und somit lassen sich mit den in dieser Arbeit vorgestellten
Methoden sowohl bei der Offline- als auch Online-Optimierung erhebliche Performance-
Gewinne gegeniiber MUSCOD-II erzielen.
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Anhang A

Zusatzliche Informationen

Al

Zahnfleisch-Implantat

Symbol | Beschreibung Wert

L Dicke der Membran-Scheibe 0.02 [cm)]

D Diffusionsparameter 2.364e-5 [cm?/s]
Binaz Bindungskapazitat Wirkstoff-Gelatine 2.054 [mol/mol]
Eeat Michaelis-Menten-Parameter 1.654e+3 [h™!]
Ey Enzym-Konzentration 1.000e-5 [M]
Ky Gleichgewichtskonstante des Enzym-Substrat-Komplex | 4.000e-2 [M]

K; Gleichgewichtskonstante des Enzym-Inhibitor-Komplex | 1.967e-3 [M]

16 Quotient K,/ K; 2.032e+1 [—]

kq Wirkstoff-Gelatine Assoziationskoeffizient, 1.045e+4 [M~th71]
kq Abbaurate des Gelatine gebundenen Wirkstoffs 7.816e-2 [h7!]
K Quotient k,/kq 1.337e+5 [M 1]
Cload anfingliche Wirkstoff-Konzentration 2.800e-1 [M]

0 anfangliche Gelatine-Konzentration 0.045 [M]

Tabelle A.1: Konstanten im PerioChip-Modell
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Zeit- gemessene Standard-
punkt [h] | Freisetzungsrate [-] | abweichung -]
1.0 0.232 0.042
2.0 0.298 0.010
4.0 0.351 0.027
8.0 0.352 0.025
24.0 0.402 0.028
48.0 0.531 0.035
72.0 0.595 0.026
96.0 0.624 0.018
120.0 0.669 0.030
144.0 0.753 0.053
168.0 0.867 0.042
192.0 0.938 0.023

Tabelle A.2: Mefiwerte fiir Parameterschiatzung beim PerioChip-Modell
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A.2 Kontinuierliche Destillationskolonne

k ag [kmol 171] b, Ck [K] dj,
1 (Methanol) 2.288 0.2685 | 512.4 | 0.2453
2 (n-Propanol) 1.235 0.27136 | 536.4 | 0.2400

Tabelle A.3: Molare Volumen-Koeffizienten im Destillationskolonnenmodell

k Ar | B [K] | Cy [K]
1 (Methanol) | 23.48 | 3626.6 | -34.29
2 (n-Propanol) | 22.437 | 3166.4 | -80.15

Tabelle A.4: Antoine-Koeffizienten fiir partielle Driicke

th [K_l] h27k [K_Q] h37k [K_g] Tlg [K] PIS [Pa] Qk
18.31 1.713 1072 | 6.399 -10~° | 512.6 | 8.096 -10° | 0.557
31.92 4.49 1072 | 9.663 -107° | 536.7 | 5.166 -10° | 0.612

N —| 5~

Tabelle A.5: Enthalpie-Koeffizienten
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Symbol Wert Symbol Wert

ng 8.5 1] Piop 939 [h Pal
n% 0.17 [1] APy . ny_1 | 2.5 h [Pa]
nye 0.155 1] APy, . n | 1.9[h Pa
.. Ny 62 % Tr 71 [°C]
OZNF+1 _____ 35 % TC 472 [OC]
Wi, 0.166 [172 571 || Fuol 14.0 [1 b
Qioss 0.51 [kW] Xp 0.32 [-]

Tabelle A.6: System-Parameter
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A.3 Katalytischer Rohrreaktor

Symbol | Beschreibung MafBeinheit

A at Aktivitdt des Katalysators [—]

Anrohr Mantelflache des Rohres/Rohrbiindels [m?]

c Konzentration [kg/mol]

p isobare Wérmekapazitét [J/(kg - K)]
d, Partikeldurchmesser des Katalysators [m]

D Rohrdurchmesser [m]

Dy effektiver Diffusionskoeffizient [m/s?]

E, Aktivierungsenergie [J]

AHpg Bildungsenthalpie [J/mol]

k Reaktionsgeschwindigkeitskonstante [mol/(kg - s)]
ko Reaktionsgeschwindigkeitskonstante [mol/(kg - s)]
ko Wérmedurchgangskoeffizient (W/(m?- K)]
K charakteristische Grofe fiir die Dispersion [—]

Ko char. Gréle K bei unendlicher Ausdehnung der Schiittung | [—]

M Molare Masse [mol]

m Massenstrom [kg/h]

P Druck [Pal]

r radiale Koordinate [m]

R Rohrradius [m]

To Reaktionsgeschwindigkeit [mol/(kg - s)]
s Wandstérke [m]

t Zeit [s]

T Temperatur (K]

u Leerrohrgeschwindigkeit [m/s]

1% Volumenstrom [m3/h]

y Molanteil [—]

z axiale Koordinate [m]

Tabelle A.7: Lateinische Symbole im Rohrreaktor-Modell
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Symbol | Beschreibung MafBeinheit
€ Porositét [—]
Ps.bed Schiittdichte Feststoff (kg /m3]
p Dichte [kg/m?]
v kinematische Viskositét (m?/s]
Aeff effektive Wirmeleitfihigkeit (W/(m - K)]
A Wiérmeleitfihigkeit (W/(m - K)]
0 Parameter zur Beriicksichtigung sekundérer | [—]

Effekte bei der Warmeleitung
aw Wiérmeiibergangskoeffizient an der Wand (W/(m? - K)]
a Wiérmeiibergangskoeffizient (W/(m? - K)]
n dynamische Viskositét [Pa - s]

Tabelle A.8: Griechische Symbole im Rohrreaktor-Modell

Indices | Beschreibung

auBBen | AuBenseite des Rohres

bed Festbett/Schiittung

Des Desaktivierung

e am Rohreintritt

f Gas

7 Laufvariable fiir Komponenten

innen | Innenseite des Rohres
Kat Katalysator

KM Kiihlmittel

MR Mantelraum

in radialer Richtung
S Feststoff

in axialer Richtung

Tabelle A.9: Indices im Rohrreaktor-Modell

Kennzahl Beschreibung
Pe = uf'd’t\# Peclet-Zahl
Pr = % Prandtl-Zahl
Re, = K% Reynolds-Zahl

Tabelle A.10: Dimensionslose Kennzahlen im Rohrreaktor-Modell
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Axiale Reaktionsdauer
Position z/L | 0.2¢t. | 04t. | 0.6t. | 0.8 . t.

0.000 0.699 | 0.699 | 0.699 | 0.699 | 0.699
0.067 0.700 | 0.700 | 0.699 | 0.703 | 0.701
0.133 0.727 | 0.700 | 0.700 | 0.699 | 0.701
0.200 0.798 | 0.701 | 0.700 | 0.699 | 0.700
0.267 0.871 | 0.701 | 0.701 | 0.700 | 0.699
0.333 0.712 | 0.727 | 0.701 | 0.700 | 0.699
0.400 0.703 | 0.804 | 0.704 | 0.701 | 0.700
0.467 0.701 | 0.859 | 0.726 | 0.701 | 0.700
0.533 0.701 | 0.718 | 0.792 | 0.703 | 0.701
0.600 0.701 | 0.705 | 0.856 | 0.719 | 0.701
0.667 0.701 | 0.703 | 0.718 | 0.812 | 0.704
0.733 0.701 | 0.701 | 0.705 | 0.862 | 0.726
0.800 0.701 | 0.699 | 0.703 | 0.718 | 0.806
0.867 0.701 | 0.701 | 0.701 | 0.705 | 0.858
0.933 0.701 | 0.700 | 0.700 | 0.703 | 0.718
1.000 0.701 | 0.701 | 0.701 | 0.701 | 0.705

Tabelle A.11: Normierte Temperatur-MefSwerte T'/T},,, in der Rohrmitte eines Rohrreak-
tors
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