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Zusammenfassung

Aeroakustische Problemstellungen und kompressible Stromungen bei kleinen Mach-
zahlen gewinnen mehr und mehr an Bedeutung. Bei einer direkten numerischen Simu-
lation ergibt sich fur kleine Machzahlen nicht nur ein steifes Differentialgleichungs-
system, sondern die Unbekannten koppeln zusétzlich auf unterschiedlichen Skalen
miteinander. Diese Multiskalenkopplung wird exemplarisch an Hand der eindimen-
sionalen Euler-Gleichungen erortert. Ein Beispiel hierfir ist die Machzahl-abhéngige
Impedanz einer akustischen Welle. Uber den Mechanismus strdmungsmechanischer
Larmentstehung wird schlieRlich erklart, wie numerische Diskretisierungs- und Itera-
tionsfehler zu storenden akustischen Wellen fiihren kdnnen.

Die Giite der verwendeten impliziten Runge-Kutta-Verfahren zur Zeitdiskretisierung,
als auch die Giite der Finite-Volumen-Diskretisierung auf unstrukturierten Gittern wer-
den hinsichtlich ihrer Dispersions- und Dampfungsfehler verglichen. Zuséatzlich wer-
den nichtreflektierende Randbedingungen in die implizite Diskretisierung eingebettet,
damit storende Reflektionen an kiinstlichen Réndern vermieden werden kdnnen. Um
eine Machzahl-unabhdngige Konvergenzrate zu erhalten, werden geometrische Mehr-
gitterverfahren zum Ldsen des algebraischen Gleichungssystems analysiert und ent-
sprechend aufgebaut.

Die gefundenen Ergebnisse werden schlieBlich an Hand numerischer Testbeispiele
verifiziert, bevor die aerodynamische Schallerzeugung an einer Plattenhinterkante un-
tersucht wird.

Abstract

Recently, aeroacoustic problems and low Machnumber flows became more and more
important. Direct numerical simulations result into a stiff system of partial differential
equations for low Machnumbers. Furthermore, one obtains a multi-scale coupled sys-
tem, where the unknowns are coupled on different scales. With the one-dimensional
Euler equations the mechanisms of multi-scale coupling are discussed. Numerical er-
rors introduce disturbing acoustic waves, which is explained in common by the way
noise is generated aerodynamically. The quality of the used implicit Runge-Kutta me-
thods with respect to introduced dispersion and damping errors is investigated. For
discretisation in space unstructured grids with a collocated Finite-Volume scheme are
applied. Also, estimates are given for the dispersion and damping errors generated by
the space discretisation. Non-reflecting boundary conditions at artifical boundaries are
essential and therefore, are modified to be used in an implicit time solution-procedure.
Multi-grid methods are constructed to obtain Machnumber independent convergence
rates. The results are verified with numerical test problems, before aerodynamic noise
generation at the thick trailing edge of a flat plate is simulated.






Vorwort

Das Interesse fiir Aeroakustik wurde wahrend meiner Zeit als Versuchsingenieur am
ICA in Stuttgart geweckt. An einer Versuchswindturbine konnte der aerodynamisch er-
zeugte Larm mittels gezahnter Rotorblatthinterkanten verringert werden. Dabei wuchs
das Interesse den, der Larmentstehung zugrunde liegenden, Mechanismus zu verste-
hen und die Larmreduzierung zu optimieren. In numerischen Simulation kdnnen im
Prinzip einzelne Mechanismen getrennt voneinander untersucht und die Einflu3para-
meter verstanden werden. So wechselte ich von der Ingenieurpraxis in die angewandte
Mathematik.

Die numerische Simulationen aeroakustischer Probleme ist interdisziplindr. Neben der
physikalischen Modellierung, spielt die Numerik, d.h. die Diskretisierung des Diffe-
rentialgleichungssystems und das numerische Ldsungsverfahren eine Rolle. Nicht ver-
gessen sollte man dabei die Informatik, denn groRRe Probleme lassen sich meist nur auf
Parallelrechnern und mit entsprechender Software in erlebbarer Zeit durchfiihren.

In der Arbeitsgruppe um Prof. Wittum arbeiten Wissenschaftler unterschiedlicher Dis-
ziplinen zusammen. Die in der Arbeitsgruppe entwickelte Softwarebibliothek UG stellt
eine ideale Plattform dar, um numerische Simulationen mit iberschaubarem Aufwand
auch parallel umzusetzen.

An dieser Stelle mochte ich Prof. Wittum flir den wissenschaftlichen Freiraum und
die Unterstiitzung in mathematischen Problemfragen danken. Stellvertretend fir die
Arbeitsgruppe bedanke ich mich bei meinen Kollegen Dr. Nicolas Neuss fir die Ge-
duld bei mathematischen Fragen und meinen Kollegen M. Metzner und S. Négele fur
die Uberaus angenehme Atmosphdare im Biiro und die unzéhligen Diskussionen mathe-
matischer Natur, die meist damit endeten, das gleiche gemeint, aber unterschiedlich
ausgedrickt zu haben. Dank auch an meine Multter, der die Ausbildung ihrer Kinder
zur Lebensaufgabe geworden ist.

Heidelberg, im Dezember 2004






Inhaltsverzeichnis

Notation
1 Einfdhrung

2 Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
2.1 Navier-Stokes-Gleichungen mit Warmeleitung . . . . . . . . ... ..
2.2 Eigenschaften des Gleichungssystems . . . . . . . ... .......
2.3 Losungen des Gleichungssystems . . . . .. ... ... .......
2.4 Dispersionsbeziehung . . . . . . . ...
2.5 Linearisierung und akustische Grundgleichungen . . . . . . ... ..
2.6 Verhalten fur M,.; — 0: Ein Mehrskalenproblem . . . . . ... ...
27 DerGrenzfall M., =0 . .. ... .. ... ... ... L
2.8 Herausforderung an die Numerik . . . .. ... ... .........
2.8.1 Fehlerquellen numerischer Simulationen. . . . . . . ... ...
2.8.2 Fehler durch akustische Storwellen . . . . . ... ... ....
2.8.3 Fehler durch Mehrskalenkopplung . . . . . ... .. ... ...
2.9 Aeroakustische Verfahren . . . . . . .. ... ... ...
29.1 Hybrid-Verfahren . . . . . .. ... oo
2.9.2 Direkte Verfahren . . . . . ... ... oo oo oL

3 Diskretisierung
3.1 DiskretisierunginderZeit . .. ... ... ... ... ... .....
3.1.1 BDF2-Verfahren . . ... ... .. ... ... ... . .....
3.1.2 Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . ... ... ... .......
3.2 Genauigkeit der Zeitschrittverfahren . . . . . . ... ... ... ...
3.3 Finite-Volumen-Verfahren . . . . . . ... ... ... ... .....
3.4 Newton-Verfahren. . . . . ... ... .. ... ... ... ...
3.4.1 Jacobi-Matrix . . . ...
3.5 Finite-Volumen-Implementierung . . . . . . .. .. ... ... ...
3.5.1 Diskretisierung der Zeitterme . . . . ... ... ... ...
3.5.2 Raumdiskretisierung . . . . . ...
3.5.3 Behandlung der Konvektionsterme . . . . . .. ... ... ...
3.6 Genauigkeit des Finite-Volumen-Verfahrens . . . . . . ... ... ..
3.7 Randbedingungen . . . . . ... ... L
3.7.1 Naturliche Randbedingungen . . . . . .. ... ... ......
3.7.2 Kiunstliche Randbedingungen . . . . . ... ... .......
3.7.3 Akustische Randbedingungen . . . . . ... ... ... ....
3.7.4 Absorptionsgrad . . . ... ...



3.7.5 Implementierung der reflektionsarmen Randbedingungen . . . . 93

4 Iterative LOsungsverfahren fur lineare Gleichungssysteme 99
4.1 Eigenschaften des linearen Gleichungssystems . . . . . ... ... .. 99
4.2 Klassische Iterationsverfahren . . . . . .. ... ... ... ..... 109
4.3 Mehrgitterverfahren . . . . . . ... 118

5 Numerische Simulationen 132
5.1 Stationdre Stromungssimulationen bei kleinen Machzahlen . . . . . . 132
5.2 Laufende Schallwelle . . . . .. ... ... ... ... ....... 136

5.2.1 Zeitdiskretisierungen bei kleinen Druckamplituden - quasilinea-
rerFall . . ... 137
5.2.2  Zeitdiskretisierungen unter Einfluf® nichtlinearer Effekte . . . . 140
5.2.3 EinfluR der Raumdiskretisierung auf die Lésung . . . . . . .. 141
5.3 Schallerzeugung an einer umstromten Hinterkante . . . . . . . . . .. 145

6 Zusammenfassung und Ausblick 153

Anhang 158

A Analyse Zeitschrittverfahren 158
Al Analyse BDF2-Verfahren . . . . . .. ... ... ... ... ..... 158
A.2 Analyse DIRK-Verfahren . . . . ... ... ... ... ........ 159
A.3 Analyse Fractional-Step-Verfahren . . . . . . . ... ... ... ... 164
A.4 Tabelle Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung . . . . . ... ...... 168

B Analyse der expliziten Implementierung der reflektionsarmen Randbe-
dingungen 169

C Umsetzung des Finite Volumen Ansatzes im Raum 172

Literatur 174



Notation

Operatoren
. Skalarprodukt
® Dyadisches Produkt
U1
v \ektorielle Grole
/Un
vl Transponierter Vektor (( vy vy --+ v, )
v; J-te Komponente des Vektors
0
%
\v4 Nablaoperator | 772
o
Oy
0
831
\ Gradient nach Vektor q | 7
o
34n
All Al? e Aln
Aoy Aoy -+ Ao,
A n X n Matrix in der Form ,21 ,22 . 2
Anl AnQ Tt Ann
D

— Substantielle Ableitung 2 + vV

Steht beim Nablaoperator oder einem durch Produkt enstehendes Derivat des Nabla-
operators kein - oder ®, so wird der Nablaoperator auf den beistehenden Ausdruck
im Sinne eines skalaren Vektorproduktes oder skalaren Matrizenproduktes angewandt.
Wenn nicht anders durch Klammern ausgedriickt, hat der V-Operator Vorrang und ist
zuerst auszufiihren. So ist z.B.
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Die Rotation rot(v) eines Vektors v ist das dyadischen Produkt zwischen v @ v =
rot(v).
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1. Einfahrung

Aeroakustische Problemstellungen und kompressible Stromungen bei kleinen Mach-
zahlen stoRRen auf zunehmendes Interesse in Wissenschaft und Anwendung. Zum einen
aus Sicht des Ingenieurs, um in wachsendem Mal3e numerische Simulationen zur Op-
timierung von Prozessen oder Maschinen, wie z.B. in der Verfahrenstechnik oder im
Flugzeug- und Automobilbau, einzusetzen. Zum anderen aus der Sicht des Wissen-
schaftlers, da die Problemstellungen eine Herausforderung an die zur Simulation be-
nutzten numerischen Verfahren bedeuten. Oft kdnnen hier Standardverfahren nicht an-
gewendet werden, so da’ neben der Neuentwicklung von Algorithmen, die Anpassung
und Adaption bestehender Methoden erforderlich wird.

Modellierung

Informatik » Numerik

A

Abbildung 1.1: Komponenten einer numerischen Simulation.

In numerischen Simulationen hangen die Qualitat der Losung und die bendtigte Re-
chenzeit im allgemeinen von den verwendeten Modellgleichungen, der zur Ldsung be-
nutzten Numerik, der eingesetzten Computerarchitektur und -software, sowie dem Zu-
sammenspiel der drei Bereiche ab, siehe Abbildung 1.1. So erzwingen z.B. bestimmte
Modellgleichungen die Verwendung adéquater numerischer Methoden und Verfah-
ren. Aufwendige Modelle konnen aufgrund Speicher- und Rechenzeitbeschrankungen
nur fuir unkomplizierte und kleine Problemstellungen angewendet werden, oder erfor-
dern den Einsatz paralleler Rechner- und Softwarearchitekturen. Ebenso lassen sich
bestimmte Ldsungsverfahren nicht, oder nur unter erheblichen Effizienzverlust, auf
Parallelrechnern betreiben. Die enge Kopplung der drei Bereiche (Modellierung, Nu-
merik, Informatik) macht es erforderlich die Komponenten aufeinander abzustimmen,
denn die ,,schwéchste” Komponente bestimmt die Effizienz der gesamten numerischen
Simulation.

Zur Modellierung von Stromungen kleiner Machzahlen und bei den aeroakustischen
Modellgleichungen sind in den letzten Jahren unterschiedliche Ansétze und Verfahren

1



2 1. Einfuhrung

entwickelt worden. Meist beruhen diese auf der vollstdndigen oder teilweisen Ent-
kopplung des akustischen Feldes vom stromungsmechanischen Geschwindigkeitsfeld,
so dal? die Kopplung zwischen Akustik und Stromungsmechanik aufgebrochen wird.
Die maoglichen Ansdtzen werden in der vorliegenden Arbeit kurz dargestellt und ein-
geordnet ohne den Anspruch der Vollstandigkeit zu erheben. Ziel der Arbeit ist die
voll-gekoppelte Simulation zwischen Stromung und Akustik bei kleinen Machzahlen,
wofir die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen geltst werden missen.

Bei kompressiblen Stromungen kommen zwei charakteristische Transportgeschwin-
digkeiten vor; die Stromungsgeschwindigkeit v und die akustische Schallgeschwin-
digkeit a. Die Machzahl ist der Quotient der beiden charakteristischen Transportge-
schwindigkeiten M = 2. Bei kleinen Machzahlen ist die Schallgeschwindigkeit sehr
viel grolRer als die Stromungsgeschwindigkeit, weshalb die durch Geschwindigkeits-
fluktuationen generierten akustischen Wellenldngen um den Faktor % groRer sind
als die gleichzeitig verursachten Schwankungen im Stromungsfeld. Bei einer aku-
stischen Welle ist die Impedanz, also das Verhéltnis des Schalldruckes zur Schall-
schnelle, ebenfalls Machzahl-abhangig. D.h. bei kleinen Machzahlen koppeln kleine
GrolRenordnungen im Geschwindigkeitsfeld mit GroRen erster Ordnung im Druckfeld.
Ein solches Multiskalen-gekoppeltes System stellt hohe Anforderungen an die Nume-
rik, da kleinste Fehlerordnungen in einer Unbekannten in Fehlerterme erster Ordnung
einer anderen Unbekannten (ibertragen werden kénnen und die Lésung verfalschen.
Charakteristiken-Verfahren scheitern oft an der Multiskalenkopplung zwischen Druck
und Dichte, die ebenfalls Machzahl-abhéngig ist. Deshalb ist der erste Teil der vor-
liegenden Arbeit dem Verstandnis der Multiskalenkopplung, der unterschiedlichen
Transportgeschwindigkeiten, den daraus resultierenden mathematischen Eigenschaf-
ten des Differentialgleichungssystems und dessen mdglichen Losungen reserviert.
Die Verwendung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, d.h. die direkte ae-
roakustische Simulation, stellt aus Sicht der Modellierung die einfachste, aus Sicht der
Numerik aber die schwierigere Vorgehensweise dar, da hier Akustik und Stromungs-
feld voll gekoppelt sind und die bereits erwahnten, fir ein numerisches Verfahren
ungunstigen Multiskaleneigenschaften auftreten. Zudem zeigen direkte Methoden oft
einen hohen Speicher- und Rechenzeitbedarf, so dal deren Anwendung auf nur klei-
ne Problemstellungen beschrénkt bleibt. Dennoch kann durch den Einsatz moderner
numerischer Methoden diese Grenze weiter verschoben werden, so daf direkte nume-
rische aeroakustische Simulationen auch fir technische Anwendungen in Erwégung
gezogen werden konnen, ohne die Modellgleichungen durch Vereinfachungen ent-
koppeln zu miissen. Die dadurch notwendige Auflésung und Darstellung unterschied-
licher Langenskalen auf verschiedenen Teilen des Rechengebietes macht den Einsatz
von unstrukturierten Gittern attraktiv. So konnen Speicherbedarf und Rechenzeit ein-
gespart werden und gleichzeitig die Diskretisierungsgite optimiert werden, indem in
bestimmten Bereichen des Rechengebietes die Gitterweite verfeinert wird. Die Kopp-
lung unterschiedlicher Langenskalen verspricht durch Mehrgitterverfahren schnell und
gut aufgeldst zu werden.

In expliziten Zeitschrittverfahren ist die Zeitschrittweite bei Machzahlen kleiner 1 auf-



grund der betragsmaliig grofRen Schallgeschwindigkeit durch die CFL-Bedingung be-
schrankt. Bei sehr kleinen Machzahlen M << 1, flhrt dies zu kleine Zeitschrittweiten
und unter Umsténden zu einer groBen Zahl bendtigter Iterationsschritte in der Zeit.
Implizite Zeitdiskretisierungen besitzen im allgemeinen keine Beschrankung der Zeit-
schrittweite, doch ist es leicht einzusehen, dal? die Giite der Diskretisierung mit grofer
werdender Zeitschrittweite abnimmt. Bei einem impliziten Zeitschrittverfahren muf}
ein algebraisches Gleichungssystem gelost werden. Moderne iterative Losungsverfah-
ren, wie z.B. Mehrgitterverfahren, konnen zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzt
werden.

Das ist der Ansatzpunkt fiir den zweiten Teil der vorliegenden Arbeit, der sich mit der
Numerik zur Losung des im ersten Teil vorgestellten Differentialgleichungssystems
unter Verwendung unstrukturierter Gitter und Mehrgittermethoden beschéftigt. Die
verwendete Diskretisierung in Raum und Zeit sollte die physikalischen Eigenschaften
mdoglichst exakt wiedergeben. Die Ordnung des verwendeten Verfahrens an sich kann
dabei als Indikator dienen, sagt aber tber die mdgliche Giite der spateren Losung noch
nichts genaues aus. Dispersionsfehler, d.h. der Fehler in der Asubreitungsgeschwin-
digkeit einer Welle bestimmter Frequenz, und Dampfungsfehler, d.h. wie sich die Am-
plitude einer Welle verdndert, werden als Merkmale fiir die Giite einer Diskretisie-
rung herangezogen. Die von Tam und Webb [56] vorgestellte Laplace-Transformation
zur Analyse einer kompakten expliziten Zeitdiskretisierung wird auf Runge-Kutta Me-
thoden Ubertragen und deren Eigenschaften im Hinblick auf Dispersions- und Damp-
fungsfehler gegenubergestellt.

Zur Raumdiskretisierung auf unstrukturierten Gittern bieten sich Finite-Volumen- bzw.
Finite-Element-Verfahren an. Im vorliegenden Fall wird auf ein knotenbasiertes Finite-
\Volumen-Verfahren zuriickgegriffen, bei dem die Kontrollvolumen als duales Gitter
konstruiert werden. Die verwendete Aufwind-Strategie und die ,,Unstrukturiertheit*
des Gitters haben Einfluss auf die Dispersions- und Dampfungsfehler. Die Grélienord-
nungen der Fehler werden durch Fourieranalysen im Raum abgeschatzt und geben so
Informationen Uber die in der spateren Simulation notwendige rdumliche Aufldsung
pro Wellenlénge, damit die Fehleranteile eine bestimmte GroRenordnung nicht uber-
schreiten. So konnen die spater gewonnenen Ergebnisse besser interpretiert werden.
Akustische Wellen, die innerhalb des Berechnungsgebietes generiert werden, breiten
sich in alle Raumrichtungen aus. Der Wellencharakter der Losung erzwingt die Ver-
wendung besonderer Randbedingungen. An den kiinstlich eingefiihrten Rdndern muf
Sorge getragen werden, dal3 akustische Wellen nicht in das Gebiet zurlickreflektiert
werden, sondern das Gebiet (iber den Rand verlassen kdnnen. Klassische Dirichlet-
oder Neumannrandbedingungen haben ihre Berechtigung fiir den reinen Strdmungs-
anteil, wirken aber fir die akustischen Wellen als feste Wande. Die Modellierung
adaquater akustischer Randbedingungen ist fur eine direkte voll-gekoppelte Simula-
tion entscheidend. Die Randbedingung muf3 gleichzeitig auf den akustischen Druck
und das Stromungsfeld wirken und kann nicht, wie in entkoppelten Modellen getrennt
behandelt werden. Zwei Ansatzarten haben sich durchgesetzt. Entweder werden die
akustischen Wellen in der Randzone vollstandig weggedampft, oder sie werden am



4 1. Einfihrung

Rand absorbiert. Eine Ubersicht ist in Tam [55] zu finden. In der vorliegenden Ar-
beit wird der Absorptionsansatz verwendet. Mit Hilfe modifizierter Wellengleichun-
gen werden die Dirichletwerte am Rand berechnet, die als Grundlage fir die Bestim-
mung der Gebietsldsung fiir den nichsten Zeitschritt benutzt werden. Ubertragt man
dieses explizite Verfahren auf eine implizite Methode, so kann man nicht mehr von Di-
richletwerten sprechen. Vielmehr wird ein Gleichungssystem mit Nebenbedingungen
geldst. Die gewiinschten Randwerte sind dann als zeitliche Mittelwerte zu verstehen.
Um einen Drift der zeitlich gemittelten RandgroRen zu verhindern wird eine Penalty-
Bedingung eingefiihrt, die den aktuellen Wert am Rand mit Hilfe eines Steifigkeits-
parameters an den vorgeschriebenen Randwert koppelt. Dieser Steifigkeitsparameter
reduziert den Absorptionsgrad und fiihrt zu Teilreflektionen. Durch geeignete Wahl
des Steifigkeitsparameters kann der Reflektionsgrad jedoch gering gehalten werden.
Bei impliziten Zeitdiskretisierungen muf3 ein algebraisches Gleichungssystem geldst
werden. Exakte Losungsverfahren sind bei groRen, diinn besetzten Matrizen zu auf-
wendig, so dal? sich iterative Losungsverfahren anbieten. Bei kleinen Machzahlen ist
die Matrix des algebraischen Gleichungssystems schlecht konditioniert und weist im
allgemeinen komplexe Eigenwerte mit positiven und negativen Realteilen auf. Zu-
dem sind die Eigenwerte des Systems Machzahl-abhéangig, so dafl die Konvergenz
iterativer Verfahren nicht zwingend von der Machzahl unabhéngig ist. In der vorlie-
genden Arbeit wird untersucht, wie Mehrgittermethoden konstruiert werden kénnen
um Machzahl-unabhangige Konvergenz aufzuweisen. Parameter sind hierbei die ver-
wendeten Transferoperatoren (Prolongation und Restriktion), sowie der Gléatter. Hier-
zu werden die Konvergenzeigenschaften unterschiedlicher Gléatter untersucht und die
Approximationseigenschaft in einer adaquaten Norm abgeschatzt.

Im dritten Teil der Arbeit werden die diskutierten Diskretisierungs- und Losungsver-
fahren in numerischen Simulationen angewendet und getestet. Das geschieht mit ein-
fachen Testkonfigurationen, wie z.B. der Kanalstromung mit Beule zur Simulation sta-
tiondrer Probleme bei kleinen Machzahlen. Die Konfiguration einer gegen die Kanal-
stromung laufenden akustischen Welle wird verwendet, um die theoretischen Aussa-
gen in Bezug auf Dispersions- und Dampfungsfehler zu verifizieren. Durch die Ver-
wendung unterschiedlicher Gitter- und Zeitschrittweiten wird deren Einflu} auf die
Amplitude und den Phasenwinkel der Welle anschaulich dargestellt. Dabei wird auch
der storende EinfluB von Aufwind-Verfahren und inhomogenen Gitterweiten aufge-
zeigt.

Komplexere Problemstellungen kdnnen durch eine parallele Implementierung auf
massiv parallelen Computerarchitekturen mit einer entsprechenden Anzahl von Pro-
zessoren einer numerischen Simulation zuganglich gemacht werden. Cluster-Systeme
auf Basis einfacher PCs besitzen hierbei ein attraktives Preis-Leistungsverhaltnis.
Gleichzeitig bietet das Softwarepaket UG eine ideale Plattform mit deren Hilfe eine
parallele Simulation einfach und ziigig umgesetzt werden kann.

Die numerische Simulation von aeroakustischem Hinterkantenldrm stellt eine kom-
plexe Konfiguration dar. Hinterkantenlarm setzt sich aus unterschiedlichen akustischen
Anteilen zusammen, die auf verschiedensten akustischen Mechanismen beruhen. Eine



maoglicher Mechanismus fir Hinterkantenldrm ist die Wirbelstral3e, die sich an einer
Hinterkante mit endlicher Hinterkantendicke bilden kann. An der Hinterkante wer-
den durch die einzelnen Wirbel Druckfluktuationen erzeugt, die als Schallwelle in das
Fernfeld abgestrahlt werden kénnen. Als Testfall dient dabei eine Plattenumstromung
mit endlicher Plattenhinterkantendicke.

Da in der Plattengrenzschicht und im Bereich der Vorder- und Hinterkante das Be-
rechnungsgitter sehr fein gewahlt werden muf, wird die Verwendung einer parallelen
Computerarchitektur erforderlich, um die Rechenzeit zu begrenzen.

Um das Lesen der Arbeit an manchen Stellen zu vereinfachen und zu verkiirzen, sind
umfangreiche Analysen in den Anhang der Arbeit ausgelagert.



2. Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Im vorliegenden Kapitel werden die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen,
die als Grundlage fiir die spateren numerischen Simulationen dienen, vorgestellt.
Die Kopplung zwischen akustischen Ldsungsanteilen und stromungsmechanischen
Grolen wird an Hand spezieller Losungen und Eigenschaften des kontinuierlichen
Differentialgleichungssystems diskutiert. Fir kleine Machzahlen M < 1 ensteht ein
schlecht konditioniertes Differentialgleichungssystem mit Multiskalen-gekoppelter
Losung. Der mogliche EinfluR der Multiskalenkopplung auf das spatere numerische
Losungsverfahren wird zusammen mit den Auswirkungen zusatzlicher Fehlerterme in
einem weiteren Abschnitt behandelt, bevor sich ein Uberblick {iber numerische Me-
thoden zur aeroakustischen Simulation anschlief3t.

Ziel bei einer rein strdmungsmechanischen Simulation ist die Bestimmung des Ge-
schwindigkeitsfeldes und weiterer physikalischer Parameter, wie z.B. Druck und Dich-
te, eines bewegten Fluids. Als Fluid bezeichnet man dabei einen Stoff, der - anders als
ein Festkorper - unter EinfluB von Normalspannungen zu flie3en beginnt, sobald der
hydrodynamische Gleichgewichtszustand verlassen wird. Schubspannungen hingegen
kdnnen aufgenommen werden, sobald das Geschwindigkeitsfeld eine Scherung auf-
weist.

Die klassische Akustik hingegen, beschaftigt sich mit der Ausbreitung von
Druckstorungen in einem bewegten oder ruhenden Gas. Hauptaugenmerk liegt meist
auf der Erzeugung und Bestimmung von Brechungs- und Beugungsphéanomenen der
Druckwellen im betrachteten Gebiet.

Die Aeroakustik verbindet beide Themengebiete miteinander und beschéftigt sich
zusatzlich mit der Wechselwirkung zwischen dem Geschwindigkeitsfeld der Stromung
und den akustischen Druckstérungen.

Zur Beschreibung kénnen hierbei die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen her-
angezogen werden. Die Modellierung kompressibler Stromungen beruht im wesent-
lichen auf Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie. Das System wird
mit weiteren Zustandsgleichungen zur Beschreibung der Fluideigenschaften geschlos-
sen. Man kann die Erhaltungsgleichungen auch ermitteln, indem man die Boltzmann-
Gleichungen fiir ein Gas bei entsprechend hoher Knudsenzahl mit einer Maxwellver-
teilung flr die Stof3zahlen formuliert und mittelt. Die Momente sind dann mit den
Flussen fur Masse, Impuls und Energie zu identifizieren, wie z.B. in Frohn [17] darge-
stellt wird.

Das Fluid kann mit Hilfe der Dichte und Viskositat charakterisiert werden. Die Visko-
sitdt des Fluids hangt im allgemeinen von verschiedenen Parametern, wie z.B. Tem-
peratur und der Stérke der Scherstromung, ab. Abhdngig vom Verhalten unterscheidet
man z.B. zwischen Newton’schen, Bingham’schen, Prandtl’schen und Maxwell’schen

6
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Fluiden.

Ist die Dichte unabhdngig vom Druck, so spricht man von einem inkompressiblen Me-
dium. In der Praxis wird man auch bei kompressiblen Fluiden von inkompressiblen
Ansdatzen ausgehen kdnnen, wenn die Dichtednderungen und deren Einflu? auf das
Stromungsfeld nur klein genug sind und vernachléssigt werden kdnnen. Meist gibt
man hier fiir die Machzahl M eine Schranke von M < 0.3 an. Hingegen entstehen bei
akustischen Wellen druckabhédngige Dichtestdrungen, so dal bei akustischen Berech-
nungen ein kompressibles Fluid zur Beschreibung der Fluideigenschaften herangezo-
gen wird.

Das Differentialgleichungssystem setzt voraus, daR es sich bei dem Fluid um ein
Kontinuum handelt. Ein Kontinuum liegt dann vor, wenn die Fluideigenschaften un-
abhangig von der GroRe des Fluidvolumens sind. Physikalisch ist dies nur dann gege-
ben, wenn die Knudsenzahl, das Verhaltnis der charakteristischen Lénge des Volumens
zur mittleren freien Weglange der Fluidmolekiile, groB ist. In den meisten Fallen ist die
Annahme eines Kontinuums gerechtfertigt, wenn es sich nicht um extrem verdinn-
te Gase, oder extrem Kkleine Strukturldngen der betrachteten Geometrien handelt. Fir
kleine Machzahlen M < 1 kann dabei von stetigen Losungen ausgegangen werden.

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen mit Warmeleitung

Zur Beschreibung des raum- und zeitabhdngigen Stromungszustandes bzw. der Fluid-
eigenschaften im Gebiet 2 und am Rand 62 werden folgende GroRen verwendet:

Stromungszustand:
Geschwindigkeitsvektor v(z,t) e R™ n=2,3
MassenfluRquelle Sp(z,t) € R
ImpulsfluBquelle S¢(x,t) € R
Energiefluquelle Se(z,t) € R

Schubspannungstensor  7(x,t) € R"zR"

Fluidzustand: X(t)
Dichte p(z,t) € R*
Druck p(x,t) € RT
Temperatur T(x,t) € RT
spezifische innere Energie e(z,t) € R

)
spezifischer Warmeflu3 Qz,t) € R
spezifische Entropie s(z,t) € R

Damit lassen sich nun die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie in
den primitiven Variablen p, v und p formulieren. Die Herleitung der Massen-, Impuls-
und Energieerhaltungsgleichung sind z.B in Anderson [2] oder Wesseling [64] be-
schrieben, so dal} an dieser Stelle auf eine genauere Betrachtung verzichtet wird.
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Lediglich auf die Modellierung des Schubspannungstensors = wird genauer eingegan-
gen.

Massenerhaltungsgleichung:

dp T _
Impulserhaltungsgleichung:
%vL(pv@VT)V:—ijLTV—i—Sf—i—VSm (2.2)

Bemerkung. In der vorliegenden Form ist die Massenerhaltungsgleichung mit dem
Geschwindigkeitsvektor multipliziert in die Impulserhaltung eingearbeitet, so daR der
Term v S,,, auf der rechten Seite erscheint.

Energieerhaltungsgleichung:

ap_E + (pEvT) V=-V" (pv) + VTQ + (VT . 7') \V4
ot (2.3)

S+ vS; 4 (% + E)S,,

Bemerkung. In der angegebenen Form der Energiegleichung sind die Impulsglei-
chung, multipliziert mit v, und die mit —v? skalierte Massenerhaltungsgleichung auf-
addiert, so daB die Terme v.5; + (£ + E).S,, auf der rechten Seite entstehen.

Die Erhaltungsgleichungen (2.1), (2.2) und (2.3) beinhalten neben den Variablen p, p
und v die unabhangigen Variablen e, T" und 7, so daR weitere Gleichungen zur Schlie-
Rung des Differentialgleichungssystems bendtigt werden.

Dies sind im Einzelnen:

e die thermische Zustandsgleichung

T=f(p,p) mit p,p,T €RT, (2.4)

e die kalorische Zustandsgleichung des Fluids oder Gases

e= f(p,p) mit eecRY, (2.5)

e die Berechnung des Schubspannungstensors

7= f(p,T,v) mit veR" n=23, (2.6)
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auf die im Folgenden nédher eingegangen wird.
Fur ein thermisch und kalorisch ideales Gas konnen die Zustandsgleichungen (2.4)
und (2.5) einfach angegeben werden. Die thermische Zustandsgleichung lautet

p=pRT 2.7)

mit der spezifischen Gaskonstanten R.

Die spezifische innere Energie e und die spezifische Enthalpie A fir ein kalorisch idea-
les Gas sind allein abhéngig von der Temperatur und dem spezifischen Warmekoeffi-
zienten fur konstantes Volumen c,, bzw. konstanten Druck c,

e=e(T)=cT, h=hT)=cT.
Es gelten weiterhin die thermodynamischen Beziehungen:

cp = C+ R,

dh ¢

7= %—aa
g

= —R

Cp o1
1

cw = ——R,
v—1

mit dem Adiabatenkoeffizienten v = 1.4 flir ein zwei-atomiges Gas.

Durch Integration des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik und Verwendung der
Zustandsgleichungen fiir das ideale Gas, erhdlt man flr den Spezialfall einer
isentropen Zustandsanderung zwischen zwei Zustanden 1 und 2 folgenden Zusam-
menhang zwischen dem Druck p, und der Dichte p, am Zustand 2 und p;, p; am

Zustandspunkt 1:
”
b2 _ (@) . (2.8)
p1 P1
Da die Schallgeschwindigkeit als
P
5p s=const

bei konstanter Entropie definiert ist, 148t sie sich zusammen mit Gleichung (2.7) und
(2.8) angeben Uber
a’ = P YRT.
p
Der auf eine Raumflache mit der Flachennormalen n; wirkende Schubspannungsvek-
tor ©, mitj = 1,..,n, n = 2,3, ist fir ein Newton’sches Fluid proportional zu der
dynamischen Viskositét n und einer Scherung Vs, des Geschwindigkeitsfeldes:
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©; =1n; ~n(p,T)Vschernj.

Die lokalen Schergeschwindigkeiten konnen mit Hilfe des Stromungstensors V =
vV7 bestimmt werden. Diesen Tensor spaltet man auf in einen symmetrischen Anteil
V), und einen antisymmetrischen Anteil V,. Der antisymmetrische Anteil beschreibt
eine Festkorperrotation, d.h. den lokalen Drall des Stromungsfeldes

1
V,dx = irot(v) ® dz.

Der symmetrische Anteil V, des Stromungstensors beinhaltet die Verzerrungsge-
schwindigkeiten Vg, Da ein kompressibles Medium auch bei einer Volumenande-
rung Schubspannungen produzieren kann, kommt noch ein Schubspannungsanteil tiber
die sogenannte Bulkviskositdt Az hinzu. Als MaR fiir die Volumenanderung dient
VTv. Damit 1Bt sich nun 7

T =0V, + IXgV'v.

formulieren. Die Stokes’sche Hypothese garantiert den hydrodynamischen Gleichge-
wichtszustand im Spannungstensor 7. Aus diesem Grund muf3 7 kugelsymmetrisch
sein - die nicht kugelsymmetrischen Anteile finden sich im Druck p - und es folgt

spur(7) = 0.
Daraus laRt sich die Bedingung

2
Ap = —577

fur die Bulkviskositét Az ableiten. Zusammengefal3t kann 7~ ausgedriickt werden durch

2
T=n (Vs — §IVTv> ,
oder in Komponentenschreibweise

. an 8vi 2 T
Tij =1 (3:1:i + a%) — 35”17V v

mit dem Kroneckersymbol ¢;;.
Die Viskositét 7 ist eine Funktion der Temperatur und der Dichte des Fluids. Bei klei-
nen Temperatur- und Dichteunterschieden kann sie als konstant angenommen werden

1 = const.

Mit diesen Annahmen kann die Variable £ in der Energiegleichung (2.3) durch die
primitiven Variablen p, p und v ersetzt werden. Mit
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1 1 1 1
E:e+—v2:ch+—V2:—]—)+—v2,
2 2 y—1p 2

erhalt die Energiegleichung folgende Form

1 9p 10pv* ¥ T 1, 51
Tmio Ta o T o)V oY

Y p Vv
+ (VT . T) \V4 +VSf + (ﬁ; + E)Sm (29)

Zur Normierung der Erhaltungsgleichungen (2.1), (2.2) und (2.9) werden die Folgen-
den ReferenzgroRen verwendet:

Referenzgeschwindigkeit:  v,.; = max |v(z,t)|

zeQ,teR+
Referenzdruck: = max x,t
pres = _maxc [p(a,1)]
Referenzdichte: = t
Pref meg}tae}](R"“p(x7 )|
Referenzléange: L.

Alle weiteren ReferenzgroRen lassen sich aus den oben definierten Referenzwerten
erzeugen, wie z.B. die

Referenzschallgeschwindigkeit:  a,.; = , /’;—6;

Referenzzeit: bref = %
Referenzmassenquelle: Sppey = Lrelirel
Referenzimpulsquelle: Stres = %
Referenztemperatur: Tref = I;—;

Innere Referenzenergie: Crof = 2oL USW.

Als Referenzdruck wird nicht, wie bei inkompressiblen Normierungen tblich, der dy-
namische Staudruck p,.; = pref'U?,ef verwendet. Bei kleinen Machzahlen ware dann
die normierte Druckvariable von der GroRenordnung O( 7z ) und nicht mehr O(1). Die
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Zeitskala wird mit Hilfe der Schallgeschwindigkeit normiert. Bei Machzahlen M < 1
sind somit alle akustisch und stromungsmechanisch relevanten Zeitskalen enthalten.

Unter Verwendung der Referenzgrolien lassen sich die Navier-Stokes-Gleichungen in
dimensionsloser Form formulieren und man erhalt folgendes System:

1 Op T/ q
. — 2.1
Mref By + -V (pV) Sm ( 0)
1 aﬁV L T 1 _ 1 2 T—
oy — — _ 7
My Ot (pvovi)v vaefv " Re ((V 31V ) ) (2.11)

B 10pv? M, o
i g )T ==k (575 - () V)

(7 B 1>1Mr2@f -7 [ v 2 _
A —_Z2Ivv |V
Re (V (Va 3 V) )

= 1 PV 5
+(y = D)M2 | vS+ |~ = | Sn |-
=1 f( ! (Mfef(v—l)p 2) >
(2.12)

Durch die Normierung erhlt man in den Gleichungen globale Ahnlichkeitsparameter.
Im Einzelnen sind dies die Reynoldszahl Re und die Referenzmachzahl M.,

2 2
Uref o pT'erref

M2, = (2.13)

av%ef Pref
Uref - L- Pref
Ui

Im Folgenden wird nur mit normierten Grof3en gerechnet. Zur Vereinfachung der Nota-
tion wird deshalb der Strich zur Kennzeichnung einer normierten GrofRe weggelassen.

Re = (2.14)

2.2 Eigenschaften des Gleichungssystems

An Hand der hergeleiteten Erhaltungsgleichungen konnen Rickschlisse auf die
Eigenschaften der spateren Losung gezogen werden. Hierzu wird die Lésung in ei-
nem Raumpunkt &, in Stromungsrichtung betrachtet und in ihre Bestandteile zerlegt.

In dem in Abbildung 2.1 angegebenen zweidimensionalen stromlinienorientierten Ko-
ordinatensystem sei die Losung q(&o,t) = (p, us, ue, p)* fur die zweidimensionalen
Erhaltungsgleichungen (2.10), (2.11) und (2.12) im Punkt &, € € gegeben. Dabei
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€o

Stromlinie

Abbildung 2.1: Stromlinienorientiertes Koordinatensystem im Punkt &,.

bezeichnet u, die Geschwindigkeitskomponente in s-Richtung und u,. die Geschwin-
digkeitskomponente in e-Richtung. Mit Hilfe der Transformation

a:(&o,t) = Tq(&o, ) (2.15)

und q.(&,t) = (p,us,p)’, kann die Losung im Punkt &, in Richtung der Raumge-
raden = mit der Geschwindigkeitskomponente «, in Richtung der Raumgeraden be-
stimmt werden. Die Aufspaltung in eine beliebige Raumrichtung kann im zweidimen-
sionalen Fall angegeben werden mit

~ Bds £ (1 — B)de

B+ (1-p)?
Da (1— ) > 0ist, wird das unterschiedliche Vorzeichen im zweiten Term des Zahlers
zur Erzeugung einer beliebigen Raumrichtung verwendet. Die vektorielle Addition der

Geschwindigkeitskomponenten liefert die zweidimensionale Transformation 7~ und
deren Umkehrabbildung 7

dx

fir gel0,1]. (2.16)

0

1
+1

0

o O O

In einer kleinen Umgebung um den Punkt &, kann dann die Geschwindigkeitskompo-
nente u. in der Koordinatenrichtung e als Null angenommen werden.

Wird die Massenerhaltungsgleichung (2.10) formal mit dem Vektor v multipliziert,
so konnen damit Teile der Impulsgleichung (2.11) umgeformt werden. Analog kann
dies auch fir die Energiegleichung (2.12) vorgenommen werden, indem die Impuls-

gleichung mit 7M§efv und die Massenerhaltung mit nyer; multipliziert wird. Man
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erhélt in Matrixform mit dem Einheitsvektor e, in s-Richtung, dem Einheitsvektor e,
in e-Richtung und u, = 0

[ug, p 0 0
) ’ 0 0 ! 0 ;
u Us u
o7 | | T Mrer PYMEs | oo |
Ot | Ue 0 0 u, 0 s | Ue
p [0 v O Ug p
0 0 p 0
000 0 |, up
+Mref 1 . °
0oy pYME Oe e
00y 0 b
[0 0 0 0] p 0000 p
My |02 0 0] 9 |u L My 1010 01 9 u, (217)
" pRe [0 0 1 0] 952 |ue|  pRe |0 0 3 O e |ue
0 0 0 0] p 0000 p
[0 0 0 0] p
My |00 & 0] O |u,
pRe [0 5 0 0| deds |ue
10 0 0 0] P
[0 0 0 0 P PSm
My |0 =S, 0 0 | |us| | Mry |esS
+— + /
p [0 0 =S, 0 Ue o leSy
0 0 0 S D 0
und in abgekdrzter Form:
aCI(fo, t) a(1(£()7 t) aq(&)a t)
A B = H 2.18
5 A —5 "+ Bla)— G+ (2.18)
mit
Mref aQq(&)’ t) 82(31(50, t) 82(1(507 t)
G=—"2L(0(q—=~ + D(q)—22 4 E(q)—>>~ 2.19
pRe< (@)= T Dl@)— 5 + Eld)— (2.19)
M’I"C M’I"C
H=""3,q(&,1) + —Ls (2.20)

Setzt man die rechte Seite G = H = 0, erhdlt man die bekannten zweidimensionalen
Euler-Gleichungen in nicht konservativer Formulierung im Punkt &,

aq(&]a t) aq(€07 t) aq(&]? t)
ot 0s Oe

+ A(q)

+ B(q)

=0 (2.21)
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Definition 2.1. Gegeben sei ein Differentialgleichungssystem in einer Dimension x

oq(z,t)  Of(q(x,t))
o T on

oder in der quasi-linearen Form unter der Voraussetzung von glatten Ldsungen q(z, t):

T, t T, t T, t T, t
QD) |y 20 ULy ) QD
mitq = (p,u,p)T € R, (z,t) € R x R*, f(q) stetig differenzierbar und A eine
n x n Matrix mit n = dim + 2.
Dann handelt es sich um ein hyperbolisches Differentialgleichungssystem, wenn A n
reelle Eigenwerte besitzt.

=0

=0

Basierend auf den Uberlegungen von Leveque in [28] ergibt sich der

Satz 2.1. Die zweidimensionalen Euler-Gleichungen (2.21) sind nach Definition 2.1
hyperbolisch, falls das im Punkt &, auf eine beliebige Raumgerade x transformierte
System reelle Eigenwerte besitzt.

Beweis. Mit Hilfe der Transformation 7 in (2.15) werden die Euler-Gleichungen
(2.21) auf eine Raumgerade x projiziert

0800 |7 a7 20 75 (g7 P

Die Differentiation nach s, bzw. e kann mit Gleichungen (2.16) ersetzt werden durch

9 3 9

s \/F+(1-ppor

=0

bzw.

) t(1-8) 0

e~ B+ (1-p)p0r
Das unterschiedliche Vorzeichen bei der Koordinatentransformation muf? im \orzei-
chen der Ableitung in die e-Richtung in der Differentialgleichung beriicksichtigt wer-
den.
Uber den Zwischenschritt

aqx(SOa t) 6 ~6qx(§07t)
Rt e AT

G+ (1-p) O
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ergibt sich
99 (o, t) 9. (&o, 1)
K = 2.22
o AT 7Y (2.22)
mit
1 ~ ~
K = T(B)AQ)T +(1—-8)T(B)B(q)7T ) . 2.23
=7 ((TOAQT + 1= ATHBT) (2.23)
Mit Hilfe der transformierten Matrizen A und B aus Gleichung (2.17)
Us P 0
TAT = M, | 0 us 5 5
pfyMref
0 v  us
und
0 p 0
+(1—-0)
TBT = M, |0 0O
/ p/yMEef
0 ~vp 0
kann die Matrix K angegeben werden
fus p 0
2 a2
K — Mref 0 6“5 ﬁ + (1 - 6)
VB + (1= B)? PY My
0 p Bus
Es ergeben sich die Eigenwerte:
A\ = My U (2.24)
VB + (1= B)?
Y
+(1- P
ﬁMref a (225)

DV e RV

Da M,.; € R ist, sind die Eigenwerte fir 5 € [0,1] reell, falls p und p € R sind.
Unter diesen Bedingungen sind die zweidimensionalen Euler-Gleichungen hyperbo-
lisch. O
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Bemerkung. Mit dem Faktor 5 wird die Raumgerade x, siehe Abbildung 2.1, festge-
legt, in deren Richtung die Losung bestimmt werden soll. Fiir 5 = 1 zeigt = in Richtung
der lokalen Stromlinie, fir 3 = 0 orthogonal hierzu. Es reicht nicht aus zu zeigen, dal3
die Matrizen A und B reelle Eigenwerte besitzen, siehe auch Leveque [28]. Vielmehr
mussen die transformierten Euler-Gleichungen in jede beliebige Raumrichtung x reel-
le Eigenwerte aufweisen.

Mit Hilfe der Eigenvektoren r;(£) konnen die auf eine Raumgerade projizierten Euler-
Gleichungen (2.22) an jedem beliebigen Punkt ¢ € () diagonalisiert werden. Da-
bei sind die Eintrage der Matrix K im nichtlinearen Falle von der Ortskoordinate &
abhéngig.

Mit

@ (&t) = REW(E 1) = Z w;i(&, )ri(€) (2.26)

und Multiplikation mit 2~ von links ergibt sich

(3WE()§,t) +A8Wa(i, t) — _R_l(f)K<qr(§7t))R(S)R_l(f)agif)w(g,t)
= —ARl(ﬁ)agff)W(&t) = —AB(§)w(&, 1), (2.27)

Dabei sind die Spaltenvektoren R,; der Matrix R die rechten Eigenvektoren r; der Ma-
trix K mit dem dazugehorigen Eigenwert \; = A;;. Sind die Eintrage in der Matrix
K nicht konstant, so entkoppeln die Gleichungen nur dann vollstandig, wenn die Ma-
trix B(§) = R—l(f)a’;—f) im Punkt ¢ € Q eine Diagonalmatrix ist. Im linearen Fall,

%—f = 0, wird B(x) = 0 und das System vereinfacht sich zu dem entkoppelten Diffe-

rentialgleichungssystem

ow(Et)  Ow(E, 1)
o Ao
Die Losung q.(&,t) 1Bt sich nach (2.26) durch eine Linearkombination der Eigen-
vektoren r; und den Koeffizienten w; ausdriicken. Da die Gleichungen fir B(§) = 0
entkoppeln, ergibt sich die Losung

=0

wi(&,t) = w;(§ — N\it).

Entlang der Kurve £ = \;t+const sind die Losungen w; konstant. Diese Linien werden
Charakteristiken genannt. Die Koeffizienten w; lassen sich mit Hilfe der Anfangswerte
wf mit const = xy = &€ — \;t ausdriicken

w;(€,t) = w] (o).
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Fur nicht konstante Eigenwerte der Matrix K in der Raumrichtung z in den Punkten
¢ € Q konnen die Charakteristiken tber die Differentialgleichung

or
X _2©

angegeben werden. An dieser Stelle sollen Riemann-Probleme mit unstetigen Losun-
gen ¢, wie z.B. StoRe und Kontaktunstetigkeiten, nicht weiter betrachtet werden.
Satz 2.2. Gegeben ist ein homogenes hyperbolisches lineares Gleichungssystem

oq(x,t) dq(z,1)
ot K Ox

:O,

mitqg = (¢, ,qr, -+ ,q)" € R (z,t) € R x RT und q(z, t) stetig differenzier-
bar. \; < .. < \; < .. < A\, seien die n reellen Eigenwerte der Matrix K.
Die n Komponenten ¢, von ¢ lassen sich darstellen als

n

qk(‘rvt> = ZQk,z(x7t> k= 17 ey Ty (228)

i=1

bestehend aus den Losungen gy, ; des Systems von n? skalaren Differentialgleichungen
erster Ordnung

an,i an,i
ot ox
mit den Anfangsbedingungen

+ A

=0V i=1,.,n und k=1,..n

Ghi(2) = w] ()73 (2.29)
und den rechten Eigenvektoren r; der Matrix K.

Beweis. Man betrachtet zunéchst das System

= 0.

OR'q OR'q
A
ot * ox
Dabei sind die Zeilenvektoren von R~! die linken Eigenvektoren 17" der Matrix K und

konstant in der Raumrichtung x.
A ist eine Diagonalmatrix und man erhélt n Gleichungen der Form

oAt ey oalet) ooy

ot ox
Umsortierung nach den Freiheitsgraden & im Vektor q liefert fiir die i-te Gleichung
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t t
§ Lk <8Qk nl) |, 20 >) —0 i=1,..n. (2.30)
ox
Die Summe ist NuII, wenn jeder der n Summanden fur £ = 1, .., n die Bedingung
aq}{:,l<x7t) an,l<'T7t) o . .
51 + A o =0 VvV +2=1,..,n k=1,..n

erfillt. Da die Losung ¢ entlang einer Charakteristik konstant bleibt, bleiben auch
die Losungen der einzelnen Komponenten ¢, entlang der ¢« = 1, .., n Charakteristiken
konstant. Demnach mul nur gezeigt werden, dal? die Anfangslésung der Komponente
qx (o, 0) mit den Bedingungen (2.28) und (2.29) erzeugt werden kann.

Aus (2.26) folgt, daR die k-te Komponente des Losungsvektors ¢ zum Zeitpunkt ¢ = 0
geschrieben werden kann

k(0,0 Zw ik (2.31)

Mit Bedingung (2.29) folgt aus (2.28) die Glelchung (2.312). OJ

2.3 Losungen des Gleichungssystems

Mit Hilfe der Eigenwerte konnen nun die Eigenvektoren der auf eine beliebige Raum-
gerade projizierten Euler-Gleichungen (2.22) im beliebigen Punkt £ € 2 angegeben
werden. Da sich die Ldsung aus einer Linearkombination der Eigenvektoren zusam-
mensetzt, kann man so qualitative Aussagen Uber die Ldsung treffen.

Mit den in (2.24) und (2.25) angegebenen Eigenwerten, lassen sich die rechten und
linken Eigenvektoren in Abhangigkeit von 3 angeben:

_ 1 _
A\ = %] r= |0 =11 0 _i} (2.32)
. K 0 i a?
m1
_ M,re CL2 _
Ne = M—i} S S D P VP, 1}
| K VAl P/ Mo i 2k 2
1
[ 1
MT@ 2
)\3 = |:—ﬁu f + i:| ry3 = % lg = 0 _pa\/_’y—Mref 1:|
K ﬁ pa\/'_mef 2K 2
1

mitx = /B + (1 — 5)2
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Der Eigenvektor r; zusammen mit \; beschreibt einen Transport der Dichte p durch
das Geschwindigkeitsfeld v, wobei die lbrigen Variablen v, p unbeeinfluBt bleiben.
Dies wird als Entropiewelle bezeichnet, da die Entropie s mit p variiert, wenn p kon-
stant ist. Liegt ein Riemann Problem vor, handelt es sich um eine sogenannte Kontakt-
unstetigkeit.

Die Ubrigen Eigenvektoren r, und rs beschreiben akustische Wellen, die sich in posi-
tiver oder negativer Raumrichtung auf der Projektionsgeraden mit den Geschwindig-
keiten A5 bzw. A3 ausbreiten. Bei einem Riemann Problem, mit mdglichen unstetigen
Losungen, sind dies dann StoRe bzw. Verdiinnungswellen.

Bei einem linearen System mit konstanten Koeffizienten hangen die Werte wy (&, t) nur
von den Anfangswerten und dem zeitlichen Verlauf der Randwerte ab

und damit erhalt man die Losung

¢x(é0, 1) Zwk = Ait)ri(&o)-

Uber den zeitlichen Verlauf der Anfangs- bzw. Randwerte «w° werden die Wellenldngen
und die Amplituden maoglicher akustischer Wellen festgelegt.

Mit Hilfe der Eigenvektoren aus Gleichung (2.32) kann das Verhaltnis zwischen
Schalldruck p,..., und die durch die akustische Welle generierte Schallschnelle v 4o,
angeben werden. Das Verhaltnis 2«=>= wird als akustische Impedanz Z bezeichnet. Die
normierte Impedanz ist abhanglg von der Referenzmachzahl und kann mit den Ein-
trdge in den rechten Eigenvektoren angegeben werden:

MT@
7 = Loy (2.34)

K

Das bedeutet, dal3 abhangig von der Machzahl unterschiedliche Skalen der Unbekann-
ten g (v, p, p) miteinander koppeln.

Die bisherige Betrachtung wurde fiir die Euler-Gleichungen durchgefiihrt. Akustische
Wellen konnen dabei nur durch entsprechende Vorgaben am Rand generiert werden,
siehe Gleichung (2.33). In reibungsbehafteten Stromungen konnen durch den Schub-
spannungstensor 7 ebenfalls akustische Wellen generiert werden. Das wird im Fol-
genden gezeigt. Wird die Transformation mit den Eigenvektoren aus Gleichung (2.32)
auch flr die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (2.18) angewendet, erhalt man
fiir die transformierten Matrizen C, D, E, Sgund S
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& %R—l(&)fc(qﬁ’}%@o) = % _§ (g)g zg_

5o %Rl(go)TD(qﬁR(fO) = %%Z :§ _gg zg

5 %R—l(&)’]’E(q)%R(go) = % :§ % Zz{
Sy = %Rfl(f‘o)TSq(Q)%R(fo) = Mg 5 {8 (1] QVO_ 1-
; P2 00 291 1 ]

§Ahﬂ%W&ﬂﬂR@dﬂh4[an”U%s (1—B)e.)Sy
W (e + (1 — B)ee)Sy |

Dann ergibt sich G zu

+ SR (&) au(éo.t) + S
und mit (2.26)
G=(#C+0-pD+ 50 - 9F) 0D G + 5

OR™Y(&) ow(&,t)  O*RY(&)
ox R(&) or  Ox2 R(&)w(&o:t)

Fir ein lineares Problem mit konstanten Koeffizienten vereinfacht sich die rechte Seite

(2.35)

62W(€07 t)

— (°C + (1= 81D+ p(1 - BE) =55

-

T

-+ ng<§07 t) + 5’
Damit ergeben sich die transformierten Navier-Stokes-Gleichungen

a g ’t a g 7t ~a2 5 ,t ~ ~
Wéto Lo Wé; )=z Vgi,; )+SqW(£o,t)+S. (2.36)
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Im Vergleich zu den Euler-Gleichungen kommen bei den kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen noch zusétzliche akustisch aktive Terme hinzu. Nach (2.36) be-
einflut der Schubspannungstensor 7 die Losung w (o, ¢). Zum einen wirkt er als aku-
stischer Quellterm auf der rechten Seite der Gleichung und zum anderen koppelt er,
wegen der nicht diagonalen Struktur des Tensors, die einzelnen Ldsungen w(&,t)
miteinander. Dies gilt sinngemaf auch fir die Koppelterme in (2.35) im nichtlinearen
Fall. Ebenso konnen Massequellen S,,, und ImpulsfluBquellen S, akustische Wellen
im Rechengebiet hervorrufen. Die Wellenldnge héngt dabei vom zeitlichen Verlauf
der Quellterme auf der rechten Seite bzw. von den zeitabhdngigen Randbedingungen
’UJO(&] — /\t) ab.

2.4 Dispersionsbeziehung

Der Zusammenhang zwischen den Ausbreitungsgeschwindigkeiten der einzelnen
Losungen und deren Kreisfrequenz und Wellenzahl kann formal mit Hilfe des Dif-
ferentialgleichungssystems bestimmt werden.

Hierzu sei die Losung q(&o,t) mit Hilfe eines Wellenansatzes mit der Kreisfrequenz
w, der Wellenzahl £ und der Amplitude P gegeben

qa(éo,t) = P-eForen 2 — 1,

Mittels Differentiation erhdlt man die Phasengeschwindigkeit der Welle

or w
_ 2z 2.37
up ot 2 (2.37)
Formal l&i3t sich Gleichung (2.22) fiir eine stetige Losung formulieren
dq(&,t) Ox
K+I1I—|=0. 2.38
o o) =0 (2:38)

Die Gleichung ist dann erfillt, wenn alle Eigenwerte der Matrix K=K+ I% Null
sind. Die Eigenwerte der Matrix K lassen sich leicht aus den Eigenwerten der Ma-
trix K, Gleichungen (2.24) und (2.25), zusammen mit Gleichungen (2.37) und (2.38)
bestimmen:
dis ﬁMref
P Pra-pp Kk

(2.39)

ﬁMref
#+(1-p)?
6Mref

— L+
JETA-0E

_\dis __
O—)\2’3— S

(2.40)

E‘Q A LS
~lE =€
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D.h. eine Storung mit der Kreisfrequenz w breitet sich mit 3 unterschiedlichen Phasen-
geschwindigkeiten aus. Nach Gleichung (2.39) und (2.40) sind das gerade die Eigen-
werte \; der Matrix K.

Mit der Dispersionsbeziehung

Wi .

E:/\i w=w;, V i=1,..n (2.41)
ergeben sich die drei unterschiedlichen Wellenzahlen k;. Das Verhaltnis der Wellen-
zahlen entspricht dem umgekehrt proportionalen Verhéltnis der Eigenwerte von K zu-
einander

2.5 Linearisierung und akustische Grundgleichungen

In Gleichung (2.36) wurde bereits dargestellt, daB in reibungsbehafteten Stromungen
weitere akustisch aktive Quellterme entstehen. Diese Quellterme sollen im folgenden
Abschnitt fiir den Fall linearer akustischer Storungen genauer spezifiziert werden.
Basierend auf den Gleichungen (2.18), (2.19), (2.20) kdnnen die kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen in der Form

O0as(6,t)  OFau(§t) _ O’ Maq,(&,t)
ot ox N 0x?
geschrieben werden. Die Gleichung wird mit 7 aus Gleichung (2.15) in die Raumrich-
tung x projiziert, und man erhalt mit

A,M=0, S7=7S,7 und S;r=7TSs.

in der quasi-linearen Formulierung

0q. (€, 1) v, 9% ) 9’qy (&, 1)

ot ox 0x?

Die Gleichungen werden im Punkt &, linearisiert. Hierzu werden die Variablen in q in
einen von der Zeit ¢+ und Raum € unabhangigen Anteil q° und einen in der Zeit und
Raum fluktuierenden Anteil g’ aufgespalten

= VqTM + Sqqu(g, t) + ST(g, t) (242)

Az (S0, 1) = ) + (o, 1) (2.43)
Dabei ist q° Losung der Gleichung (2.42) und

d.(&,t)] < |@°| Yz eQ und teR*
Wird die Aufspaltung (2.43) in (2.42) eingesetzt, erhdlt man mit V,, = Vo + V.
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aq‘/’z (,To, t)
ot

ox ox
Pl , Pfrnt))

0 /
+ (VqSF + Vq;F) (3%(%0,7&) + qu(xo,t)> =

ox? 0x?
+ Syr (a) + (w0, ) + Sz (20, )

(VQSM + VQQM) (

Unter Vernachldssigung kleiner Terme V, = K (¢’) und Produkte mit kleinen Termen
ergibt sich die am Punkt &, linearisierte Navier-Stokes Gleichung

aqix (507 t) 8q£p (607 t) azq?p (507 t)

TJFK(Q?C)T = M(QQ)TJFSWQQ(&,t)+5i[(fo,t) (2.44)
mit K aus (2.23):
Bu p 0
Mref 62+(1_ﬂ)2
— 0 =~
Kl V2 + (1= )2 o pyMz, ’
0 Bu
M = TGT mit G aus (2.19):
0 0 0
. Mref Z 2 5(1 — ﬁ)
M(q)_ﬁ 0 3+352+(1—ﬁ)2 ’
0 0 0

S,r = TS, T mit S, aus (2.20):

und S =7TS:

S

M, |P2m
Sr=—"L|s;|.
P10

Ist die Dichte p nur eine Funktion des Druckes p, also unabhangig vom Stromungsfeld
allein Uber die Zustandsgleichung zu bestimmen, dann gilt bei einer isentropen Zu-
standsanderung p = 1% und g—i = @?. Die Matrix K kann dann umgeschrieben werden
zu
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L Bus
Moy “ ey
K — re J—
Y e
0 Bus

Anteile von S, kdnnen in Sz eingefligt werden:

0O 0 O
M M
Syr(q) = —<L [O —Sm O] und Sy = —4

Plo 0 o0
In diesem Falle sind die Energieerhaltungsgleichung und die Massenerhaltungsglei-

chung linear abhdngig. Wegen p = f(p) kann die Massenerhaltungsgleichung wegge-
lassen werden, ohne die Losung zu beeinflussen.

PSim
Sy |

pa’Sy,

Es folgt:
2+ 1_62
Ri- o2 |
Fr=87 Bu,
7,2 B(1-p)
—~ M,y |-+ 2
M(Q)R;[3+352g(15)2 2]
und

=~ _Mref _Sm 0 = _MTef Sf
Ser(q) = {0 O} und Sy = p {pGQSm]

Im Folgenden wird K in einen konvektiven und statischen Anteil aufgespaltet in der
Form

~

K(q) = Kot () + Keonv(@) =

B+ (1-0)
M, 0 ———— s
5 f_ 5 p’VMrgef + {ﬁg ﬁ(; 1 )
f% 4 (1—5) vp 0 s

Eingesetzt in Gleichung (2.44) erhalt man

od’ . od’ - od’
Ay + Kstat(q2> L - _Kconv(qg) d
—— o0%d’ '
+M () 52 + Syr(ad)d, + St

0x?
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mit dQz = (uap>T'
Ist die Losung q, € C?, kann das System von Differentialgleichungen in eine Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung tberfiihrt werden. Mit der Transformation N =

Mrc Yp 0 0 H 1 1 H
(—7¢f7— <) wird das System von Differentialgleichungen erster Ordnung
B82+(1-3)2 ox’ Ot

durch Multiplikation mit A/ von links in eine Differentialgleichung hoherer Ordnung
uberfuihrt. Man erhélt fir die Terme aus Gleichung (2.45):

od,, _ 01 Mygyp 0%
N — _
ot o /Bt (1-p)0tox
_ oq’ Mpyp O ag 0%/
Ks a 0 - = N _0—
N t t(qw) ox 62 I (1 _ 5)2 Otox ¥ 8x2
R ’ 2,/
N Kconv(qg)aqx S |

or /32 + (1 — B)2 otox
M ypBu - 9%
CE (- e

o 32 /
NM(2) ke —

ox?
Mgeffyp ( 7

) 7 2 p-p) ) o
Re\/3? + (1 - 3)?

2
3 30 +(1—-0)2) 943

N M2 2 N / o
NS, (q0) = ref¢ sma—“ + 0m 1
F+A-pp\ or O

und

MZ.a* 95, ,05,,

— M,epa”——.
Fraogpoe o

Zusammengefal3t erhélt man die inhomogene lineare akustische Wellengleichung fiir

ein ruhendes Gas:

NSr =

82]9/ B a_gaZP/
ot~ 0x?
mit dem auf die x-Richtung projizierten Lighthilltensor aus der akustischen Analogie

von Lighthill[29], [30] und [31]

= L+5, (2.46)

M.t Bu dO%p Mygyp 0%/

R aoap <_8tax TR Aot
MrerP (Z ﬁ(]- - ﬁ) ) O’
Refu ox3

2
StEa ) o) @
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und den Quelltermen

- (2.48)

M2 a? <A o' 08, , %> My a2

32+ (1—f)2 mor T or ' ox “ o

Mit L = S = 0 ergibt sich die homogene akustische Wellengleichung. Sie beschreibt
die Ausbreitung einer akustischen Stérung im Gebiet 2. Die Stérung wird, wie im
vorherigen Abschnitt beschrieben, durch die Anfangsbedingungen oder zeitabh&ngige
Randbedingungen vorgegeben. Der Lighthilltensor in Gleichung (2.47) beschreibt da-
bei Quellen, die von der Stromung selbst hervorgerufen werden. Die einzelnen Quell-
terme lassen sich in akustische Monopolquellen, Dipolquellen und sukzessive in Mul-
tipolquellen einteilen. Einen Uberblick hierzu findet sich in Wagner et. al. [62]. Aku-
stische Wellen kdnnen durch eine auf dem Gebiet €2 oder auf dem Rand 6€2 vorgegebe-
ne zeit- und ortsabhangige Quellverteilung erzeugt werden. Durch die Linearisierung
und die Annahme, dal p = f(p), erfolgt dabei keine Riickkopplung der Akustik auf
die Stromung.

Zusammenfassend konnen akustische Wellen zum einen tber Quellen im Gebiet (2
hervorgerufen werden, oder sie werden durch Anfangs- oder Randbedingungen aufge-

pragt.

Quellenim Gebiet 2

Neben problemabhdngigen MassenfluBquellen S,,(x,¢) und ImpulsfluRquellen
St(x,t) konnen durch die Terme im Lighthilltensor L akustische Wellen durch
die Stromung selbst generiert werden. Durch Turbulenz werden beispielsweise
Stromungsfluktuationen im Schubspannungstensor erzeugt. Mogliche Quellen im Zu-
sammenhang mit Turbulenz sind z.B. in Brooks et. al [8] oder in Lighthill [30], [31]
dargestellt. Neben Fluktuationen im Schubspannungstensor betrifft dies auch zeitliche
Anderungen in der Strémungskonvektion, wie sie durch freie Wirbel oder einen Frei-
strahl hervorgerufen werden.

Quellen am Rand 62

Die durch die Anfangs- und Randbedingungen aufgeprigten zeitlichen Anderungen
im Druck p, in der Dichte p und im Geschwindigkeitsfeld v, kdnnen zum einen direkt
oder bei einem nichtlinearen Problem durch die Koppelterme in (2.27) bzw. (2.36) in
akustische Wellen umgesetzt werden. Ffowcs Williams and Hawkings [15] haben z.B.
den Einfluf? sich bewegender Oberflachen tber die Modellierung von zeitabhangigen
Quelltermen am Rand §€2 beschrieben.

Die Druck-, Dichte- und Geschwindigkeitsinformationen, die mit der Schallgeschwin-
digkeit a durch das Gebiet Q2 transportiert werden, hangen dabei von der zeitlichen
Anderung und damit von der Frequenz und Phase der entsprechenden Quellen am
Rand 62 ab.
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In der Tabelle 2.1 werden mogliche akustische Quellen innerhalb einer Stromung zu-
sammengefalt.

| Quellenterm | Phdnomen | aku. quivalent |
55 Dichteanderungen
——n Anderungen im Massenflul} Monopolquelle
ot Bewegte Oberflachen und Rander
Impulsquelle

v7TS;, VTvS,, | Oberflachen- und Volumenpotentiale Dipolquelle
Bewegte Oberflachen und Rander
Stark beschleunigte Stromungen

T -
prev Wirbel, freie Wirbel Dipolquelle
T ?ﬁ?glrjg:zmungen Quadrupolquelle

Tabelle 2.1: Ubersicht verschiedener akustischer Quellterme

Akustische Kompaktheit und weitere dimensionslose Kennzahlen

In der Akustik sind weitere dimensionslose Kennzahlen von Bedeutung. Die Strouhal-
zahl, die Helmholtzzahl und die Eulerzahl, siehe Koltzsch [26]. Die Strouhalzahl ist
das Verhéltnis der Referenzlange L zur Wellenldnge einer periodischen Fluidstorung
mit der Frequenz f, deren Phasengeschwindigkeit die Konvektionsgeschwindigkeit |v|
ist. Demnach I&Rt sich die Strouhalzahl schreiben als

_Lf

v
Sinngeméles gilt fiur die Helmholtzzahl He. Sie setzt die Wellenldnge einer
Fluidstorung, deren Phasengeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit a ist, in Rela-
tion zur Referenzlénge L. Somit ergibt sich

St

Lf L
He = Pl

Fir kleine Helmholtzzahlen He < 1 spricht man von einer akustisch kompakten Re-

ferenzlange. Ist z.B. ein Hindernis im akustischen Feld sehr klein gegeniiber der aku-

stischen Wellenlange, dann wird es kaum Einfluf3 auf die akustische Wellenausbreitung

haben.

Bildet man den Quotienten der Helmholtzzahl mit der Strouhalzahl ergibt sich gerade

die lokale Machzahl M = ¢,

Das Verhaltnis zwischen Druckkraft und stromungsmechanischen Tragheitskraften

wird als Eulerzahl bezeichnet. Nimmt man als Druckkraft die akustische Druckam-

plitude an, so erhalt man die akustische Eulerzahl
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Fu — Pacou _ Pacou
pV2 2pdyn

2.6 Verhalten fir M,.; — 0: Ein Mehrskalenproblem

Die Losung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen kann nach Gleichung
(2.36), als Linearkombination von Stromungstransport und akustischen Wellen auf-
gefalit werden, die Giber Quellterme und Koppelterme voneinander abhangen.

Der Zusammenhang zwischen Schallschnelle und Schalldruck im angegebenen nor-
mierten System kann mit der Impedanzbeziehung aus Gleichung (2.34)

Mre
Puon = PNt (2.49)
KR

angegeben werden. Entsprechend kann man fiir die GrolRenordnung des dynamischen
Staudrucks im normierten System schreiben

1
2
pvdyn = %pdyn- (250)
Mit Hilfe der Zustandsgleichung ergibt sich der Zusammenhang zwischen Dichte und
Druck

p=2. (2.51)
a

Fir kleine Machzahlen M,.; < 1 und sehr grol’e Machzahlen M,.; >> 1 fUhrt dies auf
ein Multiskalenproblem.
Treten keine akustischen Wellen auf, so wird bei kleinen Machzahlen die Stromungs-
geschwindigkeit |v| nach (2.50) sehr viel kleiner als der dynamische Druck pgyy,.
Gleichzeitig werden die Stromungsfluktuationen nur mit Druckskalen Kleinerer
GrolRenordnung koppeln.
Treten akustische Wellen auf, existieren nach Gleichung (2.49) zusétzliche Kopplun-
gen zwischen den unterschiedlichen Skalen abhdngig von der Machzahl und dem
Verhdltnis % Dieses Verhdltnis wird Uber die zeitabhdngigen Randbedingungen
bzw. Quellterme vorgegeben.

Déefi nition eines Mehrskalenproblems

Die Variablen innerhalb einer numerischen Simulation, unabhéngig vom physika-
lischen Modell, besitzen im Prinzip einen Wertebereich von (—oo, +00). In den mei-
sten Féllen wird man nicht alle Skalen auflosen wollen, weil die Skalen keinen Einflul}
haben, oder aber das zugrunde liegende Modell den Wertebereich weiter einschrénkt.
Aus diesem Grund kann der Wertebereich I; einer Variablen ¢; angegeben werden mit
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q; € ]i7 mit IZ = [blow,ia bupper,i]-

Innerhalb einer gegebenen Problemstellung kdnnen die Wertebereiche einzelner
Variablen sehr unterschiedlich sein. Zudem kdnnen unterschiedliche Skalen zweier
Variablen miteinander koppeln.

Bei der folgenden Definition seien die Variablen in geeigneter Weise auf den Wertebe-
reiche [—1, 1] normiert.

Weiterhin sei das Gleichungssystem gegeben mit der Systemmatrix /', dem Losungs-
vektor q und der rechten Seite b in der Form

Ky - il b
Kii K | _ | b

Kji Kjj 4 b

Knn Qn bn

Es existiert dann eine Kopplung von ¢; auf ¢;

g — g, falls |K;' K| #0

bzw. beide Variablen ¢; und ¢; koppeln miteinander

q; < q, falls ¢ — ¢ ANqg— g

Abhingig vom Betrag || K;;"' K;;|| ergibt sich folgende Fallunterscheidung zur Kopp-
lungseigenschaft.

Definition 2.2. Gegeben ist ein Gleichungssystem K'q = b. K sei reguléar und die
Variablen g; und ¢; seien gekoppelt. Dann ist fiir

> 1 : eine starke Mehrskalenkopplung
I1K; Kyl =< O(1) - ein Gleichskalenkopplung
< 1 : eine schwache Mehrskalenkopplung

von ¢; auf ¢; gegeben.

Eine starke Kopplung bedeutet, daR kleine Skalenordnungen von ¢; Einflul? auf groRe-
re Skalen der Variable ¢; haben, je nach Stérke der Kopplung sogar bis in die fiihrende
Ordnung. Kleine Fehler in g; fiihren bei einer starken Mehrskalenkopplung zu grofRen
Fehlern in ¢;. Bei einer Gleichskalenkopplung beeinflussen sich gleich Skalen der bei-
den Variablen. Eine schwache Kopplung liegt vor, wenn Skalen von ¢; nur mit kleine-
ren Skalen von ¢; koppeln und diese beeinflussen.

In Abbildung 2.2 ist der Gleichskalenkopplung eine Multiskalenkopplung gegeniiber-
gestelit.
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Gleichskalenkopplung Mehrskalenkopplung
3
o)
. % ______ > ______ > _____ i sci
o

[— — — EeisEmeemmmemmemmsmaEEsTII — — — — T CFEoiEEEiiEE—ie=s - - —
Ordnung . . ) .
Wertebereich Variable 1 Variable 2 Variable 1 Variable 2

Abbildung 2.2: Gleichskalen- und Mehrskalenkopplung.

Da das Eigenwertproblem Kqr = Aqg = bg als Gleichung mit spezieller rech-
ter Seite by = \qg betrachtet werden kann, ist eine Mehrskalenkopplung an Hand
der Eigenvektoren zu identifizieren. Fur kleiner werdende Machzahlen, und damit fiir
anwachsende Schallgeschwindigkeit a, wird die Geschwindigkeitskomponente in den
Eigenwerten r, und r3, siehe Gleichung (2.32), immer groRer gegentiber der konstan-
ten Druckkomponente. Gleichzeitig wird der Wert fur die Dichtekomponente in den
beiden Eigenvektoren immer kleiner. Man erhalt also eine starke Multiskalenkopplung
zwischen Druck und Geschwindigkeit und eine schwache Multiskalenkopplung zwi-
schen Druck und Dichte. Beides laRt sich auch an Hand der Impedanzbeziehung in
Gleichung (2.49) und der Gasgleichung (2.51) feststellen. Es bleibt zu bemerken, daf}
unabhangig zur Multiskalenkopplung, die Kondition des kontinuierlichen Differenti-
algleichungssystems abhangig von der Machzahl ist.

2.7 Der Grenzfall M,.; = 0

Die Referenzmachzahl M, ist nach (2.13) definiert als

Uref
M're =
Aref
. o _ Pref
mit Upef = megl?e)](R+|V(x’t)| und Qref = A/ m

Man kann zwei Félle unterscheiden, fur die M,.; = 0 wird:

o Fall 1:
lim M, =0, mit v, #0

Qe f—00
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und

o Fall 2:
Mp =0 flr v, =0.

Fall 1 wird in der Literatur als der inkompressible Grenzfall bezeichnet, wahrend Fall 2
ein ruhendes Fluid oder Gas beschreibt. Abbildung 2.7 fal3t die beiden Félle nochmals
zusammen. Die beiden Falle werden im Folgenden néher betrachtet.

Kompressible Navier-Stokes
Gleichungen M,.; > 0

Qref — OO Uref_>0
He <1

Inkompressible N-S, mit
entkoppelter Akustik und Ruhendes Gas
entkoppeltem Warmetransport fur |v| =0

Abbildung 2.3: Grenzfalle fur M,.; — 0.

Der inkompressible Grenzfall a,.; — oo

Eine Stromung ist dann inkompressibel, falls die Dichte p im Gebiet €2 nicht vom
Druck abhéngig ist, oder falls die Dichtednderungen vernachlassigbar klein sind.
Dp Dp

— =0 oder — 1.
Dt Dt S

Mit Hilfe der quellenlosen Massenerhaltungsgleichung nach (2.1) 146t sich formulie-
ren:

Dp
155 < Vvl

Nach Bijl [7] ergeben sich dann mittels GroRenabschatzung die Bedingungen:

M,; <1 und He<1

far eine Strémung mit konstanter Dichte. M,.; < 1 impliziert hier @ — oo und tiber
op = a—125p bei konstanter Entropie eine Entkoppelung des Dichtefeldes vom Druck-
feld. Mit He < 1 ist das Gebiet €2 ein akustisch kompaktes Gebiet. Die Wellenldnge
einer akustischen Storung ist dann sehr viel groRer als die Referenzlange L fur das
Gebiet €2. Eine akustische Welle erhoht damit nur den konstanten Hintergrundsdruck
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und hat keinen EinfluR auf den lokalen Druckgradienten in der Impulsgleichung. So-
mit entkoppelt die Stromung und das akustische Druckfeld. Unter diesen Bedingungen
IRt sich das Stromungsfeld mit Hilfe der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
bestimmen. Der konstante Hintergrundsdruck wird (ber die akustischen Randbedin-
gungen bzw. im Falle nicht-isentroper Zustandsanderungen und Warmeleitung auch
durch den Wéarmetransport bestimmt.

In der Literatur wird dieser Ubergang meist durch eine asymptotische Aufspaltung
bewerkstelligt. Klaidermann und Maijda [22], [23] benutzen hierbei eine Entwick-
lung der Unbekannten q in der Machzahl unter Beriicksichtigung einer Zeit- und einer
Langenskala

a(z,t) = o, 1) + Mg (2, 1) + Mpsqo(z,t) + O(My,;). (2.52)
Durch Einsetzen von Gleichung (2.52) in die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen und Sortierung der Erhaltungsgleichungen nach Termen mit 1.0rdnung,
Termen der Ordnung M , bzw. der Ordnung MQf, koppeln nur Terme gleicher Ord-

nung miteinander. Eine Multlskalenkopplung wie in (2.49) fir die Akustik Gblich, wird
durch diesen Ansatz sofort vernachldssigt. Damit entkoppelt das akustische Feld a
priori vom Stromungsfeld.

Um dies zu umgehen, fihrt Maller [34], [35] eine zweite Zeitskala, Klein [24], Munz
[37] und Meister [32] eine zweite Langenskala ein, um fir akustische Wellen dieser
Skala die Koppelung aufrecht zu erhalten. Uber

t T
oder =
Mref w Mref

(2.53)

7‘ =
mit

q=f(z,t,7) bzw. q= f(z,¥,t), (2.54)
kann eine Koppelung zwischen Akustik und Strdmungsfeld fur eine bestimmte Wel-
lenlange v oder Frequenz f = % realisiert werden. Im Grenziibergang M,.; — 0 wird
dabei die Wellenldnge v sehr groR gegeniiber der charakteristischen Referenzlange
L, bzw. die Frequenz f sehr klein. Damit wird automatisch die Bedingung He < 1
erfullt. Im Grenziibergang, auch schon im Bereich kleiner Machzahlen, entkoppeln al-
so auch bei diesen Ansétzen kurzwellige bzw. hochfrequente Akustik und Stromungs-
feld fur M,.; < 1. Die langwellige bzw. niederfrequente Akustik fiihrt dabei allein zu
einer Veranderung des Hintergrunddruckes po.

In Abbildung 2.4 ist der Fehler e durch die Entkoppelung von kurzwelliger Akustik
und Stromung qualitativ Uber der Eulerzahl Eu = ’; aufgetragen.

Fir e <1 dominiert die Strdmung und der Einflul der Akustik kann vernachl&ssigt
Werden Umgekehrt ist flr p“w“ >> 1 der Einflul der Stromung auf die Akustik gering.

Die gestrichelte Linie in Abblldung 2.4 gibt dabei qualitativ die Grenze fir das physi-
kalisch mogliche Verhéltnis 7;“ an. Da fur M,.,; — oo der dynamische Druck pg,,

anwaéchst, wird die fur diesen Fall maogliche Eulerzahl Eu gegen Null gehen.
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1 Fehlere
Mref — X0 Mref —0
Stromung
dominant Akustik dominant

1 FEu

Abbildung 2.4: Fehler bei Vernachlassigung der Kopplung.

Ruhendes Gas fiir v,y = 0

Der zweite Fall mit M, = O tritt dann auf, wenn v,.;, = 0 und wenn a,.; < c be-
schrankt ist. Dann tritt weder eine Konvektionsstromung auf, noch werden Geschwin-
digkeiten durch ein akustisches Schallfeld tber die Schallschnelle induziert.

Fir v,..; = 0 ergibt sich aus der Definition der Referenzgrofe mit v,.; =
max |v(z,t)|
zeQ,teRt
0 t 0 t
vp=o, bl _, LDl
or g ot sq

und damit die triviale Losung v(z,t) = 0 in 2. Der Druck p und die Dichte p werden
dann allein aus den Anfangsbedingungen und der Zustandsgleichung bestimmt.

Bemerkung. Im Umkehrschlul? ist die Referenzgeschwindigkeit v,.; # 0, falls am
Rand 92 akustische Wellen in das Gebiet eingetragen werden

Ov(xs,t)
ot
oder Konvektion im Berechnungsgebiet vorkommt mit

70,

8V(x59, t)

v|, #0 oder pe

£ 0.
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In den hier zu betrachtenden Féllen eines nicht ruhenden Gases, wird deshalb die Re-
ferenzmachzahl M,.; # 0 sein, so daB die Singularitat in der Impulsgleichung (2.11)
fur M,.; = 0 eine untergeordnete Rolle spielt und vernachlassigt werden kann.

Grenzmachzahl

Legt man die menschliche Horgrenze von etwa

Pgrenz = 2+ 107°Pa

zu Grunde, kann man eine untere Schranke fiir die Referenzmachzahl angeben.

Unter Normbedingungen mit p,,; = 1,013 - 10° Pa ergibt dies eine normierte Druck-
amplitude von p ~ 10710,

Unter der Annahme, dal? keine Konvektion auftritt, ergibt sich mit der Impedanzbedin-
gung aus Gleichung (2.49) fir x = 1

p= upaﬁMref
direkt die Grenzmachzahl M, ~ 10719,

grenz

Normierte Stromungsfluktuationen v < O(1) konnen unter diesen Annahmen keine
akustischen Wellen im hdrbaren Bereich mehr generieren.

2.8 Herausforderung an die Numerik

Aus den vorherigen Uberlegungen lassen sich folgende Probleme bei einer numeri-
schen Simulation bei kleinen Machzahlen zusammenfassen.

o Die normierten kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen weisen fir M, .; — 0
eine Singularitdt in der Impulsgleichung auf, die im Grenziibergang zu Vp = 0
reduziert wird. Mit der unteren Schranke M,.; > M, aus dem vorherigen
Abschnitt, wird diese Singularitdt vermieden.

efg'renz

e Die Entkopplung von Druck- und Dichtefeld bei kleinen Machzahlen fiihrt zu
numerischen Fehlern, wenn die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in
konservativen Variablen q = (p, pv,e)? ausgedriickt werden und somit die
Druckvariable nicht direkt berticksichtigt wird, siehe z.B. Bijl [7] und Guillard
[18].

e Bei Machzahlen M,.; — 0, mit a — oo, ist die akustische Zeitskala dominant.
Bei expliziten Zeitschrittverfahren wird tber die CFL-Bedingung

alt

— <1
Az
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fur kleine Machzahlen der Zeitschritt At sehr klein und der numerische Auf-
wand erhoht sich. Implizite Zeitschrittverfahren bieten die Moglichkeit, diese
Beschrankung aufzuheben.

o Bei stationdren Problemen geht die Konditionszahl der Matrix K aus Gleichung
(2.23) (mit 8 = 1) fir kleine Machzahlen

a Myep—0
K(K)=1+ 0.
Mrefu\/f_y
In der Regel wird die Konvergenzrate des spateren numerischen Verfahrens
schlechter, je groRer die Konditionszahl ist.

o Kilassische Iterationsverfahren setzen meist positiv definite Matrizen voraus. Fir
Machzahlen M,.; < 1 wird ein Eigenwert der Matrix K aus Gleichung (2.23)
jedoch negativ, mit

Amaz  Myep—0
— —1.

)\min
e Abhédngig von der Machzahl liegt ein Multiskalen-gekoppeltes System vor. Zu-
sammen mit der limitierten Darstellungsgenauigkeit von Zahlen auf einem Com-

puter, ergibt sich hier eine Rechengenauigkeitsgrenze in Abhangigkeit von der
Machzahl.

2.8.1 Fehlerquellen numerischer Simulationen

Bei einer numerischen Simulation treten Fehlerquellen auf, die sich in der spéte-
ren Losung wiederfinden. Man kann zwischen Fehlerquellen unterscheiden, die un-
abhangig von der Diskretisierung und dem Losungsverfahren sind, wie z.B.

e Modellfehler
e Rundungsfehler

und Fehlerquellen, die vom diskreten Verfahren abhdngen wie z.B.
e Diskretisierungsfehler

e lterationsfehler.

Modellfehler

Bei der Herleitung des Differentialgleichungssystems werden meist nicht alle physi-
kalischen Effekte a priori berlicksichtigt. Diese Fehler konnen alle Grof3enordnungen,
den Makro-, Meso- und Mikroskalenbereich der Losung betreffen. Modellierungsfeh-
ler sind eine Eigenschaft des zugrunde liegenden Differentialgleichungssystems und
konnen durch die spater angewendete Numerik nicht mehr beeinflu3t werden.
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Rundungsfehler

Zahlen konnen in einem Computer nur mit begrenzter Genauigkeit dargestellt wer-
den. Die errechnete GroRe ¢4, ist mit einem maschinenabhangigen Rundungsfehler
de behaftet.

Qaigi = q + O€.

In einem Multiskalen-gekoppelten System wird z.B. bei einer starken Multiskalen-
kopplung, siehe Definition 2.2, der Rundungsfehler einer Variablen in einen Feh-
leranteil groerer Ordnung der gekoppelten Variablen lbersetzt. Mit Gleichung (2.49)
ist die Kopplung zwischen Schallschnelle v, und Schalldruck p,..., bei einer aku-
stischen Welle proportional zur Machzahl. Man erhlt:

1
de, & ——0€p,.
ref

Fur die Kopplung des Staudruckes nach (2.50) sogar

1
ey, ~ | ——=0¢,.
v ) D
,yMref

Diskretisierungsfehler

In der Regel kann die Fehlerordnung der angewandten Diskretisierung uber ei-
ne Taylorreihenentwicklung abgeschétzt werden. Bei steifen Differentialgleichungs-
systemen ist aber die Hohe der Ordnung nicht allein entscheidend fiir die Giite der
Losung. In ihren Arbeiten mit steifen nichtlineare Differentialgleichungssystemen fan-
den Prothero und Robinson [43] heraus, daB die Guite der Losung nicht immer mit der
Ordnung des verwendeten Verfahrens korrelierte und auch A-stabile Zeitdiskretisie-
rungen zu instabilen Ldsungen fiihren kdnnen.

Geht man von einer wellenartigen Losung in Raum und Zeit mit reeller Kreisfrequenz
w und Wellenzahl % aus

qj(z,t) =P; - kb=t L w e R,

so konnen die Werte fiir Wellenzahl und Kreisfrequenz in der diskreten Losung ¢ kom-
plexe Werte annehmen.

gi(z,t) = P; - k=t . & e C,
— P] . ei(szz—@Rt) . e—k[x . e&\)[t’ kR,a}R, k‘[,@[ c ]R,

Je nach Art und Ordnung der verwendeten Diskretisierung variiert die GroRenordnung
der Imaginaranteile k; und &;. Diese fiihren, je nach Vorzeichen, zu einer Dampfung
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oder Anfachung der Losung. R
So sind z.B. fur unsymmetrische Differenzensterne k; # 0 und &; # 0, siehe z.B.
Webb und Tam [56].
Dariiberhinaus kann die Einhaltung der Dispersionsbeziehung, Gleichung (2.41), mit
(I)R . W
kp kK
als zusétzlicher Indikator fir die Gite einer Diskretisierung herangezogen werden, da
es sonst zu Phasenfehlern zwischen Wellen unterschiedlicher Wellenldnge kommen
kann.
Auch die Vernachldssigung einzelner Terme der vollen Newton-Approximation bei der
Linearisierung des nichtlinearen Problems, kann, wie in Metzner [33] beschrieben, bei
kleinen Machzahlen zu Fehlern in der Losung fiihren.
Zudem ergeben lokal nicht masseerhaltende Diskretisierungsverfahren beim voll ge-
koppelten System zeitabhangige Massequellen, die als akustisch effektive Monopol-
quellen wirken und akustische Storwellen erzeugen.

lterationsfehler

Hierunter versteht man den Abbruchfehler des numerischen Lésungsverfahrens.
Gegeben sei eine beliebige Diskretisierung fur die instationdren kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen, abgekirzt in der Schreibweise

M(t)qg + A(q,z)q = S(z,t) (2.55)

mit q(z,t) = (p,u,p)” und S(z,t) einer iber den Raum z € Q und der Zeit ¢ vorge-
gebenen Quellverteilung.

Gegeben sei weiterhin eine Iteration mit einer nicht ndher bestimmten Iterationsfunk-
tion ¥

qti+1 = \D(th S(x7 tl)? M(t1>7 A(qti7 x))

und der Anfangsldsung qo = q(z,0).

Die Losung q(z, t;) wird nur bis zu einem bestimmten Abbruchfehler genau bestimmt.
Die Iteration ¥ endet, falls die Euklidnorm des Defektes d(q(z,t;)) = (d,, du,d,)"
mit

M (ti)q(x, t:) + Alg(z, t:), 2)q(x, ;) — S(x, ) || = ld(g(z, )| < e (2.56)

kleiner als eine obere Schranke ¢ ist. Dabei wird erfahrungsgemal ¢ den Rundungs-
fehler de nicht unterschreiten.



2.8. Herausforderung an die Numerik 39

2.8.2 Fehler durch akustische Storwellen

Zeit- und raumabhangige Terme auf der rechten Seite der kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen, vgl. Gleichungen (2.36) und (2.48), konnen sowohl im linearen
als auch im nichtlinearen Falle akustische Wellen im Gebiet €2 generieren. Das nume-
rische Losungsverfahren kann zuséatzliche Quellterme auf der rechten Seite hervorru-
fen und somit storende akustische Wellen einbringen. Im Folgenden soll die GroRen-
ordnung der Druckamplitude einer durch Diskretisierungsfehler erzeugten Welle ab-
geschétzt werden.

ws(z,t)

(fl,t) (5+I\%T,t+7) Q *

Abbildung 2.5: Gebiet €2, mit nach rechts laufender Stérung.

Mit der auf eine Raumrichtung x= projizierten linearen Differentialgleichung (2.36) mit
7 =0,5, =0und S = 0 kann der EinfluB des Iterationsfehlers in Gleichung (2.56)
abgeschatzt werden.

ow ow
Zur Vereinfachung wird g = 0 gewabhlt, so daB sich fur A
0 O 0
A= |0 —% 0
0 0 i

ergibt. Um die Amplitude einer moglichen akustischen Storwelle abzuschéatzen, wird
dies beispielhaft fir A3 = A3z = % durchgefihrt:

Ows | a Ows
ot V7 Ox
mit den Anfangsbedingungen

= dp(.flf, t)?

ws(x,0) =g(x) Voe,t=0.

Die Funktion d,(x,t) sei dabei in der Zeit integrierbar. Ausgehend vom Punkt ¢ ist

die Losung entlang einer Charakteristik & + %T konstant und man kann die Ldsung

angeben mit w(7) = ws3(& + ET+ T) = const.
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Durch Einsetzen in Gleichung (2.57) erkennt man sofort, daR w(7) Ldsung des homo-
genen Systems ist.

Ow _ Ows O | OwgOr _ Owy , a Ouwy
or ot Or Oz or Ot /y Ox

Die Losung ws(&, t) 18Rt sich auf die Anfangsbedingungen mit 7 = —t zuriickfuhren
und man gewinnt als Lésung des homogenen Falles:

uwaw:g@—j%w

Als Gesamtlosung fir den inhomogenen Fall mit ‘g—f = dy(§ + %7’, t + 7) ergibt sich

ws(&,1) = g(€ = ~=t) + Grnho,

val
mit der inhomogenen Ldsung
0w

Grnno = w3(€,8) — g€ — ——t) = w(0) —w(—t) = | Z—dr.

VY _; OT

Zusammengefalt ergibt sich fur die Gesamtlosung w3 (&, t)

w3(€,t) = g(§ — ﬁt) - /0 d, (& + ﬁ(r — 1), 7)dr.

Die Storung durch den Abbruchfehler d, entlang der Charakteristik wird mit Hilfe
einer Schwingung mit der Kreisfrequenz w, der Wellenzahl k& und der Amplitude ¢
modelliert:

a a a
dy(§E+ —(7—1t),7) =¢-sin(wr + k(§ — —t + —71)).
o ﬁ( );7) ( ( )

V1oV

Durch Integration erhalt man die Losung:

/o e sin((w+ kﬁ)T + ¢)dr = EEys (cos(¢) — cos((w + kﬁ)t + ¢))

mit dem Phasenwinkel ¢ = k¢ — %t.
Zur Abschatzung der Amplitude

€
w+k

Pacou = a (258)
W

der akustischen Druckstérung werden fir die Kreisfrequenz w und die Wellenzahl &
der Storung weitere Annahmen getroffen. Da es sich bei dem Abbruchfehler d,, um

eine stochastische Grolie handelt, gibt es keine Korrelation zwischen Wellenzahl und
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Kreisfrequenz im Sinne einer Dispersionsbeziehung. Unter der Annahme eines weif3en
Rauschens, lassen sich die relevanten Frequenzen f abschatzen.

Intensitat

| |

T I

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| 1 Frequenz f
! a I 1
VAL At

Abbildung 2.6: WeiRes Rauschen im Frequenzbereich ﬁ und ﬁ

Es sind nur Stérungen mit He > 1 von Interesse, d.h. die kleinste Frequenz ist \/‘%L.

Die groitmaogliche Frequenz ergibt sich aus dem im numerischen Verfahren verwen-
deten Zeitschritt A¢. Somit gilt die Ungleichung:

1 a . VL
— > f> mit At <
At / VL a
bzw.
27 s 2ma
—_— w .
At VL

Mit &hnlichen Uberlegungen ergibt sich als Abschatzung fiir die Wellenzahl & = 27”
und der Gitterweite Ax:

27 21
—>k>—., mit A L.
AL >k > 7 T <

Durch Addition der beiden Ungleichungen kann der Nenner in Gleichung (2.58)

27 2ra a dra
>w+k—>

At T AAx V7 VAL

abgeschatzt werden. Mit den dimensionslosen Grofen
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_ Qpef -1
—prel o —k=

_ L
a =aa,.y At =At
Qref

v =z e=S<1
P

ergibt sich
27r+ 2ma N a >47rc_z
— - > W —_— > —.
At YAZ VYWY
Im Folgenden werden zur Vereinfachung der Notation die Striche iber den dimen-
sionslosen Variablen weggelassen.
Invertierung und Multiplikation mit ¢ < 1 ergibt

At ‘ il (2.59)

> >
2r(1+CFL) ~ wthk% ~ “4ma’

mit der dimensionslosen CFL-Zahl CFL = %. Mit At < ? kann Gleichung
(2.59) umgeschrieben werden

! ﬁ€> € > ﬁﬁ
(1+CFL)2ma =~ w+kjz " 4ma '

In dimensionsloser Form ist « von O(1) und man kann mit CFL < 1 folgende
Abschéatzung fur die Amplitude p,..., der Druckstérung angeben:

0.2¢ > ;k > 0.1e. (2.60)
w + ﬁ

Iterationsrauschen

Zu jedem lterationsschritt ¢; in der Zeit kann nach (2.56) Vx € Q ein d(z,t) =
(d,, dy,dy,)" bestimmt werden. Ist d, bzw. d,, tiber der diskreten Zeititeration fur jeden
Raumpunkt = € Q) nicht konstant, so entspricht

dp(a(@, 1)) — dplalz, t:)) bzw dp(a(z,tiy1)) — dp(a(z, t;))
tiv1 — t; ' tiv1 —t;
einem diskreten akustischen Monopol nach Gleichung (2.48) im Punkt x. Die Ampli-
tude der dadurch generierten akustischen Wellen kann mit (2.60) abgeschéatzt werden

0.2|d(q(z,t:))| > Pacou > 0.1|d(q(z,;))].

Bei entsprechend klein gewéhltem Abbruchfehler d(q(z,t;)) kann dieses Grundrau-
schen vernachléssigt werden.
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Akustische Wellen durch Anfangsbedingungen

Gegeben sei die Anfangsbedingung qo = q(z,0) Vz € Q flr das in Gleichung
(2.55) angegebene diskretisierte Gleichungssystem und der dazugehorigen Iterations-
vorschrift W. qq sei nicht exakte Losung des diskretisierten Gleichungssystems mit
einer daraus resultierenden Anfangsverteilung d(qq) # 0.

Nahert sich die Lésung q(x, t;) zum Zeitpunkt ¢; der exakten Losung q(z, ¢;) in jedem
Zeitschritt monoton néher an, so ergibt sich:

lim q(z,t;) — q(x,t;) = 0.

1— 00

Damit strebt auch der Defekt d(qo) gegen Null.

lim d(q(z,t;)) — 0.

Betrachtet man die Druckkomponente d,(q(z,t;)) des Defektes d, erhdlt man mit
w = 0 eine zusatzliche akustische Quellverteilung nach Gleichung (2.48). Die
Amplitude der akustischen Storwelle kann mit Gleichung (2.60) abgeschatzt werden.
Die Amplitude der Storwellen und damit das Verhaltnis ’]’j“’“ hangt von der Giite der
Anfangsbedingungen ab und kann sehr grol3 werden. Je nach Konfiguration kann die-
se Storung durch Reflektionen im Gebiet bleiben und so die Lésung bei zeitgenauen
Simulationen storen, bzw. das Erreichen eines stationdren Stromungszustandes hin-
auszogern.

Diskretisierungsrauschen

Wird zur Diskretisierung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ein lokal
nicht masseerhaltendes Verfahren eingesetzt, flhrt dies auf eine zuséatzliche Quellver-
teilung im Raum €. Die Quellverteilung ist in der Regel nicht steuerbar und 4Rt sich
nur schwer abschatzen.

2.8.3 Fehler durch Mehrskalenkopplung

Die unterste Schicht, oder der kleinste Fehleranteil an einer Variable, sollte der
Rundungsfehler de (d.h. die numerische Darstellungsgenauigkeit) sein. In der Praxis
wird man alle weiteren Fehleranteile so wéhlen, dal3 sie nur geringfligig groRer als der
Rundungsfehler sind.

Der Anteil des Diskretisierungsfehlers ist immer groRRer als der Rundungsfehler und
héngt in der Regel von der Diskretisierungsordnung ab. Um eine maoglichst kleine
Anzahl an Iterationen zum L6sen des Systems zu verwenden, wird man den Iterations-
fehler nicht kleiner als den Diskretisierungsfehler, oder besser als die bisherige Fehler-
ordnung, werden lassen. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2.7 in der Variable 1
schematisch dargestelit.
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Abbildung 2.7: Fehlerkaskade und Multiskalenkopplung.

In einem System mit Multiskalenkopplung jedoch werden die kleinen Fehleranteile
einer Variablen, zu grofRen Fehlern in einer gekoppelten Variable Gberfiihrt werden.
Obwohl die Darstellungsgenauigkeit zwar prinzipiell gegeben ist, kann sie fir die ge-
koppelte Variable 2 nicht erreicht werden, da die Fehleranteile anderer Variablen so
stark verstarkt und eingekoppelt werden.

Im speziellen Fall der Aeroakustik ist diese Multiskalenkopplung abhdngig von der
Machzahl M,.;. Je kleiner die Machzahl M,.;, desto groRer ist der Skalenunterschied
der gekoppelten GroRRen. Die mogliche Gesamtrechengenauigkeit nimmt also mit der
Machzahl ab. In Abbildung 2.8 ist das an Hand der stationdren Euler-Simulation einer
Kanalstromung mit Beule dargestellt. Bei kleiner werdender Machzahl 146t sich der
Defekt, oder das Residuum des algebraischen Gleichungssystems, nicht weiter als bis
zu einer bestimmten unteren Schranke verringern. Bei einer VergroRerung des Bildaus-
schnittes erkennt man, dal der Defekt um einen Grenzwert stochastisch hin und her
wandert. Man hat also die Fehlergrenze des Multiskalen-gekoppelten Rundungsfehlers
erreicht. Mal3gebend ist in diesem Fall die Kopplung mit Mfef zwischen Stromungs-
feld und Druckfeld nach Gleichung (2.50). Der Faktor Mfef l&it sich in der Abbildung
durch den Abstand der Kurven zueinander identifizieren. Dabei ist noch nichts tber
die tatséchliche Fehlergrdle einer Variable ausgesagt, die durchaus noch hoher liegen
kann.

Eine Verbesserung erhdlt man in diesem Fall nur durch die Verringerung des Run-
dungsfehlers de, also mit einer verbesserten Zahlendarstellungsgenauigkeit der ver-
wendeten Computerarchitektur. Im allgemeinen ist dies mit einer Erhdhung des
Speicherbedarfs verbunden.
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Abbildung 2.8: Beispiel fiir ein Multiskalen-gekoppeltes System.

2.9 Aeroakustische Verfahren

Die klassische Akustik beschaftigt sich mit der Ausbreitung von Druckstérungen in
einem ruhenden oder bewegten Fluid/Gas. Die Kopplung zwischen der klassischen
Akustik und der Stromungsmechanik gelang Lighthill [29], indem er die lineare Wel-
lengleichung mit Monopol-, Dipol- und Multipolquellen der klassischen Akustik tiber
den Lighthilltensor mit dem stromungsmechanischen Geschwindigkeitsfeld koppelte
(vgl. Gleichung (2.46)).

Die Kopplung zwischen Stromungsfeld und akustischen Wellen stellt die Herausfor-
derung in der Aeroakustik dar. Im Vergleich zu normalen CFD-Simulationen erge-
ben sich bei aeroakustischen Simulationen zuséatzliche Probleme, z.B. in Hardin [21],
Koltzsch [25], Lele [27] und Tam [54], die kurz zusammengefalit werden.

e Mehrskalenproblem / Mehrskalenkopplung:
Wie im vorherigen Abschnitt zur Lésung der kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen schon ausgefihrt, ist bei einer akustischen Welle der Schalldruck
uber die Impedanzbeziehung nach Gleichung (2.34)

. paﬁMref

pacou - acou

mit der Schallschnelle gekoppelt. Desweiteren ist die akustische Druckausbrei-
tung im Gebiet € der Stromungskonvektion Uberlagert, so daf die Eigenwerte
zusatzlich von u abhéangen
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a .
)\2’3 = Mrefu + ﬁ’ fir k = 1.

Dartiberhinaus ergibt sich bei kleinen Referenzmachzahlen (iber die Impedanz-
beziehung ein Mehrskalen-gekoppeltes System.

/\acou )\dyn
\ 1 /
a u
Abbildung 2.9: Wellenausbreitung bei unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindig-

keiten.

Wird eine Geschwindigkeitsfluktuation éu der Frequenz f auf dem Rand 42
oder als Quelle S(x,t) im Gebiet Q2 aufgepragt, so wird sie sowohl mit der Kon-
vektionsgeschwindigkeit « als auch mit der Schallgeschwindigkeit a durch das
Gebiet €2 transportiert. Die Amplitude der dazugehdrigen Druckwelle errechnet
sich aus der Impedanzbeziehung. Die Wellenlangen sind (ber die Beziehung

1
Aacow = ——— Adun 2.61
Mref dy ( )

miteinander verbunden, so daf} sich fir kleine Machzahlen auch ein Mehrska-
lenproblem in den gekoppelten Wellenldngen ergibt, siehe Abbildung 2.9.

e Nichtlinearitét:
Die lokale Schallgeschwindigkeit a ist eine Funktion vom lokalen Druck p.
Bei groRen akustischen Eulerzahlen kommt es zu einem Aufsteilen der akusti-
schen Welle, d.h. der Wellenkamm wird mit einer hdheren Schallgeschwindig-
keit durch das Gebiet transportiert als die Wellenbasis. Nichtlineare akustische
Quellterme nach Gleichung (2.27) und (2.35) beeinflussen das akustische Schall-
feld direkt.

e Zeitgenaue Simulationen:
Die Genauigkeit der verwendeten Diskretisierung bestimmt den Dispersions-
und Dissipationsfehler akustischer Wellen im Gebiet €.
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o Reflektionsarme/-freie Randbedingungen:
Bei der Vorgabe von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen kommt es an
den entsprechenden Réandern 62 zu Reflektionen der akustischen Wellen, die die
Simulationsergebnisse beeintrachtigen konnen und durch entsprechende MaR-
nahmen verhindert werden missen.

In der Literatur, z.B. Lele [27] und Kdltzsch [26], unterscheidet man zwischen direkten
Verfahren und Hybrid-Verfahren.

Bei den Hybrid-Methoden wird zwischen der Berechnung des akustischen Quellfeldes
und der akustischen Schallausbreitung unterschieden. Die akustische Quellverteilung
basiert auf dem zuvor berechneten Stromungsfeld (CFD - Computational Fluid Dy-
namics). Auf Basis der akustischen Quellverteilung kann in einem zweiten Schritt die
akustische Schallausbreitung (CAA - Computational Aeroacoustic ) berechnet werden.
Je nach Art der zugrunde liegenden Methodik, gehen dabei Kopplungen und nichtli-
neare Einfllsse verloren.

Mit Hilfe direkter Verfahren werden die nichtlinearen kompressiblen Navier-Stokes
oder die nichtlinearen kompressiblen Euler-Gleichungen auf dem gesamten Gebiet 2
geldst. Das akustische Druckfeld und das Stromungsfeld sind voll gekoppelt. Einer-
seits beeinfluRt das akustische Druckfeld das Stromungsfeld und andererseits wird
Schallausbreitung im Raum durch das Stromungsfeld gestreut. Eine Aufteilung in
CFD (Stromungsberechnung) und CAA (akustische Schallausbreitung) Berechnung,
wie bei den hybriden Verfahren tblich, ist dabei nicht notwendig.

2.9.1 Hybrid-Verfahren

Die CFD und CAA Berechnung kann auf dem selben Gebiet 2 mit der gleichen Tri-
angulierung durchgefuihrt werden. In den meisten Féllen wird jedoch das Gebiet €2 in
n Teilgebiete 2y, Qo, ..., Q,, zerlegt, mit [ J, 2; = €.

Auf den £ Teilgebieten €2; wird das Stromungsfeld berechnet, auf den n — & restlichen
Gebieten kommen Verfahren zur Bestimmung des akustischen Druckfeldes zum Ein-
satz. In Abbildung 2.10 ist eine mdgliche Anordnung fiir n = 2 gezeigt. Auf dem Teil-
gebiet €2, wird das Stromungsfeld berechnet, wahrend auf 2, die akustische Schall-
ausbreitung unter Beriicksichtigung der Losung auf €2, bestimmt wird.

Bei Verfahren mit (), ; = 0 erfolgt die Kopplung, indem die akustischen Quellterme
als Randbedingung am Rand §€2, auf Grundlage der Stromungsberechnung in €2, fest-
gelegt werden. Ist hingegen (), €2, = Q +# 0, so kénnen die akustischen Quellterme
auf dem Teilgebiet Q) berechnet werden.

Aufgrund der Multiskalenkopplung nach Gleichung (2.61) kann man die Gitterweite
h auf dem Teilgebiet €2, meist groRer wahlen als auf ©2;, um auf diese Weise den
numerischen Berechnungsaufwand zu reduzieren.
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Abbildung 2.10: Hybrid-Verfahren und direktes Verfahren mit adaptiven unstruktu-
rierten Gitter.

CFD-Schritt

Bei einfachen Geometrien und Stromungssituationen kann eine analytische Losung fur
das Stromungsfeld gefunden werden, wie z.B. bei Hardin et al. [21] und Fortenbach et
al. [16] fur den Fall zweier gegenldufig rotierender Wirbel.

Spielen bei der Stromung Dichteunterschiede keine Rolle, wird man auf inkompres-
sible Verfahren zuriickgreifen. So benutzen z.B. Hardin et al. [21] und Shen et al. [49]
eine inkompressible Stromungsldsung als Basis fur die spatere akustische Simulation.
Inkompressible RANS-Simulationen bilden die Grundlage fiir die akustischen Unter-
suchungen von Dahl [9] und Ostertag [39],[38].

Wird das Stromungsfeld durch Dichteunterschiede beeinflut, die ihrerseits aber fir
das akustische Druckfeld von untergeordnetem Interesse sind, kann man auf kompres-
sible numerische Verfahren zurtickgreifen, bei denen die Akustik auf unterschiedli-
che Art und Weise vernachlassigt wird. So kann z.B. mittels Vorkonditionierung des
diskretisierten Differentialgleichungssystems, z.B. in Turkel [60], die Kopplung zwi-
schen akustischem Druck und Schallschnelle nach Gleichung (2.49) im kompressiblen
Verfahren eliminiert und auf den dynamischen Druck Ubertragen werden. Das Ver-
fahren ist dann allerdings nicht mehr zeitgenau. Guillard [18] vernachléssigt durch
entsprechende Vorkonditionierung den storenden EinfluR der akustischen Druckfluk-
tuation paeon = M.rp fir kleine Machzahlen.

Bei kleinen Machzahlen und kleinen Helmholtzzahlen kann nach Klaidermann und
Maijda [22], [23] und Gleichung (2.52) das akustische Druckfeld vom stromungsme-
chanischen Geschwindigkeitsfeld entkoppelt werden. In der Impulsgleichung wird al-
so nur der dynamische Druckanteil beriicksichtigt. Der Gesamtdruck hdngt von der
akustischen und thermodynamischen Erhdhung des auf dem Gebiet €2 konstanten Hin-
tergrunddruckes ab. Anwendungen hierzu sind z.B. bei nicht akustischen Anwendun-
gen unter Paxion [40] und Braack [5] zu finden.

Eine Sonderstellung nimmt das MPV-Verfahren nach Klein und Munz [37] und Glei-



2.9. Aeroakustische Verfahren 49

chungen (2.53), (2.54) ein, das die langwellige Akustik im Stromungsfeld bertick-
sichtigt. Die relevanten akustischen Moden werden hierbei als Quellterme fiir das
Stromungsfeld modelliert, wie z.B. bei Metzner [33].

Kompressible LES-Simulationen werden bei Ewert [11], [12] bzw. bei Bailly [3] zur
Bestimmung der akustischen Quellverteilung angewendet, ebenso bei Viswanathan
[61] und Schwartzkopff [47].

Basierend auf einer durch das Stromungsfeld gegebenen akustischen Quellverteilung,
wird die akustische Schallausbreitung im Gebiet €2, berechnet. Die Schwierigkeit be-
steht darin, aus dem Stromungsfeld in geeigneter Weise eine akustische Quellenvertei-
lung zu generieren.

CAA - Schritt

Die Schallausbreitung im Gebiet €2, kann bei Vorliegen der Quellverteilung

1. direkt iber eine Kirchhoff-Flache
2. Uber eine inhomogene Wellengleichung mit Quelltermen
3. uber nichtlineare/lineare Euler-Gleichungen (nLEE/LEE)

4. Uber Storungsgleichungen

berechnet werden.

Hardin und Pope [21] flhrten einen Storungsansatz fir die primitiven Variablen der
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ein. Daraus ergeben sich nichtlineare
Euler-Gleichungen, die die Wellenausbreitung auf dem Gebiet 2, beschreiben. Das
Verfahren wurde von Shen et al. in [49] und [50] weiterentwickelt. Die Berechnungen
von Dahl et al. [9] basieren auf dem Stérungsansatz von Hardin und Pope [21]. Dabei
ist das akustische Berechnungsgebiet 2, C ;. Schwartzkopff [47] benutzt zwei Ge-
biete zur Berechnung des akustischen Fernfeldes, indem er auf dem ersten Gebiet €2,
die linearen Euler-Gleichungen I6st, wahrend er auf dem zweiten akustischen Gebiet
(23 eine Wellengleichung zur Ldsung heranzieht.

Bailly et al. [3] linearisieren die Euler-Gleichungen (LEE) tber die zeitgemittelte
Stromungslosung. Zuséatzlich werden noch Quellterme zur Stabilisierung der aku-
stischen Fernfeldldsung eingebracht.

Ewert et al. [12] berechnen das akustische Fernfeld mit akustischen Storgleichungen.
Die Quellterme werden bei dieser Methode unter anderem mit Hilfe der Wirbelstérke
des Stromungsfeldes berechnet.

Eine weitere Moglichkeit ist die Bestimmung des akustischen Fernfeldes tber ein
Kirchhoff-Helmholtz-Integral, wie es zusammenfassend in Koltzsch [25] beschrie-
ben ist. Ebenso kann das akustische Druckfeld mit Hilfe einer inhomogenen Wel-
lengleichung bestimmt werden. Die akustischen Quellterme werden (ber eine aku-
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stische Analogie aus der Stromung modelliert. So konnen mit Hilfe des Lighthillten-
sors, siehe [29], [30] und Gleichung (2.47), die akustisch relevanten Quellterme aus der
Stromungsldsung berechnet werden. Die Wellengleichung kann dann auf dem Gebiet
2, analytisch oder numerisch z.B. mit einem Randelementverfahren geldst werden.

Auf Basis analytischer Losungen kann man unter weiteren Annahmen die turbulenten
Stromungsfluktuationen in die Modellierung der Fernfeldakustik mit einfliel3en lassen.
In Ostertag et al. [39], [38] kann so das Frequenzspektrum aus einer RANS gemittelten
Stromung bestimmt werden.

Der Vorteil eines Hybrid-Verfahrens im Vergleich zum direkten Verfahren besteht in
dem geringeren numerischen Aufwand. Dies wird durch den Verlust der Koppelterme
und in den meisten Fallen mit dem Verlust an Nichtlinearitét erkauft.

Desweiteren stellt generell bei Hybrid-Verfahren der Transfer der Gitterlosungen vom
stromungsmechanischen Berechnungsgitter zum akustischen Gitter ein mogliche Feh-
lerquelle dar.

Ebenso kdnnen durch die Interpolation der Ldsung auf den Rand 6€2,, oder in das
Teilgebiet ©2; N Q5 Fehlerterme entstehen, die selbst wiederum akustische Storwellen
generieren oder verstarken.

AbschlielRend sind in Tabelle 2.2 mdgliche CFD/CAA Kombinationen zusammenge-
faft.

Verfahren 0 Qs Kopplung

Direktes Verfahren | kompressible Strémungsgleichungen | volle Kopplung

kompressibel nichtlineare/
Q < )y lineare Eulergl.
schwach Kirchhoff-Flache

Bunyoejulalsn

Hybrid-Verfahren teilentkoppelt

kompressibel
Storungsgl.

inhomogene

Inkompressibel Wellengleichung

Tabelle 2.2: Tabelle moglicher CFD/CAA Kombinationen.
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2.9.2 Direkte Verfahren

Im Gegensatz zu den Hybrid-Verfahren werden bei den voll kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen das akustische Feld und das Stromungsfeld gekoppelt auf dem
Gebiet €2 geldst.

Da die Auflosungsgenauigkeit bei komplexen Problemen hohe Anforderungen an die
Rechenleistung und den Speicherbedarf stellt, ist die direkte Simulation meist auf ein-
fache Testfalle und Problemstellungen beschrankt.

Dennoch kann durch parallele Rechentechniken und die Anwendung effizienter
numerischer Methoden die Komplexitét der Problemstellungen gesteigert werden. Der
Einsatz paralleler Rechnerarchitekturen macht eine ProblemgroRe mit mehr als 10°
Unbekannten mdoglich. Durch implizite Zeitschrittmethoden im Zusammenspiel mit
effizienten Gleichungsldsern lassen sich auch bei steifen Systemen grofere Zeitschrit-
te realisieren. Zusétzlich 18Rt sich durch den Einsatz unstrukturierter Gitter mit lokaler
Gitterverfeinerung, siehe Abbildung 2.10, der Speicherbedarf ohne Verlust an Rechen-
genauigkeit nochmals um den Faktor 102 — 10? senken.

In der vorliegenden Arbeit soll ein voll gekoppeltes Verfahren auf der Grundlage ei-
ner direkten Simulation (zunéchst noch ohne Turbulenzeinfliisse) vorgestellt werden.
Durch Vernachléssigung der viskosen Terme, 18Rt sich in den spateren Simulationen
zur Validierung der Diskretisierungsgtte sehr viel einfacher die numerische Diffusion
erkennen. Es liegt eine knotenzentrierte Finite-Volumen-Diskretisierung zugrunde, die
im néchsten Kapitel vorgestellt wird. Hierbei kommen unstrukturierte Gitter zum Ein-
satz, so daB bei kleinen Machzahlen die Gitterweite im akustischen Fernfeld ver-
grobert werden kann. Mit Hilfe einer impliziten Zeitschrittdiskretisierung wird die
Einschréankung durch die CFL-Bedingung aufgehoben.

Zusammenfassung

Abschlielend seien die wichtigsten Punkte und Erkenntnisse des Kapitels nochmals
zusammengefalit.

Anhand der Lésungen des Differentialgleichungssystem konnte herausgearbeitet wer-
den, dai’ fur kleine Machzahlen ein Multiskalen-gekoppeltes System entsteht, indem
kleine Skalen einer Variablen mit Skalen groRerer Ordnung einer anderen Variablen
koppeln. Verantwortlich hierfir ist z.B. die Machzahl-abhangige Impedanz einer Wel-
le. Daraus ergeben sich zusatzliche Anforderungen an die Numerik und den Umgang
mit numerischen Fehleranteilen in der Lésung. Mogliche Fehlerquellen wurden auf-
gezeigt und diskutiert. Zusammen mit der schlechte Kondition des System fir kleine
Machzahlen beeinfluf3t dies die Auswahl und Konfiguration des spateren numerischen
Losungsverfahrens.

Die Notwendigkeit, Wellen in der Ldsung ohne grolRen numerischen Dispersions- und
Dissipationsfehler darstellen zu konnen, erfordert eine entsprechendes Diskretisie-
rungsverfahrens bzw. entsprechend kleine Zeitschritt- und Gitterweiten. Hierauf wird
im néchsten Kapitel genauer eingegangen.
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Die Ordnung und die Gute der Diskretisierung entscheiden daruiber, wieviele Punkte
pro Wellenlange )\, bzw. wieviele Zeitschritte pro Periodendauer 7" benotigt wer-
den, damit die numerischen Dispersions- und Dampfungsfehler moglichst klein ge-
halten werden konnen. Die in diesem Kapitel vorgestellten Diskretisierungsverfah-
ren in der Zeit und das Diskretisierungsverfahren im Raum werden im Hinblick auf
ihre Dispersions- und Dampfungsfehler untersucht. Die raumliche Diskretisierung soll
auf unstrukturierten Gittern verwendbar sein, so daR ein Finite-Volumen-Verfahren
fur knotenzentrierte Gitter verwendet wird. Dabei werden die Zeit- und Raumablei-
tungen eines gegebenen Differentialgleichungssystems getrennt voneinander approxi-
miert. Beschrankt man sich auf Systeme mit Zeitableitungen erster Ordnung kann es
in folgender Form ausgedriickt werden

OM (z,t)
ot

mit dem Massenoperator M und dem Steifigkeitsoperator A des Differentialglei-
chungssystems. Die rechte Seite wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit in den
folgenden Betrachtungen vernachldssigt b = 0.
Die Diskretisierungen in Zeit und Raum werden zundchst unabhdngig voneinander
vorgestellt und beziiglich des Dispersions- und Dampfungsfehlers analysiert.
An kiinstlich eingefiihrten Rander muf? mit Hilfe entsprechender Randbedingungen die
Reflektion akustischer Wellen verhindert werden. Der verwendete Ansatz basiert auf
der Methode von Poinsot und Lele [41] und wird auf das implizite Verfahren angepalt.

+ A(z,t) = b, (3.1)

3.1 Diskretisierung in der Zeit

Im Folgenden werden Diskretisierungsverfahren zweiter Ordnung in der Zeit vorge-
stellt und ihre Approximationsgite im Hinblick auf Dispersions- und Dampfungsfeh-
ler untersucht, siehe den Abschnitt Gber den Diskretisierungsfehler auf Seite 37.

3.1.1 BDF2-Verfahren

Die Zeitableitung BMT(;E” wird durch einen Differenzenausdruck ersetzt. Hierbei wer-
den k Stltzpunkte an &lteren Zeitpunkten benutzt, um die Diskretisierungsordnung
k — 1 zu erreichen. Daher auch der Name Backward Difference Formulas (BDF).

Gegeben seien k£ bekannte Funktionswerte f(z,t¢;) an den Stitzstellen ¢;. Die Zeit-
punkte ¢; seien aufsteigend geordnet, so daB t; < ts...... < ti. Der Funktionswert
f am Punkt = zu einem Zeitpunkt ¢ kann nun mit Hilfe einer Lagrange Interpolation

angenahert werden:

52
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k

Hj:l,j;éi(t T tj)
k

Hj:l,j;éi(ti - tj)

Die Ableitung nach der Zeit zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich zu

k
fl )~ flet) mit j £ 1.

Of(x,1) < L | N ()
o A flat) > Bl .

k
i=1 m=1,m#i szl,j;ﬁi(ti - tj)
Man erhdlt am aktuellen Zeitpunkt ¢ = ¢, somit

k
%t’tk) - ;f(x7ti)ai(tk) mit

SN ) (te — tn)
az(tk> _ Z n=1,n#m,n#i ‘

k
m=1,m#i Hj:l,j;éi(ti - tj)

Bei dquidistanten Stiitzstellen (¢; — ¢;) = At lassen sich die Koeffizienten a;(t;) wie
folgt bestimmen

1 k- 1)! .
alte) = (VTG i)Ek —i))!(z' Ty Ak
L 1
al(tk):A_tmzl(k—m) fir i = k.

Die Koeffizienten flr unterschiedliche Ordnungen & sind in der Tabelle 3.1.1 angege-
ben.

| Ordnung [k |ai-At [ ay- At | az- At |
1. Ordnung | 2 -1 1
2. Ordnung | 3 -2 2

N [+

Tabelle 3.1: Koeffizienten fur verschiedene Ordnungen einer BDF Zeitdiskretisie-
rung.

Als Verfahren erster Ordnung erhélt man das bekannte implizite Euler-Verfahren

W ~ A% (f(w,tn) = fl2:tia))

und in der Schreibweise als Gesamtverfahren mit Gleichung (3.1)

M(ZL’, tk) - M(ZL‘,tk_l) + AtA(ZE, tk) =0.
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Fur ein BDF-Verfahren zweiter Ordnung wird die Zeitableitung angenéhert durch

W S (;f(:c,tk) —2f(x,ty 1) + %f(sv,tm)

und es ergibt sich das in der Zeit von 2. Ordnung diskretisierte System

1
gM([E, tk) - 2M([E, tk—l) + §M(l’, tk_g) + AtA(ZL‘, tk) =0. (32)

3.1.2 Runge-Kutta-Verfahren

Im Gegensatz zu den BDF-Verfahren, bei dem die Zeitableitung ber eine Differenz
von Funktionswerten an &lteren Zeitpunkten angegeben wurde, kann das Differential-
gleichungssystem auch tiber den Zeitschritt integriert werden. Die numerische Integra-
tion fihrt man unter Verwendung einer Quadraturformel mit & Stdtzstellen durch

t+At t+At
/ wdH/ Az, t)dt = 0.
t at t

Die Integration auf Basis der Quadraturformel fiir den gesamten Zeitschritt liefert

k
i=1
mit

als Aufpunkte fur die Quadraturformel mit den Wichtungen 3;.

Die Werte an den k£ — 1 Stitzstellen kann man sinngemal} bestimmen. Im Sinne des
geringsten Aufwandes nach Stoer [52] wird man bevorzugt auf die gleichen Aufpunkte
zuriickgreifen.

Entsprechend IRt sich fir den Punkt j, j < k formulieren

j
M(z,t;) — M(z,to) + At aj;A(z,t;) = 0.
=1
Zur Bestimmung der einzelnen Koeffizienten 3;, ¢; und a;; mufl im allgemeinen ein
algebraisches System geldst werden mit der Nebenbedingung, ein mdglichst stabiles
Verfahren von hoher Approximationsgiite zu bekommen.
Die auf diese Weise bestimmten Koeffizienten werden in einem Matrixschema notiert.

C1 | Qi1 -+ A1k

(3.3)

Cp | Qg1 -+ Qkk

‘51 o Dk
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Die klassischen Runge-Kutta-Verfahren sind explizite Verfahren, d.h. die Bestimmung
des k-ten Zwischenwertes erfolgt mit Hilfe schon bereits berechneter Werte. Das Ma-
trixschema in Gleichung (3.3) hat fir ein explizites Verfahren die Form einer strikten
unteren Dreiecksmatrix.

Beispielhaft ist in Gleichung (3.4) das Schema eines expliziten Runge-Kutta-
Verfahrens 4. Ordnung angegeben.

(3.4)

=N I= O

olH O OoON~ O
wiH Ok O O

wH = O O O
oH O O O O

Bei impliziten Verfahren kann das Matrixschema in (3.3) voll besetzt sein, so dal} k
nichtlineare, gekoppelte Gleichungen pro Zeitschritt zu I6sen sind.

Bei der Klasse der semi-impliziten Verfahren bildet das Matrixschema eine unte-
re Dreiecksmatrix, so daf} lediglich nacheinander & unabhédngige nichtlineare Glei-
chungssysteme zu 16sen sind.

Bei linearen Problemen kann der Rechenaufwand reduziert werden, indem die Dia-
gonaleintrage des Matrixschemas gleich gewahlt werden. In der Literatur wird diese
Klasse als Diagonal Implizite Runge-Kutta-Verfahren (DIRK) bezeichnet.

Bei dem vorgestellten Diagonal Impliziten Verfahren zweiter Ordnung nach Alexander
[1] sind die beiden letzten Zeilen des Schemas identisch und man erhélt folgendes
Matrixschema.

‘1—@ o
und ist mit
1

von 2.0rdnung und S-stabil, siehe Alexander [1] bzw. Prothero [43].
Dabei werden zwei Gleichungssysteme pro Zeitschritt gelost:

M(z,ty) — M(z,t)) + aAtA(z,t) =0 (3.5)
M(z,t+ At) — M(x,tg) + aAtA(x,t+ At)+ (1 — a)AtA(z,t;) = 0.
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Das Verfahren setzt sich aus zwei Einschritt-©-Verfahren nach Glowinski et al. [45]
zusammen, wobei die Zeitschrittweite des ersten Schrittes aAt, die des zweiten
Einschritt-©-Verfahrens (1 — «) At betragt.

Das Fractional-Step-Verfahren wird in drei Einschritt-©-Methoden unterteilt, siehe
Turek [59]. Entsprechend gliedern sich die Teilzeitschritte des Verfahrens in aAt,
(1 — 2a)At und aAt. Das Matrixschema dieses Verfahrens ist in Gleichung (3.6)
angegeben.

0 0 0 0 0
« 1—3a 4a-—1 0 0
l—a|l=-3a 1-2a 4a-—1 0 (3.6)

1 1—-3a 1-—-2«a o 4o — 1
1—-3a 1-—2« o 4o — 1

Dieses Verfahren ist nach Miller-Urbanik [36] fur o = 1 — %\/5 stabil und von
2. Ordnung.

Unabhéngig vom verwendeten Zeitschrittverfahren kann also zusammengefal3t wer-
den, dal3 zu jedem Zeitpunkt ¢,, folgendes System zu l6sen ist:

F(x,t,) = smM(x,t,) + saA(z,t,) = R(z,th_1, ..., to). (3.7)

Die Parameter s,, und s, sind abhdangig vom jeweils verwendeten Zeitschrittverfahren
und kdnnen dem Matrixschema entnommen werden. Ebensolches gilt fur die rechte
Seite R, die je nach Ordnung und Art des Verfahrens von mehreren Ldsungen an alten
Zeitpunkten abhangen kann mit

Rz, tn1,to) = Y simiM (@, tni) + Y S A, tns).
=1

i=1

3.2 Genauigkeit der Zeitschrittverfahren

Im Folgenden soll die Giite der vorgestellten impliziten Zeitdiskretisierungen im Hin-
blick auf deren Dispersions- und Dampfungsfehler untersucht werden. Entsprechend
dem zu erwartendem Wellencharakter der spéteren Losungen wird die Fehleranalyse
analog dem Verfahren von Tam und Webb [56] vorgegangen.

Hierzu wird das Differentialgleichungssystem einer Laplace-Transformation unterzo-
gen. Durch den Vergleich der diskreten Kreisfrequenz & mit der Kreisfrequenz w der
spateren Losung konnen Aussagen (ber die Giite des Verfahrens getroffen werden.
Zur Beschreibung einer instationdren Welle mit der Amplitude f wird hier beispielhaft
die lineare Differentialgleichung mit der diskreten Kreisfrequenz &
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%ﬁf) +iof(t)=0 mit f(0)=1, ©€C,Re(@)>0 (3:8)

verwendet. Zur weiteren Vereinfachung der Betrachtung wird & € R* angenommen.
—iwt >
Die Funktion f(t) = { ¢ O’i - 8 ist Losung der obigen Differentialgleichung.

Mit Hilfe der Laplace-Transformation

Fliw) = (@) = [ e inw e

in den Frequenzraum 7w kann die Giite des verwendeten Zeitverfahrens abgeschatzt
werden mit der der diskrete Eigenwert i approximiert wird.
Fur eine ungedampfte periodische Funktion erhalt man tiber den Verschiebungssatz

LIf(t — jAL)) = f(iw)eTAt = f(iw)eUwAtEn2m 5 c R ne 77T,

so daR fur die folgenden Betrachtungen n = 0 und |jwAt| < 27 verlangt wird. Die
Laplacetransformierte

f(iw):m

existiert und ist von Null verschieden.
Unter Verwendung der vorgegebenen Differentialgleichung (3.8) und dem Additions-
satz ergibt sich

#0 flrRe(w) > -

20~ ez = —ioeire)

Die Riicktransformation in den Zeitbereich lautet

1 etiee iwt 77 .
sl = [ e Fiwdtio).
Wendet man die Laplace-Transformation auf das diskretisierte System an, erhdlt man
eine Beziehung zwischen den diskreten Werten i und den Frequenzen der nume-
rischen Losung ‘w. Tam und Webb haben in [56] dieses Verfahren zur Analyse ei-
nes kompakten expliziten Mehrschrittverfahrens verwendet. Die Vorgehensweise wird
hier zur Analyse von impliziten Runge-Kutta-Verfahren und expliziten Préadiktor-
Korrektor-Verfahren erweitert. Die Eindeutigkeit der Zuordnung w(@) ist nicht immer
gewahrleistet und wird fir die vorgestellten Verfahren untersucht.

BDF2-Verfahren

Setzt man die Zeitdiskretisierung des BDF2-Verfahrens zweiter Ordnung nach Glei-
chung (3.2), in der Form
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2
oy A9 ()
7=0
in die lineare Differentialgleichung (3.8) ein, erhdlt man durch Laplace-

Transformation

Fliw) Z a;e At = —iBALf(iw),  fliw) #0 (3.9)
=0

Setzt man die Koeffizienten fur das BDF2-Verfahren ein, mul die Gleichung

@(g _ geiwat | %e%w% _GAf mit wAfeC,0AtER
geldst werden, um die Zuordnung w(@) zu erhalten. Es werden Ldsungen iwAt €
C gesucht, die die Gleichung (3.9) fiir reelle diskrete Eigenwerte iwAt der linearen
Differentialgleichung erfllen.
Mit
wAt=r—i-d, ,deR und g=e?, geR"

ergibt sich die charakteristische Gleichung

z(g — 2ge"" + %g%%"') = WAL (3.10)
Einsetzen von ¢ = cos(r) + i - sin(r) ergibt
2gsin(r) — %gQSin(Qr) —l—i(g — 2gcos(r) + %QQCOS(QT» = WAL. (3.11)
T mom o0 ”

Die Forderung Im(wAt) = 0 liefert

2cos(r 2cos(r 3cos(2r
g = 20050 <>\/1 (2r)

cos(2r) — cos(2r)\| T (2cos(r))?
und ergibt die Fallunterscheidung:

s T
[} —Z<T<Z

Esgilt 0 < (2222%3?))2 < 1 und damit gibt es zwei reelle positive Ldsungen g, o,

mit lim, .z g1 =00 und lim, .z g2 =0

o T r< 3!
g1 < 0und g5 einzige reelle und positive Losung.

o S <r< ?jf:
g1 einzige reelle und positive Losung und g, < 0.



3.2. Genauigkeit der Zeitschrittverfahren 59

Mit vorgegebenen Tupeln (r,d) = (Re(wAt), Im(wAt)) wird Re(wAt) mit Glei-
chung (3.11) bestimmt und in Abbildung 3.1 aufgetragen. Im Anhang A sind die ent-
sprechenden Zahlenwerte zusétzlich in einer Tabelle zusammengefalt.

5 . | | |
+ Re(wAt, g1)

4+ x Im(wAt, g1) |

——  Re(wAt,g92)

......... Im(wAt, g2)
| i
| i
++++++++++++++ + o+
1rF Mt |
------ ><><><><><><><><><><><><><>< X X

0 JH‘HH‘H##JF ___________________________________
1 | I |
WAt

Abbildung 3.1: Abhédngigkeit der wAt von WAt fiir das BDF-Verfahren 2. Ordnung.
Damit kein Dampfungsfehler in die Losung eingetragen wird, sollte
der Im(wAt) Null sein. Ein positiver Wert bedeutet Dampfung der
Wellenamplitude, wahrend ein negativer Wert Anfachung bedeutet.
Ist der Re(wAt) = WAt dann wird kein numerischer Dispersionsfeh-
ler eingetragen.

Fir Werte ©At € R™ ist die Funktion w(@) eindeutig, wahrend fir At € R~ zwei
Ldsungsaste existieren. Somit ist beim impliziten BDF-Verfahren zweiter Ordnung die
Gefahr unphysikalischer Losungen auf den Bereich WAt € R~ beschrankt, der in der
Regel nicht von Bedeutung ist.

Im Bereich |WA¢| > 0.5 werden grofRere Dampfungs- und Dispersionsfehler in die
Losung eingetragen. Beschrénkt man sich auf Zeitschrittweiten At < 0@—5 = % mit
T der Periodendauer der Schwingung, kann der Dampfungsfehler pro Zeitschritt auf
etwa 0.1% beschrankt werden. Das bedeutet, daR eine Periode der Schwingung mit
mindestens 13 Zeitpunkten aufgeldst werden muR3. Will man auch den Phasen- oder
Dispersionsfehler auf 0.1% pro Zeitschritt verringern, muf} der Zeitschritt auf WAt <
0.2 erniedrigt werden. Dies macht eine Auflésung von mindestens 32 Punkten pro

Periodendauer T erforderlich.

Bemerkung. Damit eine Schwingung Uberhaupt in einer Zeitreihe absoluter Werte
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dargestellt werden kann und in einer spateren Auswertung der Daten nicht verloren
geht, sind mindestens 5 Aufpunkte erforderlich. Es macht demnach keinen Sinn den
Zeitschritt WAt groBer als 7 zu wahlen, wenn man die entsprechende Frequenz in der
Zeitreihe erhalten will,

Tam und Webb [56] erhdhen die Diskretisierungsgute, indem sie die Diskretisierungs-
ordnung erniedrigen und mit dem dadurch freien Parameter die Kurve w(&w) optimie-
ren. Die Kurve der Dispersionsgenauigkeit hat dann zwei Schnittpunkte mit der Dia-
gonalen.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Anders als beim BDF-Verfahren liegen in einem Runge-Kutta-Verfahren die Zwi-
schenwerte an den Zeitpunkten noch nicht vor, sondern werden erst wahrend des Zeit-
schrittes nach und nach geldst. Es reicht hier nicht aus eine Analyse des Gesamtver-
fahrens durchzufiihren, da die Zwischenwerte nicht exakt, sondern selbst wiederum
nur approximierte GréRRen sind. Gerade unter Berlicksichtigung nichtlinearer Effekte,
kann dies groRRen Einflul auf die Glite der Ldsung haben. Man ist also gezwungen, die
einzelnen Einschritt-©-Schritte in einem Runge-Kutta-Verfahren getrennt zu untersu-
chen. Die Eigenschaft des Gesamtverfahrens erhalt man anschliefend durch Addition
der einzelnen Schritte.

DIRK-Verfahren

Das diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren wird in zwei Einschritt-©-Verfahren
aufgeteilt. Zunéchst wird ein implizites Euler-Verfahren iber den Teilzeitschritt
aAt durchgefiihrt, gefolgt von einem Einschritt-©-Verfahren fiir den noch offenen
(1 — ) At Zeitschritt. Aus Gleichung (3.6) erhalt man:
of(t
f(t) — f(t — aAt) = aAt%
fur den impliziten Euleranteil und

f) = ft—(1—a)At) = At (aag_iﬂ . 2a)6‘f(t - (51975_ a)At)>

fur den Einschritt-© Anteil. Analog zur Analyse des BDF-Verfahrens wird die
Laplace-Transformation fiir beide Verfahren getrennt durchgefiihrt. Es ergibt sich nach
der Laplace-Transformation fir den

Euler-Schritt: oAt =i (1 — e*™27).

Zwar wird in jedem Teilzeitschritt ein lineare System geldst, doch kdnnen die Eigen-
werte i(t) des Ubergeordneten nichtlinearen Problems von Zeitschritt zu Zeitschritt
variieren. Das Verhdltnis von i am Zwischenschritt ¢ + «At zum Anfangswert i@ (t)
wird mit dem Koeffizienten b; ausgedriickt, so dal sich fir den
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i (1 _ e(l—a)iwAt)

©-Schritt: b, WAL = :
1w o+ (1 _ 2@)€(l—a)zwAt

ergibt, mit

i0(t + aAt)
bl = T =/~
iw(t)

Die Vereinfachung der Schreibweise mit wAt =r —i-d, r,d c Rundg =¢?, ¢¢
R ergibt sinngemaR fiir den

Euler-Schritt:  a@At =i (1 — g%e™")
und den

i (1 _ gl—aei(l—a)r)

©-Schritt: b, WAL = . .
e a+ (1 —2a)gt-aeill-a)r

Die detaillierte Analyse der beiden Schritte ist aus Griinden der Lesbarkeit und An-
schaulichkeit im Anhang A gezeigt. Dort wird die eindeutige Zuordnung w() fir
a=1-— */75 fur den Bereich —m < r < 7 gezeigt, so daB beim DIRK-Verfahren zwei-
ter Ordnung mit —7 < WAt < 7 mit keinen unphysikalischen Lésungen zu rechnen.
Die Zuordnung wAt(wAt) fir den linearen Fall mit b; = 1.0 beider Einschritt-©-
Verfahren und des Gesamtverfahrens sind in der Abbildung 3.2 aufgetragen.

Die Giite des Gesamtverfahrens ergibt sich als gewichtete Summe aus den Teilschritten

(1-a)
b

1

Re(wAt) Gesamt = @ - Re(WAL) pyier + Re(wAt)eg

bzw.

Im(wA) Gesamt = - IM(wWAL) Byrer + (1 7 a)fm(wAt)@.
1

Anhand der Imagindrteile in Abbildung 3.2 erkennt man, dal? die durch den Euler-
Schritt eingefiihrte Dampfung durch das instabile Einschritt-©-Verfahren teilweise
aufgehoben wird und so zu einem besseren Gesamtverfahren fiihrt.

Die Approximationsgute des DIRK-Verfahren mit o = 1 — ? weist deutliche Vor-
teile gegeniber dem BDF2-Verfahren auf. Beim DIRK-Verfahren kann die Schritt-
weite WAt auf % reduziert werden, um 0.1% Dampfungsfehler pro Zeitschritt in die
Ldsung einzutragen. Hierzu sind nur noch 7 Zeitpunkte zur Auflésung einer Periode
erforderlich. Allerdings muR, zum Erhalt eines 0.1% Phasen- oder Dispersionsfehlers
WAt < 0.6 gesetzt werden. Dies entspricht einer Anzahl von 11 Zeitschritten pro Zeit-
periode T'. Das DIRK-Verfahren erlaubt daher gegeniiber dem BDF2-Verfahren einen
groReren Zeitschritt bei gleicher Genauigkeit.
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3 ——  Gesamt: Re(wAt)' ]
--------- Euler: Re(wAt)

25 F | ©: Re(wAt) i

o Gesamt: Im(wAt) 7 e

3 " R Euler: Im(wAt) 7 e 1

O: Im(wAt) e e

15 = ______________ ]

L _

o5t | 7 |
N N
-0.5 1 1 1 1 | |
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3

Abbildung 3.2: Abhédngigkeit der wAt der einzelnen Teilzeitschritte (Euler- und
Einschritt-©-Verfahren) von wAt. Das Gesamtverfahren 2. Ordnung,
mita; =1 — %\/5 ist eine Kombination der beiden Teilschritte.

Bei einem nichtlinearen Problem (b; # 1) kann es, abhéngig von der Stérke und Art der
Nichtlinearitdt zu einem instabilen Gesamtverfahren (b; < 1.0) bzw. zu zuséatzlicher
Dampfung (b; > 1.0) kommen.

Fractional-Step-Verfahren

Das Fractional-Step-Verfahren kann in drei Einschritt-©-Methoden unterteilt werden.
Der erste und der letzte Teilzeitschritt mit der Zeitschrittweite aAt sind identisch. Der
mittlere Schritt weist die Zeitschrittweite (1 — 2a) At auf.

Formal erhélt man fiir den ersten und letzten Einschritt-©-Schritt:

of(t)

ft)— f(t—aAt) = (1 _3a)Atw

und fiir den mittleren Schritt des Verfahrens

Of(t — (1 — 2a)At)
ot
of(t)

ft)— f(t—(1—2a)At) =(2 — 6a) At
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Analog der Analyse fiir das DIRK-Verfahren wird die Laplace-Transformation fir alle
drei Einschritt-© Teilschritte getrennt durchgefiihrt. Nach der Transformation ergeben
sich die charakteristischen Gleichungen fir die einzelnen Teilzeitschritte

i (1 . eaiwAt)

-Schritt1und 3: b, OAt = ,
©-Schritt 1 un w (4o — 1) + (1 — 3av)eiwirt

mit

by =10 und by — Wit + (Al(t_) @)At)
1w

bzw. fiir das mittlere Einschritt-©-Verfahren:

i (1 _ e(l—Qa)iwAt)

(da — 1) + a+ (2 — 6a)e(1—2)iwht

O-Schritt 2: by WAt =
mit
iw(t + aAt)
62 = =</
iw(t)
Auch hier erfolgt die Vereinfachung der Schreibweise mit wAt =r —i-d, r,d € R
und g = e~4, ¢ € R* und man erhalt fiir den

Z(]. _ gaeair)
(4o — 1) + (1 — 3a)g@er

©-Schritt 1und 3;: OAt =

und fir den

i (1 _ g(1—2a)e(1—2a)ir)
(da — 1) + a+ (2 — 6ar) g(1—20) e(1=20)ir
Die detaillierte Analyse der Teilschritte ist aus Griinden der Lesbarkeit im Anhang A
zu finden. Dort wird die Eindeutigkeit der Zuordnung wAt(OAt) mit « = 1 — @
fur den Bereich —7m < r < 7 und damit fir —7 < WAt < 7 gezeigt. Somit ist
auch beim Fractional-Step-Verfahren zweiter Ordnung fir 7 < WAt < 7 mit keinen

unphysikalischen Losungen zu rechnen.
Die Gute des gesamten Fractional-Step-Verfahrens ergibt sich zu

©-Schritt2 “At =

(1 —2a)

Re(wAt) gesamt = aRe((wAt)g, + ;
2

Re((wAt)e, + bgRe((u)At)@3
3

bzw.

(1-2a)

2

Tm(wAL) gesame = aIm((wAt)e, + Im((wAt)e, + bﬁfm«wAt)@B
3
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Die Losungskurven der Zuordnung wAt(wAt) fur die drei Teilzeitschritte und den
Gesamtschritt flr ein lineares System mit b, = by = b3 = 1.0 sind in der Abbildung
3.3 aufgetragen.

3F — Gesamt:'Re(wAt)' ' ' ' 7
--------- ©1 und O3 : Re(wAt) ‘
25 L ] e O : Re(wAt) A i
e Gesamt: Im(wAt)
oL e ©1und O3 : Im(wAt) ]
02 : Im(wAt)
15 b
1r i
05 .
] e
_0.5 1 1 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
WAt

Abbildung 3.3: Abhangigkeit der wAt von WAt der einzelnen Teilzeitschritte und des
Fractional-Step-Verfahrens 2. Ordnung, mit v = 1 — /2

Bei den Imaginarteilen erkennt man auch hier, daR die durch den 1. und 2. Teilzeit-
schritt eingefiihrte Dampfung durch den instabilen zweiten Schritt aufgehoben wird
und so zu einem besseren Gesamtverfahren fuhrt. Im \Vergleich zu den beiden vor-
herigen Verfahren weist das Fractional-Step-\Verfahren einen wesentlich geringeren
Phasen- bzw. Dispersionsfehler auf (vgl. Abbildung 3.2 und Abbildung 3.1).

Die Schrittweite WAt kann auf 2{ erhoht werden, um weniger als 0.1% Dampfungs-
fehler pro Zeitschritt in die LOsung einzutragen. Demnach sind nur noch 4 Zeitpunkte
zur Auflosung einer Periode erforderlich. Soll allerdings der Phasen- oder Dispersions-
fehler maximal 0.1% pro Zeitschritt betragen, so gilt die Beschrankung @At < 1.0,
was etwa 8 Zeitschritten pro Zeitperiode 7" entspricht.

Beim Fractional-Step-Verfahren missen 3 Teilzeitschritte geldst werden, wahrend
es beim DIRK-Verfahren nur 2 sind. Dennoch weist im Vergleich mit dem DIRK-
Verfahren das Fractional-Step-Verfahren bei gleichem Fehler pro Zeitschritt eine bes-
sere Losungsgute auf, da einfach weniger Zeitschritte gebraucht werden.

Allerdings kann es bei groBeren Nichtlinearitaten mit (b > 1,03 < 1), &hnlich wie
beim DIRK-Verfahren, zu Instabilitaten in der Amplitude einer laufenden Welle kom-
men.



3.2. Genauigkeit der Zeitschrittverfahren 65

Explizites Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung

Zum Vergleich wird die bisher angewandte Analyse auch fiir das klassische explizite
Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung durchgefiihrt. Dieses Pradiktor-Korrektor-Schema
gliedert sich nach dem Matrixschema (3.4) in 4 Schritte. Zu Beginn wird als Pradik-
torschritt mit Hilfe eines expliziten Euler-Verfahrens ein Wert am halben Zeitschritt
(Zeile 2 in der Matrixdarstellung in 3.4) bestimmt. Dieser wird mit einem riickwarts
Euler-Verfahren als Korrektorschritt verbessert. Uber die Mittelpunktsregel wird ein
erster Wert am neuen Zeitpunkt bestimmt, der im letzten Korrektorschritt - eine Simp-
son Regel - den endgiltigen Wert am neuen Zeitpunkt liefert. Der genaue Aufbau kann
in Ferziger [13] nachgelesen werden.

Bei einem Prediktor-Korrektor-Verfahren kann das Gesamtverfahren recht einfach
durch Einsetzen der Zwischenschritte ermittelt werden. So ergibt sich formal fiir das
betrachtete Verfahren:

6 (1)~ (¢ — A1) =
( —GAL — 200BAL(1 — %mm)—
AL — %blz’@At(l - %z’@At))—
byiAL(1 — byiAL(1 — %bli@At(l - %i@At)))) F(t— Ab)
mit

it + 0.5AL)
by = — 220

io(t)
. _ W(t+0.5A1)
ETAIEY
it + At)
by = ——=—
iw(t)

Die Laplace-Transformation liefert folgende charakteristische Gleichung

_ 1
6(e~ At — 1) :( — DAt — 2byiBAH(1 - SiBAY)-
1 1
2aiBA(1 — ShBAH(1 — SiDAY) -
1 1
baiDAH(L — ibs DAL — SbyiBAH(1 - 5@'@At)))>.

Mit wAt = r —i-d, r,d € Rund g = ¢?, ¢ € R* erhdlt man nach einigen
Umformungen durch Vergleich der Real- und Imaginarteile die beiden Gleichungen
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1
6g71005(7”> =6— (bl + b1b2 + b2b3)(@At)2 + Zblb2b3<@At>4
und

6 sin(r)
1+ 2by + 2by + bg)WAL — 2(b1by + bibobs) (WAL)3

T

mit 7T< <7T
——<r<-c.
2 2

3F — Re(wAtl) I 8
--------- Im(wAt)
25 r .

15 b

05 r b

_0.5 1 1 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

DA
Abbildung 3.4: Abhangigkeit der Real- und Imaginarteile wAt von WAt des explizi-
ten Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung.

Fir den linearen Fall mit b, = by = b3 = 1.0 l&Rt sich jetzt die Zuordnung w(w) im
Bereich —7 < WAt < 7 angeben

SAF (DAL)3
Re(wAt) = arctan ( 6oAL — (LAY )

6 — 3(WAL)? + L(BAL)

In{ot) = log ( sin(Re(wAt)) ) |

DAL — ¢ (WAL)?
In Abbildung 3.4 sind die beiden Kurven aufgetragen.
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Sowohl fiir einen Dispersions- als auch fiir einen Dampfungsfehler kleiner als 0.1%
sollte der Zeitschritt WAt < % sein. Damit ist das Verfahren in der Giite vergleich-
bar mit dem Fractional-Step-Verfahren, das jedoch bessere Dampfungseigenschaften
besitzt und nicht der Zeitschrittbeschrankung durch die CFL-Zahl unterliegt.

Bei nichtlinearen Problemen kann es durch entsprechende Kombinationen der Werte
b1, by und b3 auch beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren zu Instabilitdéten kommen.

3.3 Finite-Volumen-Verfahren

Das fiir die Raumdiskretisierung verwendete zellzentrierte Finite-Volumen-Verfahren
kann mit Hilfe der Variationsformulierung oder aber tber FluBbilanzen am Kontroll-
volumen hergeleitet werden.

qv-n

Fi qv -n

Abbildung 3.5: FluBbilanzen am Kontrollvolumen €2;, mit den Flissen ¢v - n in das
Kontrollvolumen und aus dem Kontrollvolumen hinaus.

e FluRbilanzierung am Kontrollvolumen
Ausgehend von der integralen Formulierung der kompressiblen Euler- bzw.
Navier-Stokes-Gleichungen kann man auf eine Finite Volumen Diskretisierung
ubergehen, indem Fluf3bilanzen am Kontrollvolumen betrachtet werden.

Hierzu wird am Raumpunkt ¢ ein Fluidvolumen Q; C €, ©; # 0 betrachtet, mit
£ €.

Bemerkung. Unter der Bedingung lim o, €2; — &, ergibt sich im Grenziber-
gang die differentielle Formulierung der Erhaltungsgleichungen in einem Raum-
punkt &.

Ein Nichtgleichgewicht der Flisse lber den Fluidvolumenrand I'; wird in ei-
ne volumengemittelte zeitliche Verdnderung der ErhaltungsgroBe q € [p, v, p]
umgewandelt. Formal kann man fiir eine Transportgleichung schreiben
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dq;
Q ot

r;

wobei n den Normalenvektor auf die Oberflache I'; des Fluidvolumens €2; be-
zeichnet. Eine Finite-Volumen-Diskretisierung stellt somit eine Art ,,natiirliche*
Umsetzung des Erhaltungskonzeptes an einem Fluidvolumen endlicher GroRe
dar.

Die Grofie und Lage der Fluidvolumina €2;, oder auch Kontrollvolumina ge-
nannt, ist prinzipiell frei wahlbar. Der zu betrachtende Punkt & muR nur inner-
halb des Kontrollvolumens oder dessen Rand zu liegen kommen. Jedes Kontroll-
volumen darf nur einen Diskretisierungspunkt &; umschlielRen.

e Variationsformulierung
Das Differentialgleichungssystem muf} an jedem vorgegebenen diskreten Raum-
punkt &; € Q erfullt werden. Basierend auf der bereits vorgestellten Unterteilung
des Gebietes €2 in die Teilgebiete €2; um die Diskretisierungspunkte &;, kann das
Differentialgleichungssystem in ein Variationsproblem tberfiihrt werden. indem
das Differentialgleichungssystem mit einem Testfunktion w aus einem Testraum
V- multipliziert wird. Man erhélt

/ Ui, 40 +/ V(gv) - w dQ = 0.
o, Ot Q

Wahlt man fir V' auf der kontrollvolumenbasierten Zerlegung von €2 den Raum
der stiickweisen konstanten Testfunktion w mit w|g, = 1 auf den Kontrollvo-
lumen €2;, ergibt sich durch partielle Integration des zweiten Integranden Glei-
chung (3.12).

Bemerkung. Da die Losung ¢ in der L,-Norm gesucht wird, sind Spriinge im Funk-
tionswert zulassig, die Werte selber miissen aber beschréankt sein. Physikalisch setzt
dies die Annahme eines Kontinuums voraus.

Das Gebiet 2 wird in n Teilgebiete, oder Kontrollvolumina, 2; unterteilt.

Der Betrag des Flusses aus einem Kontrollvolumen kann gleich dem Betrag des Flus-
ses in das benachbarte Kontrollvolumen gesetzt werden, wenn sich die Volumina an
den Grenzen nicht tberschneiden, sondern nur beriihren. Auf diese Art und Weise ist
die lokale FluRerhaltung an den Kontrollvolumengrenzen sichergestellt. Wiirden sich
die Kontrollvolumina tberschneiden, oder gédbe es Liicken zwischen den Kontrollvo-
lumina, miRte diese FluRerhaltung kiinstlich erzeugt werden.

Fur eine lokal fluRerhaltende Diskretisierung ergibt sich somit folgende Bedingung.
Zerlegt man das Rechengebiet 2 mit Hilfe einer Triangulierung in n Teilgebiete ;,
so entsteht ein Gitter 7" mit n abgeschlossenen, konvexen Polygonen T}, mit m Knoten
und T, =1 = an



3.3. Finite-Volumen-Verfahren 69

Gilt

o=

k=1

und schneiden sich die Polygone nur in Knoten, Seiten oder Kanten

{

ein gemeinsamer Knoten
eine gemeinsame Kante
eine gemeinsame Seite,

Tk Ngzi T; =

so spricht man von einer zuldssigen und konformen Triangulierung.

In der Praxis haben sich verschiedene Konstruktionen von Gittern und Kontrollvolu-
mengittern in Abhangigkeit der Lage des Diskretisierungspunktes &; etabliert. Man
kann zwischen Zellzentrierten, Zell-knoten und Knotenbasierten Gittern unterschei-
den.

Zellzentriertes Gitter Knotenbasiertes Gitter Zell-Knoten Gitter

Abbildung 3.6: Unterschiedliche Kontrollvolumenkonstruktionen. Die schraffierte
Flache bezeichnet das Kontrollvolumen €2;. Die Punkte entsprechen
den Aufpunkten &.

Der Nachteil von Zell-knoten basierten Finite Volumen liegt in der schlechten und
nicht eindeutigen Zuordnung der einzelnen Kontrollvolumen zu den Diskretisierungs-
punkten. Aus physikalischer Sicht macht es auch wenig Sinn den Diskretisierungs-
punkt auf den Rand des Integrationsgebietes zu legen, da der Wert als volumengemit-
telte GroRe das gesamte Kontrollvolumen reprasentieren soll. Vielmehr wird man Kon-
trollvolumengitter bevorzugen, bei denen der Diskretisierungspunkt im Inneren des
Kontrollvolumens liegt. Dies ist der Fall bei Gittern, bei denen die Elemente natirliche
Kontrollvolumen sind, oder wenn eine entsprechende Triangulierung um die Diskreti-
sierungspunkte kiinstlich erzeugt werden kann (Knotenbasierte Finite Volumen).

Basierend auf der Gleichung (3.7) ergibt die Integration tber die Kontrollvolumina €2,
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/ F(z,t) dQ:/ R(z,t_q,...,t_p) d2
Q;

Q;
und damit fur jeden Schritt im Zeitverfahren

sm/ Mz, 1) dQ+sa/ Az, 1) dQ:/ Rzt 1, ot ) AL

In der Massenmatrix M gehen bei dem hier verwendeten Lumped-Mass-Ansatz nur
volumengemittelte GroRRen ein. Mit der am Punkt &; gemittelten GroBe M (&;,t) =
& | M(x,t)dS kann geschrieben werden

SmM(é}-,t)/ dQ+sa/ Az, 1) dQ:/ R(x,t_y,...,t_y) dSQ.

Q
Aufbauend auf den Navier-Stokes-Gleichungen (2.10), (2.11) und (2.12) kdnnen ohne
Beriicksichtigung der Quellterme S,,, und Sy die Matrizen M und A angegeben wer-
den. Der Anschaulichkeit wegen ist die folgende Betrachtung auf zwei Raumdimen-
sionen beschrankt. Ein Ubergang auf die dritte Raumdimension ist ohne groBen Auf-
wand leicht zu bewaltigen. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird die Abhangig-
keit der Operatoren M und A von Zeit und Raum durch die Variable q ersetzt mit
M(z,t) = M(q) und A(z,t) = A(q). Die Abhangigkeit der Variablen g7 =
(p(x,t),v1(z,t), ve(x,t), p(x,t)) von Zeit und Raum wird dabei vorausgesetzt und
zur besseren Lesbarkeit der Gleichungen weggelassen. Man erhalt

p

1 P U1
Miale) = M(dle) [ a2 = s [ a0
Q ref P

1
2 2
5 + My p(y — 1)§pv

&
und analog mit Hilfe der Einheitsvektoren e; und e;

[V (pv) dQ
[V (pviv)+ Mjferp— é 7V ) ey dQ)
[V (pvev)+ 7Mlgﬁj,Vp — é TV | ey dQ2
/ (V (p —(v— 1)Mfef%p v —(y— 1)]\2% T) V) s

Die Volumenintegrale kbnnen mit dem Gauss’schen Integralsatzes als Oberflachenin-
tegrale formuliert werden und es ergibt sich zusammen mit dem aufReren Normalen-
vektor n auf die Volumenoberflache T';
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fFi pvn dl’

1
1
fmpvlvn+ an%—ﬁrn eldF
= 1
A(q) fri p Uy VI + —71\412 fp n—+ T ™ | ey dI’

_(~y— MQE 2 _ _1—M’?ef ar
Jo \p= (=DM y5p v = (y = 1)== 7 ) vn

(&

Das laRt sich formal zusammenfassen zu

F(q) = smM(q

&) T 5. AQ) = R(q(t-1), ..., a(t-n)). (3.13)

3.4 Newton-Verfahren

Das nichtlineare Differentialgleichungssystem nach Gleichung (3.13) wird mit einem
Newton-Verfahren linearisiert. Bricht man die Taylor-Reihentwicklung von F nach q
nach der ersten Ordnung ab, 186Gt sich die Newton-Iteration zur Ldsung von F(q) =
R(q(t_1),..-,q(t_,)) schreiben als

Frr1(a) = Fr(a) + Jrladrle) (Arrile;, — arle), (3.14)
mit der Jacobi-Matrix

Jie(akle,) = Vayle, Fr(ar)-

Die Differentiation kann analytisch oder auf numerischem Wege vorgenommen wer-
den. Die einzelnen Terme in den Erhaltungsgleichungen lassen sich leicht nach den
Unbekannten g; ableiten, so daB im folgenden Abschnitt die Jacobi-Matrix mittels ana-
Iytischer Differentiation angegeben werden kann.

Zur Bestimmung der im Punkt &; gemittelten Iterationslosung qx. 1
muR das System

¢, ZUm Zeitpunkt ¢

& + Xiter i H(Qkle,) (R(A(E-1), -, q(t—n)) — Fr(ar)) (3.15)
geldst werden, mit dem Dampfungsparameter ;... € (0..1].

Qi+1l¢; = Ak

3.4.1 Jacobi-Matrix

Analog zur bisherigen Betrachtung kann die Jacobi-Matrix mit Hilfe der Operatoren
Mund Ain

Je(arle:) = sm Ve, M(aQrle;) + 5oV, Alar)

= SmVlegiM<qk &)+ Sav%\gi ar Ve, Alar)
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aufgespaltet werden. In vereinfachter Schreibweise ergibt sich:

Jk(qk Ei) = SmJMk- (CIk; &) + SaJAk- (CIk Ei)'

Die Teilmatrizen J,,, und J4, werden exemplarisch fiir zwei Raumdimensionen an-
gegeben. Mit dem Losungsvektor qf |¢, = (pk, vig, var, Pi) e, erhdlt man

I, (Arle,) =
fQi ds) 0 0 0
vlk‘fi qu ds) Pk‘{i f91 dQ 0 0
1 )
Mref /U2k‘€1‘, fﬂl ds 0 pk|§1, fQL s 0
&
11 4 1 1 1
—— . dQl = . dQl = . Q. - a2
2C’Uk"§1 /{‘L Cpkvlk‘& /S:ZL Cpkv2k‘€z AL VAL
(3.16)
mit
1
E = (7 - 1>M ef
Entsprechend ergibt sich
JAk (qkr &) =
fFi vin dl fFi pine; dl’ fFi prney dl’ 0
1
fri v VviEn dl Daa Da3 % /F ne; dI’ (3.17)
V%\gi Ak 1
fri V2 Vel dr D32 D33 % /Fl nes dr’
11 9
55 . UV Vi dl’ D42 D43 fFi vien dl’
mit
0,
Sy, - dU 0 0 0
A A 0
— Q= Tl 3.18
Vi@ =0 | T
&
0,
0 0 0 Jr, - dr

und den Eintrégen
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1 0
Dyy = / (pkvkn + pruigne; — ——Tnel) ar
r, Re 0vy

1 o7
Doys = - dr
23 /Fz (pkvlknez Re v, nel)

1 o7
Dsy = - — dr’
32 /r (pkUQk:nel Re Ou, 1162)

1 or
Dy = - dr
33 /F (pkvkn + pugnes) Re o ne2>

1 1 or 1 1

D42 = E/F (pvlkvkn — @a—vlvkn> + (Epvz + Cpk — @7’) ne; dl’
1 1 0 1 1

Dys = —/ PU2L VD — ——Tvkn + | =pvi +Cpr — —7 | ney drl.
C r Re

Re 81}2 2

Zur Starkung der Hauptdiagonalen in der Jacobi-Matrix kdnnen einzelne Terme in den
Nebendiagonalen vernachlassigt werden, was zu einer Fixpunkt-Iteration fihrt. Eine
Maoglichkeit der Fixpunkt-Iteration ist in Gleichung 3.19 angegeben.

%
i

Jrvindl' 0 0 0
1
O DQQ 0 W/ ne; dF
Jap(Qkle) piz = Ve, Ak {ef A (3.19)
0 0 D —/ ne; dI’
Bz e
0 D42 D43 fFi Vin dar

Die Fixpunkt-Iteration ist im allgemeinen robuster als das volle Newton-Verfahren,
konvergiert aber langsamer. Bei kleinen Machzahlen und groRen Skalenunterschieden
kann eine Fixpunkt-lteration zu weniger akkuraten Lodsungen fiihren, wie in Metz-
ner [33] beschrieben, so daf in den numerischen Simulationen die volle Newton-
Linearisierung verwendet wird.

3.5 Finite-Volumen-Implementierung

Die einzelnen Integrale in den Teilmatrizen J,,, und J4,, vgl. 3.16 und 3.17, missen
noch geeignet approximiert werden. Hierzu benoétigt man zundchst eine Triangulie-
rung des Gebietes 2 und ein Verfahren um die Werte der Variablen an der Volumen-
oberflache als Funktion der Knotenwerte bestimmen zu kdnnen. Die in dieser Arbeit
benutzte Strategie zur Konstruktion der Kontrollvolumina ist in Abbildung 3.7 skiz-
ziert.
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Normalenvektor n;, am Integrationspunkt ip
Teilkontrollvolumen SCV

-— Knoten ¢

Integrationspunkt ip

Element El
Kontrollvolumen €2,

Abbildung 3.7: Knotenbasierte Triangulierung des Gebietes 2 um den Knoten &;. Das
Kontrollvolumen €; besteht aus 5 Teilkontrollvolumen (SC'V). Je-
des umliegende Element steuert ein Teilkontrollvolumen fir das Kon-
trollvolumen um den Punkt &; bei. Jedes Randsegment des Kontroll-
volumens besitzt einen Integrationspunkt ip und einen Normalenvek-
tor Nip-

Die Kontrollvolumen werden als duales Gitter um die Knoten &; konstruiert. Jeder
Knoten wird dabei von einer Box des dualen Gitters umschlossen, so daf3 jedem Kno-
ten genau ein Kontrollvolumen zugeordnet werden kann, siehe Abbildung 3.7.

Die Flusse, oder Oberflachenintegrale, werden als Summe (ber die einzelnen Ober-
flaichenabschnitte eines Kontrollvolumens €2, berechnet, wobei die Summanden mit
Hilfe einer Mittelpunktsregel am Integrationspunkt (ip) approximiert werden.

Der Bezug der IntegrationspunktgroBen zu den Knotenwerten wird durch Aufwind-
Verfahren und mit Hilfe der stiickweisen Funktionen auf den Elementen der Trian-
gulierung 7" hergestellt. Die stiickweisen Ansatzfunktionen werden durch eine nodale
Basis N, modelliert.

Abbildung 3.8: Bilineare Ansatzfunktionen N, am Knoten &;.

Der Tragerbereich der Basisfunktionen ist Giber die am Knoten &; anliegenden Elemen-
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ten definiert, so daR sich folgende Eigenschaften fiir die Hutfunktionen ergeben

1, am Knoten ¢;
N, = | stuckweise (bi-/tri)linear sonst
0 auferhalb des kompakten Tréagers.

Dieser Ansatz flihrt auf lineare Ansatzfunktionen auf Dreieckselementen und Tetra-
edern, auf bilineare Ansatzfunktionen auf Viereckselementen und auf Hexaedern auf
trilineare Ansatzfunktionen. In Abbildung 3.8 sind die Ansatzfunktionen fir Vierecks-
elemente skizziert.

Ein Randkontrollvolumen besteht aus einem ,halben” inneren Kontrollvolumen mit
zusétzlichen Integrationspunkten (bip) am Rand, wie in Abbildung 3.9 verdeutlicht.
Die Auswertung an den Randintegrationspunkten geschieht tiber die Ansatzfunktio-
nen, da z.B. an Einflurandern fur Aufwind-Verfahren die notwendigen Aufpunkte
fehlen.

Normalenvektor ng,

Integrationspunkt ip

Randkontrollvolumen

Randintegrationspunkt bip
Abbildung 3.9: Randkontrollvolumen mit Normalenvektor n;,,.

3.5.1 Diskretisierung der Zeitterme

Aufbauend auf der Finite-Volumen-Triangulierung in Abbildung 3.7, kann jetzt die
Matrix Jy, (qxle,) aufgestellt werden. Bei einem Lumped-Mass Ansatz sind die Kno-
tenwerte bereits iber das Kontrollvolumen gemittelt, so daR es ausreicht die Betrage
der einzelnen Teilkontrollvolumen SC'V; aufzusummieren. In der Praxis lauft man da-
bei Uber die n an den Knoten &; angrenzenden Elemente und addiert nach und nach die
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entsprechenden Teilkontrollvolumina | SCV;(&;)|, im folgenden mit | SC'V; | abgekirzt,
auf und ordnet sie den entsprechenden Knoten &; zu. Die Werte der Unbekannte qy

sind dabei an den Knoten auszuwerten mit qx” e, = (pkle, vikle varle Prle;) und
man erhalt
I, (dle;) =
> Iscvy 0 0 0
| e 22ISOV e ) 1SV 0 0
MTef n n
varle, ) 1SCVi| 0 prle, Y _1SCVi 0
11, 1 - 1 " 1<
20Ule 2SOVl Gocvikle D OISOVl Gonvarle, 3 ISCVIl =3 ISCV
7 2 ? K2 (320)
mit

1
E = (7 - 1)Mr26f

3.5.2 Raumdiskretisierung

Die Terme in der Matrix J4, (q

¢;) konnen in drei Typen eingeteilt werden:

e Die Integration einer skalaren oder vektoriellen Grolie ¢ tber das Kontrollvo-
lumen Q; erfolgt dhnlich einem Lumped-Mass Ansatz. Der Wert wird als volu-
mengemittelte Grolle betrachtet und kann von der Raumintegration entkoppelt
werden:

/Q c(z,t) dQ = c(&, t) || = (&, t) Z |SCV).
i=1

e Die Integration einer vektoriellen Grol3e c liber den Rand I'; des Kontrollvolu-
mens, wird durch eine Summe der Teilintegrale tiber die einzelnen Randsegmen-
te I';,, ersetzt. Die Integration Uber den jeweiligen Segmentrand wird durch die
Mittelpunktsregel am Integrationspunkt ¢p approximiert:

Nip

ry; j=1 Ly

j=1

Der Normalenvektor n; = n(ip;) ist mit dem Betrag |I';;| = |I';;, | des Kon-
trollvolumensegmentes skaliert, so daR sich vereinfacht schreiben laft
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Nip Nip
/ c(z,t) -ndl =~ Z cjn; = Zc(ipj, t)n,.
L j=1 j=1

Der Wert c; = c(ip;, t) am Integrationspunkt (ip) wird mit Hilfe der Knotenwer-
te (co) Uber entsprechende Ansatzfunktionen N, auf dem jeweiligen Element
bestimmt:

Nco

c; = c(ipj,t) = Z Neo(ip;) c(co,t).

co=1

¢ Die Integration eines Gradienten uber die Kontrollvolumenoberflache geschieht
analog zu der einer skalaren Grofe. Der Gradient am Integrationspunkt Vc¢;,
wird durch das Produkt der Gradienten der Ansatzfunktionen N mit den Kno-
tenwerten c(co, t) ersetzt.

Nip

/ Ve-ndl' = Zchnj
r, =
mit

Nco

VC]' = Vc(ipj, t) ~ Z V]\fco(ipj) C(CO> t)

Die daraus resultierenden Eintrdge in der Matrix J4, (qx|¢) sind in Anhang C angege-
ben.

Die Eintrdge in Q, vgl. Gleichung (3.18) hdangen von den verwendeten Triangulierung
T und den Elementansatzfunktionen ab.

3.5.3 Behandlung der Konvektionsterme

Speziell fur konvektive Terme sind die bisher beschriebenen diskreten Approxima-
tionen nicht ideal. Mit Hilfe der Ansatzfunktionen N erhalt man auf uniformen Git-
tern mit konstanter Gitterweite fur Viereckselemente eine Diskretisierung 2. Ordnung.
Obwohl kein Sattelpunktsproblem vorliegt, neigt ein solcher Ansatz zu akustischen
Druckschwingungen in der Losung, die unter Verwendung eines Aufwind-Verfahrens
vermieden werden konnen.

Aufwind-Verfahren verschlechtern die Giite und Ordnung der Diskretisierung und
fuhren auf zusatzliche Dampfungs- und Dispersionsfehler. Die in der Arbeit verwen-
deten Aufwind-Techniken werden im folgenden kurz beschrieben.
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Linear Profile Skewed (LPS) Aufwind-Technik

Ausgehend von der aktuell vorherrschenden Stromungssituation, wird der Aufwind-
punkt als Schnittpunkt zwischen der entsprechenden Elementseite und der Stromlinie,
die durch den Integrationspunkt (zp) geht, ermittelt. Der Wert am Aufwindpunkt wird
mit den Knotenwerten an der Elementseite entsprechend der Elementseitenanteile a, b
interpoliert. In Abbildung 3.10 ist dieses Vorgehen skizziert.

Knoten 4

Knoten 3

Stromungsvektor

J

Knoten 1

Knoten 2

Abbildung 3.10: Schematische Darstellung des LPS Aufwind-Verfahrens mit dem In-
tegrationspunkt ip und dem Aufwindpunkt up.

Der Wert am Integrationspunkt (ip) ergibt sich als Summe

Nco

- qz Z Ngopqgo

co=1

mit

U; U U, a U b

Dieses einfache Aufwind-Verfahren kann verbessert werden, indem die Anderung des
Wertes entlang der Stromlinie vom Aufwindpunkt zum Integrationspunkt als Korrek-
turterm Aq mit beriicksichtigt wird

¢’ = a4/ + Ag;.
Wird der Korrekturterm mit Hilfe der Ableitung 8‘1 am Integrationspunkt modelliert,
kann die Diskretisierungsordnung von qj” erhoht werden.
Der Ansatz
dq'®

AgP = L=4

P17 (3.21)
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Knoten 4

Knoten 3

J

Knoten 1

Knoten 2

Abbildung 3.11: Schematische Darstellung zur Ermittelung des Korrekturtermes Ag.

fuhrt mit der einfachen Interpolation des Gradienten am Integrationspunkt

R N\

co CO

s “Os

co=1
bei eindimensionaler Betrachtung sofort auf das bekannte Second-Order-Upwind-

Verfahren (SOU). Das kann durch einen Vergleich mit einer Taylor-Reihenentwicklung
von ¢;, am Integrationspunkt (¢p) recht einfach gezeigt werden.

Physical Advection Correction (PAC) Upwinding

Verwendet man zur Bestimmung des Gradienten 2 1 in Gleichung (3.21) die Impuls-
gleichung an Stelle der Richtungsableitung, so kann die Genauigkeit der Diskretisie-
rung weiter erhoht werden und man erhalt

(9/\‘7’ M 8@”’ N 1 Op® My 0T
ref 0P = .
ot 7 " 0s YMyer Os Re 0Os

pP

Dabei ist die Methode nur fur die Geschwindigkeitsunbekannten (vi?, - - - , v Y sinn-
voll, da nur die Impulsbilanz in die Betrachtung mit einflieBt.

Mit 07 = (vip,m Udzm) und der Richtungsableitung -2 85 = Z‘j T 82 erhélt man

schwindigkeitskomponente v;p die Beziehung

02;”9 1 & Op? My 4 orw
Mmf j 8l’j 1 al’j )

UJ ip
p a + Mreflv ’
=1 j:



80 3. Diskretisierung

Mit dem einfachen Ansatz

8vip 1 ,
zp 1p0
ERA
ergibt sich fur die Geschwindigkeitskomponente vj.” am Integrationspunkt

A Lp® -1
I S
K (+ ref|U"p|At)
5 e o S )
J Re|vlp| « O Ve |UZP| < 0xj  Mye|vP|AL

Machzahl-Blending

Oft ist es sinnvoll eine Mischung zwischen der auf den Elementansatzfunktionen ba-
sierenden Galerkin-Diskretisierung und Aufwind-Verfahren zu benutzen. Mit Hilfe des
Wichtungsparameters 5 kann der Anteil des Aufwind-Verfahrens eingestellt werden,
wobei flr ¢“? die bereits vorgestellten Aufwind-Verfahren benutzt werden kdnnen.

=B3"+(1—8))_ N(ip)g mit 8€[0.1]. (3.22)
7j=1

Da bei kleinen Machzahlen die Akustik gegenuiber der Strdmungskonvektion domi-
niert, ist es naheliegend, den Wichtungsfaktor 5 in Abhangigkeit der Machzahl zu
bestimmen.
Fur den Konvektionsterm in der Impulsgleichung wird in den spateren numerischen
Experimenten 3 = M, verwendet wahrend die Konvektionsterme in der Dichte-
und Druckgleichung mit 5 = mf gewichtet werden.

3.6 Genauigkeit des Finite-Volumen-Verfahrens

Analog zu den Zeitschrittverfahren, mu3 eine Wellenldange A mit einer entspre-
chenden Anzahl an Gitterpunkten aufgelost werden, um die GroRenordnung des
Dispersions- bzw. Dampfungsfehlers klein zu halten. Als Mal} dient dabei die Anzahl
der Diskretisierungspunkte pro Wellenldnge A\ oder Wellenzahl k£ = 27” Aufwind-
Diskretisierungen und unstrukturierte Gitter mit inhomogenen Gitterlangen Ax beein-
flussen dabei den Dispersions- und Dampfungsfehler.

Die Grolkenordnung der Fehlerterme soll mit Hilfe einer Fourieranalyse abgeschéatzt
werden.

Zur Modellierung einer Welle mit der Wellenzahl & wird die lineare Modellgleichung

of(x)
ox

—ikf(z)=0, f(0)=1, keR
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herangezogen mit der Losung f(x) = e*=.
Die Fourier-Transformation ist gegeben durch

1 [~ ,
= — / f(z)e *dy
2 J_

An Hand des in Abbildung 3.12 gezeigten eindimensionalen Testproblems 14t sich
die Approximationsgtite des Finite-Volumen-Verfahrens

/Q.af /f )ndl

abschatzen.

f(z1) ny iy f(x2) ip2 my f(x3)

— ' O ® D - ® >
Knoten 1 F@i) Knoten 2 F(ip,) Knoten 3 X-Achse

Ax

Abbildung 3.12: Eindimensionales FV-Verfahren mit den Normalenvektoren n; an
den Integrationspunkten ip;. f; bezeichnet dabei den Funktionswert
f(x;) an den Knoten, wahrend f;,, den Funktionswert f(z;,,) an den
Integrationspunkten bestimmt.

Falit man den Gradienten am Knoten 2 als Uber das Kontrollvolumen gemittelten Gra-

dienten auf, so kann - [, 90 als 9IG) geschrieben werden und es ergibt sich
nach Abbildung 3.12

Of(x) 1
o - E(fim - fipl)v (323)

mit den Werten an den Integrationspunkten

(1-5)
2

Jip; = Bfi + (fi+ fix) i=1,2.

Es ergibt sich beispielhaft fiir den Giber das Volumen gemittelten Gradienten am
Punkt 2

9fa

Oene=pp—sh- (-9l

+(1-p)2, (3.24)
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Mit Hilfe der Fourier-Transformation in den Raum der Wellenzahlen % kann gepriift
werden, wie eine reelle Wellenzahl £ in das diskrete System mit der Wellenzahl &, k €
C, ubersetzt wird.

Die Fouriertransformation wird auf die Gleichung (3.24) angewendet und unter der
\oraussetzung, daB die Fouriertransformierte f(k) # 0 existiert, kann fur den Knoten
2 die charakteristische Gleichung

ikAz = § — fe~ 7 @e—mx La ;ﬁ) iR

formuliert werden. Mit e*4e — cos(EAx) + z’sin(EAx) ergibt sich fiir den Real- und
Imaginarteil

Re(kAzx) = sin(EA@ (3.25)
Im(kAz) = Beos(kAz) — . (3.26)
Bemerkung. Fur ein Abwind-Verfahren wiirde man

Im(kAz) = —ﬂcos(/k?Ax) + B. (3.27)

erhalten. Zur Identifikation eines Abwind-Verfahrens wird deshalb spater ein g €
[0, .., —1] verwendet.

3l — " Re(kAz), B € [0,1] T
--------- Im(kAz),3=0
o5 L | e Im(kAx), 8 =0.01 T
S Im(kAz), 8 = 0.1
P Im(kAz), 3 =0.5 4
15} |
i i
05 |
0 e I
-0.5 I 1 T I L L
0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3
kAzx

Abbildung 3.13: Abhédngigkeit der Real- und Imaginarteile der kAx von kAz fur
verschiedene 3-Werte.
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In Abbildung 3.13 sind die Real- und Imaginarteile in Abhéngigkeit von kA fur ver-
schieden grofRe Aufwindanteile 5 = 0,0.01,0.1 und 0.5 aufgetragen. Der Realteil als
MaR fiir den Dispersionsfehler ist unabhéngig von 4 und damit dem Aufwindanteil
der Diskretisierung. Allein der Imaginarteil hdangt vom Aufwindanteil des Verfahrens
ab und erhoht sich, je starker die Diskretisierung in Richtung Aufwind verschoben
wird. Soll der Dispersionsfehler < 0.1% sein, muf eine Wellenlange A mit mindestens
17 Punkten aufgeldst werden. Der Dampfungsfehler hingegen ist abhéngig vom Auf-
windanteil 5 und bleibt z.B. kleiner als 0.1% pro Raumintegration, wenn fir g = 0.1
14 Punkte und fiir 5 = 0.5 mindestens 30 Punkte pro Wellenlange verwendet werden.

Einflul? inhomogener Gitterweiten

n, N ip2 ny
— @, ® D ° >
Knoten 1 Knoten 2 Knoten3  X-Achse
) AZ[‘Z Axi+1 = KJAIZ' ]

Abbildung 3.14: Eindimensionales FV-Verfahren auf einem Gitter mit ungleicher
Gitterweite. Die einzelnen Gitterlangen unterscheiden sich durch
den Parameter x € R,

Auf einem unstrukturierten Gitter mit inhomogener Gitterweite Ax; kann der
Volumen-gemittelte Gradient nach Abbildung 3.14 folgendermafRen angegeben wer-
den

Of(x) 2
or  (1+rK)Az (fip2 — fip1) © € RY.

Dabei bezeichnet « das Verhaltnis der Gitterweiten Az; zu Az, ; zueinander mit

AZL‘Z‘
Az

K

(3.28)

Analog der Analyse flir homogene Gitterweiten laR3t sich der Dispersions- und Damp-
fungsanteil ebenfalls mit Hilfe der Fouriertransformation angeben und man erhalt

Re(kAz) = i _'2_ > (6; 1sin(%At) +— ﬁsin(@FaAt))
2 1 ~ 1-— ~
Im(kAzx) = T <5—2|— cos(kAt) — f — 5 ﬁcos(/mAt)) :
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In den Abbildungen 3.15 und 3.16 sind die Kurven fur x = 2 und x = 0.5 fur Auf-
windanteile 5 = 0 und 6 = 0.5 im Vergleich zu den Ergebnissen bei homogener
Gitterweite (x = 1.0) aufgetragen.

Kommt kein Aufwindanteil (5 = 0.0) zur Anwendung, wird fiir > 1 der Imaginarteil
positiv, so dal} eine Instabilitat auftritt, wenn die Gitterweite Ax in Konvektionsrich-
tung der Welle vergroRert wird. Der Dispersionsfehler erhoht sich im Vergleich zur
homogenen Gitterweite mit x = 1.0 ebenfalls.

3r — Re(kAxl), k=10 I I ]
--------- Im(kAz), ks =1.0
25 L ] e Re(kAz), k = 2.0 g
i Im(kAz), k = 2.0
P N B Re(kAx), k =0.5 -
Im(kAz), k =0.5
15 i
T |
i - i, -
-0.5 1 | T | |\"' 1
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
kAz

Abbildung 3.15: Abhdngigkeit der Real- und Imaginarteile der kAx von kAz fur
(£ = 0.0 bei inhomogenen Gitterweiten Ax;.

Wird das Gitter dagegen in Laufrichtung der Welle verfeinert, so wird die Ampli-
tude einer Welle gedampft und der Dispersionsfehler an dem entsprechenden Dis-
kretisierungspunkt sogar verringert, siehe Abbildung 3.15. Wie bei einer Aufwind-
Diskretisierung zu erwarten, werden die Wellen starker gedampft als ohne Aufwind-
anteil, so dal} die Instabilitat fir ~ = 2 bei einem Aufwindanteil von 5 = 0.5 kaum
noch vorhanden ist, siehe Abbildung 3.16.

Bei einer Verfeinerung des Gitters in Konvektionsrichtung der Welle (x_= 0.5), tritt
sogar eine leichte Erhdhung der Phasengeschwindigkeit im Bereich 0 < kAx < 1 ein.

3.7 Randbedingungen

Die GroRe des Rechengebietes €2 ist ein Kompromif zwischen Rechenaufwand,
Speicherbedarf und dem stérenden EinfluR kiinstlicher Randmodellierung.
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3l —— " Re(kAx),r = 1.0 | | .
--------- Im(kAz), k = 1.0
o5 L | e Re(kAzx), k =2.0 .
JE— [m(kAx) k=2.0
P Re(kAz), k = 0.5 g
Im(kAz), k =0.5
15 + |
e |
05 y
0 =
-0.5 L Cpe e 1 RS ! .
-0.5 0 0.5 1 . 1.5 2 2.5 3
kAx

Abbildung 3.16: Abhéngigkeit der Real- und Imaginérteile der kAz von kAz fir
G = 0.5 unter Einflu inhomogener Gitterweiten Ax.

Bei aeroakustischen Simulationen werden neben den moglichst akkuraten Anfangsbe-
dingungen, siehe Abschnitt 2.8.2, auch zeitabhéangige oder konstante Randbedingun-
gen fur die Unbekannten des Differentialgleichungssystems bendtigt.

Die Losung kann nach Gleichung (2.21) bzw. Gleichung (2.36) als Kombination ver-
schiedener Wellen angesehen werden. Fiir Machzahlen M < 1 existieren an jedem
Randpunkt = € ' = 02 an den kiinstlichen Gebietsgrenzen akustische Wellen, die
in das Gebiet €2 hinein- bzw. herauslaufen. Die hineinlaufenden Wellen kdnnen als
zeitabhangige Dirichlet-, oder Neumann Randbedingung modelliert werden. Zusatz-
lich sollte die Randbedingung so beschaffen sein, dal3 die hinauslaufenden Wellen
maoglichst wenig oder gar nicht in das Gebiet €2 zuriick reflektiert werden. Es wird
ein Konzept vorgestellt, bei dem die Dirichletwerte an den entsprechenden Réndern
des Gebietes auf Basis der aktuellen Lésung im Gebiet fiir den ndchsten Zeitschritt an-
gepaldt werden. Eine Generalisierung des Ansatzes verzichtet ganzlich auf die Vorgabe
klassischer Dirichletwerte und begntigt sich mit zeitlich gemittelten Randwerten.

3.7.1 Naturliche Randbedingungen

Natirliche Randbedingungen ergeben sich durch Korper die von der Strdmung teil-
weise, oder vollstandig umschlossen werden. Unter die natiirlichen Randbedingungen
fallen:
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Haftrandbedingungen

Bei reibungsbehafteten Stromungen haftet das Fluid an der vorgegebenen Berandung
0N2. Dabei werden alle Geschwindigkeitskomponenten zu Null gesetzt.

Ul'|ag =0 Vi= 1,dim

Die skalaren Grof3en Dichte und Druck werden weiterhin berechnet und ergeben sich
aus den Erhaltungsgleichungen.

Gleitrandbedingungen

Bei reibungsfreien Stromungen kann das Fluid tangential zur Wand frei gleiten. Dies
wird im allgemeinen dadurch erreicht, dal in den Erhaltungsgleichungen fir Masse,
Impuls und Energie die Fliisse normal zur Wand vernachléssigt werden:

v-ny = 0.

In reibungsbehafteten Stromungen mul} die FluBbedingung v - ny, = 0 noch um eine
zusétzliche Bedingung fur die Reibungskraft an der Wand erweitert werden. Es diirfen
nur Kréfte normal zur Wand vorkommen, so dal? die dim — 1 linear unabh&ngigen Tan-
gentialvektoren ¢y, orthogonal zum Vektor 7ny, stehen. Somit missen im reibungs-
behafteten Fall noch dim — 1 Bedingungen am Rand der Art

tWi'TnWZO Vi=1,.,dim—1

erfallt werden.
Bei verdiinnten Gasen kann eine Mischung zwischen Haften und Gleiten an der Wand
auftreten. Dies soll an dieser Stelle aber ausgeschlossen werden.

3.7.2 Kunstliche Randbedingungen

Um den Simulationsaufwand zu reduzieren wird das Gebiet €2 durch eine kinstlich
eingefiihrte Berandung begrenzt. An den neu entstandenen Randpunkten missen phy-
sikalisch sinnvolle Randwerte festgelegt werden.

Dirichlet-, Neumann-Bedingungen

Zur vollstéandigen Beschreibung des Differentialgleichungssystems werden fiir die &
Variablen neben & Anfangswerten q(z,0) zeitlich variierende oder konstante Rand-
werte q(z, t)|r vorgegeben.

An welchen Réndern des Rechengebietes die jeweiligen Bedingungen formuliert wer-
den missen hangt von den Eigenwerten des Differentialgleichungssystems ab. So ist
z.B. bei Machzahlen M < 1 bei den 2-D Euler-Gleichungen mindestens ein Eigen-
wert negativ, so daB es nicht sinnvoll ist alle Randbedingungen fiir die Unbekannten
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an einem Rand anzugeben. So kdnnen, je nach Gebietsbeschreibung, am Einstromrand
die zeitabhangigen Werte des Stromungsvektors festliegen, wahrend fur M < 1, der
Druck- oder Dichtewert am Ausfluirand vorgegeben werden muf3.

Eine Aufstellung der bendtigten Randbedingungen fiir die Euler- bzw. Navier-Stokes-
Gleichungen bei Machzahlen M < 1 istz.B. in Poinsot und Lele [41], bzw. Strikwerda
[53] zu finden und ist fiir die 2-D Euler-Gleichungen in Abbildung 3.17 anschaulich
gezeigt.

Rechengebiet

Li(v+a) Li(v —l— a)
Ls(v) > —» La(v)
L(v) > —— L)
:54(v+a) N Ly(v+a)

Abbildung 3.17: In das Rechengebiet hinein- und hinauslaufende Wellen. £, und £,
bezeichnen die beiden akustischen Wellen. £, und L5 die beiden
Konvektionswellen fiir die Dichte und den Geschwindigkeitsvektor.

3.7.3 Akustische Randbedingungen

Die Randbedingungen sollten bei den kompressiblen Stromungsgleichungen so ge-
stellt werden, daR neben der reinen Strémungsmechanik auch die akustische Wellen-
ausbreitung am kinstlich eingefiinrten Rand nicht, oder nur wenig gestort wird. Bei
der Vorgabe von Dirichlet- oder Neumannrandbedingungen werden Schwingungskno-
ten bzw. Schwingungsbauche am Rand erzwungen, wodurch eine akustische Wellen in
das Gebiet reflektiert wird. Die Korrektur dieses Fehlers ist essentiell fiir die Berech-
nung von Wellenphdnomenen in Stromungen, wie sie in der Aeroakustik vorkommen.
Zur Korrektur dieser unphysikalischen Randbedingungen wird im Fall von Dirichlet-
randern mit Hilfe einer noch zu bestimmenden Differentialgleichung von Zeitschritt zu
Zeitschritt ein neuer Dirichletwert bestimmt, so dal? die physikalischen Gegebenheiten
korrekt wiedergegeben werden.

Eine Ubersicht unterschiedlicher Verfahren, um Reflektion am Gebietsrand zu verhin-
dern, ist in Tam [55] zu finden.

Tam unterscheidet fiinf verschiedene Klassen von Methoden, doch sind die Verfahren
ahnlich und weisen meist folgende Merkmale auf.

e Anstatt des vollen Differentialgleichungssystems wird am Rand zur Bestim-
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mung der zeitabhéngigen Randknotenwerte ein vereinfachtes Differentialglei-
chungssystem benutzt. Hierzu konnen z.B. die Wellengleichungen oder die li-
nearisierten Euler-Gleichungen herangezogen werden.

e In das vereinfachte Differentialgleichungssystem wird ein zusatzlicher Damp-
fungsparameter (Drift-Faktor) oder zusatzliche Dampfungsterme eingesetzt.
Vereinzelt wird an dieser Stelle numerische Dampfung benutzt, indem die Git-
terweite im Randbereich entsprechend erhoht wird.

e Die Verfahren unterscheiden sich in der Anzahl der Randpunkte und Randun-
bekannten fir die das vereinfachte und eventuell mit Dampfungstermen verse-
hene Differentialgleichungssystem angewendet wird. Es werden teilweise ganze
Randschichten zur Dadmpfung akustischer Wellen herangezogen.

Thompson [57], [58] baut das vereinfachte Differentialgleichungssystem auf den Cha-
rakteristiken der Euler-Gleichungen auf. Er verwendet keine zusatzlichen Dampfungs-
parameter, so dal} es zu einer Instabilitdt am Rand kommen kann, indem der Rand-
wert wegdriftet. Um dies zu verhindern fiihren Poisont und Lele [41], basierend auf
dem Ansatz von Rudy und Strikwerda [46], einen Drift-Faktor ein, der eine frequenz-
abhangige Dampfung bewirkt, siehe Selle et al. [48]. Setzt man den Driftfaktor zu
Null erhdlt man wieder den Ansatz von Thompson. Die Ansétze beschranken sich al-
lein auf die Randpunkte. Rudy und Strikwerda [46], Enquist und Majda [10], Bayliss
und Turkel [4], Tam und Webb [56] beschrénken sich ebenfalls auf die Randpunkte,
verwenden aber die linearisierten Euler-Gleichungen an Stelle der Charakteristiken.
Die PML (Perfect Matched Layer) Methode verwendet neben den Randknoten ei-
ne ganze Randschicht mit einer entsprechenden Ausdehnung normal zur Berandung.
Auch hier wird durch Verwendung gezielter Ddmpfungsparameter Teilreflektion ver-
hindert. Eine Sonderstellung nimmt dabei die Vorgehensweise ein im Randbereich
durch gezielte Gittervergroberung die numerische Diffusion zu erh6hen, so dal3 her-
auslaufende Wellen und am Rand teilreflektierte Wellen weggedampft werden.

Durch die Einfiihrung der zusétzlichen Dampfungsterme wird die Welle am Rand teil-
reflektiert, d.h. der Absorptionsgrad ist am Rand nicht mehr 1. Durch geeignete Wahl
der Dampfungsparameter, kann im allgemeinen der Absorptionsgrad den jeweiligen
Anforderungen abgepalit werden, siehe z.B. Rudy und Strikwerda, [46], Enquist und
Majda [10], Bayliss und Turkel [4] und Selle et al. [48].

Im Folgenden werden Dirichlet-Randbedingungen fiir die Gleichung (3.14) in der
Form

q(z,t) =C(z,t); x €T, teR”

betrachtet. Zur Korrektur der durch diese Vorgabe entstehenden unphysikalischen Wel-
lenreflektionen wird aus C'(z, t), der aktuellen Losung ¢(x, t) und einer vereinfachten
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Differentialgleichung ein neuer Randwert c(x, t) bestimmt, der physikalisch sinnvolle
Ergebnisse liefern soll. Gesucht ist somit die korrigierte Randbedingung

q(z,t) =c(x,t); v e, t € RT.

Die korrigierten Dirichletwerte ¢(z, t)|r werden jetzt nicht mit den vollen kompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen, sondern mittels einfacher Wellengleichungen be-
stimmt. Nach Satz 2.2 kann im linearen Fall die Komponente g, als Kombination der i
Wellenlosungen ¢ ; dargestellt werden. Entsprechendes gilt fur die am Rand liegenden
Unbekannte g;..

So erhélt man z.B. an einem Ausstromrand fir ¢, mittels einer in das Gebiet hinein-
laufender Welle g, und einer aus dem Gebiet hinauslaufender Welle ¢,

QkIr = @y, |0+ Qrge |- (3.29)

Es lait sich der hinauslaufende Wellenanteil ¢, mit der gerichteten Schallgeschwin-
digkeit a und der Konvektionsgeschwindigkeit v tUber die Transportgleichung

8 .
qlCout _ aout(t)quout|F = 0 mlt aout =V + a.
ot |

modellieren. Entsprechend gilt fir den in das Gebiet hineinlaufenden Anteil der Welle

aqkin + am(t)VQ(t)]p =0 mit a,, =a—V.
ot |p
@ bezeichnet dabei die nicht bekannte Losung aufRerhalb des Gebietes (2.
Die Uberlagerung der beiden Wellen ergibt die Bestimmungsgleichung fuir den ¢(¢)|r
und man erhé&lt mit den vektoriellen Geschwindigkeiten

oqy.

5 |~ VONVRM)Ir + Var(t)lr) +at)(VQ(®)lr — Var()lr) = 0. (3.30)

r
Da die hineinlaufende Welle einer Wellengleichung gehorcht, kann der Gradient der
unbekannten Losungen V() ersetzt werden durch

1 0C(x,1)
la| ot

Der Dirichletwert ¢, (z,t)|r fur die Komponente & fiir den nachsten Zeitschritt wird
dann einfach

VQlr = (3.31)

Ck(xat) = Qk(x7t)1“ (3.32)

gesetzt.
Mit dieser Bedingung ergibt sich ein reflektionsfreier Rand, wie in Thompson [57]
und [58] beschrieben. Nach Poinsot und Lele [41] ist in diesem Fall das Problem
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nicht eindeutig gestellt, da der gewiinschte Randwert C'(x,t) nicht garantiert werden
kann und der tatséchlich benutzte Randwert ¢(z, t), induziert durch numerische Feh-
ler, wegdriften kann. Um ein Weglaufen des Randwertes c¢(z, ¢) zu verhindern, wird
ein Dampfungsterm in Gleichung (3.30) eingefiigt. Der Dampfungsterm wird hier als
Penalty-Bedingung formuliert, in dem Dirichletwert ¢(z, t) mit einer Steifigkeit & an
den gewiinschten Wert C'(z, t) gekoppelt wird. Poinsot und Lele [41] nennen die Pen-
altybedingung ,,Linear Relaxation Method".

Zusammen mit Gleichung (3.30) und Gleichung (3.32) ergibt sich zur Bestimmung der
Randgroien:

o v(t)(VQ(H)Ir + Var(t)Ir) +a(t)(VQ(t)|r — Var(t)Ir)

ot
+K(c,t)(ck(z,t) — Cr(x,t)) = 0.

Die Steifigkeit K (c,t) kann in der Zeit und wiederum vom Randwert c(z,t)|r
abhadngen, ist aber immer groRer Null um keine Instabilitdt zu verursachen; K (c,t) >
0V c(t),teR".
Je nach GréRRenordnung der Steifigkeit K wird die Welle teilweise oder gar nicht re-
flektiert. Bei groRer Steifigkeit K wird eine totale Reflektion der Welle eintreten. Bei
kleinen Werten von K wird wenig Reflektion zu erwarten sein.
Da man nur an dem Wellenanteil interessiert ist, der das Gebiet normal zum Rand
verlalt, wird der Konvektionsanteil der Transportgleichung (3.7.3) auf den Normalen-
vektor n,,,; projiziert, der formal in das Rechengebiet hineinzeigt.
Zusammenfassend kann jetzt die Bestimmungsgleichung fiir die Dirichletwerte am
Rand angegeben werden. Dabei ist zu beachten, dal} die Geschwindigkeiten nun ska-
lare GroRen sind mit a(t) = 3% und v(¢) = Ydtae

e (x,t)

ot

+a(t)(VQ(x, t)|r — Var(z,t)[r) - nouw — 0(1)(VQ(z,1)[r
+Var(z,t)|r) - now + K(e,t)(cp(x,t) — C(x,t)) = 0.

Durch Integration erhalt man den Dirichletwert ¢ (x, )| zum Zeitpunkt ¢ + At Uber
die Formulierung

(3.33)

cp(x,t + At) = ez, t) — / a(t)(VQ(z,t)|r — Vae(z,t)|r) - nwdt

t
t+At

+ / () (VQ(x,t)|r + Var(z,t)|r) - noedt  (3.34)

t
t+AL

— / K(e,t)(cp(x,t) — Cr(x,t))dt.

t
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Auf dghnliche Art und Weise konnen die Dirichletwerte fiir eine Navier-Stokes Simula-
tion ermittelt werden. Formal wird die Diffusion als Konvektionswelle modelliert und
in der Herleitung der vereinfachten Differentialgleichung zur Bestimmung der Rand-
werte c(z, t)|r miteinbezogen. Eine herauslaufende Welle wiirde dann mit

aqkout
ot |p

und einem analog zur Gleichung (2.36) zu bestimmenden Diffusionskoeffizienten 7
beschrieben werden.

- aout (t)VQkout‘F - 7__Aqkout‘r = O

3.7.4 Absorptionsgrad

Der Absorptionsgrad am Rand ist dann 1, wenn die Welle nicht reflektiert wird. Es
soll nun genauer untersucht werden, wie der Penalty-Faktor in Gleichung (3.33) den
Absorptionsgrad beeinfluBt. Der Absorptionsgrad ist definiert als das \Verhéltnis der
Energien der auf den Rand treffenden Welle £, und der herauslaufenden Welle E,
wobei die Energien als Quadrat der Druckamplituden Af, bestimmt werden konnen.

i _ Er A2 (t)
Er — A2(1)

Zur Vereinfachung wird im folgenden das einfache Druckamplitudenverhéltnis der bei-
den Wellen betrachtet und nicht das Verhaltnis der Quadrate

O
APL ’

wobei A,,, die Druckamplitude der herauslaufenden Welle bezeichnet und A, die

Amplitude der am Rand ankommenden Welle.

Zur Analyse kann die Situation am Rand im eindimensionalen Fall als erregte Schwin-

gung des Randknotens aufgefa3t werden. Die Erregung tbernimmt z.B. eine ankom-

mende Druckwelle der Form

pr(t) = P® 4+ A, @) ) ke R,
so daR sich die inhomogene Differentialgleichung fiir den Randknoten nach Gleichung

(3.33) mit @ = 0 ergibt:

Op —i—a@

EF ox

P> bezeichnet den am Rand gewinschten Druckwert. Mit dem Ansatz pg|r =
A,e“tk2) ergibt sich die Losung am Randpunkt:

+ K(p|lp — P®) = i(w + ak) A, e'“Hhe), (3.35)
r

pr(t)|r = P> + Coe 2t + A, @R Oy = const
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mit
wAp,,

m+§

A pu—

PR
Die homogene Losung Coe~ 2! klingt fur positive K ab und kann vernachl&ssigt wer-
den. Damit ergibt sich der Absorptionsgrad

1
iK -

2w
Fur groRe Werte von K geht der Absorptionsgrad gegen Null geht und die Reflektion
erreicht ihr Maximum. Aber auch fiir kleine Frequenzen w bei gegebenen K kann der
Absorptionsgrad gering werden. Selle at al [48] erhalten ein @hnliches Ergebnis, wobei
dort der Reflektionsgrad Rf = 1 — Ab betrachtet wird. In der Abbildung 3.18 ist der
Betrag des Absorptionsgrades fir verschiedene Werte von K angegeben.

Ab =

Absorptionsgrad Ab

02

Abbildung 3.18: Betrag des Absorptionsgrades in Abhéngigkeit von der Kreisfre-
quenz w fir unterschiedliche Werte der Steifigkeit K.

Bemerkung. Die Kurven des Absorptionsgrades in Abbildung 3.18 &hneln den Kur-
ven von Schallabsorptionsmaterialien in technischen Anwendungen. Somit kann man
durch geeignete Wahl des Steifigkeitsparameters K Impedanzrandbedingungen auf-
bauen.

Selle et al. [48] setzen den Steifigkeitsparameter K klein genug, so daB fir die in der
Simulation wesentlichen Wellenldngen mit He > 1 nur eine geringe Dampfung und
damit Reflektion eingetragen wird. Auch in den spateren Simulationen in dieser Ar-
beit wird der Steifigkeitsparameter klein genug gewahlt werden, um einen maoglichst
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kleinen Reflektionsgrad zu erhalten. In der Regel ist K dabei von der GroRenordnung
0.1—0.01. Polifke und Wall [42] hingegen bestimmten den Parameter K in Abhangig-
keit von der Kreisfrequenz, um den Absorptionsgrad fur kleine Kreisfrequenzen anzu-
heben.

Eine weitere Moglichkeit ist direkt in die vereinfachte Differentialgleichung einzu-
greifen. Mit dem Anfachungskoeffizienten D, der in die Differentialgleichung (3.35)
eingesetzt wird

0 A
ra ]y K(p— P®) =i(w + ak)A,, @ F)
r O |p

Op
ot

ergibt sich die Lésung

D

A,
p(t)|r = P® + Coe~ 2" + %ez(wt-‘rlm).
Damit nun p(t)|r = py,(t)|r erhalten werden kann, mu@
1w

D=
iw+§

gesetzt werden. Einsetzen von D in die Differentialgleichung ergibt

. Op . K. Op . K 00\ __
zwa—l—(zw—%g)a%—l—(zw%—?ﬂ((p—P )=0

und zusammen mit den Bedingungen

v _ P
“or T oz
op _ Pp
or  Otox’
. op
Kp=K—
wap ot’

erhalt man eine inhomogene Wellengleichung

9*p 9*p p> dp adp K
— =(—K-K)= —K-— — —(p— P>

oz T — Vot Ko, — =)

die als Ersatz fir Gleichung (3.33) zur Bestimmung der Randwerte herangezogen wer-

den kann.

3.7.5 Implementierung der reflektionsarmen Randbedingungen

Um die Kkorrigierten Dirichletwerte ¢(z, ¢) fur jeden Randpunkt angeben zu kdnnen,
muB die vereinfachte Differentialgleichung (3.33) gelost werden.
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Explizite Methoden in der Zeit lassen sich einfach und ohne groRen Aufwand im-
plementieren, wéhrend implizite Verfahren in Bezug auf Genauigkeit und Stabilitat
\orteile aufweisen. Auf beide Varianten wird in diesem Abschnitt eingegangen.

Mit Hilfe des Finite-Volumen-Ansatzes kann der Gradient V¢, der Komponente & des
Losungsvektors an den Randknoten bestimmt werden. Das kann im linearen Fall nach
Satz 2.2 fiir jede skalare Unbekannte £ des Losungsvektors ¢ unabhangig durchgefiihrt
werden und man kann den Gradienten durch

1 <
Var(@, e ® =g a7 2 Ghi (D7ip-
S5t 1SCVj| Z ’
anndhern. Die Schallgeschwindigkeit a(t) 1&Bt sich Uber die lokalen GréRen Druck und
Dichte zusammen mit dem Adiabatenkoeffizienten festlegen:

Der Gradient VQ(¢) am Rand liegt nicht vor, kann aber Uber die Zeitableitung von
C'(z, t) ausgedriickt werden, da die in das Gebiet hineinlaufende Welle ebenfalls einer
Wellengleichung gehorchen muf3. Dadurch ist auch das Vorzeichen festgelegt und man
erhalt:

1 0CK(1)
a(ty ot -

VQ(z, ) = (3.36)

Der Gradient %"‘t@ kann in den meisten Féllen algebraisch angegeben werden, da er

mit der gegebenen Randfunktion C(t) leicht zu bestimmen ist.

Explizite Diskretisierung

Bei einer expliziten Implementierung wird der Gradient des Dirichletwertes
Vai(x,t)|r am Randknoten in der Gleichung (3.34) auf Basis bereits vorhandener
Werte zum Zeitpunkt ¢, bestimmt, mit At = (¢, — o). Zunéchst werden die Dirich-
letwerte an Rand mit Hilfe der Differentialgleichung (3.33) gewonnen, die dann zur
Losung des Differentialgleichungssystems im Inneren des Gebietes verwendet wer-
den.

Die folgende Untersuchung wird exemplarisch auf der Basis des vorgestellten diagonal
impliziten Zeitschrittverfahrens zweiter Ordnung (DIRK) fir die Euler-Gleichungen
durchgefuihrt. Man erhélt ein explizites Verfahren folgender Gestalt fiir den Dirichlet-
randwert ¢ (z, t), wobei & € (0, 1] ein mdglicher Dampfungsparameter ist.

iz, t1) = cx(x,to) — Opar(to) - Do AL(Var(z,t0)|r — VQ(z, o)1)
+ 0k (to) - NoutdAL(V i (x, to)|r + VQ (2, t0)|r)
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i (z,ty) = gz, tg) — aAtKy(ci, to) (cp(z, to) — Cr(z, o))

fur den ersten Schritt des diagonal impliziten Runge-Kutta-Verfahrens, und

CZ** (ZE, tl) - CZ* (IL‘, tO)
— Opar(to + aAt) - Ny (1 — ) ALV (z, to + alAt)|r — VQ(z,to + aAt))|r
+ 0pvk(to + aAt) - Ny (1 — ) ALV g (x, to + alt)|r + VQ(z, tg + aAt)|r)

G h) = 6 (@ to) — (1= @) ALK (67 o) (67 (@, to +- M) — Ci(a, o + @A)

fur den zweiten Schritt des Verfahrens.

Das explizite Gesamtschrittverfahren ist zusammen mit einer genauen Darstellung der
Stabilitats- und Ordnungsanalyse im Anhang B zu finden.

Das explizite Verfahren ist dabei nur von erster Ordnung in der Zeit und besitzt eine
Stabilitatsgrenze, so dal} der Zeitschritt im Intervall

11— (KAt) + (1 - V2)

2
(ICgt) | <1 K= K(ct)= const.

beschrankt werden mufRR.

Hinsichtlich Diskretisierungsordnung und Stabilitat sollte das verwendete Verfahren
am Rand 02 mit dem Verfahren auf dem Gebiet Uibereinstimmen, um einerseits keine
akustischen Storwellen zu generieren und andererseits keine Zeitschrittbeschréankung
zu erhalten. In numerischen Experimenten zeigt sich schnell, dal3 dieser Ansatz zu
instabilen Losungen am Rand neigt, obwohl der Zeitschritt innerhalb der Stabilitats-
grenze zu liegen kommt.

Implizite Diskretisierung

Wird die vereinfachte Differentialgleichung zur Bestimmung der Randwerte zusam-
men mit den vollen Erhaltungsgleichungen geldst, werden die Randwerte c(c,t)
gleichzeitig und abhéngig von der Losung ¢(z, t) im Gebiet berechnet. Die Kopplung
an C'(z, t) mit der Steifigkeit K garantiert, daB der Randwert C'(z, t) eingehalten wird.
Zur Diskretisierung der Gleichung (3.34) wird, ebenso wie im Gebiet 2, der ”Lumped-

Mass” Ansatz verwendet und man erhélt, ausgehend von Gleichung (3.32) fir den
Finite-Volumen-Ansatz am Randkontrollvolumen 2; fiir die Komponente &:
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(cr(c, t + At) — Ck(l‘,t))/ dQ) =
Q;
_ / At a(t)(VQ(x,t + A)|r — Vg, t + At)|r) - g dO
Q;
+ / At v(t)(VQ(z,t + At)|r + Va(x,t + At)|r) - npye dS2
Q;

- / ALK (et + At)(ca(e, t + At) — Cila, t + AL)) dO.
Q;

Der Gradient VQ(x,t + At)|r wird durch die Beziehung (3.36) ersetzt, die am Rand
leicht vorzugeben ist.

ot

= (v(t) —a(t)) VQ(z,t + At)|p.

Die einzelnen Terme der Gleichung werden entsprechend dem Finite-Volumen-Ansatz
diskretisiert und es ergibt sich fur einen Teilzeitschritt At im DIRK-Verfahren fir die
Komponente k:

(e, t + aAt) — ez, £) Y [SCVi| =+ ) (At ar(t) gy, (x,t + At)nngy)
i=1 j=1
OCy,(z,t + a/At -
+ (aAt 4G - i) -nout> > Iscvy

=1
Nip

+ Z (ozAtUk(t)qkj (t+ aAt)njnout>

J=1

— aAtK (c,t + aAt)(cx(z, t + alAt) — Cr(x, t + aAt)) Z |SCV|

i=1

Der Wert g, an den Integrationspunkten wird als Linearkombination der Knotenwerte
qr., des jeweiligen Elementes mit der Ansatzfunktion N, modelliert:

Nco

dk; = q<2p]> = Z NcoQkCo'

co=1

Eine Sortierung der Koeffizienten nach den Unbekannten ¢, im Randpunkt [ ergibt
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<aAt Z Nlnjnout> (z,t + aAt)

+ ((1+aAtK(c,t+aAt>>Z|som) (2, + aAL) = cp(z,t) Z|S(JV|

=1

OC,(z,t + At) .
+(ocAt ! -nout);rscw

+aAtK (c,t + aAt)Cr(z, t + alt) Y |SCV|

i=1

+ Y (aAt v(t)> anjnm> Groo(, t + aAL)

co=1,co#l j=1

Zur Vereinfachung wird K(c,t + «At) durch K ersetzt und die Summe

a v "ip N Noy . ..
(alt)+ (tE))T-‘%SJCVT 7" mit B abgekiirzt.

Zur Bestimmung der Diskretisierungsordnung in der Zeit und der Stabilitat des Ver-
fahrens, wird die homogene Gleichung betrachtet, so daf sich fur einen Teilzeitschritt
aAt schreiben 1aRt

(1 4+ aAt(K — B)) cp(x, t + aAt) = c(t).

Die einzelnen Schritte des diagonal impliziten Zeitschrittverfahrens gliedern sich nach
(3.6) in

1 (2,1)
1+ alt(K — B)F\

1. Schritt: ¢ (z,t + aAt) =

und

2. Schritt: (1 4 aAt(K — B)) cp(z, t+At) = cx(z, t)—(1—a) At(K — B)cg(x, t+aAt).

Nach einigen Umformungen erhadlt man das Gesamtverfahren

(1+ aAt(K = B)) cp(z, t + At) = (1 — (1 _T_ Z)AAtEEC]C—_Bl?)> cr(x,t)

1+ 2aAt(K — B) — AHK — B)
(1+ aAt(K — B))?2

Mit der Reihenentwicklung fir den Nenner nach aAt(K — B), die nach Termen zwei-
ter Ordnung abgebrochen wird

cp(x,t+ At) =

ce(z,t). (3.37)
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(14 aAt(K — B)) ™2 =1 - 2aAt(K — B) + 3(aAt(K — B))?

+ O((aAHK — B))?) (3:38)

erhalt man

ez, t+ At) = (1 = ALK — B) + (2 — &®)(AUK — B))?) ex(,t) (3.39)
+O((AH(K = B))*)cx(x, 1) '
Formal 148t sich eine Losung der Form ci(z,t) = e* B mita = 1 — 1v/2 in einer
Reihe entwickeln

(At(K — B))?

cr(z, At) = e KBA — 1 _ A{(K — B) + 5

+ O((ALK — B))?).

und es ergibt sich die

Bemerkung. Das Verfahren zur Bestimmung der Randwerte nach Gleichung (3.38)
istmita =1 — %\/5 von zweiter Ordnung und absolut A-stabil.

Beweis. Ein Koeffizientenvergleich zwischen den Gleichungen (3.38) und (3.39) lie-
fertmita =1 — 5\/5 sofort die zweite Ordnung des Verfahrens.

Nach Gleichung (3.37) ist das \Verfahren fir (X —B > 0) A-stabil. In der
vorliegenden Implementierung ist durch eine entsprechende Vorzeichenkonvention
S Ninjng,, > 0, da N; > 0 ist. Weil in der Implementierung % <0

gesetzt wird, ist B < 0 und damit die Bemerkung gezeigt.



4. Iterative Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme

Die im vorherigen Kapitel vorgestellten impliziten Diskretisierungen fiihren in jedem
Schritt des nichtlinearen Losungsverfahrens auf ein lineares Gleichungssystem, das
moglichst effizient und schnell geldst werden muf3, vgl. Gleichung (3.13) auf Sei-
te 71. Auch bei grofRen diinn besetzten Matrizen ist ein direktes Losungsverfahren,
d.h. die Berechnung der inversen Jacobimatrix .J—! immer noch sehr aufwendig. Viel-
mehr wird man das System iterativ 16sen. So kann der Aufwand bei Mehrgitterver-
fahren oder Krylov-Unterraummethoden theoretisch auf n Schritte reduziert werden.
Zundchst werden die Eigenschaften des linearen Gleichungssystems untersucht. Im
Rahmen dieser Arbeit ist die Abhdngigkeit der Matrixeigenschaften von der Machzahl
M., fur M,.; < 1, von besonderem Interesse. Danach werden Iterationsverfahren
und deren Anwendbarkeit auf das diskretisierte lineare System fur kleine Machzahlen
sowohl analytisch als auch in numerischen Experimenten untersucht und miteinander
verglichen. Der Aufbau eines Mehrgitterverfahrens mit Machzahl-unabhangiger Kon-
vergenzrate bildet den AbschluB dieses Kapitels.

4.1 Eigenschaften des linearen Gleichungssystems

Das zu losende Gleichungssystem ist in Anlehnung an Gleichung (3.15), siehe Seite
71, von der Form

Jq=b,

wobei die Jacobi-Matrix J als reguldr angenommen wird. Zur Vereinfachung wird der
2-dimensionale Euler-Fall mit der Viskositat = 0 betrachtet.
Ferner bezeichne ||.|| fur R™ die Maximumsnorm mit der zugehdrigen Matrixnorm

1Al = sup 127k,
zeR™ | |‘/L‘| |oo

Der EinfluR der Machzahl M,., auf die Matrixnorm und den Spektralradius der Ja-
cobimatrix .J und deren Inverse J—! bestimmt das Konvergenzverhalten des spéteren
iterativen Losungsverfahrens, so daB der Machzahl-Einflul fur M,.; < 1 naher unter-
sucht werden soll. Mit M,.; < 1 sind nur Terme, die von ﬁf abhéngen relevant. Die
Abhéngigkeit von der Gitterweite Ax wird nicht ndher bestimmt.

Die Jacobimatrix .J setzt sich nach Gleichung (3.15) aus einem stationéren und insta-
tionaren Anteil zusammen. Mit s,, = 1.0 und s, = At lalt sich formulieren

J=Ju+ At Jy.

99
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Werden die Unbekannten des Systems gleichungsweise sortiert, haben die Matrizen
Jyr und J 4 die folgende Blockstruktur

Tar, 0 0 0
Ty — 1 JM21 J]\/[22 0 0
M Mref JM'n 0 JM33 0

MrefJM41 Mref‘]M42 Mv?efJlea JM44

JA11 JA12 JA13 0

1
JA21 JA22 JA23 M2 JA24
JA = ref

1
JA31 JA32 JA33 MZ ; JA34
) .
Mref JA41 ‘]A42 JA43 JA44

Die Blockmatrizen Jyy,, bzw. J,; besitzen bis auf .J4,, und J4,, keine von der Mach-
zahl M,.; abhéngigen Elntrage JA42 und J4,, lassen sich nach den Gleichungen (3.16)
und (3.17), auf Seite 72, in von M, abhanglge und von der Machzahl unabhéngige
Eintrage aufspalten, wobei fur M,.; < 1 die Machzahl-unabhangigen Anteile dominie-
ren. Daher ist || Jyy, ||o0 < C bzw. [|J4,, |l < C. Vergleicht man die GréRenordnung
der Matrixeintrage in J,; und J4 miteinander, so werden bei entsprechend kleinem
Zeitschritt

At - At
1> 7170 ~ O
M.e Az povyg M,ep Ax

die Eintrége in J,,; groRer als in At - .J4, so daR man in diesem Fall fir die Gesamtma-
trix .J schreiben kann

Jinstn Jinstm Jinstlg 0
1
1 Jinstzl Jinst22 Jinstzg WQ&f Jinst24
Jinst = M J J J 1 J (41)
ref nstsy mst3o 1nstss M?‘ef 1mstsg

2 2 2
MTef Jinst41 MT‘ef Jinst42 Mr@f Jz'nst43 Jinst44

Fir Zeitschritte At > M ~ O (M, Az) und im stationdren Fall sind die
Eintrdge in J, groRer als die i |n der Massenmatrix .J;,. Dann hat die Jacobimatrix die
Form

JStCLtll Jstat12 Jstatlg O
1
Jstat21 JStCLtQQ Jst(ztzg M2 Jstat24
Jstat = J J J fef J (42)
statay statso statss M2f statsq
re,

Mfeft]statu Jstat42 Jstat43 Jstat44
Zur spateren Verwendung konnen die Spektralradien der beiden Matrizen J,; und J4
abgeschatzt Werden Far M, < 1 ist falls vorhanden, die Abhangigkeit der Ma-
trixnormen vo T
Mit der Dlagonalmatrlx
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o = (4.3)
wird die an die Machzahl angepafite Vektornorm

lzllar = (127 2o

und die dazugehdrige Matrixnorm

Al — sup 1Tl (97 A0

mit z =& 'z
verr ||Z|| 0 zER™ |12]] o0 ’

definiert.

Mit & aus Gleichung (4.3) kdnnen die Koeffizienten M2f und —*

577 aus der instati-

ref
ondren Jacobimatrix J;,s; herausgezogen werden, so dafl Gleichung (4.1) umgeformt
werden kann in

Te

1

Jinst = —(I)j;nstq)ila mit H:]\mstHoo S C. (44)
Mref
Zusammen mit der Norm ||.||,; erhdlt man als Abschétzung fiir den Spektralradius
1 - 1 - 1 - C
Jins = —Jins < (D—Jms q)il = —Jins o < .
pUimr) = (37— Tons) < 1@ 37— Fs® ™ las =117~ Tl < 37—

Falls die Inverse J. !, existiert, 14kt sich tiber Gleichung (4.4) die Beziehung

wnst

J = My ®J Lo (4.5)

inst inst

herleiten, und der Spektralradius der Inversen mit

p(Jink) = p(Myep - ®T L 07 < (| @Myes Tk @7 [ar = || Mooy Tk oo < O My

inst inst

abschatzen.
Zur Verfeinerung der Abschatzung der stationdren Jacobimatrix Jg:, kann sie mit

My - 1

spektraldquivalent zu

Jstat = \Ijj;tatqj_l
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umgeformt werden, mit fsmt in der Form

Jstatu Jstat12 Jstatlg 0
1
~ Jstat21 Jstat22 Jstatgg Mref Jstat24
Jstat - J J J 1 J ) HJstatij o < C.
statsy statso statss Mref statsq
1 1 ]
Mref Jstat41 Mo Jstat42 Mo Jstat43 Jstat44

Damit l&Rt sich angeben

~ ~ C
Js at) — Js a S Js a S
P(Jstat) = P(Jstat) < | Jstat| M,y
Bemerkung. Werden die Eigenwerte der stationdaren Jacobimatrix Jg,, numerisch,
z.B. mit Hilfe von Matlab, bestimmt, so haben die » komplexen Eigenwerte )\; die
Form

k.
A\ =cj +i—2, ci, ki € R.
RNV s K

Die Abschatzung des Spektralradius der Inversen J;,}, gestaltet sich fiir die volle
Newton-Approximation duerst aufwendig. Zur Vereinfachung wird die Jacobimatrix,
die durch die nichtlineare Fixpunkt-Iteration nach Gleichung (3.19) auf Seite 73 ent-
steht, herangezogen.

Die Jacobimatrix .J;, fir die nichtlineare Fixpunkt-Iteration des stationéaren Problems

hat die Form

Tstaty; 0 0 0
1
J O Jstatzg 0 M—2f JStat24
—_— Te,
fiz — 1 )
O O Jstat33 M2 ¢ Jstat34
Te,
0 Jstat42 Jstat43 Jstat44

wobei die Blockmatrizen Jy,., ¢ = 1, ..,4 reguldr sind.
Die einzelnen Blockmatrizen Q;; der Inversen Q = J;. lassen sich mit Q - Jy;, = I
durch folgende Gleichungen bestimmen.

Qiletatn = 51'1 [, fir = s ey 4

QizJstatsy + Qiadstaty = i I, fir i=1,..4
Qi3 Jstat33 + Q’i3JSt(lt43 = 5i3 I7 fur Z = 17 (] 4
1

Qi?Jstat24 + Qi3Jstat34 + MfefQi4Jstat44 = Mfefdiﬁl [> fur 7/ = 4

AR

Aufgeldst nach den einzelnen Blockmatrizen @;; ergibt sich
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Qil = 511 ‘]S_tatn

Qiz = (02 I — QiaJstatss) statn,
Qis = (03 I — QiaJstates) It
QZ‘4 = ( 14Mref I — 5z 2<]s_mt22 Jstat24 - 5 Js_tatgg Jstat34) ’
( rngstat44 — Jstatss St;m Jstats, — Jstatys S_t;m Jstat34)_1' (4.6)
Entscheidend, ob —— Eintrdge in der Matrix Jf entstehen, sind die Eigenschaften

7ef

1 1
der Inversen (Mref Jstatss = Jstatas Tstatyy Tstatzs — Jstatas statss Tstatsa) L. Sortiert man in

den Blockmatrizen Jy,,; die Dirichletwerte an den Anfang, haben die Matrizen Jqas,,.,
Jatatssr Jstar,, die Gestalt

I 0 0 0 0 0 .
Jstatii = (A D) 7<]stat47', = (E4 F4) 7(]stati4 - (G4 H4) ) 1= 273

Bemerkung. Besitzen die unterschiedlichen Variablen (v;, p, p) nicht die gleiche An-
zahl an Dirichletwerten, bestimmt sich die Blockgrofie der Einheitsmatrix 7 in den
Teilmatrizen Jg,.,, aus dem gemeinsamen Minimum.

Die Inverse von Jsgitii IaRt sich einfach angeben mit

_ I 0 .
Jst;tii = (DZZIAM Dul) s 1= 2, 3.
Damit bekommt der Ausdruck M2 Juat,, — S-i—o Jstatss Jatat,, Jstats, TOlgende Matrix-
form

M, ref J statas E J, stata; stat” J statiy —

=2

Mfefl 0

M2, Ay —ZF@ D;'Gu M2 Dy — 3, FuDy' Hy

=2

Fur die Inverse ergibt sich die Form

—1 _
ref Jstat44 E : Jstat41 statu 8tat;4) -

1

2
Mref

AT r@fA44_ZF4Z i Gu) AT

I 0 4.7)

)
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mit

3
A =MDy~ FuDy'Hy. (4.8)

=2

Ist© = 25;2 Fy;D;;t Hyy reguldr, dann kann A~! fir M, < m mit Hilfe
einer Neumann’schen Reihe entwickelt werden

A'=—-0""(I-M,Duo ") "=
— O (I +M2Du® " + M (Du® ') +- )

Zur Vereinfachung wird bei der Betrachtung der Norm ||D4,©~||o auf nur einen
Summanden in Zf’zz F4,»D;ilHZ-4 zuriickgegriffen. Sind H;4 und F}; reguldr, dann gilt

104407 oo < [[Daa iy ool Dii i ] o

Vernachlassigt man den EinfluR von Randpunkten ist bei der vorliegenden Diskretisie-
rung D33 = F43, bzw. D22 = F42 und HD44H7;11H00 ~ O(l), so daf} sich erglbt

HD44@_1HOO S C@ ~ 0(1)

Berlicksichtigt man hingegen Randpunkte, kann die von der Machzahl A, un-
abhangige Konstante C¢, abhdngig vom Aufwindanteil in der Diskretisierung, grof}
werden. Solange die Machzahl aber klein genug gewahlt wird mit Mfef < m,

kann A—! in einer Neumann’schen Reihe entwickelt werden. Dann enthalt A~ keine
von ﬁf abhangigen Eintrage und ||A || < C.

Einen besonderen Fall, wenn Randpunkte berlicksichtigt werden, stellt die Aufwind-
Diskretisierung, 3 = 1.0 in Gleichung (3.22) auf Seite 80, dar, der noch genauer be-
trachtet werden soll. Das volle Aufwind-Verfahren ist deswegen interessant, da es sich
in der Praxis zeigt, dal fiir eine gute nichtlineare Konvergenz des stationédren Problems
( = 1 gewdhlt werden sollte. Bei der vollen Aufwind-Diskretisierung ist © nicht mehr
reguldr, da die Blockmatrizen F);; und F;3 Nullzeilen entsprechend der Anzahl an Di-
richletwerten der Geschwindigkeitsunbekannten aufweisen.

In der Regel werden die Dirichletwerte fiir die Geschwindigkeitskomponenten an den
gleichen Punkten angegeben, so dal} in den Matrizen F;; und F3 die gleichen Nullzei-
len entstehen, die dann auch als Nullzeilen in © auftreten. Da D, regular ist, entstehen
dadurch in A Zeilen die von M,?ef abhangen, siehe Gleichung (4.8). Mit ®
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b = (4.9)

kann A als
A= ®A

geschrieben werden, wobei A nicht mehr von M, abhéngt, 1Al < C.
Entsprechend besitzt A~!

A=A, A Y| <€,

1 abhingen.

Spalten die von -
ref

Mit der Inversen A~" = (M2 Joar,, — 2?22 Jstats Jazat,, Jstats,) ~ Und den Gleichun-
gen (4.6) konnen sukzessive die Blockmatrizen @;; der Inversen Q = J, bestimmt
werden. Sortiert man die Dirichletwerte alle an den Anfang des Losungsvektors, haben
J i und @ die folgende Matrixgestalt

= _ (I o0 s _s_ (1T oN_( I 0
Jrie (jA jB>’ Tpi = Q (QA QB) <QB'jA QB>7 (4.10)

mit
I A 0 0 0
> I _ 0 Ay, 0 Gou
I= I und  Ja = 0 0 As3 Gy
I 0 Ep Ei3 Au

Da die Norm || J4|| < C'ist, muB noch geklért werden, ob und in welcher Form in @ s

M%éf Eintrdge enstehen. Q5 hat die Folgende Matrixgestalt.
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Qp =
D! 0 0 0
0 [+ Dy HyA 'FiuDyt Dy HyA 'FysD3lt — Doy HoyA™?
0 D3 HyyA ' Fyo Dyt T+ Dy HyyA ™' Fys D3yt — Dt Hyy A~
0 —M? Ay Dy — M2 A Fyp Dy MZ AT
(4.11)

Weist A" keine = Eintrage auf, dann gilt dies auch fiir Q5 und es ist ||Q s/« < C.
herausgezogen werden mit

ref

Aus den unteren Zeilen in .J}

o (0 0 (e I 0
sz’m_< CI)E) (QBJA QB) ( CI)E> (QA QB>7 (4.12)

mit ®p und &z in der Form

kann der Faktor M.,

I I
I I
I Mzeff

(4.13)

Werden die Dirichletzeilen wieder in die Gleichungsbltcke einsortiert, ergibt sich die

Form
Ty, 0 0 0
-1 _ T-1 O Jinvgg Jinv23 invay
‘]fix - CI)G‘]fzz - (I)G 0 j :]\ j )
inv3o inwvss inv34
O J iNv42 J inv43 iNV44

wobei ® mit den Eintragen aus den Matrizen in Gleichung (4.13) und die Block-
matrizen J;,,,, mit den Blockmatrizen Qp und Q4 aus Gleichung (4.12) angegeben

werden kdnnen mit
(I)Ell
~ 01 0
und  Jin, = (Aj ~ )
! QA»;J‘ QBij

Zur spdteren Analyse in der ||.||5; Norm wird &, mit ® (iber die Beziehung
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I
I
dp = 0D, mit o' =
L7
M?ef Y
I
umgeformt. Dann ergibt sich
1 — 1 1 1 1
wa <I>Gwa_<I>cI> wa q)JfMCD (4.14)
mit
Jinor, 0 0 0
jf—l o 0 {z’m}gg JATL’U23 <]Amvg4 (415)
0 ‘{in’l)32 JAznvgs t{invﬂ
0 J’mv42 sz;43 Jlnv44

und den Blockmatrizen

Die Blockmatrizen fmvij sind unabhéngig von #f und kdnnen mit Hfmv]Hoo <C
abgeschatzt werden .

Haben, wie es bei der vollen Aufwind- Diskretisierung mit 5 = 1. () vorkommt, beide

Matrizen F42 und Fy3 Nullzeilen, dann hat A—! Spalten, die von abhangen
ref

mehr auf da sie durch die Nullzeilen in ;5 und F43 aufgehoben Werden . Es bleiben
nur M2 Spalten in den rechten Blockmatrizen in ()5 Ubrig, so da mit ® aus Glei-

chung (4 9) und mit

I 00 0

~ 07 0 0

O = 001 0 (4.16)
000 @

@ spektralaquivalent umgeformt werden kann

Qp=Qpd ", mit [|Qpl~ <C. (4.17)



108 4, Iterative Losungsverfahren fur lineare Gleichungssysteme

Zur Bestimmung der Gesamtmatrix JNf‘Z}E nach Gleichung (4.10), wird noch der Block
QB J 4 bendtigt.

Es gilt
QpJa = Qp® ' T4 = QpJa,

da in den Blockmatrizen E, 9, E43 und damit ig J 4 die gleichen Nullzeilen existieren
wie in Fy, und Fjs. Jetzt kann fiir die Inverse Jf]i folgendes formuliert werden

~ I 0 I 0 I 0 =1
Ji=1 = ~ = ~ ~ ~ =J, &'
fiz (QBJA QB(I)1> (QBJA QB) (0 (I)1> fiw =4

Werden auch hier die Dirichletzeilen wieder in die Gleichungsbltcke hinein verscho-
ben, ergibt sich analog der vorherigen Betrachtung, siehe Gleichung (4.14)

Tk = J 5 05 05 (4.18)

Die Blockmatrizen von Jf_z';: nach Gleichung (4.15), haben dann die Form

vy = = ) ?
' Mgef QAij QBiJ'

N 5ij [ O
Jmoiy = | &2 = ,  sonst.

Zur spateren Verwendung kann aus der Jacobimatrix J,; ebenfalls ®~! abgespaltet
werden mit

Jotat = OpJua® ', || Jstat]|oo < C, (4.19)

mit

~ P 0
<]8tat44 = ( 844 @E ) Jstat44
44

~

Jstatij - Jstatijv sonst.

& mul vorangestellt werden, damit die Dirichletzeilen wieder zu 1 gesetzt werden.
Entsprechend gilt fiir den Fall der vollen Aufwind-Diskretisierung

Jotat = Pa®pTuar® ", || Tstatllos < C, (4.20)

mit
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~ dp 0
Jstat44 - ( 044 M2f$> Jstat44

Jstatij = Jstatij; sonst.

Mit den oben erhaltenen Abschétzungen fur die Matrixnormen werden im Folgen-
den die Eigenschaften und die Eignung iterativer Methoden fiir die vollen kompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen mit der im vorherigen Kapitel vorgestellten Finite-
Volumen-Diskretisierung flr M,.; < 1 untersucht.

4.2 Klassische Iterationsverfahren

Bei einem iterativen Verfahren wird zur Losung des linearen Gleichungssystems, aus-
gehend von einer Startlosung qq, durch sukzessives Hinzufiigen einer Korrektur ¢ im
Iterationsschritt ¢ eine neue LAsung bestimmt

dir1 = q; + c(q;, b).

Ist die exakte Ldsung q... des linearen Gleichungssystems fiir beliebiges b € R™ Fix-
punkt der Iteration mit

c(Qez, b) =0,

nennt man das iterative Verfahren konsistent.

Wird die Inverse J~! des Gleichungssystems durch eine angenaherte Inverse W~}
ersetzt, kann das Iterationsverfahren in der sogenannten dritten Normalform, siehe z.B.
Hackbusch [20], beschrieben werden

Qi1 — q; = C(qi, b) = Wﬁl(b — qu) = Wﬁldi. (421)

Mit der exakten Inversen wiirde man die Losung des Gleichungssystems sofort nach
einem Iterationsschritt erhalten. Um eine gute Konvergenz des Verfahrens zu bekom-
men, wird man die reguldre Matrix W so wéhlen, da man sie leicht invertieren kann
und sie mit ihren Eigenschaften moglichst nahe an die zu approximierende Matrix .J
herankommt. Damit der Fixpunkt des Verfahrens auch Losung des Gleichungssystems
ist, mul die Matrix W zusétzlich die folgende Bedingung erfillen.

Formt man die Iterationsgleichung (4.21) mit Hilfe der Iterationsmatrix .S um, so daf3
die neue Iterierte als Funktion der alten Iterierten geschrieben werden kann

Qi+1 = Sq; — Wb,
geht durch Vergleich mit Gleichung (4.21) die Konsistenzbedingung
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S=I-WJ (4.22)

hervor. Eine Multiplikation von links mit W ergibt

J=W-WS=W-—-R (4.23)
und man erkennt, dafl man zur Konstruktion eines Iterationsverfahrens die Matrix .J
additiv aufspalten kann, in eine regulére, leicht invertierbare Matrix 1 und die Rest-
matrix R.
Die i-te Iterierte kann in Abhangigkeit der Startlosung qq

i—1
q=Sq+ > S*W'b
k=0
angegeben werden. Den Iterationsfehler e; = q; — q., erhélt man tber die Beziehung

e; = Sieo.

Ist das Verfahren konsistent, und ist die Losung Fixpunkt der Iteration, dann ist das
Verfahren konvergent, wenn der Iterationsfehler e; fiir wachsendes 7 immer kleiner
wird. Mit Hilfe des Spektralradius der Iterationsmatrix .S ergibt sich als hinreichende
und notwendige Bedingung fiir die Konvergenz

p(S) <1 oder p(S)<|95] <1 (4.24)
Die Iteration wird meist gedampft, d.h. die Korrektur ¢(g;,b) wird mit einem Faktor
w € (0, 1] gewichtet. Es folgt fur das gedampfte iterative Verfahren

Sw)=T—-wWtJ

mit der additiven Aufspaltung

W
J=——R

w
Verallgemeinert flihrt eine Zerlegung mit der reguldren Matrix K

J=K'W-R

auf eine Linkstransformation, wahrend eine Aufspaltung

J=WK'-R

auf die von Wittum [65] vorgestellte distributive Iteration mit

S=I1-KwW™'J (4.25)
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fuhrt.

Die Matrizen des lIterationsverfahrens konnen in einzelne Blockmatrizen unterteilt
werden. Die Matrixmultiplikation erfolgt dann, analog zum skalaren Fall, indem die
einzelnen Blockmatrizen miteinander multipliziert werden. Lassen sich die Blockma-
trizen exakt invertieren, kann die angenéherte Inverse 1/ ~!, und damit die Iterations-
matrix S, bessere Eigenschaften aufweisen und so die Konvergenz des Verfahrens ge-
genuiber dem skalaren Fall verbessern. Hier ist das Besetzungsmuster der Blockma-
trizen so zu wéhlen, daR sie einfach und schnell invertiert werden kdnnen. Geschieht
die Blockung knotenweise, werden die Unbekannten (Geschwindigkeiten, Druck und
Dichte) in einem Knoten zu einem Block zusammengefalit, so daR der Lésungsvektor
q die Form:

T 1 1 1 1,1 m ,m ,m _m ,_m
q _(U17U27w3)p7p7"'7U1av27v3ap 7p )

aufweist. Bei einer gleichungsweisen Kopplung der Unbekannten in der Form

qT = (0%7 °) UT, U%? A U;”? 'U§7 ) Ugna p17 ) pm’plﬂ pm)
entstehen in der Regel groRRe Blocke, die im Zuge der Iteration nur ndherungsweise
invertiert werden konnen. Bei einer knotenweisen Blockung (Punktblockung) kénnen
die verhaltnismalig kleinen Blocke exakt invertiert werden, so daf in den folgenden
numerischen Untersuchungen auf eine Punktblockung zuriickgegriffen wird.

Jacobi-lteration

Beim gedampften Jacobi-Verfahren wird die Matrix J in die Diagonalmatrix D, mit
D;; = Jy, 1 = 1,..,n und eine Restmatrix R zerlegt. Mit dem Dampfungsparameter
w € (0,1] erhalt man die Zerlegung J = W — R, mit W = £ und es ergibt sich die
Iterationsvorschrift

qir1 —q =wD (b — J(q;))

mit der Iterationsmatrix

S=1I1—wD"J

Bei instationéaren Problemen mit gentigend kleinem Zeitschritt At < O(M,.;Ax) kann
die Jacobimatrix J;,s; nach Gleichung (4.4) in ﬁ(bfmt@—l, mit ||fm3tHoo < C'um-
geformt werden. Entsprechendes gilt fur die Eintrdge in der Diagonalmatrix D;; =
Jinst,;, Mit D = ﬁ@D@*l und ||D~!||o < C. Der Spektralradius der Iterationsma-

trix S 18Rt sich folgendermaflen abschéatzen
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p(S) = IO<I - WDiljinst)

= p(I — WM,y ®D 'O —— 8], D)

ref
= p(D(I — wD " Tpp)® ™)

< ||O(I = wD ™ inst) |
= || = wD ' Jins)||oo < C.

(4.26)

Der Spektralradius der Jacobi-Iteration ist bei kleinen Zeitschritten von der Machzahl
M,.; unabhéngig.
Anders verhdlt es sich flir den stationdren Fall, oder bei Zeitschrittweiten At >
M,.;Ax. Fur den Spektralradius einer Iterationsmatrix mit der angendherten Inversen
W1 gilt

p(S) = p(I —wW1)). (4.27)
Mit dAer Aufspaltung Jy: = <I>DJA3M<I>*1, aus GIeichuAng (4.19), erhélt man
||®pJstat||o < C und kann Gleichung (4.27) mit Jgue = ®pJsa: SChreiben als

p(P(I — w® "W ) @), (4.28)

Das Iterationsverfahren konvergiert dann unabhéngig von MLQ falls der Spektralradius
von !

p(I —w® "W Jar)
unabhangig von & ist.

ref

Satz 4.1. Erfiillt die angenaherte Inverse die Bedingung ||W ||, < C, mit W1 =

d~11W 1, dann ist der Spektralradius der Iterationsmatrix S = I —wW ~1.J,,,, fir den
stationdren Fall unabh&ngig von ﬁf

Beweis. Der Spektralradius kann mit der ||.||,; Norm abgeschétzt werden
,O(I - WW_IJstat) S ||I - WW_IJstatH]V['
Mit Gleichung (4.28) erhalt man

11— oW gl lar = 1 — @@ "W gt oo

Da || Jyat]|o < C und nach Voraussetzung ||[W=!||o = [|® W1, < C ist, gilt
auch

p([ — wal(]Smt) < H[ — WW?lj;tatHoo < C
und damit die Unabhéngigkeit von MLf O
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Erfullt die angendherte Inverse die Bedingung ||W*1||oo < C'nicht, muB mitw ~ M2,
gedampft werden. Das ist beim Jacobi-Verfahren der Fall, da die Norm der angenaherte

Inverse D" des Jacobi-Verfahrens sich wie || D], < 1/ verhilt.
ref

Das kann mit numerischen Simulationen untermauert werden. Mit den Gleichungen
(4.22) und (4.23) erhdlt man W.S = R bzw. n Gleichungen der Art W's; = r; zur Be-
rechnung der Spaltenvektoren s; aus den Spaltenvektoren r; der Matrizen S und R. Als
Problemstellung dient die einfache Rohrstromung aus Kapitel 5.2 fiir unterschiedliche
Machzahlen. Einen guten Kompromil3 zwischen Rechenaufwand und GroRe der Ma-
trizen stellt die Verwendung der Gitterebene 1 dar. Hier haben die Matrizen die Grole
n x n =100 x 100.

Ist der Spektralradius p(S) < 1, so geht ||.S*||o. — 0 fiir k — oc.

1e+60 : . : : :
1e+50 ]
le+40 - ]
I — 106
f}ﬂ:g 1e+30 Mref = 18 . ]
\ES\ """"" ref — -
0 @ I O e —— M, =104
—|= le+20 ref =
[ T Mref =103
le+10 | 27 =7 e Moy = 102 ]
: Myop = 1071
1 1 1 1 1
0 10 15 20 25 30

Abbildung 4.1: Zeilensummennorm der Iterationsmatrix S fir eine Machzahl-
unabhangige Dampfung w = 1.0.

In den Abbildungen 4.1 und 4.2 ist das Verhltnis ”g(g’))””w tiber & eines Punktblock-
Jacobi-Verfahrens mit variierenden Werten fir w au%getraajen.

Wird nicht Machzahl-abhéngig gedampft, ergibt sich in Ubereinstimmung mit der
Analyse, eine Divergenz des Block-Jacobi-Verfahrens, deren Starke von der Machzahl
abhangt, siehe Abbildung 4.1. Wird hingegen der Dampfungsparameter proportional
Zu Mfef gewabhlt, ist die Norm von der Machzahl unabhéngig, wie in Abbildung 4.2
leicht zu erkennen ist. Flr die Machzahl M, = 1076 treten Fehler durch Rechenun-
genauigkeiten auf, so daf die Kurve in Abbildung 4.2 nicht auf den anderen zu liegen
kommt.

Um Uberhaupt Konvergenz erreichen zu kdnnen, ist eine starke Dampfung bei kleinen
Machzahlen notwendig, so dal} das Jacobi-Verfahren fir den Einsatz im stationdren
Fall unpraktikabel ist.
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Abbildung 4.2: Zeilensummennorm der Iterationsmatrix S fir eine Machzahl-

abhéngige Démpfung w = M, ;.

Gauf-Seidel-Iteration und SOR-Verfahren

Das Gaul3-Seidel-Verfahren greift auf die bereits wéahrend der Iteration neu bestimmten
Werte zur Berechnung der restlichen Unbekannten zurtick.

Mit der Aufspaltung J = (L + D) — R, bzw. W = (L + D) ergibt sich fur das mit
w € (0, 1] geddmpfte GauR-Seidel-Verfahren:

Qi1 —qi =w(L+ D) (b - J(q)), S=I-w(L+D)'J
Bei einem SOR-Verfahren wird zusatzlich zur méglichen Dampfung mit w der Ein-
fluR der Hauptdiagonalen D mit Hilfe des Relaxationsparameters « gestarkt oder ge-
schwacht, indem die Matrix mit J = (L+ < D) — R, bzw. W = (L+ 1 D) aufgespaltet
wird. Fir eine Relaxation mit x = 1 erhalt man wieder das gedampfte GauR3-Seidel-
Verfahren. Die SOR-Iteration bzw. die Iterationsmatrix .S lassen sich folgendermal3en
formulieren

Qiv1 — 9 = wk(kL+ D) (b — J(qy)), S =1—wk(kL+ D)™ J.

Wie bereits beim Jacobi-Verfahren wird zwischen instationdrem und stationdarem Pro-
blem unterschieden.

Bei instationdren Problemen mit genugend kleinem Zeitschritt At < O(M,sAx)
kann der Spektralradius der Iterationsmatrix S analog den Betrachtungen beim Jacobi-

Verfahren mit kL + D = M%f(b(/@L/Jr\D)d)‘l und J;,e = M%fcbfmt@—l umgeformt

werden. Da sowohl ||(I€f—f-\D)||oo < C als auch || Jins||os < C unabhéngig von ﬁ
sind, 1ait sich auch hier fiir den Spektralradius abschatzen
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p(S) <||I — wk(kL + D) il
— 1
[ —wk(KL 4+ D) Jips||oo < C.

Bei stationdren Problemen verhélt sich das Gaul3-Seidel/SOR-Verfahren ebenfalls ana-
log der Jacobi-Iteration. Um dies zu zeigen wir die Iterationsmatrix S in der Form

S=1-wk(kD 'L+ 1)""D' Jyas,

weiter vereinfacht. Da p(kD~'L) < 1 istund D~'L echte untere Dreiecksmatrix ist,
kann deren Inverse in einer endlichen Neumannreihe entwickelt werden.

S=1—|wk ([+ Z /€D 1L ) Dil Jstat (4 29)

-~

K
=] — KD YJ4. n:Anzahl der Unbekannten

Die Gaul-Seidel/SOR-Iteration ist nach Gleichung (4.29) und Gleichung (4.25)
eine distributive Jacobi-Iteration. Die angendherte Inverse W ! des GauR-Seidel-
Verfahrens beinhaltet immer einen Anteil DL,

le+160 T T ]
1le+140 f E
1e+120 f E
1e+100 f S Moy = 10 -
2 tews0f T T e Myop =105
33 . F T T —10-4 ]
£|m 1e+60 | Mpep =10 E
== e My =107% ]
let40F /2 - .-~ My — 10-2 3
le+20 M =107 ]

1 - . ]

0 20 25 30

Abbildung 4.3: Zeilensummennorm der Iterationsmatrix S fir eine Machzahl-
unabhangige Dampfung w = 1.0 und x = 1.0.
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Wie die Jacobi-Iteration auch, erfillt GauB-Seidel nach Satz 4.1, die Bedingung

||fVV‘1]|OO < C an die angendherte Inverse nicht, so daf proportional mit M},
gedampft werden mubB.

Aus Gleichung (4.29) wird auch ersichtlich, daR es effektiver ist die Dampfung tber
den Relaxationsfaktor  einzufuhren. Der eigentliche Dadmpfungsparameter w muB in
der Regel kleiner ausfallen, um die Potenzen von D—'L bei groRen Nebendiagonal-
eintrdgen in L zu dampfen.

5 - - ' ' '
4L E— ref = 10_6 T
""""" MTef =10"°
L e Myep = 1074 _
RE T Moy = 1077
s=s.. Myep =107
-§£2 MTe = 1071 i
l -
0 ' : ' ' '
0 5 10 15 20 25 30

k

Abbildung 4.4: Zeilensummennorm der Iterationsmatrix S fir ein Block-Gauf3-
Seidel-Verfahren mit einer Machzahl-abhéngigen Relaxation w = 0.1
und k = M7,

Wie bei der Jacobi-Iteration im vorherigen Abschnitt, wird das Verhalten der Itera-
tionsmatrix S des GauRB-Seidel-Verfahrens an Hand numerischer Experimente verifi-

ziert. In den Abbildungen 4.3 und 4.4 ist die Norm ”ék‘”j (iber den Iterationszahler &
abgebildet. Ohne Dampfung, mit x = w = 1.0, divergiert das Verfahren wie erwartet.
Die Machzahlabhangigkeit ist so groB, daR bereits bei A,.; = 10~% Rechenungenau-

igkeiten die Losung bestimmen, siehe Abbildung 4.3.

Fur das mit x = M., relaxierte SOR-Verfahren divergiert die L&sung zwar nicht mehr,
die Konvergenzrate liegt aber nahe bei 1. Damit ist auch Gauf3-Seidel, bzw. SOR als
Iterationsverfahren nicht praktikabel, da die Korrektur fir M,.; — 0 verschwindet.

Bemerkung. Auch ein symmetrisches SOR-Verfahren mit W = (D + L)D (D + U)
erfallt nicht die Bedingung an die angenaherte Inverse. Nach
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Wl=({I+xD'U)I+rD'L)D" =
<I+Z (kD™ 1U><I+Z kD~ 1L)D‘1

hat auch hier die angenaherte Inverse W~ ! ginen Anteil D!, so daR die Aufspaltung
W-1 = ®W-! nicht durchgefiihrt werden kann ohne zusatzllche Eintrége zu

7‘@ f

generieren. Damit ist ||W—1HOO < -5 M, gedampft werden.

Unvollstandige Dreieckszerlegung (ILU)

Bei der exakten Dreieckszerlegung J = LU mit der linken unteren Dreiecksmatrix L
und der rechten oberen Dreiecksmatrix U, entstehen Nichtnulleintrdge in den Matri-
zen L und U, die in der Ausgangsmatrix J nicht enthalten waren. Um das Auffillen
wahrend der Zerlegung zu verhindern, werden bei der unvollstandigen Dreieckszerle-
gung (ILU) nur Eintrdge nach einem bestimmten Besetzungsmuster in die Dreiecks-
matrizen L und U eingetragen, wodurch eine Restmatrix R entsteht

J=LU — R.

Bei der unvollstandigen Dreieckszerlegung wird das Besetzungsmuster der Matrix J
beim Aufbau der Dreiecksmatrizen L und U zu Grunde gelegt. Bei diesem mit /LU,
bezeichneten Verfahren, werden nur solche Eintrdge in L und U zugelassen, die auch
schon in J vorhanden sind.
Analog zu den bisher vorgestellten Verfahren ergibt sich fir das mit w € (0,1]
gedampfte 7 LU-Verfahren

Qi1 — 9 = wU L7 (b — J(q)), S=I1—-wU 'L

Die Abschdtzung der Matrixnorm ||S|| gestaltet sich fiir das / LU-Verfahren nicht so
einfach wie fiir die bisher vorgestellten Verfahren, da die Eintrage in U~! und L~}
nicht einfach analytisch zu bestimmen sind. Es erfolgt hier nur eine experimentelle
Abschétzung des Spektralradius p(.S).

Wie bei den beiden vorherigen iterativen Verfahren, wird zur Bestimmung des Spek-
tralradius der Iterationsmatrix S das Verhaltnis der Normen W herangezogen.
Die Ergebnisse fiir unterschiedliche Machzahlen fiir ein Punktblock-1 LU,-Verfahren
sind in Abbildung 4.5 aufgetragen. Selbst ungedampft, w = 1.0, ist der Spektralradius
des Punkblock-1 LUy-Verfahrens kleiner als 1 und unabhangig von der Machzahl.
Demnach erfillt die angenéherte Inverse der Punktblock-7 LU-Iteration die Bedin-

gung W1 =d 1W-" mit ||fI/I7*1||Oo =C.
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Abbildung 4.5: Eigenschaften der ungeddampften Iterationsmatrix S(1), mitw = 1.0.

4.3 Mehrgitterverfahren

In den bisher beschriebenen Iterationsverfahren klingen hochfrequente Fehleranteile
sehr schnell ab, wahrend langwellige Fehleranteile, d.h. deren Wellenldnge deutlich
groRer ist als die aktuelle Gitterweite Ax, nur sehr langsam reduziert werden, siehe
z.B. Hackbusch [19] oder Wesseling [63]. Ist die Konvergenzrate zu Beginn noch gut,
wird sie im Verlauf der Iteration immer schlechter, da die langwelligen Fehleranteile
nur langsam verringert werden. Dieser Effekt wird stéarker je feiner das Gitter wird.
Da der Begriff ,langwellig” immer im Bezug zur jeweiligen Gitterweite Az zu verste-
hen ist, ist die Idee beim Mehrgitterverfahren, den langwelligen Fehleranteil auf ein
groberes Gitter mit einer groReren Gitterweite Az > Ax zu libertragen und dort itera-
tiv zu 16sen. Fur den iterativen Loser auf dem Gitter mit der Gitterweite Az ist dann der
Fehler weniger ,langwellig“ und man erreicht ein besseres Konvergenzverhalten. Die
so erhaltene Grobgitterkorrektur mul3 noch auf das feinere Gitter (ibertragen werden.
Dieses Zweigitterverfahren kann rekursiv auf n. Gitter erweitert werden.

Damit kann man die im \ergleich zu einem Eingitterverfahren zuséatzlich notwendigen
Bestandteile eines Mehrgitterverfahrens zusammenfassen. Neben einem lterationsver-
fahren, das die kurzwelligen Fehleranteile verringern soll, auch Glatter genannt, wird
eine Hierarchie von Gittern mit unterschiedlicher Gitterweite Az bendtigt. Die Trans-
feroperatoren haben die Aufgabe, die Fehleranteile auf das néchst grobere Gitter zu
ubertragen (Restriktion ) und im Gegenzug die Korrektur, die auf dem groben Gitter
bestimmt wurde, auf das feine Gitter zu interpolieren (Prolongation p). Der Grobgitter-
operator soll dabei eine moglichst gute Korrektur der Losung auf dem groben Gitter
erzeugen.

Ein Zweigitterverfahren ist in Gleichung (4.30) formal beschrieben. Der Index [ be-
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zeichnet die aktuelle Gitterebene der Gitterhierarchie mit n Gittern. S ist das iterative
Ldsungsverfahren, das als Glatter die kurzwelligen Fehleranteile auf der aktuellen Git-
terebene verringern soll. Die Restriktion » und Prolongation p bezeichnen die Transfer-
operatoren, wahrend J;_; die Grobgittermatrix bezeichnet. Liest man die Gleichung
von rechts nach links wird an Hand des Zweigitterverfahrens der prinzipielle Aufbau
eines Mehrgitterverfahrens, mit v Nachglattungsschritten und v Vorglattungsschritten
fur b = 0 deutlich.

Qit1 = SD(I — pJ(Lll)rJ(l))S”qi (4.30)

Zur Vereinfachung wird der Fall ohne Nachglattung mit v = 0 betrachtet. Man erhalt

qi+1 = (I _pJ(;il)TJ(l))SV q;-
7Gs
Analog zum Eingitter-Iterationsverfahren 148t sich als Bedingung fiir die Konvergenz
des Zweigitterverfahrens ableiten

p(ZGS) <1 oder p(ZGS) < |zGS| < 1.

Eine ausfihrliche Beschreibung der Konvergenztheorie von Mehrgitterverfahren ist in
Hackbusch [19], Wesseling [63] oder in Wittum [66] zu finden. Das Gesamtverfahren
wird dabei nach Gleichung (4.31)

1ZGS|I = I(Jgy — T2y Ty S < gy = pdgtyrlill T ST (4.31)

in zwei Teile, die Approximationseigenschaft HJ(;)1 - pJ(;il)rH und die Glattungs-
eigenschaft ||.J;S¥|| aufgespaltet, die beide getrennt voneinander analysiert werden
kdnnen. Mit entsprechenden Normen &Rt sich die h-Unabhéangigkeit des Zweigitter-
verfahrens zeigen. Dabei wird z.B. in Hackbusch [19] fir symmetrisch positive Matri-
zen auf die Spektralnorm oder L,-Norm zur Analyse der Matrizen und der Konvergenz
zuriickgegriffen. Fur unsymmetrische Matrizen greift Reusken [44] auf die Zeilensum-
mennorm zurick.

Es sei daraufhingewiesen, daR hier die h-Abhéngigkeit der Approximations- und
Glattungseigenschaft nicht naher betrachtet wird. Damit ist eine Aussage Uber git-
terunabhéngige Konvergenz des Zweigitterverfahrens nicht maoglich. Vielmehr wird
die Abhéangigkeit von der Machzahl M,.; betrachtet, um zu zeigen, da3, wenn das
Verfahren z.B. auf einem gegebenen Gitter konvergiert, auch Machzahl-unabhéngig
konvergiert.

Das Zweigitterverfahren, aufgespaltet mit der Norm ||.||; in

12GSas = 1L = pI it rd)S s < I = T3y r o - 180 (4:32)

mit der Approximationseigenschaft
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17 = pJg yrdwlla < Ca

und der Glattereigenschaft

15%][ar < Cs(v)

konvergiert, falls

CAC,s(l/) <1 (433)

ist. Sind die Konstanten C'4 und Cs(v) unabhdngig von ﬁ und gilt die Bedingung

4.33, dann konvergiert das Zweigitterverfahren unabhéngig von der Machzahl. Die
Unabhangigkeit der Konstanten von der Machzahl soll im Folgenden gezeigt werden.

Zur Untersuchung der Glattereigenschaft wird wiederrum zwischen stationdrem und
instationdrem Problem unterschieden. Analog Gleichung (4.26) kann fir den instati-
ondren Fall der Glatter S umgeformt werden zu

Sinst = ®(I — wW ™ et )1 = B8j0e® Y, Mit [[Sinstl|loo < C. (4.34)

Erfullt im stationdaren Fall die angendherte Inverse des Glatters die Bedingung
WY = [|@'W Y| < C, dann gilt nach Satz 4.1 zusammen mit Gleichung
(4.28) auch fur den stationdren Fall

Sstat - CI)(] - ww_ljstat)q)_l = cbgstatcb_ly mit ||§stat||oo S C. (435)

Damit kann der Glatter sowohl fiir den stationéren, als auch fiir den instationaren Fall
bei gentigend kleinem Zeitschritt At < O(M,;Ax) in der Norm ||.||5; unabhéngig
von #f abgeschatzt werden mit

||S;/nst||M = HSanst“OO S anSt(V)
|1S5talInr = 11S5taclloo < C§* (v)

Bemerkung. Fir einen Glatter wird man Cs(v) — 0 fir v — oo fordern. In Abbil-
dung 4.5 erkennt man, daR das Block! LUy-Verfahren dies auch fuir den schwierigeren
stationaren Fall erfllt.

Zur Betrachtung der Approximationseigenschaft wird ebenfalls zwischen stationdrer
und instationarer Problemstellung unterschieden.

Im instationéren Fall bei geniigend kleinem Zeitschritt At < O(M,.;Ax) kdnnen die
Matrizen nach den Gleichungen (4.4) und (4.5) mit ® aufgespaltet werden
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1
' Mref
J(l = M’refq)(l—l)

l_l)inst

D) J 1), Py, Mt ||

o< C

inst
~
—1

-1 ; -1
(-1 oy Mt ([T,

0o < C|

so daR sich fir die Approximationseigenschaft schreiben 143t

R 1
1 -1
||[ - pMT€f¢)(lflJ(lfl)inst¢(l71)rM—T‘6f

-1 T-1 -1 T -1
= ||®() (1 = QPP Pty q’(lﬂ(z)mst) Py llar

Gilt flr die beiden Transferoperatoren p und r

Oy pPe-1y =p, mit |plle <C

4.36
(I)(_lil)T(I)(l) =, mit H?“HOO < C, ( )

dann &Rt sich auch fur die Approximationseigenschaft die ﬁf Unabhangigkeit
abschéatzen mit

H[—pJ(l TJ([)

l_l)inst

s =100 (1= T3t T ) @l < Cac (437)

inst inst

Die Bedingungen <I>(j)1p<1>(l_1) = p und @(lil)ﬂb(n = r an die Transferoperatoren
sind erfullt, wenn bei gleichungsweiser Blockung nur Diagonalblocke in den Trans-
feroperatoren existieren. Bei den meisten Restriktions- und Prolongationsverfahren,
die auf den Ansatzfunkten des Gitters beruhen ist dies der Fall. Existiert ein v, mit
C4Cs(v) < 1, dann ist fur den instationdren Fall bei genigend kleinem Zeitschritt
At ~ O(M,Azx), die Konvergenz des Zweigitterverfahrens von der Machzahl un-
abhangig.

Im stationdren Fall hingegen kann es, abhdngig vom verwendeten Restriktionsoperator
r, ZU einer von ﬁ abhangigen Approximationseigenschaft kommen.

Zur Restriktion werden sowohl die Injektion r;,

o O O O
o O O O
o O O O
o= OO
o O O O
_ o O O

0
1
0
0

als auch die Adjungierte der Prolongation r,; = p*, mit
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verwendet. Die Grobgitter- und Feingitterknoten zu den beiden angegebenen Transfer-
operatoren sind in Abbildung 4.6 illustriert.

Clafl f4 03,f7
[ 3 )

129 * /5 o /3

[ ® )
02,f3 J6 C4,f9

Abbildung 4.6: Gitterausschnitt mit Grobgitterknoten ¢ und Feingitterknoten f.

An Hand numerischer Experimente kann die Abhéngigkeit der Approximationseigen-

schaft von der Machzahl verdeutlicht werden. In den Abbildungen 4.7 und 4.8 ist die

g1yl
Euklidnorm e e u w2 per der Eyklidnorm |||, = | Jayal|» fur die beiden

llall2
unterschiedlichen Restrlktlonen ry; und r;,, flr ein Zwelgltterproblem aufgetragen. Die
Invertierung von J “yrdug wurde mit einer exakten LU-Zerlegung durchgefihrt.
Nimmt man als Restriktion die Adjungierte der Prolongation r,; = p*, ist die Euklid-
norm abhangig von der Machzahl M,.;. Das wird in Abbildung 4.7 deutlich.
Benutzt man eine einfache Injektion als Restriktionsoperator r;,, ist die Euklidnorm
hingegen von der Machzahl M,.; unabhéngig, siehe Abbildung 4.8.

Bemerkung. Fir kleine Machzahlen kann die Norm des Defektes ||d||. durch die
schlechte Kondition der Matrix J nur bis zu einer Machzahl-abhéngigen Schranke
reduziert werden (vgl. Abbildung 2.8 in Kapitel 2.8.3). Deshalb kdnnen nicht alle Kur-
ven in den Abbildungen 4.7 und 4.8 tber den vollen Defektbereich angegeben werden.
Die Machzahl-abhéngige Grobgitterkorrektur fir p* kann auch ,,physikalisch* ver-
anschaulicht werden. Durch den Transfer des Defektes d auf das grobe Gitter mit p*
werden die Defekte von Feingitterknoten, die keine Grobgitterknoten mehr sind, auf die
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Abbildung 4.7: Euklidnorm 7p‘]||i‘||12>r)‘]“)quz in Abhingigkeit von ||d||, =
||J(l)q||2 fir r = p*.

Grobgitterpunkte verteilt. Die Verteilung basiert allein auf den Elementansatzfunktio-
nen. Daraus resultiert eine kiinstlich erzeugte Quellverteilung auf dem groben Gitter,
die bei der Assemblierung der Grobgittermatrix nicht beriicksichtigt wird. Durch die

Multiskalenkopplung enstehen so Korrekturen ¢ ~ #f

Die Abhangigkeit der Approximationseigenschaft vom Restriktionsoperator r im sta-
tiondren Fall soll néher betrachtet werden.

Die Blockmatrizen @ 4 und @Qp der Inversen J., in Gleichung (4.10) knnen in der
Betrachtung auf Seite 105, je nach verwendeter Aufwinddiskretisierung, Spalten der

GroRenordnung -+ aufweisen. Somit sind im folgenden zwei Félle zu unterscheiden.
ref

e 1.Fall:
Q) p besitzt keine 47— Spalten Dann kann die Inverse J_;, nach Gleichung (4.14)
umgeformt Werden |n

J(l 11)5m = dq- J(l 1)smtq)5%l_1)’ mit

Die Matrix J,; kann nach Gleichung (4.19) als

||oo < C.

H (l 1)stat

Jlstat = ®D(l):];stat(b(7l)l7 mlt ||t};statHoo S C

geschrieben werden, so daR sich fuir die Norm der Approximationseigenschaft
schreiben l&03t:
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Abbildung 4.8: Euklidnorm W ~Plannwdlz Gy Appangigkeit von [|dfs =
el o Tl
mdlj2 TUr rip.

1917211, P11y @D (D) 1000 Dy s

= Hq)(l) ( ()pél 1 J ' tatq)B%l—l)Tq)D(l)J(l)Stat) (I)(;)l||M

Ind, pa-1)"®p@) werden durch (I’B(z i

skaliert, die zu Dirichletwerten auf dem feinen Gltter gehoren. Im Restrlktlons-
operator r sind diese Zeilen Nullzeilen, so dal

®0_1y®pa) = r®py)

gesetzt werden kann. Da ®p;) in r nur Spalten mit dem Faktor M., skaliert,
kann weiterhin abgeschétzt werden

r®ppy || < C. (4.38)

Wie im instationaren Fall ist &, 'p®; | = =P mit ||p||cc < C. Damit kann die
Approximationeigenschaft unabhangig von 4= m|t

~

1 =020y S0t 3 = 120 (f - PJ<?E1>SMJ“‘DD<I>J<Z>W) Piyllar < Ca.
(4.39)
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ausgedrickt werden.

e 2.Fall:
Bei einer vollen Aufwinddiskretisierung der Transportterme in der Impulsglei-

chung besitzt Qg Inverse
JL nach Gleichung (4.18) geschrleben werden als
1 s1 -1 -1 . 1
T e = P0-07001),00 @00 @ag-ry, Mt (170, e < C.

Auch die Feingittermatrix 1ai3t sich nach Gleichung (4.20) aufspalten in

J(l)stat = (pA(l)@D(l) J(l)stut¢_1

UM mit ||J(l)stat||00 < C.

Es ergibt sich fiir die Approximationseigenschaft folgende Form

||] pq)l 1)J(l sta CI) D(I— )(I) A(l— )TCDA l)qDD )Jl)smtq)(_l)l”f\/f

= lleq) (1 0 p®u DI @ ooy @t B @ o T wot) @l

@

mit der zusatzlichen Anforderung an den Restriktionsoperator

q)fl

12501 P a1

D(I-1) r® a0 P pnle < C, (4.40)

um eine vo

@B(l 1)r<I>D(l) = r@D(Z) und der Abschétzung ||r®p()lle < C aus Glelchung
(4.38) ergibt sich als Bedingung an die Restriktion

125017 Pawlle < C,

Durch cI) wird in 7 nicht mehr ein ganzer Gleichungsblock mit = multlpll-

ziert, sondern nur einzelne Zeilen innerhalb dieses Glelchungsblockes. Mit <I>A
werden die korrespondierenden Spalten mit M7, skaliert.

Die Injektion r;, besitzt nur Blocke in Diagonalgestalt, so dal3
C/I;fl

- » ~
D ua-nTin®aw) = Cp_1yPag_yrPawPoe =1

A(l-1)
gilt. Damit erfiillt die Injektion die Bedingung (4.40).
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Ein Restrlktlonsoperator auf Basis der Adjunglerten Prolongation r; = p* erhalt
in <I> Al 1)rb,<I>A(l) Eintrdge, die von 2 abhangen, da 7, in den Blocken Neben-

diagonaleintrége besitzt.
Zusammengefaldt ergibt sich fir die beiden untersuchten Restriktionen

1950 1)(1),4(11 yTin@ay@o@lle < C

R C (4.41)
i1 Pai P a0 ®owlle < TR

125

Die beiden Ungleichungen (4.41) konnen jetzt zur Abschatzung der Approxima-
tionseigenschaften bei beiden Restriktionsoperatoren verwendet werden. Dabei
ist die Approximationseigenschaft unter Verwendung der Injektion unabhéangig
von der Machzahl mit

||‘[ le ]_ Tzn‘](l)statH]\/[ = ||q)(l) <'[ - pJ(;—ll)stat/rinJ(l)stat> ®(_l)1||M S C’

(4.42)

wahrend fur einen Restriktionsoperator auf Basis der Adjungierten der Prolon-
gation sich eine Machzahl-abhangige Approximationseigenschaft ergibt

stat

||] p (l 1 statp*J(l)StatHM =

I ~ _ 1
HCDZ ([ — pJ(lll gqu)D}l—l)q)Ag )p (I)A( CI)D(I J stat) (I)(l)ll‘M M2f :
und so zu Machzahl-abhangigen Grobgitterkorrekturen fiihrt, wie in Abbildung

4.7 dargestellt wurde.

Die bisherigen Betrachtungen waren auf das Zweigitterverfahren beschrankt und es
bleibt zu zeigen, daB sich die Machzahl-Unabhéngigkeit eines Zweigitterverfahrens
auch auf Mehritterverfahren tibertragen lassen.

Ein Mehrgitterverfahren M G.S kann man sich als rekursiv verschachtelte Zweigitter-
verfahren vorstellen. Der prinzipielle Aufbau eines geometrischen linearen Mehrgit-
terverfahrens ist in Algorithm 1 dargestellt. Den rekursiven Aufruf der Grobgitterkor-
rektur kann man leicht erkennen.

Es bezeichnet v = 1 den V-Zyklus, wéhrend man fiir v = 2 den W-Zyklus erhélt.

Es ist zu zeigen, dal ||MGS(Z v, v)||a unabhdngig von ﬁf ist, wenn die Norm des

Zweigitterverfahrens von - unabhanglg ist.
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Algorithm 1 Mehrgitterverfahren MGS(l,v,v)

if (I =0) then
d(o) = J() bro) {exakte Losung}
else
qu = S”(qq), bg)) {Vorgléttung}
d) = by — Juyaq) {neuer Defekt}
d(-1) = rqydg {Restriktion}

C(l—l) =0
for (i=1,...,7)do

MGS(l — 1,v,v) {Grobgitterkorrektur }
end for

aq) = dq) + pa-1)Cu-1) {Prolongation}

qaq) = S”(aq), b)) {Nachglattung}
end if

Satz 4.2. Ist das Zweigitterverfahren ZGS(l, 1 — 1) auf Gitterebene [ mit der Grobgit-
terkorrektur von Gitterebene [ — 1 unabhangig von MLf mit [|ZGS(l,1 —1)||m < C,
dann ist auch das Mehrgitterverfahren M GS(l,v,v) aus Algorithmus 1 unabhéngig
von ﬁf mit [|MGS(I,v,v)||u < C.

Beweis. Das kann durch Induktion gezeigt werden. Zur Vereinfachnung wird die
Nachglattung vernachlassigt v = 0.

Nach Gleichung (4.32), zusammen mit den Gleichungen (4.34), (4.35), bzw. den Glei-
chungen (4.37), (4.42), gilt fur das Zweigitterverfahren, wenn es ﬁf unabhangig ist,

ZGS(1,1—1) = ®ZGS(l,1 — 1)@y}, mit

— (4.43)
NZGS(1,1—1)||am = ||1ZGS(1,1 = 1)]]eo < C
Fur [ = 1 ist das Mehrgitterverfahren identisch mit dem Zweigitterverfahren

ZGS(1,0), so dal

MGS(1,0,v) = ®4)MGS(1,0, y)cb(—ﬁ

gilt, mit

MGS(1,0,v) = ZGS(1,0), und ||[MGS(1,0,v)||. < C.

Fir beliebiges [ kann die Mehrgittermatrix M G S nach Wesseling [63], mit Theorem
8.5.1 auf Seite 185 umgeformt werden zu

MGS(1+1,0,v) = ZGS(L+ 1,1) + p(MGS(1,0,)) 5 rJa)S”  (4.44)
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Gilt fir MGS(1,0,v)

MGS(1,0,v) = D MGS(1,0,1)®,!, mit |[MGS(1,0,)[|c <C  (4.45)

Dann folgt mit

~

Tt rJaen = @ (T3 Fla) @ty und (1T F e < C (4.46)
abgeleitet aus den Gleichungen (4.39) und (4.38), bzw. aus Gleichung (4.42), der
Glattereigenschaft

Sy = Pan S @ity (1Swnlle <C (4.47)
und Gleichung (4.44)

MGS(141,0,v) = ®q) ZGS (1 + 1,10)P .,

+ PPy (MGS(L,0,0))" T T Ty St Py

Mit p = ®~'p® aus Gleichung (4.36) ergibt sich

MGS(l+1,0,v) =

@(14,1) <ZGS(Z + 1, l) ‘I— p(MGS(l, 0’ U))’YJ(?)I?J(Z+1)S(VI+1)> (_l-1|-1)7

N J/

-~

m(l,o,u)

und mit den Abschdtzungen aus Gleichungen (4.43), (4.45), (4.46), (4.47) erh&lt man
die ﬁ-Unabhéngigkeit auch fiir das Mehrgitterverfahren auf Ebene [ + 1

IMGS(L+1,0,0)|[s = ||MGS(L+1,0,v)|| < C.
U

Im Folgenden sind mittlere lineare Konvergenzraten eines geometrischen Mehrgit-
terverfahrens fir eine stationdre kompressible Kanalstromung bei unterschiedlichen
Machzahlen angegeben. Die genaue Geometrie und Konfiguration des Problems sind
in Kapitel 5.1 zu finden.

Die mittlere lineare Konvergenzrate ist definiert Gber den Anfangsdefekt d,, und den
Defekt d;, nach k — m linearen lterationsschritten

1

Koo = (5—’“) o mit ks>m (4.48)

und d, =b— qu
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Abbildung 4.9: Defektreduktion (;_1), des Mehrgitterverfahrens M GS(5,2,2) mit
V-Zyklus und je 2 Vor- und Nachglattungsschritten. Als Glatter wird
das Block-1 LU,-Verfahren verwendet.

Die lineare Defektreduktion «(;_y); eines geometrischen Mehrgitterverfahrens ist in
Abbildung 4.9 uber die Anzahl der Iterationen dargestellt. Hierfiir wurde ein beliebi-
ger nichtlinearer Schritt des Newton-Verfahrens ausgewdhlt. Es wurde ein geometri-
sches Mehrgitter-Verfahren mit V-Zyklus tber 5 Gitterebenen verwendet, mit jeweils
2 Vor- und 2 Nachglattungsschritten M/ GS(5,2,2). Ein Block-1 LU,-Verfahren kam
als Glatter zum Einsatz. Wie sich in Abbildung4.9 zeigt sind die Defektreduktionen
unabhangig von der Machzahl. Lediglich fiir eine Machzahl M,; = 107 treten erste
Rundungsfehler auf.

Verfahren Ko,5 | K0,10 | K0,20 | K510 | K10,15 | K15,20
MGS(5,2,2) ohne 0.410 | 0.589 | 0.736 | 0.846 | 0.889 | 0.951
MGS(5,2,2) V-Zyklus | 0.336 | 0.559 | 0.724 | 0.928 | 0.922 | 0.954
MGS(5,2,2) W-Zyklus | 0.341 | 0.559 | 0.724 | 0.914 | 0.924 | 0.951

Tabelle 4.1: Vergleich mittlerer linearer Konvergenzraten.

In Tabelle 4.1 sind gemittelte Konvergenzraten des geometrischen Mehrgitterverfah-
rens MGS(5,2,2) mit einem Block-1LU,-Glatter fir den W-Zyklus, den V-Zyklus
und ohne Grobgitterkorrektur (v = 0) angegeben. Mit zunehmender Anzahl linearer
Iterationsschritte nimmt die Konvergenzbeschleunigung durch die Grobgitterkorrektur
ab, d.h. der Grobgitteroperator ist noch nicht optimal an das Problem angepaf3t.
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Wenn nur eine geringe lineare Defektreduktion pro nichtlinearem Schritt und damit
wenige lineare Iterationen, bendtigt werden, bringt das Mehrgitterverfahren eine Kon-
vergenzbeschleunigung, siehe x5 in Tabelle 4.1. Ist eine grolle Anzahl benétigter li-
nearer Schritte gefordert, bringt die Grobgitterkorrektur nur wenig ,,Konvergenzge-
winn* ein, siehe kg 2.

AbschlieRend sollt die Konvergenzrate xq 2 geometrischer Mehrgitterverfahren mit
den Konvergenzraten von Eingitterverfahren verglichen werden. Dafiir werden die Ein-
gitterverfahren Block-1 LU,, GMRES mit I LU, Vorkonditionierung und geometrische
Mehrgitter-Verfahren(MGS) mit V-Zyklus bei unterschiedlicher Glattungsanzahl be-
nutzt. Beim GMRES werden 4 alte Suchrichtungen zur Bestimmung der neuen Such-
richtung verwendet. Die Mehrgitterverfahren benutzen die Injektion als Restriktion.
In Abbildung 4.10 sind fiir eine Machzahl von 10~ die mittleren linearen Konvergenz-
raten ro,20) pro nichtlineare Iteration tber die nichtlinearen Iterationen des Newton-
\erfahrens dargestellt.

Ko,20

)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nichtlineare Iterationen
Abbildung 4.10: Gemittelte lineare Konvergenzrate von geometrischen Mehr-
gitterverfahren(MGS) im \ergleich mit den Eingitterverfahren

Punktblock-7 LU, und GMRES mit Punktblock-I LU, vorkonditio-
niert, aufgetragen Uber nichtlineare Iterationen.

Die Konvergenzrate aller Verfahren wird mit zunehmender nichtlinearer Iterations-
zahl schlechter. Das Punktblock-7 LU, Im Vergleich zur Krylov-Unterraummethode
GMRES(4) schneidet das Mehrgitter mit jeweils 4 Vor- und Nachglattungsschritten
vergleichbar gut ab.

Interessant sind dabei die absoluten Rechenzeiten, die flr ausgesuchte Verfahren in
Tabelle 4.2 angegeben sind. Wird eine lineare Defektreduktion von 10~° gefordert,
wird pro nichtlinearem Schritt, eine groRe Anzahl linearer Iterationsschritte benotigt.



4.3. Mehrgitterverfahren

Wie nach Tabelle 4.1 zu erwarten, schneiden die Mehrgitterverfahren schlechter ab,
als die untersuchten Eingitterverfahren. Wird dagegen nur eine Defektreduktion von
0.5 verlangt, sind die betrachteten Mehrgitterverfahren leicht besser. In Klammern ist

zusétzlich die Anzahl bendtigter nichtlinearer Iterationsschritte angegeben.

\erfahren ILU | MGS(5,2,2) | GMRES(2) | MGS(5,4,4) V | GMRES(4)
V-Zyklus V-Zyklus

Ad =107 | 845(4) 1073(4) 1311(4) 1090(4) 821(5)

Ad=0.5 | 117(8) 104(6) 125(6) 103(5) 122(6)

Tabelle 4.2: Vergleich absoluter Rechenzeiten in Sekunden. Die Anzahl der bendtig-
ten nichtlinearen Schritte ist in Klammer hinter der Zeitangaben angege-

ben.
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Das vorliegende Kapitel gliedert sich grob in drei Teile. Stationdre Simulationen der
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen fur kleine Machzahlen stellen fiir das ite-
rative Losungsverfahren eine groRe Herausforderung dar. Deshalb werden zunédchst
stationdre Simulationen ohne akustische Wellen durchgefiihrt. Als Testbeispiel dient
dabei eine zweidimensionale Kanalstrdomung mit Beule.

Im zweiten Abschnitt werden zeitabhangige Probleme mit aeroakustischen Losungen
betrachtet. Mittels einer laufenden Schallwelle in einem durchstromten Kanal werden
die Ergebnisse des Kapitels 3 im Bezug auf Dispersions- und Dampfungsfehler ve-
rifiziert. Anhand der Veranderung der Amplitude und Phasenlage der Welle kénnen
Rickschlisse auf die eingetragenen Dispersions- und Dampfungsfehler getroffen wer-
den. Hierbei wird die physikalische Dampfung vernachlassigt, indem die Viskositét zu
Null gesetzt wird.

Im dritten Abschnitt entstehen akustische Wellen als Folge stromungsmechanischer
Effekte. Als Fallbeispiel dient dabei die Schallabstrahlung einer umstromten Hinter-
kante endlicher Dicke durch die auftretende Wirbelschleppe. Da hierbei Turbulenzlarm
nicht berucksichtigt werden soll, werden die viskosen Terme vernachl&ssigt. Dabei
werden die akustischen Randbedingungen aus Kapitel 3.7 verwendet und getestet.

5.1 Stationdre Stromungssimulationen bei kleinen Machzahlen

Zuné&chst wird eine kompressible Strdmung fiir kleine Machzahlen betrachtet, bei der
keine akustischen Wellen auftreten oder zu erwarten sind. In friiheren Publikationen
wurde der Kanal mit Beule als Benchmark fur Simulationen bei kleinen Machzahlen
benutzt, z.B. in Metzner [33] oder Bijl [7], der auch in diesem Abschnitt verwendet
wird. Die Lange der Beule entspricht der Kanalhthe und die Beulenhthe wird fir
Unterschallstromungen mit 10% der Gesamtkanalhdhe festgelegt. Die Form der Beule
entspricht einem Kreisabschnitt.

In Abbildung 5.1 ist das Berechnungsgitter auf Gitterebene 1 dargestellt. Mit steigen-
dem Index werden die Gitter tGber uniforme Verfeinerung erzeugt.

Das Fluid stromt von links nach rechts, so dal am linken Rand die Einstrombedin-
gungen, am rechten Rand die Ausstrombedingungen zu setzen sind. Analog einer rei-
bungsfreien Simulation werden an den Ubrigen Randern Slip-Randbedingungen ver-
wendet.

Nach den Uberlegungen in Abschnitt 3.7 auf Seite 87 werden fiir kleine Machzah-
len M,.; < 1 am Einstromrand die Geschwindigkeiten und die Dichte vorgegeben,
wahrend am Ausstromrand der Druckwert angegeben wird. Da in der vorliegenden
Konfiguration keine akustischen Wellen zu erwarten sind, kann die Steifigkeit K der
akustischen Randbedingung (Siehe Kapitel 3.7.3, Gleichung (3.7.3)) grol? gewéhlt
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Abbildung 5.1: Gitterebene 1 und Rechengebiet.

werden (K = 1.0), so dal} quasi klassische Dirichletwerte am Rand verwendet werden.
Die Losung wird auf Gitterebene 5 mit 20480 Elementen (321x65 Knoten) berechnet.
Im Gebiet werden die Konvektionsterme in der Massenerhaltungs- und Impulsglei-
chung mit einem vollen Aufwind-Verfahren diskretisiert, wahrend die Konvektionster-
me in der Energiegleichung mit einem gemischten Verfahren modelliert werden (1%
Aufwind und 99% Galerkin-Verfahren). Die Diskretisierung des Druckgradienten in
der Impulsgleichung wird zu 100% (ber eine Galerkin-Verfahren vorgenommen.

Die Machisolinien fiir eine Machzahl M/ = 1073 sind in Abbildung 5.2 dargestellt,
wéhrend die lokalen Machzahlen am oberen und unteren Rand in Abbildung 5.3 im
Detail angegeben sind.

Abbildung 5.2: Machisolinien fiir M = 1073.

Entsprechend ist in Abbildung 5.4 der normierte Druck am oberen und unteren Rand
bei der Machzahl M = 103 aufgetragen.

Ein Vergleich mit den Ldsungen in Bijl [7] und Metzner [33] ist moglich, obwohl in
den Arbeiten der dimensionslose dynamische Druck pg,, angegeben wird. In Abbil-
dung 5.4 ist der dimensionslose kompressible Gesamtdruck p aufgetragen, aus dem
uber die Beziehungen
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Machzahl

0.0013

Machzahlverteilung M = 0.001

0.0012

0.0011 |

0.001 |——e— |
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0.0008

0.0007

0.0006

Ob'erer Rand'

0.0005
-1.5

-0.5 0 0.5 1 1.5 2
X-Koordinate

Abbildung 5.3: Machzahlen am unteren und oberen Rand fiir A/ = 1073,

Druck relativ zum Referenzdruck

1.0000006

Druckverteilung M = 0.001

1.0000005 [

1.0000004 |-

1.0000003 |

1.0000002

1.0000001

1.0000000 -—\
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Abbildung 5.4: Druckkomponente am oberen und unteren Rand fiir A/ = 1073,

P = Pxo + Mgefpdyn Pdyn =

P — P

2
Mref

der dynamische Druck pg,,, zum Vergleich mit den Ergebnissen aus Bijl [7] und Metz-
ner [33] berechnet werden kann. Hierzu muf} vom Druckwert p in Abbildung 5.4 der
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1
M2

ref
sich eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Bijl [7] und Metzner [33]
bzgl. dem Unterdruck am Scheitel der Beule. Allerdings ist der maximale Druckwert
an den beiden Staupunkten in den vorliegenden Simulationen groRer, das vermutlich
auf die kleinere Gitterweite und damit bessere rdumliche Aufldsung zuriickzufiihren
ist.

Die durch die Stromung aufgepréagten dynamischen Druckschwankungen werden mit
kleiner werdender Machzahl M., immer geringer. So hat der dynamische Druck pgy»,
in Abbildung 5.4 gerade noch die GroRenordnung 10~%. Wird die Machzahl noch wei-
ter verkleinert, werden die Druckschwankungen zu noch kleineren Werten verschoben.
Zum Beispiel haben die Druckschwankungen bei einer Machzahl von M = 10~ gera-
de noch eine GroRenordnung von 10~ und bei einer noch kleineren Machzahl wiirden
die Druckschwankungen im Rundungsfehler untergehen.

Diese starke quadratische Kopplung des absoluten Druckwertes tiber der Machzahl
fuhrt in Verbindung mit dem Rundungsfehler auf eine Beschrankung der Ldsungsge-
nauigkeit, so daB nicht beliebig kleine Machzahlen simuliert werden kdnnen ohne den
Rundungsfehler zu verkleinern.

Referenzdruck p., = 1.0 subtrahiert und mit = 10° multipliziert werden. Es zeigt

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

O | | |
le-14 le-12 le-10 1le-08 le-06 0.0001 0.01

nichtlinearer Defekt

mittlere Konvergenzrate

Abbildung 5.5: Gemittelte lineare Konvergenzrate in Abhangigkeit zum nichtlinearen
Defekt.

Zur Losung des stationdren Problems wird ein geometrisches Mehrgitterverfahren ver-
wendet. In der Abbildung 5.5 sind die Konvergenzraten fir unterschiedliche Mach-
zahlen Uber den nichtlinearen Defekt angegeben. Das uber 5 Gitterebenen laufende
Mehrgitterverfahren M GS(5,2,2) mit V-Zyklus benutzt die Injektion als Restrikti-
onsoperator, da sonst die Approximationseigenschaft bzw. Konvergenzrate des Mehr-
gitterverfahrens fiir das stationdre Problem Machzahl-abhangig wird (Siehe Kapitel
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4.3 auf Seite 126). Als Glatter kommt das Punktblock-7 LU,-Verfahren zu Einsatz mit
jeweils 2 Vor- und Nachglattungsschritten. In Abbildung 5.5 erkennt man leicht, dal3
die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens unabhangig von der Machzahl M, ist.
Wie in Kapitel 2.8.3 auf Seite 45 bereits erwahnt wurde, kann der nichtlineare Defekt
nur bis zu einer Machzahl-abhéangigen Grenze reduziert werden, so daB die Kurven in
Abbildung 5.5 sich nicht tiber den ganzen Defektbereich erstrecken.

5.2 Laufende Schallwelle

Vorbetrachtungen

Der zweite Abschnitt behandelt von aullen angeregte akustischen Wellen, die sich in
einer Stromung ausbreiten.

Die Phasengeschwindigkeit a,.., einer akustischen Welle oder akustischen Stdrung
relativ zur Stromung ergibt sich bei normierten Gleichungen zu

e Y jw_ p
aacou - \/’_)/ \/’_}/\/Z \/; (51)

Unter normierten Bedingungen p = 1 und p = 1 erh&lt man eine Phasengeschwindig-
keit von ageon, = 1.

Die in Kapitel 3 erhaltenden GroRenordnungen der Diffusions- und Dispersionsfeh-
ler, sollen an Hand numerischer Simulationen einer laufenden Schallwelle in einem
durchstromten Kanal verifiziert werden. Dabei wird die akustische Welle am Ausfluf3-
rand Uber zeitabhéngige Randbedingungen generiert und lauft entgegen der Strémung
in den Kanal hinein. Es werden zwei Falle unterschieden. Um nichtlineare Effekte und
Kopplungen mit dem Stromungsfeld vernachlassigbar klein zu halten, wird im ersten
Fall eine kleine Druckamplitude bei kleiner Machzahl betrachtet.

Im zweiten Fall wird zur Verifikation der in Kapitel 3 erwéhnten Instabilitaten durch
nichtlineare Effekte, eine Konfiguration mit groBer Druckamplitude und verhalt-
nismalig groRer Machzahl benutzt.

Die akustische Welle wird Uber eine sich zeitlich andernde sinusférmige Druckrand-
bedingung am AusfluRrand in das Gebiet eingebracht. Die normierte Kreisfrequenz
betragt w = 4.18879, so dal} dies zusammen mit Gleichung (5.1) einer normierten
Wellenlange von 1.5 entspricht. Der Kanal ist 3.5 Langeneinheiten lang und 1 Langen-
einheit hoch.

Damit die generierte akustische Welle auch die gewiinschte Amplitude erhalt, muf3 der
Druckrandwert in der Zeitspanne 0 < ¢t < %” mdoglichst exakt, also als ungemittel-
ter Dirichletwert, vorgegeben werden. Das kann nach Gleichung (3.7.3) auf Seite 90
dadurch erreicht werden, indem in der gewiinschten Zeitdauer die Steifigkeit K der
akustischen Randbedingung grof? (KX = 1.0) gewahlt wird. Danach, fir ¢t > %’f wird
die Steifigkeit /& deutlich verringert (K = 0.01), um zu gewahrleisten, daR akustische
Wellen die Gebietsrander ungehindert passieren konnen.
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Einstromrand Y

X

L, =35
Abbildung 5.6: Gebiet und Gitter auf Gitterebene 1.

Die Konfiguration des Kanals und das Gitter auf Gitterebene 1 ist in Abbildung 5.6
angegeben. Zur weiteren Anschauung ist in Abbildung 5.7 eine laufende Druckwelle
mit der Laufrichtung von rechts nach links im Kanal angedeutet.

Stromung

L —

Abbildung 5.7: Druckfeld einer laufenden Schallwelle mit Bewegungsrichtung von
rechts nach links.

5.2.1 Zeitdiskretisierungen bei kleinen Druckamplituden - quasilinearer Fall

In Kapitel 3.2 wurden die Dispersions- und Dampfungsfehler, die durch die Zeit-
diskretisierung in die Ldsung eingetragen werden, bereits abgeschétzt. Die theoreti-
sche Ergebnisse sollen nun mit numerischen Daten verglichen werden. Um storen-
de Dispersions- und Diffusionseffekte, hervorgerufen durch die Raumdiskretisierung,
klein zu halten, wird auf ein moglichst feines Gitter zuriickgegriffen. Auf einem
Gitter mit der Gitterweite in Stromungsrichtung von Ax = 0.021875 werden zur
Auflosung einer Welle mit der dimensionslosen Wellenldnge A\ = 1.5 etwa 70 Gitter-
punkte verwendet. Nach den Ergebnissen aus Kapitel 3.2 sind dann die zu erwartenden
Dampfungs- und Dispersionsfehler kleiner als 0.1%, so daB sie vernachlassigt werden
kdnnen.

Die Machzahl ist mit A/ = 0.001 relativ klein gewé&hlt, um zusammen mit der kleinen
Druckamplitude von 2 - 1079 - p. ein anndhernd lineares (quasilineares) Verhalten der
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akustischen Welle zu gewahrleisten. Als Mal} fiir den Dispersionsfehler wird die zum
Zeitpunkt ¢ = 1.5 zurlickgelegte Laufstrecke der Welle benutzt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0
hat die akustische Welle den Kanal gerade vollstéandig betreten, so dal3 der Wellen-
kamm bei der x-Position 1.25 zu liegen kommt. Bei t = 1.5 sollte der Wellenkamm,
abhangig von der Machzahl, bei etwa x = —0.25 liegen (Siehe Abbildung 5.8).

Die Veranderung der Druckamplitude ist ein MaR fur die Dampfungseigenschaften des
Verfahrens. Als Referenz wird dabei die Losung eines Fractional-Step-Verfahrens mit
einer Zeitschrittweite von At = 0.001 benutzt, so dal bei der Referenzldsung auch
die durch das Zeitschrittverfahren eingetragenen Fehler vernachldssigbar sind.

1.0000025 . , : : : .
1.0000020 Referenz ]
1.0000015 Fractional-Step
1.0000010 DIRK ]
1.0000005 BDF2 i
1.0000000
0.9999995 ' L L L L L

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Position beit = 1.5

Abbildung 5.8: Vergleich der Zeitdiskretisierungen bei einer Zeitschrittweite OAt =
0.1.

Bei einer dimensionslosen Schrittweite von WAt = 0.1 unterscheiden sich die
untersuchten impliziten Verfahren (BDF2, DIRK und Fractional-Step) hinsichtlich
Dispersions- und Dissipationsfehler innerhalb der Zeichengenauigkeit nur unwesent-
lich, so daR die Kurven in Abbildung 5.8 nur geringfiigig differieren. Aufgrund der
nur geringen Nichtlinearitat bleibt die sinusformige Wellenform erhalten. Mit Hilfe
der fur den linearen Fall analytisch berechneten Dispersions- und Dampfungsfehler,
lassen sich die Ergebnisse bestétigen und sind zur Verdeutlichung in Tabelle 5.1 ange-
geben.

Da die Gitterweite gerade Ax = 0.02185 betrdgt, wurden bei der Auswertung der nu-
merischen Daten in Tabelle 5.1 und 5.2 Zwischenwerte linear interpoliert. Ebensolches
gilt fir die analytischen Werte, die aus den Tabellen im Anhang, berechnet wurden.
Wird die Schrittweite auf At = 1.0 vergroBert, werden die unterschiedlichen Appro-
ximationseigenschaften der impliziten Zeitdiskretisierungen deutlich. Das Fractional-
Step-Verfahren tragt auch bei dieser Schrittweite im Vergleich zu den anderen impli-
ziten Verfahren nur wenig Dispersions- und Dampfungsfehler in die Losung ein. Da-
bei sind die FehlergroRen des Fractional-Step-Verfahrens bei einer doppelt so groRen
Zeitschrittweite, verglichen mit denen des DIRK-Verfahrens, etwa gleich groB. Auch
in diesem Fall sind die analytisch bestimmten Werte aus der Analyse in Kapitel 3 den
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Verfahren Laufweg Amplitude
analytisch | numerisch || analytisch numerisch
Referenz 1.4985 1.492 2.10°° 2-107°
Fractional-Step 1.498 1.492 2-1076 2-1076
DIRK 1.497 1.491 2-10°¢ 2-1076
BDF2 1.490 1.487 1.997-107% | 1.996 - 10-6

Tabelle 5.1: Gegentiberstellung der analytischen und im numerischen Experiment er-
mittelten Dispersions- und Dissipationsfehler. Der Laufweg fir ¢ = 1.5
dient dabei als Mal} fir den Disperionsfehler. Er bestimmt sich ber
t(1 — M,.r). Die Amplitudenverénderung beschreibt die Dampfungsei-
genschaften.

Werten aus der Simulation in Tabelle 5.2 gegeniibergestellt. Hierbei fallt die Uberein-
stimmung mit den analytisch berechneten Werten vor allem beim Dispersionsfehler
nicht mehr so gut aus.

Bemerkung. Die Analyse in Kapitel 3 wurde auf Basis einer einfachen linearen Dif-
ferentialgleichung durchgefiihrt. Die nichtlinearen Euler-Gleichungen sind deutlich
komplexer, so daf hierin und in der Nichtlinearitat die Ursache fir die Abweichung
liegen kann. Bei grof3en Zeitschrittweiten wird der stérende EinfluR nichtlinearer Ef-
fekte immer grofer.

1.0000025 . . . . . .

1.0000020 Referenz | .

1.0000015 Fractional-Step |
Frac.-Step WAt = 2

1.0000010 .
DIRK

1.0000005 .
BDF2

1.0000000 T ——

0.9999995 ' ' : ' ' '

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Position beit = 1.5

Abbildung 5.9: Vergleich der Zeitdiskretisierungen bei einer Zeitschrittweite WAt =
1.0. Zur Verdeutlichung der Guite des Fractional-Step-Verfahrens ge-
genuber den anderen vorgestellten impliziten Verfahren, ist zusatz-
lich eine Schrittweite WAt = 2.0 fiir das Fractional-Step-Verfahren
gezeigt.
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Verfahren Laufweg Amplitude
analytisch | numerisch || analytisch numerisch
Referenz 1.4985 1.492 2.10°° 2-107°
Fractional-Step 1.484 1.477 1.994-107° | 1.996 - 1076
DIRK 1.405 1.450 1.938-107% | 1.992-10°¢
BDF2 1.231 1.283 1.395-107% | 1.395-10°¢

Tabelle 5.2: Gegenuiberstellung der analytischen und im numerischen Experiment er-
mittelten Dispersions- und Dissipationsfehler fiir eine Schrittweite von
WAt = 1.0.

5.2.2 Zeitdiskretisierungen unter Einfluf3 nichtlinearer Effekte

In Kapitel 3 wurden bei den impliziten Zeitdiskretisierungen mdogliche Instabilitaten
bei Auftreten nichtlinearer Effekte festgestellt, aber nicht genauer quantifiziert.

Da die Schallgeschwindigkeit von der Amplitude der Schallwelle abhangt, kann mit
einer groRen Druckamplitude der laufenden akustischen Welle eine Nichtlinearitét ge-
zielt eingebracht werden.

Daher wird im nichtlinearen Testfall die Druckamplitude auf 0.1 - p,, und die Mach-
zahl auf M = 0.1 erhoht. Die Welle steilt sich mit zunehmender Laufldnge auf, da
die Ausbreitungsgeschwindigkeit am Wellenkamm groRer ist als an der Wellenbasis.
Dieser Effekt wird an der Referenzkurve in Abbildung 5.10 deutlich, die mit einem
Fractional-Step-Verfahren mit einer Schrittweite von @At = 0.001 berechnet wurde,
um Dispersions- und Dampfungsfehler vernachldssigbar klein zu halten.

1.1200000 T T T T T T
1.1000000 . Referenz i
1.0800000 [ Fractional-Step -
1.0600000 [ DIRK .
1.0400000 [ BDF2 -
1.0200000 [ .
1.0000000 -
0.9800000 ' ' ' ' ' '

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Position bei t = 1.5

Abbildung 5.10: Vergleich der Zeitdiskretisierungen bei einer Zeitschrittweite
WAt = 0.1. Da in diesem Fall die Amplitude der akustischen Welle
sehr grof ist, ist die Schallgeschwindigkeit am Wellenkamm grofRer
als an der Wellenbasis. Die als sinusformig generierte Welle steilt
sich auf.
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Fir die kleine Schrittweite von WAt = 0.1 liegen die eingetragenen Fehler im Bereich
der Rechenungenauigkeit. Allein das BDF-Verfahren weist bei dieser Schrittweite in
Abbildung 5.10 leichte erkennbare Ungenauigkeiten auf.

Erhdht man die Schrittweite auf WAt = 1.0, so kommen die nichtlinearen Storeffek-
te deutlich zum tragen. Die beiden impliziten Runge-Kutta-Verfahren Fractional-Step
und DIRK zeigen leichte Instabilitaten in der Druckamplitude, d.h. die Amplitude der
Welle vergroRert sich.

Das BDF2-Verfahren zeigt keine Konvergenz fiir die Schrittweite At = 1.0, so dal3
zur Bestimmung der Kurve in Abbildung 5.11 0At¢ = 0.5 benutzt wird. Wie zuvor im
quasilinearen Fall auch, ist zuséatzlich das Fractional-Step-Verfahren fir die Schritt-
weite WAt = 2.0 berechnet und aufgetragen. Im Vergleich zum DIRK-Verfahren kann
auch hier die Schrittweite bei anndhernd gleicher Approximationsgtte verdoppelt wer-
den.

1.1200000 T . T . Reforons
1.1000000 F _ .
1.0800000 F ! TR Fractional-Step
1.0600000 L Frac.-Step WAt =2 |
1.0400000 f DIRK .
1.0200000 e BDF At =0.5 .
1.0000000
0.9800000 ' ' ' ' . .

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Position beit = 1.5

Abbildung 5.11: Vergleich der Zeitdiskretisierungen bei einer Zeitschrittweite
WAt = 1.0. Das BDF-Verfahren konvergiert nicht fir die vorge-
sehene Zeitschrittweite und wurde fir ©At = 0.5 gerechnet. Zum
Vergleich ist auch eine Fractional-Step Rechnung mit OAt = 2.0
aufgetragen.

Auf einen quantitativen Vergleich der Fehleranteile im nichtlinearen Fall mit den in
Kapitel 3 analytisch bestimmten Fehlerordnungen wird hier verzichtet. Da bei der
Analyse eine lineare Differentialgleichung zugrunde gelegt wurde ist eine quantitative
Ubereinstimmung bei Vorhandensein starker nichtlinearer Effekt nicht zu erwarten.

5.2.3 Einflul? der Raumdiskretisierung auf die Lésung

In Kapitel 3 wurden die GroRenordnung der durch die Raumdiskretisierung einge-
brachten Diffusions- und Dispersionsfehler untersucht. Die theoretischen Ergebnisse
sollen nun mit numerisch gewonnenen Daten verglichen werden.
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Als Testproblem wird die laufende Schallwelle im Kanal fir den quasilinearen Test-
fall mit kleiner Druckamplitude 2 - 107% - p., und moderater Machzahl M, = 0.1
verwendet. Um den EinfluR der Zeitdiskretisierung auf die einzelnen Fehleranteile als
vernachldssigbar annehmen zu kdnnen, wird bei den Simulationen das Fractional-Step-
Verfahren mit einer Schrittweite WAt = 0.001 benutzt.

Dabei wird neben der Abhangigkeit des Dispersions- und Dampfungsfehlers von der
Gitterweite Az, auch der EinfluB von inhomogenen Gitterweiten, wie sie z.B. auf un-
strukturierten Gittern vorkommen, betrachtet. Ein weiterer Parameter ist die Grof3e des
Aufwindanteils in der Raumdiskretisierung.

Konstante Gitterweite Az und Aufwindeinflufd

Im Folgenden wird der Diffusions- und Dampfungsfehler fir unterschiedliche Gitter-
weiten Az numerisch untersucht. Dabei wird die Gitterweite Ax von Gitterebene zu
Gitterebene verdoppelt. Der Referenzfall ist auf Gitterebene 4 gerechnet. Die Trans-
portterme in der Impulsgleichung weisen einen Aufwindanteil von 10% (5 = 0.1 in
Gleichung (3.22)) auf, wahrend der Druckterm in der Impulsgleichung und die Trans-
portterme in der Energie- und Massenerhaltungsgleichung fuir Druck, respektive Dich-
te, mit einem Galerkin-Verfahren (3 = 0.0) diskretisiert sind.

| Ebene | Gitterweite Az | Wellenzahllange kAx | Punkte pro Wellenlénge

Referenz 0.021875 ~ 0.1 ~ 70
3 0.04375 ~ (.2 ~ 35
2 0.08750 ~ 0.4 ~ 18

Tabelle 5.3: Aufstellung der unterschiedlichen Gitterweiten, Wellenzahllangen und
Punkte pro Wellenlange fiir die unterschiedlichen Gitter.

Die numerischen Ergebnisse sind in Abbildung 5.12 aufgetragen.

Der Dispersionsfehler nimmt, wie aufgrund der Analyse erwartet, bei anwachsender
Gitterweite zu. Die Gegentiberstellung der numerisch erhaltenen Fehler gegeniiber den
analytisch berechneten FehlergroRen ist in Tabelle 5.4 angegeben.

Die analytisch bestimmten Werte sind ohne AufwindeinfluR berechnet. Daher ist es
zundchst unerwartet, daB sich der numerisch bestimmte Amplitudenfehler gegeniber
dem theoretischen Fehler nur unwesentlich unterscheidet, obwohl nach der theoreti-
schen Betrachtung aus Kapitel 3 eine Aufwind-Diskretisierung zu deutlichen Damp-
fungsfehlern fiihren sollte. Offensichtlich hat der Aufwindanteil bei der Diskretisie-
rung der Konvektionsterme in der Impulsgleichung nur einen geringen EinfluR auf
den Amplitudenfehler einer akustischen Welle. Auch wenn man die Konvektionsterme
in der Energiegleichung und den Konvektionsterm in der Massenerhaltungsgleichung
mit Aufwindanteilen versieht, bleibt der Amplitudenfehler gering. Erst wenn ein Auf-
windanteil zur Diskretisierung des Druckgradienten in der Impulsgleichung verwendet
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Abbildung 5.12: EinfluR unterschiedlicher Gitterweiten h auf die rdumliche Appro-
ximationsgte.

Ebene Laufweg Amplitude

analytisch | numerisch || analytisch | numerisch

Referenz | 1.4985 1.492 2-107% |2.000-10°°
3 1.4965 1.490 2-107% | 2.000-10°¢
2 1.4826 1.463 2-107% |2.001-10°6

Tabelle 5.4: Gegeniberstellung der analytischen und im numerischen Experiment er-
mittelten Dispersions- und Dissipationsfehler fir unterschiedliche homo-
gene Gitterweiten h.

wird, ist ein deutlicher Amplituden- oder Dampfungsfehler in Abbildung 5.13 zu er-
kennen.

Bemerkung. Der Druckgradient in der Impulsgleichung ist neben dem Transportterm
flr den Druck in der Energiegleichung verantwortlich fiir die akustischen Wellen und
bestimmt damit deren Ldsungseigenschaften.

Da die akustische Welle entgegen der Stromungsrichtung lauft, bedeutet eine Auf-
winddiskretisierung auf Basis des Stromungsfeldes, eine Abwind-Approximation fir
die akustische Welle. Der Abwind-Anteil an der Diskretisierung des Druckgradien-
ten in der Impulsgleichung betragt 20%(3 = —0.2). Nach Gleichung (3.26) auf Seite
82, vergroliert sich fir negatives 3 die Amplitude der Welle, sie wird instabil. Diesen
Effekt kann man deutlich in Abbildung 5.13 erkennen.

Demnach macht eine Aufwind-Strategie auf Basis des Stromungsfeldes zur Diskreti-
sierung der akustisch relevanten Terme in den Erhaltungsgleichungen nur wenig Sinn.
Da sich akustische Wellen in jede Raumrichtung ausbreiten kdnnen, ist eine symme-
trische Diskretisierung wie sie das Galerkin-Verfahren darstellt zu favorisieren. Es ist
zwar moglich die momentane Ausbreitungsrichtung einer akustischen Welle zur Be-
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stimmung einer Aufwindrichtung zu berechnen, hier liegen aber noch keine Erfah-

rungswerte vor.
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Abbildung 5.13: Eine Abwind-Diskretisierung des Druckgradienten in der Impuls-
gleichung fuhrt auf eine instabile Wellenamplitude. Der Anteil der
Abwind-Diskretisierung betragt 20%(5 = —0.2).

Eine Gegeniiberstellung der analytisch erhaltenen Fehleranteile mit den numerisch be-
rechneten Werten ist in Tabelle 5.5 zu finden. Deutlich ist die Zunahme der Wellenam-
plitude zu erkennen.

Ebene Laufweg Amplitude
analytisch | numerisch || analytisch | numerisch
Referenz | 1.4985 1.492 2-107% |2.000-10°°
3 1.4965 1.490 2-107% | 2.070-10°¢
2 1.4826 1.463 2-107% | 2.160-10°¢

Tabelle 5.5: Gegeniberstellung der analytischen und im numerischen Experiment er-
mittelten Dispersions- und Dissipationsfehler fir unterschiedliche homo-
gene Gitterweiten unter Aufwindeinflul3.

Nichtkonstante Gitterweite Ax

Bei der theoretischen Analyse der Raumdiskretisierung auf unstrukturierten Gittern in
Kapitel 3 wurde bereits der Einfluf? nichtkonstanter Gitterweiten auf den Dispersions-
und Dampfungsfehler festgestellt (Siehe Seite 83). Dabei kann es bei einer in Laufrich-
tung der Welle groRer werdenden Gitterweite Ax zu einer Zunahme der Wellenampli-
tude kommen. In Abbildung 5.14 sind die Ergebnisse fiir eine sich in Laufrichtung der
Welle kontinuierlich vergroRernde Gitterweite dargestellt.
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Nimmt die mittlere Gitterweite Ax auf dem unstrukturierten Gitter zu, so wird auch der
Amplitudenfehler groRer, Siehe Abbildung 3.14 auf Seite 83. In Abbildung 5.14 sind
die Druckverliufe fiir vier unterschiedliche mittlere Gitterweiten Az aufgetragen. Die
grobste Gitterweite befindet sich auf Gitterebene 3. Im Einklang mit den theoretische
Ergebnissen aus Kapitel 3 wird der Amplitudenfehler mit zunehmender Gitterweite
groRer.

Zwar sollte die Welle nach den theoretischen Betrachtungen etwas schneller laufen,
doch wird dies wohl durch Dispersionsfehler, die durch die Zunahme der mittleren
Gitterweite Ax entstehen, tiberlagert, so daB die Wellen mit zunehmender Gitterweite
starker nachlaufen.

1.0000025 . . . . . .
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1.0000015 + LS XN T Ebene 5
10000010 .................... Ebene 4
1.0000005 B Ebene 3
1.0000000 - ]
0.9999995 : ! . . . .
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Position beit = 1.5

Abbildung 5.14: Eine sich monoton in Ausbreitungsrichtung vergroRernde Gitter-
weite Az fuhrt zu einer instabilen Wellenamplitude und einem auf
groberen Gittern vergroRerten Dispersionsfehler.

Bisher dienten die numerischen Simulationen dazu die theoretischen Ergebnisse aus
Kapitel 3 zu verifizieren. Im néachsten Abschnitt soll nun die Schallerzeugung durch
die Stromung simuliert werden.

5.3 Schallerzeugung an einer umstromten Hinterkante

Bisher wurden die Schallwellen durch Vorgabe zeitabhangiger Randbedingungen er-
zeugt, nicht durch die Stromung selbst.

In Tabelle 2.1 wurden bereits an Hand theoretischer Betrachtungen der Navier-
Stokes-Gleichungen die Mechanismen der aeroakustischen Schallerzeugung durch
stromungsmechanische Effekte dargestellt. Im Falle einer umstromten Hinterkante
setzt sich der aeroakustische Larm aus vielen einzelnen Mechanismen zusammen. Eine
Zusammenfassung aller unterschiedlichen Mechanismen ist z.B. in Brooks, Pope und
Marcolini [8] zu finden. Neben dem Turbulenzldrm, bei dem einzelne Turbulenzbal-
len Uber die Hinterkante hinwegschwimmen und eine akustische Welle in das Fernfeld
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abstrahlen, spielt auch der Hinterkantendickenldrm eine Rolle. Dabei bildet sich eine
Scherschicht an der Hinterkante aus. Der Versatz der einzelnen Druckstdrungen im
Zusammenspiel mit der Hinterkante ergibt eine akustische Schallabstrahlung in das
Fernfeld, deren Stdrke neben der Dicke der Hinterkante auch von der Starke der ein-
zelnen Druckstorungen in der Scherschicht abhlangt.

p =
Gebiet Q
Strémung ® P1(4,0)
f—p
Y
v, = 1| P3(-4,0) P203) | L,=14
v, =0 ~® T~ T T p=1
py_ 1 Platte
d=2.5%
=2
o =
L,=14
p —=

Abbildung 5.15: Konfiguration der Hinterkantenumstrémung. Die Platte mit der
Lange 2 befindet sich im Ursprung des Gebietes mit den Ge-
bietslangen L, = 14 und L, = 14. Die Stromung ist von links
nach rechts orientiert. An den Punkten P1, P2 und P3 mit den an-
gegebenen Koordinaten werden Druckzeitreihen ausgewertet.

In der numerischen Simulation kdnnen die einzelnen Mechanismen zum Teil getrennt
von einander untersucht werden. Zwar werden die einzelnen Teilmechanismen nicht
voneinander unabhangig zum Gesamtverhalten addiert werden konnen, doch kann man
auf diese Weise einzelne Parameter, die den Einzeleffekt beeinflussen, identifizieren.

Im Folgenden soll mit einer moglichst einfachen Konfiguration Hinterkanten-
dickenlarm, bei dem akustische Wellen durch strdmungsmechanische Phdnomene ge-
neriert werden, simuliert werden. Die Plattenumstromung bei 0 Grad Anstellwin-
kel stellt die denkbar einfachste Geometrie dar, um die einzelnen Einflulparameter
abschatzen zu konnen. Damit Reibungseinfliiie keine Rolle spielen werden die Euler-
Gleichungen zur Simulation verwendet. Die Platte besitzt eine Dicke von 2.5% be-
zogen auf ihre Tiefe. An der Plattenhinterkante bildet sich eine Scherschicht mit der
Wellenldnge )\, aus. Die Wellenlénge, der an der Hinterkante gebildeten und in das
Fernfeld abgestrahlten aeroakustischen Welle, hat eine um den Faktor MLf groRere
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Wellenldnge \,. Um die akustischen Wellenldangen in der spateren Simulation einfach
erkennen zu kdnnen und das Rechengebiet nicht unndétig zu vergrolRern, wird bei der
numerischen Simulation eine moderat kleine Machzahl M,.; = 0.2 verwendet.

Die Konfiguration ist in Abbildung 5.15 dargestellt. Am Einflufirand sind die Werte
fur die Geschwindigkeiten und die Dichte vorgegeben. An den restlichen Randern ist
der Druckwert als Dirichletwert der akustischen Randbedingungen angegeben.

Da zu erwarten ist, dafl die akustischen Wellen bei einer Machzahl M,.; = 0.2 im
Fernfeld eine 5-mal groRere Wellenlénge als die der Scherschicht aufweisen werden,
wurde das Gitter im akustischen Fernfeld sukzessive vergrobert. Das unstrukturierte
Gitter auf Gitterlevel 1 ist in Abbildung 5.16 gezeigt. Im Bereich des vorderen Stau-
punktes und der Plattenhinterkante ist das Gitter verfeinert. Die Rechnung selbst wurde
auf Gitterebene 5 durchgefiihrt, d.h. das gezeigte Gitter wurde viermal uniform verfei-
nert, mit einer Anzahl von 1.463.968 Gitterknoten.

Abbildung 5.16: Gitterebene 1 und Rechengebiet.

Um die Prozesszeit bei einem Rechenzeitbedarf von 25000 CPUh und einem Speicher-
bedarf von 9Gbyte gering zu halten, wurde ein paralleler Computer mit 64 Prozessoren
verwendet. Die zugehdrige Lastverteilung ist in Abbildung 5.17 dargestellt.

Am Einstromrand wird neben dem Geschwindigkeitsfeld auch die Dichte vorgegeben.
Alle tbrigen duRReren Berandungen des Rechengebietes sind als Ausstromrand mit ei-
ner entsprechenden Druckvorgabe diskretisiert, siehe Abbildung 5.15. An der Platte



148 5. Numerische Simulationen

Abbildung 5.17: Rechengebiet und Lastverteilung (Detail).

| Zeitschrittverfahren | Fractional Step | A¢=0.003 Zeitschrittweite |

Raumdiskretisierung

Druckgradient Galerkin-Verfahren
Geschwindigkeit | 20 % Aufwind LPS (kein PAC)

Druck/ Dichte 1 % Aufwind LPS

max. Gitterweite 0.15

kleinste Gitterweite 0.00078

akustische Wellenlange ~ 1.4

Tabelle 5.6: Numerische Konfiguration der Simulation

selbst sind Slip-Randbedingungen implementiert. Da hier akustische Wellen das Re-
chengebiet verlassen mussen, ist der Steifigkeitsparameter K der akustischen Randbe-
dingungen, siehe Gleichung (3.7.3), auf den relativ kleinen Wert K = 0.01 gesetzt.
Pro Zeitschritt wird eine Rechenzeit von ca. 600 Sekunden benotigt. Weitere Parameter
der Simulation sind in Tabelle 5.6 angegeben.

Fur eine aeroakustische Simulation werden meist viele Zeitschritte bendtigt, be-
vor Fehler durch schlecht gewéahlte Anfangsbedingungen abgeklungen sind und der
quasistationdre oder periodische Zustand erreicht wird. In Abbildung 5.18 ist die
Druckldsung fir verschiedene Zeitpunkte (t = 150, 550, 1000, 1900, 3800 und 7500)
aufgetragen.
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Abbildung 5.18: Druckldsungen zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Als Anfangsldsung wurde auf dem gesamten Gebiet die horizontale Geschwindig-
keitskomponente, die Dichte und der Druck auf po = po = v; = 1.0, die vertikale
Geschwindigkeitskomponente zu v, = 0.0 gesetzt. Die groRen Korrekturen in v; und
vy wahrend der Zeititeration fiihren am Staupunkt und an der Hinterkante zu jeweils
einem akustischen Monopol. Die akustischen Storwellen am Staupunkt und an der
Hinterkante, die gerade zueinander um den Faktor 7 phasenverschoben sind, bilden ei-
ne Art akustischen Dipol mit fast senkrechter Dipolachse. Durch die Uberlagerung der
akustischen Wellen mit der Stromung ist die Dipolachse keine Gerade, sondern bildet
den Mach’schen Kegel aus. Aufgrund der kleinen Machzahl ist der Kegelwinkel nicht
sehr grof3, doch kann man den Kegel zum Zeitpunkt t = 1900 in Abbildung 5.18 noch
erahnen.

1.002 T T T T T T
1.0015 | ]
: —— Druck an P,
L oot L Druck an P,
aaa L Druck an Py |
1.0005 | -
1 - -
0.9995 -
0999 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Zeit

Abbildung 5.19: Zeithistorie der Druckwerte an den angegebenen Punkten P;, P, und
Ps.

Die Zeitschritte 0-550 wurden auf einem groben Gitter (Gitterlevel 3) berechnet und
zum Zeitpunkt t = 1000 auf das feinere Gitter (Gitterlevel 5) zur weiteren Berechnung
interpoliert.

In den Abbildungen zu den Zeitpunkten t = 1000, t = 1900 und auch noch in t= 3800,
sind zusatzlich zu der Dipolstérung durch die Anfangsbedingungen noch kurzwellige
Interpolationsfehler zu erkennen. Erst zu einem spéateren Zeitpunkt t = 2000 formiert
sich die Scherschicht an der Plattenhinterkante und generiert akustische Wellen. Das
ist zum Zeitpunkt t = 3800 klar zu erkennen. Die Stérwellen sind zu diesem Zeitpunkt
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gerade dabei das Rechengebiet zu verlassen und abzuklingen, so dal’ zu einem spateren
Zeitpunkt t = 7500 nur noch akustische Wellen, hervorgerufen durch die periodische
Scherstromung an der Plattenhinterkante, im Fernfeld dominieren.

Der zeitliche Verlauf der Druckwerte an den Punkten P;, P, und P ist in der Abbil-
dung 5.19 fir den Zeitbereich t=1900-7800 angegeben. Nachdem die Stérungen durch
die Anfangsbedingungen und durch die Interpolationsfehler abgeklungen sind (bei ca.
t = 4000), ist die Schallausbreitung senkrecht zur Plattenachse am grofiten, wie im
Druckverlauf am Punkt P; im Vergleich mit den anderen Kurven leicht zu erkennen
ist. In Verlangerung der Plattenachse werden die akustischen Wellen nicht vollstandig
ausgeldscht. Zwar weisen die einzelnen Druckstérungen der Scherschicht einen Pha-
senwinkel von 7 auf, l6schen sich aber im Bezug zur Plattenachse nicht aus, da die
gedachte Dipolachse eines Druckpaares nicht senkrecht dazu steht. Vielmehr kommt
es zu einer Schwebung mit der doppelten Frequenz im Nachlauf der Platte, wie man
an Hand der Kurve P, in Abbildung 5.19 und dem Frequenzspektrum in Abbildung
5.20 erkennen kann. Dieser Effekt tritt in der vorliegenden Simulation im P, d.h. vor
der Plattenvorderkante, nicht auf. Zwar loschen sich auch in diesem Punkt die Wel-
len nicht aus, eine Schwebung mit doppelter Frequenz wie im Nachlauf der Platte ist
jedoch im Frequenzdiagramm nicht zu erkennen.

000016 T T T T T T T T T
0.00014 -
—— Frequenzspektrum an P;
0.00012 Frequenzspektrum an P, -
—— Frequenzspektrum an P
0.0001 r -
8e-05 | .
6e-05 | .
4e-05 | -
2e-05 | -
[hEs - —
O 1 1 1 ‘ 1 1 [ 1 [ I I
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Frequenz

Abbildung 5.20: Frequenzspektra des Druckes an den Messpunkten.

Die Gitterweite im akustischen Fernfeld ist noch zu grob, d.h. die akustischen Wellen
im Fernfeld werden gedampft und weisen einen Dispersionsfehler auf, da nur etwa 10
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Punkte zur Auflosung einer Wellenlange zur Verfiigung stehen. Hier muf} das Gitter
flr weitere, auch quantitativ gut aufgeldste Untersuchungen, entsprechend angepalst
werden, oder aber das gesamte Gitter weiter verfeinert werden. Da die Scherstrdmung
an der Plattenhinterkante aber schon sehr gut aufgeldst wird, etwa 40 Punkte pro Wel-
lenlange, ist die Anpassung des Gitters im Fernfeld im Hinblick auf Rechenzeit und
Speicheroptimalitdt zu bevorzugen. Eine weitere Moglichkeit stellt die Erhdhung der
Diskretisierungsordnung im Fernfeld dar, um die Genauigkeit der Ldsung zu erhhen.
Eine Untersuchung in der Richtung bleibt weiterfiihrenden Arbeiten vorbehalten.



6. Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der Arbeit war die direkte numerische Simulation aeroakustischer Probleme bei
kleinen Machzahlen M < 1. Um Stromung und Akustik voll gekoppelt zu berech-
nen, wurden die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zur Modellierung her-
angezogen. An Hand der eindimensionalen Euler-Gleichungen und deren Eigenvek-
toren konnten beispielhaft die akustischen und strémungsmechanischen Ldsungsan-
teile und deren Eigenschaften herausgearbeitet werden. So ist die Impedanz einer
akustischen Welle, d.h. das Verhéltnis des Schalldruckes zur Schallschnelle, von der
Machzahl abh&ngig. Ebensolches gilt fur das Verhéltnis von stromungsmechanischer
Wellenlange und akustischer Wellenlange, die aufgrund einer gemeinsamen Stoérung
erzeugt werden. Die Herleitung der Lighthill’schen Quellterme aus den Navier-Stokes-
Gleichungen diente zur Veranschaulichung, in welcher Art und Weise akustische Quel-
len durch stromungsmechanische Mechanismen erzeugt werden konnen.

Neben der schlechten Kondition des kontinuierlichen Differentialgleichungssystems
K~ ﬁ stellt die Multiskalenkopplung zwischen Geschwindigkeitsfeld und Druckfeld
eine besondere Herausforderung an die Numerik dar. Kleinste Fehleranteile kdnnen
in Fehler fuhrender Ordnung lbertragen werden. Abbruch- und Diskretisierungsfeh-
ler, sowie schlecht gewahlte Anfangsbedingungen, ergeben akustische Stoérwellen,
die die Losung verféalschen kénnen. Die GrofRenordnung der Amplitude einer aku-
stischen Storwelle konnte in Abh&ngigkeit zur Fehlerordnung abgeschéatzt werden.
Die Storungen durch Iterationsfehler kdnnen durch entsprechende Wahl des Abbruch-
kriteriums klein gehalten werden, wahrend schlecht gestellte Anfangsbedingungen zu
erheblichen Storwellen fiihren kdnnen. Das zeigte sich immer wieder in den nume-
rischen Simulationen, so daR eine sorgféltige Wahl der Anfangsbedingungen tber
die Qualitat der Losung und die hierfiir bendtigte Rechenzeit entscheidet. Dennoch
setzt der hardwareabhdngige Rundungsfehler der Rechengenauigkeit Grenzen, so dal}
nicht beliebig kleine Machzahlen simuliert werden kdnnen, ohne die Genauigkeit der
Strdmungsldsung zu verringern.

Bei zeitgenauen aeroakustischen Simulationen missen Dispersions- und Dampfungs-
fehler, die durch die Diskretisierung verursacht werden, moglichst klein bleiben. Um,
abhangig von der Diskretisierung eine kleine Fehlerordnung zu garantieren, wird eine
bestimmte Anzahl an Gitterpunkten zur raumlichen Aufldsung einer Wellenlénge, bzw.
eine bestimmte Anzahl an Zeitschritten zur Auflosung einer Wellenperiode bendtigt.
Auf unstrukturierten Gitter kann durch lokale Gitterverfeinerung die Diskretisie-
rungsgiite im Raum verbessert werden. Ist die Diskretisierungsgute in der Zeit besser
als die im Raum, muf} man bei expliziten Zeitschrittmethoden fiir kleine Machzahlen
kleinere Zeitschrittweiten wahlen, als es notwendig ware. Implizite Methoden besit-
zen die Beschrankung durch die CFL-Bedingung nicht und besitzen in diesem Fall
\orteile.

153
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Es wurde die GroRenordnungen der Disperions- und Dampfungsfehler fur die implizi-
ten Zeitdiskretisierungen BDF2, DIRK, und Fractional-Step angegeben. Hierzu wurde
das Verfahren, das von Tam und Webb [56] auf kompakte Mehrschrittverfahren an-
gewendet wurde, auf die impliziten Runge-Kutta-Verfahren tibertragen. Es zeigt sich,
dal’ die Ordnung des Verfahrens wenig tber die GroRenordnung der Disperions- und
Dampfungsfehler aussagt. Die untersuchten impliziten Verfahren sind alle von 2.0rd-
nung in der Zeit, doch bringen diese unterschiedliche Dispersions- und Ddmpfungsfeh-
ler in die Losung ein. Z.B. kann beim Fractional-Step-Verfahren der Zeitschritt in etwa
verdoppelt werden, um die gleiche GroRenordnung an Dispersions- und Dampfungs-
fehler pro Zeitschritt in die Losung einzutragen. Dadurch werden beim Fractional-
Step-Verfahren insgesamt weniger Zeitschritte fiir eine festgelegte Zeitdauer benotigt
als beim DIRK und BDF2-Verfahren, so da mit dem Fractional-Step-Verfahren ei-
ne besser Genauigkeit der Losung erreicht wird. Interessant ist dabei der Umstand,
daB das Fractional-Step-Verfahren zweiter Ordnung im Vergleich zu einem explizi-
ten Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung bei gleicher Zeitschrittgrofie vergleichba-
re Dispersions- und Dampfungsfehler aufweist. Demnach ist ein \erfahren hoherer
Ordnung nicht zwangslaufig besser im Vergleich zu einem Verfahren niedrigerer Ord-
nung, was den Disperions- und Dampfungsfehler angeht.

Implizite  Runge-Kutta-Methoden setzten sich aus unterschiedlichen ©O-
Zeitschrittverfahren zusammen. Teilschritte, die z.B. eine hohe Dampfung in die
Ldsung einbringen, werden durch instabile Teilzeitschritte kompensiert. Das Gesamt-
verfahren weist dann im Hinblick auf den Dampfungsfehler bessere Eigenschaften auf,
als die einzelnen Teilzeitschritte. Bei groRen Nichtlinearitdten kann dies dazu fiihren,
dal3 der instabile Teilzeitschritt tberwiegt und es zu einem instabilen Gesamtverfahren
kommt, bei dem die Wellenamplitude von Zeitschritt zu Zeitschritt anwachst.

In numerischen Untersuchungen einer laufenden Schallwelle in einem Stromungska-
nal konnten die analytisch gewonnenen Aussagen bzgl. Dispersions- und Dampfungs-
fehler verifiziert werden. Unter quasilinearen akustischen Voraussetzungen, bei kleiner
Amplitude und kleiner Machzahl, konnten die analytischen Ergebnisse sogar quantita-
tiv mit guter Ubereinstimmung verglichen werden. Bei nichtlinearen Einfliissen, also
bei relativ ,,grolen” Machzahlen und grofRer Druckamplitude der akustischen Welle,
konnte immerhin eine qualitative Ubereinstimmung zwischen Analyse und numeri-
schen Experimenten gefunden werden. So wuchs die Amplitude einer nichtlinearen
akustischen Welle in den numerischen Simulationen tatséchlich an.

Analog der Zeitdiskretisierung konnten die Dispersions- und Dampfungsfehler der be-
nutzten Finite-Volumen-Diskretisierung analytisch abgeschétzt werden. Liegt der Vor-
teil von unstrukturierten Gitter darin, durch lokale Gitterverfeinerung und -vergrobe-
rung, ein optimales Verhaltnis zwischen Diskretisierungsfehler und benétigten Gitter-
knoten zu finden, liegt hier auch die Ursache fir zusatzliche Dispersions- und Damp-
fungsfehler. VergroRert sich z.B. die Gitterweite monoton in Richtung der laufenden
akustischen Welle, so wird die Amplitude angefacht, umgekehrt zusétzlich gedampft.
Aufwind-Diskretisierungen tragen in der Regel zuséatzliche numerische Diffusion ein.
Werden Aufwind-Verfahren fiir die Konvektionsterme der Impulsgleichung benutzt,
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fuhrte dies in den numerischen Simulationen zu kaum feststellbarer Diffusion in der
laufenden akustischen Welle. Erst als ein akustisch relevanter Term, der Druckgradi-
ent in der Impulsgleichung, unter Auf- bzw. AbwindeinfluR diskretisiert wurde, kam es
wie in der Analyse erwartet, zu numerischen Dispersions- und Dampfungsfehlern. Im
Falle einer Abwind-Diskretisierung ergab sich eine zusatzliche Anfachung der Wel-
lenamplitude.

\Von entscheidender Bedeutung bei aeroakustischen Simulationen sind nicht-
reflektierende Randbedingungen. Werden die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen zur Simulation verwendet, sind akustisches Feld und das Strémungsfeld
miteinander gekoppelt. Demnach mussen die Randbedingungen sowohl die Akustik
als auch die Stromung beschreiben kdnnen. Dirichlet- oder Neumann Randbedin-
gungen wirken fir wellenférmige Losungen als feste Wande und reflektieren diese
in das Berechnungsgebiet zurtick. Um dies zu verhindern, werden die Dirichletwerte
von Schritt zu Schritt an die sich verdndernde Randsituation angepalt. Mit einfa-
chen linearen Wellengleichungen, analog der Idee von Thompson [57] werden die
Dirichletwerte an jedem Zeitschritt neu berechnet. Um eine Drift zu verhindern, wird
die Gleichung mit einem Penalty-Faktor erweitert, siehe Poisont & Lele [41]. Zwar
verhindert der Penalty-Faktor eine unkontrollierte Drift des Dirichletwertes, doch ist
der Absorptionsgrad nicht mehr 1, sondern abhdngig von der GroRenordnung des
Penalty-Faktors und der Frequenz der auf den Rand treffenden Welle. Es zeigt sich in
den numerischen Simulationen, dal} der Penalty-Faktor durch die Wahl eines kleinen
Steifigkeitsparameters K klein gehalten werden kann, so da® der Absorptionsgrad fiir
die relevanten Frequenzen sehr nahe bei 1 zu liegen kommt.

In der Arbeit wird theoretisch gezeigt, daB trotz Verwendung des Penaltyfaktors ein
Absorptionsgrad von 1 erhalten werden kann. Hierzu wurde eine inhomogene Wellen-
gleichung hergeleitet, die anstatt der linearen Wellengleichungen zur Bestimmung der
neuen Dirichletwerte heranzuziehen ist. Die numerische Verifikation dieses Ansatzes
steht noch aus.

Eine explizite Implementierung dieser Randbedingungen, d.h. die neuen Dirichletwer-
te zum Zeitpunkt ¢; werden auf Grundlage der Gebietslosung an dem alten Zeitpunkt
t;_1 bestimmt, zeigte, trotz Einhaltung der CFL-Bedingung, ein instabiles \erhalten
am Rand. Die implizite Berechnung der neuen Dirichletwerten am Rand hingegen, er-
wies sich als stabil und paft auch besser zur impliziten Berechnung der Gebietsldsung.
Das diskrete algebraische Gleichungssystem, das pro nichtlinearen Iterationsschritt
geldst werden muf3, ist ebenfalls schlecht konditioniert, wobei die Kondition von der
Machzahl abhangt und mit kleiner werdender Machzahl schlechter wird. Im allgemei-
nen ist die Konvergenz eines iterativen Verfahrens von der Kondition abhéngig, so dal3
in der Arbeit untersucht wurde, unter welchen Umsténden die Konvergenz eines ite-
rativen Verfahrens unabhéngig von der Machzahl ist. Fir instationdre Probleme, mit
genligend kleinem Zeitschritt At ~ O(M,.;Ax), kann die Machzahl spektralaquiva-
lent aus den Matrizen entfernt werden, so daR hier per se Machzahl-unabhédngige Sy-
stemmatrizen und damit Konvergenz erhalten werden kann. Bei groReren Zeitschritt-
weiten und stationdren Problemstellungen ist dies nicht mehr gegeben. Es konnte ge-
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zeigt werden, dal3 die angendherte Inverse des iterativen Verfahrens fiir Machzahl-
unabhangige Konvergenz eine bestimmte Voraussetzung erfiillen muf3. Die Jacobi-
Iteration, GauB-Seidel und SOR-Verfahren erfiillen die Bedingung nicht und missen
mit mindestens /2 gedampft werden. Das macht die Verfahren fiir kleine Machzahlen
uninteressant, da dann die Korrektur pro Iterationsschritt gegen Null geht. Dagegen
zeigt das Block-1 LU, Verfahren eine Machzahl-unabhangige Konvergenz. Das wurde
in numerischen Experimenten gezeigt, da eine analytischen Betrachtung bisher noch
nicht gelungen ist.

Es konnte gezeigt werden, da Mehrgitterverfahren eine Konvergenzrate unabhéngig
von der Machzahl aufweisen, falls dies fur das Zweigitterverfahren gilt. Das Zwei-
gitterverfahren konvergiert analog dem Eingitterverfahren per se unabhéngig von der
Machzahl bei instationdren Problemen mit geniigend kleinem Zeitschritt. Im stati-
ondren Fall hingegen, kann es unter Verwendung von vollen Aufwind-Verfahren fir
den Konvektionsterm in der Impulsgleichung zur Machzahl-abhangigen Konvergenz
kommen. Es konnte eine Bedingung an den Restriktionsoperator hergeleitet werden,
so daR auch in diesem Fall eine Machzahl-unabhéngige Konvergenz fiir das Zweigit-
terverfahren erreicht wird. Werden nur wenige lineare lterationsschritte benotigt fihrt
die Grobgitterkorrektur des Mehrgitterverfahrens auf eine Konvergenzbeschleunigung.
Bei einer groRen Anzahl bendtigter linearer Iterationen bleibt die Konvergenzbeschleu-
nigung aus. Hier ist in zukinftigen Untersuchungen der Grobgitteroperator dem Pro-
blem anzupassen, um die Konvergenzeigenschaften des Mehrgitterverfahrens zu ver-
bessern.

Im letzten Kapitel der Arbeit wurden zundchst zur Verifikation Stromungen bei klei-
nen Machzahlen ohne akustische Wellen simuliert. Die bei einer Kanalstrémung mit
Beule errechneten Ergebnisse zeigen eine gute Ubereinstimmung mit Resultaten aus
der Literatur. An Hand einer Plattenumstromung wurde die aerodynamisch verursachte
Schallgenerierung simuliert. Dabei wurde isoliert der Mechanismus des Hinterkanten-
dickenldrms betrachtet. Im Eulerfall werden durch die periodische Scherstromung an
der Hinterkante akustische Wellen generiert und in das Fernfeld abgestrahlt. Es konnte
die Direktivitat der Schallausbreitung und Schallgenerierung veranschaulicht werden.
In Plattenachse ist die Schallintensitdt deutlich geringer als senkrecht hierzu. Inter-
essanterweise kommt es im Nachlauf der Platte zu einer Schwebung der doppelten
Frequenz.

In weiterfiihrenden Arbeiten sollten die akustischen Randbedingungen verallgemeinert
werden. In dem Zusammenhang kann die hergeleitete inhomogene Wellengleichung
zunachst fir den linearen Fall numerisch getestet und spéater auf den nichtlinearen Fall
erweitert werden.

Die geometrischen Mehrgitterverfahren zeigen nicht die erhoffte Konvergenzbeschleu-
nigung. Hier ist es erforderlich den Grobgitteroperator geeignet an das Problem anzu-
passen. Eventuell reicht es aus, problemabhéngige Transferoperatoren zu entwickeln.
In der vorliegenden Arbeit wurde eine Raumdiskretisierung 2.0rdnung benutzt. Um
weitere Gitterpunkte und damit Rechenspeicher einzusparen wére hier der Ubergang
auf Verfahren hoherer Ordnung im Raum interessant. Hier bieten sich neben DG-
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Verfahren auch Mehrgitterverfahren an. Bei Mehrgitterverfahren kann die Ldsung,
durch Kombination der unterschiedlichen Gitterlosungen, auf den groben Gittern im
Sinne einer Richardson-Extrapolation verbessert werden. Im Gegenzug kann die Ord-
nung des Feingitteroperators durch den Grobgitteroperator verbessert werden. Erste
Ansdtze hierzu sind in Bernert [6] zu finden.



Anhang

Um das Lesen der Arbeit zu erleichtern, wurden an einigen Stellen bestimmte Sach-
verhalte nur verkirzt wiedergegeben und die detailierte Darstellung in diesen Anhang
ausgelagert.

Die Analyse der Zeitdiskretisierung, vorallem der Nachweis der Eindeutigkeit der
Losung ist aufwendig und wird deshalb fiir den interessierten Leser im vollen Um-
fang im Anhang A ausgefihrt.

Die Stabilitatsanalyse der expliziten Implementierung der reflektionsarmen Randbe-
dingungen ist in Anhang B zusammengefalit.

Im Anhang C finden sich die einzelnen der Terme der Jacobi-Matrix, so wie sie im
Code verwendet wurden, wieder.

A. Analyse Zeitschrittverfahren

Der Nachweis der Eindeutigkeit der Losung bei den impliziten Zeitschrittverfahren
gestaltet sich aufwendig und wurde in der Arbeit nur fir das BDF2-Verfahren genauer
dargestellt. Fir die beiden impliziten Runge-Kutta Verfahren DIRK und das Fractio-
nal Step Verfahren soll dies hier im Anhang ebenfalls ausfiihrlich dargestellt werden.
Als Erganzung zu den Diagrammen in der Arbeit, werden zusétzlich Tabellenwerte
angegeben.

A.1 Analyse BDF2-Verfahren

Die Analyse des BDF2-Verfahren, siehe Seite 57, ergab, dalR es zwei magliche
Losungsaste gibt. In folgenden sind einige Werte fiir das BDF2-Verfahren in der Tabel-
le aufgetragen. Die diskrete Kreisfrequenz At wird in einen Real- und Imaginarteil
wAt in der Losung Ubersetzt.

Die Werte in der Tabelle A.1 wurden Gber ein Computerprogramm iterativ bestimmt.
Fir einen festen Wert des Realteils der Losung Re(wAt) wurde so ein reelles ©A¢t
und der zum Realteil Re(wAt) passende Imaginarteil m(wAt) bestimmt. Die beiden
maoglichen Lésungsaste sind mit den Indizes ; und , bezeichnet.

Der Unterschied zwischen den Realteilen Re(wAt) und Re(WwAt) ist ein Mal fir den
Dispersionsfehler. Der Imagindrteil /m(wAt) sollte idealerweise 0 oder sehr klein
sein. d reprasentiert dabei direkt der Amplitudenfehler pro Zeitschritt.
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A.2. Analyse DIRK-Verfahren

Re(wAt) Req (WAY) diy = Imi(WATL) | Rea(0AL) | da = Ima(wAt)
0.00000000 0.00000000 1.09861229 0.00000000 0.00000000
0.06280000 | -0.19315720 1.10651692 0.06288244 0.00000387
0.12560000 | -0.41613768 1.13043942 0.12625694 0.00006110
0.18840000 | -0.70572835 1.17104512 0.19060346 0.00030258
0.25120000 | -1.11566446 1.22958290 0.25638206 0.00092850
0.31400000 | -1.73485181 1.30812969 0.32403199 0.00218660
0.37680000 | -2.72598308 1.41002791 0.39397805 0.00435015
0.43960000 | -4.41807479 1.54069452 0.46664307 0.00769920
0.50240000 | -7.56098768 1.70924651 0.54246430 0.01250747
0.56520000 | -14.16654289 1.93219416 0.62191233 0.01903475
0.62800000 | -31.16684069 2.24348855 0.70551158 0.02752420
0.69080000 | -96.19856550 2.73135238 0.79386240 0.03820296
0.75360000 | -942.11030135 3.80320083 0.88766574 0.05128519
0.81640000 | -1089.10183617 — 0.98775169 0.06697639
0.87920000 | -129.87535823 — 1.09511420 0.08547850
0.94200000 | -50.56031645 — 1.21095460 0.10699543
1.00480000 | -27.78977787 — 1.33673797 0.13173900
1.06760000 | -18.02433109 — 1.47426749 0.15993522
1.13040000 | -12.87441791 — 1.62578471 0.19183119
1.19320000 | -9.78935826 — 1.79410672 0.22770291
1.25600000 | -7.77348836 — 1.98281734 0.26786453
1.31880000 | -6.37026265 — 2.19653843 0.31267949
1.38160000 | -5.34522834 — 2.44132247 0.36257458
1.44440000 | -4.56738292 — 2.72523361 0.41805821
1.50720000 | -3.95857610 — 3.05922905 0.47974467
1.57000000 | -3.46968287 — 3.45853428 0.54838726
1.63280000 3.94485960 0.62492500 -3.06847274 —
1.69560000 455010849 0.71055005 -2.73303102 —
1.75840000 5.32285964 0.80680868 -2.44799975 —
1.82120000 6.34030224 0.91575789 -2.20233315 —
1.88400000 7.73163762 1.04021997 -1.98790618 —
1.94680000 9.72766459 1.18421899 -1.79862349 —
2.00960000 | 12.77671682 1.35378285 -1.62983245 —
2.07240000 | 17.85327491 1.55855428 -1.47792665 —
2.13520000 | 27.44148023 1.81544593 -1.34007219 —
2.19800000 | 49.64629927 2.15855270 -1.21401484 —
2.26080000 | 125.84444847 2.67528763 -1.09794163 —
2.32360000 | 987.54192093 3.76237546 -0.99037995 —
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Tabelle A.1: Werte fiir die Dispersions- und Dampfungsfehler fir das BDF-Verfahren

A.2 Analyse DIRK-Verfahren

Die Analyse, ob die Losung des DIRK-Verfahrens eindeutig ist, wurde in der Arbeit,
siehe Seite 60, nicht detailliert beschrieben und soll an dieser Stelle nachgeholt wer-

den.

Das implizite Runge-Kutta-Verfahren kann in zwei Teilschritte zerlegt werden, die
unabhangig voneinander analysiert werden.
Die beiden charakteristischen Gleichungen fur die beiden Teilschritte lauten

und

Euler-Schritt:

WAt =1 (1 — eawm)
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i (1 _ e(l—a)iwAt)

©-Schritt: b1 WAt = .
1w o+ (1 _ 2a)6(17a)1wAt

mit

by = bf(t + Q) f(1)) = %

MitwAt =r—id, r,deRundg=-e? geRTunde" = cos(r)+isin(r) erhdlt
man fir die beiden Teilzeitschritte:

by € RT.

awAt = g%sin(r) +i (1 — g%cos(r))

g sin((1 —a)r) +i(1 — g cos((1 — a)r))
a+ (1 —2a)g'%cos((1 — a)r) +i(1 — 2a)gt—*sin((1 — a)r)

by WAL =

Analyse Euler-Schritt

Der erste Teilzeitschritt gliedert sich in den Realteil

Re(@ar) = £5er)

[0
und den Imaginéranteil

Im(GAt) = 1 — g®cos(ar)
(0%

Da in der vorliegenden Betrachtung I'm(wAt) = 0 sein soll, ergibt sich die eindeutige
Zuordnung

e — plm(wAt) _ cos(ar)_é = cos(ozRe(wAt))_%
mit

Re(WAt) = lsin(ozr) 008(047’)_é
«

Die beiden Terme sind fir —5~ + n27 < r < 5= + n27, n € Z beschréankt.
Der Bereich kann Uber die Eindeutigkeit des \erschiebungssatzes der Laplace-
Transformation mit n = 0 auf —J- < r < - weiter eingeschrankt werden. Jetzt lakt
sich die eindeutige Funktion (&) angeben, die den Wertebereich —co < WAt < oo
auf den zulassigen Bildbereich —7~ < r < - abbildet. Dem so ermittelten r lasst
sich ein eindeutiges d zuordnen, so daR die Eindeutigkeit der Zuordnung w() fur den
Euler-Schritt gewahrleistet ist.

Mit Hilfe eines Programms wurde mit den Tupeln (r,d) = (Re(wAt), Im(wAt))

Re(wAt) bestimmt und in Abbildung 3.2 aufgetragen.
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Analyse Einschritt ©-Schritt
Der O-Teilschritt des DIRK Verfahrens untergliedert sich in den Realteil

(1—a)g'*sin((1 — a)r)
a? 4+ 2a(1 = 2a)gt=%cos((1 — a)r) + (1 — 2a)2¢>(1-o)

by Re(@At) = (A1)

und den Imaginarteil

a+ (1 —3a)gt~%cos((1 — a)r) — (1 — 2a)g?1=2)
a? 4+ 2a(1 — 2a) gt =cos((1 — a)r) + (1 — 2a)2g?(1—a)
Auch hier soll der Imaginérteil /m(&At) = 0 werden, so dal

flg,ma)=a+(1—3a)g" “cos((1 —a)r) — (1 —2a)g*= =0

firg € R*, 7 € Rund a = 12 erfllt sein muR. Durch Substitution mitm = g(—
erhélt man die quadratische Gleichung:

2 1-3a o

1_2acos((1—a)r)m— T %a =0

m

mit der Ldsung

mio =

(1 =3a)cos((1 — a)r) (1 —3a)cos((1—a)r)\” a
2(1—2a) + \/( 2(1—2a) ) 20

Fur » € R gibt es immer nur eine positive periodische Losung m mit —ﬁ +

n(ff <r < g tn ffa), mit n € Z. Das Intervall l1ait sich mit Hilfe der
Eindeutigkeitsbedingung fiir den \Verschiebungsatz mit n = 0 auf —ﬁ <r< ﬁ
reduzieren.

Die Gleichung (A.1) fiir At hat an den Stellen r» = iﬁ eine Polstelle, so daR fur
die Funktion r(&0) der Urbildbreich —oco < WAt < oo auf den zul&ssigen Bildbereich
—ﬁ <r< ﬁ abgebildet wird. Da es fir jedes r nur ein d gibt, ist somit die
Zuordnung w(@) eindeutig fiir den ©-Teilschritt des DIRK Verfahrens.

Da beide Teilschritte des DIRK Verfahrens eine eindeutige Zuordnung w(@) zulassen,
ist auch das Gesamtverfahren eindeutig.

Mit den so ermittelten moglichen Losungstupeln (r, d) = (Re(wAt), Im(wAt)) wur-
de Re(wAt) bestimmt und zusammen mit den Werten Re(wAt) und Im(wAt) in Ab-
bildung 3.2 aufgetragen.

Die Eigenschaften des Gesamtschrittes des impliziten DIRK Verfahrens ergeben sich

aus den gewichteten Teilzeitschritten.

1—
Re(wA) Gesamt = aRe(WAL) pyier + ( 2 @) Re(wAt)o_n

1
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bzw.

(1-a)

1

Die Werte Re(wAt) und Im(wAt) bzw. Re(wAt) fur das Gesamtverfahren sind in
Tabelle A.2 beispielhaft angegeben.

Im(wAt)Gesamt = CY[m<WAt)Euler +

Im(wAt)o_y.



A.2. Analyse DIRK-Verfahren

Tabelle A.2: Werte fiir die Dispersions- und Dampfungsfehler fir das DIRK-

Verfahren.

Re(WAt) | r = Re(wAt) | d = Im(wAt) Re(wAt) Re(wAt) Im(wAt)
0.00000000 | 0.00000000 0.00000000 1.95121138 | 1.60216500 | 0.04605810
0.03141719 | 0.03141500 0.00000001 2.00645254 | 1.63358000 | 0.04985772
0.06284756 | 0.06283000 0.00000011 2.06295824 | 1.66499500 | 0.05389196
0.09430428 | 0.09424500 0.00000053 2.12078550 | 1.69641000 | 0.05817069
0.12580057 | 0.12566000 0.00000167 2.17999422 | 1.72782500 | 0.06270406
0.15734971 | 0.15707500 0.00000407 2.24064735 | 1.75924000 | 0.06750242
0.18896504 | 0.18849000 0.00000844 2.30281112 | 1.79065500 | 0.07257637
0.22065998 | 0.21990500 0.00001565 2.36655522 | 1.82207000 | 0.07793677
0.25244807 | 0.25132000 0.00002670 2.43195305 | 1.85348500 | 0.08359470
0.28434296 | 0.28273500 0.00004278 2.49908197 | 1.88490000 | 0.08956146
0.31635844 | 0.31415000 0.00006523 2.56802355 | 1.91631500 | 0.09584864
0.34850847 | 0.34556500 0.00009554 2.63886386 | 1.94773000 | 0.10246802
0.38080717 | 0.37698000 0.00013537 2.71169379 | 1.97914500 | 0.10943166
0.41326887 | 0.40839500 0.00018653 2.78660939 | 2.01056000 | 0.11675185
0.44590813 | 0.43981000 0.00025102 2.86371219 | 2.04197500 | 0.12444112
0.47873971 | 0.47122500 0.00033098 2.94310965 | 2.07339000 | 0.13251223
0.51177868 | 0.50264000 0.00042871 3.02491551 | 2.10480500 | 0.14097821
0.54504035 | 0.53405500 0.00054670 3.10925032 | 2.13622000 | 0.14985230
0.57854035 | 0.56547000 0.00068757 3.19624186 | 2.16763500 | 0.15914802
0.61229464 | 0.59688500 0.00085416 3.28602574 | 2.19905000 | 0.16887910
0.64631953 | 0.62830000 0.00104943 3.37874593 | 2.23046500 | 0.17905952
0.68063170 | 0.65971500 0.00127655 3.47455541 | 2.26188000 | 0.18970350
0.71524825 | 0.69113000 0.00153883 3.57361688 | 2.29329500 | 0.20082552
0.75018670 | 0.72254500 0.00183979 3.67610346 | 2.32471000 | 0.21244027
0.78546503 | 0.75396000 0.00218308 3.78219953 | 2.35612500 | 0.22456270
0.82110170 | 0.78537500 0.00257259 3.89210159 | 2.38754000 | 0.23720800
0.85711572 | 0.81679000 0.00301232 4.00601928 | 2.41895500 | 0.25039160
0.89352662 | 0.84820500 0.00350652 412417637 | 2.45037000 | 0.26412916
0.93035454 | 0.87962000 0.00405957 4.24681196 | 2.48178500 | 0.27843660
0.96762024 | 0.91103500 0.00467606 437418173 | 2.51320000 | 0.29333007
1.00534514 | 0.94245000 0.00536077 450655931 | 2.54461500 | 0.30882597
1.04355137 | 0.97386500 0.00611866 4.64423782 | 2.57603000 | 0.32494093
1.08226178 | 1.00528000 0.00695489 4.78753155 | 2.60744500 | 0.34169186
1.12150005 | 1.03669500 0.00787481 493677776 | 2.63886000 | 0.35909590
1.16129065 | 1.06811000 0.00888396 5.09233872 | 2.67027500 | 0.37717044
1.20165898 | 1.09952500 0.00998808 5.25460396 | 2.70169000 | 0.39593314
1.24263134 | 1.13094000 0.01119313 5.42399271 | 2.73310500 | 0.41540192
1.28423505 | 1.16235500 0.01250524 5.60095662 | 2.76452000 | 0.43559497
1.32649847 | 1.19377000 0.01393076 5.78598279 | 2.79593500 | 0.45653077
1.36945107 | 1.22518500 0.01547626 5.97959710 | 2.82735000 | 0.47822807
1.41312351 | 1.25660000 0.01714850 6.18236791 | 2.85876500 | 0.50070591
1.45754768 | 1.28801500 0.01895445 6.39491022 | 2.89018000 | 0.52398367
1.50275683 | 1.31943000 0.02090131 6.61789021 | 2.92159500 | 0.54808102
1.54878557 | 1.35084500 0.02299648 6.85203041 | 2.95301000 | 0.57301798
1.59567003 | 1.38226000 0.02524758 7.09811543 | 2.98442500 | 0.59881492
1.64344789 | 1.41367500 0.02766246 7.35699831 | 3.01584000 | 0.62549258
1.69215853 | 1.44509000 0.03024917 7.62960780 | 3.04725500 | 0.65307209
1.74184308 | 1.47650500 0.03301599 7.91695634 | 3.07867000 | 0.68157502
1.79254456 | 1.50792000 0.03597145 8.22014923 | 3.11008500 | 0.71102336
1.84430797 | 1.53933500 0.03912427 8.54039485 | 3.14150000 | 0.74143958
1.89718045 | 1.57075000 0.04248342

163



164 A. Analyse Zeitschrittverfahren

A.3 Analyse Fractional-Step-Verfahren

Das Verfahren kann in drei Teilschritte zerlegt werden, die unabhéangig voneinander
analysiert werden, siehe Seite 62.
Die beiden charakteristischen Gleichungen fir die drei Teilschritte lauten

i (1 - eaiwAt)

(4o — 1) + (1 — 3ar)eiwirt

©-Schritt 1 und 3: b; WAt =
mit
iw(f(x(t+ (1 — a)At)))

by =10 und b= W(f(x(t)))

bzw. fiir den mittleren ©-Schritt:

i (1 _ 6(1—2a)iwAt)

-Schritt 2: DAt = -
©-Schrit by WAL da—1) + o+ (2 - 6a)el—zawar

und

iD(f(z(t + alt)))
aw(f(z(t)))

MitwAt =r—id, r,d e Rundg=e? ¢ R* erhdlt man die zu untersuchenden
Teilzeitschritte:

b2:

Z(l _ gaeaz’r)
(4o — 1) + (1 — 3ar) gexir
i (1 _ g(1—2a)6(1—2a)i7‘)
(4o — 1) + a + (2 — 6a)g—sa)e(l—2a)ir

©-Schritt 1 und 3: b; WAt =

©-Schritt 2: by WAL =

Analyse ©-Schritt 1 und 3
Die ©-Schritte 1 und 3 gliedern sich in den Realteil

ag®sin(ar)
(4o —1)2 + (1 — 3a)?¢?* + 2(4da — 1) (1 — 3ax)g™cos(ar)

Re(GAt) = (A.2)

und den Imaginérteil

(4o — 1) + (2 — Ta)g%cos(ar) — (1 — 3a)g*®
(4o — 1)2 + (1 — 30)%2g%> 4+ 2(4ar — 1)(1 — 3ar)g*cos(ar)
Auch hier soll der Imaginéranteil /m(wAt) = 0 werden, so dafl

Im(GAt) =

flg,r,a) = (4a — 1) + (2 — 7a)g®cos(ar) — (1 — 3a)g** =0
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firge R, re Runda =1 — § Durch Substitution mit m = ¢“ erhdlt man die
quadratische Gleichung:

5  2—Ta 4o —1
- cos(ar) m — =
1 -3« 1 —3a

m

mit der Losung

myo =

(2 — Ta) cos(ar) (2 —7a) cos(ar)\* (4o —1)
20 —3a) \/( 201 — 3a) ) 1" 3a)

FUr r e R gibt es immer nur eine positive periodische Lésung m mit — +n2” <r<
T +n=, mitn € Z. Das Intervall 1akt 5|ch mit Hilfe der Elndeutlgkeltsbedlngung far

den Verschlebungsatz mitn = 0 auf -2 < r < T reduzieren.

Die Gleichung (A.2) fur WAt hat an den Stellen r = £ eine Polstelle, so dal flr die

Funktion r (&) der Urbildbreiech —oco < WAt < oo auf den zulassigen Bildbereich

—2 < r < = abgebildet wird. Da es flir jedes r nur ein d gibt, ist somit die Funktion

w(w) eindeutig flr den ersten und dritten ©-Teilschritt des Fractions-Step-Verfahrens.

Analyse ©-Schritt 2
Der ©-Teilschritt 2 hat die Schrittweite 1 — 2«. Es ergibt sich der Realteil

by Re(WAt) =
(1 —2a)g1 2 sin((1 — 2a)r)
(da — 1)%2 4+ 4¢%2(129)(1 — 3a)? 4+ 4(4a — 1)(1 — 3a) g1 2¥cos((1 — 2a)r)
(A.3)

und der Imaginérteil

by Im(WAt) =
(4o — 1) + (3 — 10a)g"2Ycos((1 — 2a)r) — 2(1 — 3a)g?(1—2)
(da — 1)2 4+ 4¢%2029)(1 — 3a)? 4+ 4(4da — 1)(1 — 3a) g1 2¥cos((1 — 2a)r)

Die Bedingung eines verschwindenden Imaginérteiles Im(wAt) = 0 ergibt

F(g.r.0) = (4a — 1) + (3 — 10a)g™ 2 cos((1 — 2a)r) — 2(1 — 3a)g™! > = 0

firge R, re Runda=1- ? Durch Substitution mit m = ¢g'~2 erhélt man die
quadratische Gleichung:
,  3—10a dor— 1

m” — 51 —30) 3@608((1 —2a)r)m — 50 —30) =
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mit der Losung

(3 — 10c) cos((1 — 2a)r)

mi2 =

4(1 — 3a)
(3 —10a) cos((1 —2a)r)\* (4o —1)
i\/( 4(1—3a) ) 31— 30)

Fur » € R gibt es immer nur eine positive periodische Ldsung m mit —ﬁ +

nga—= < r < =y +n( 2555 Mit n € Z. Das Intervall 18t sich m|t Hilfe der
Emdeutlgkeltsbedmgung fur den Verschiebungsatz mit n = 0 auf — tgay <7 <
reduzieren.

D|e élelchung (A.3) weist |n diesem Fall keine Polstellen auf und besitzt auf dem
Intervall ﬁ <r < gl eine elndeutlge Zuordnung 7 (). Das lokale Maxi-
mum von Gleichung A.3 liegt rechts von Saay SO daR man den Bereich fiir eine
eindeutige Zuordnung auf — m <r< m begrenzen muf3. Beschréankt man
den Urbildbereich von OAt auf —m < WAt < 7 hat auch der mittlere Schritt des
Fractional-Step-Verfahrens eine eindeutige Zuordnung w(w).

Damit weist auch das Gesamtverfahren im Urbildbereich —m < WAt < 7 eine ein-
deutige Losbarkeit der Funktion w(@) auf. Die Ddmpfungswerte d und Phasenwinkel
Re(wAt) werden gewichtet mit den TeilzeitschrittgroRen zu den Eigenschaften des

Gesamtverfahrens addiert

a (1-2a)

1—-2
Re(wA) oume = aRe((wAt)o, + : V) Re((wAt)o, + ;Re((wAt)eg
3

2

bzw.

1-2
d = Im(wA)geum = alm((@Abe, + 922 Im((wAbe, + bﬂfm((wm@g

2 3
und als Werte des Gesamtschrittverfahrens in Abbildung 3.3 aufgetragen. Die Werte
Re(wAt) und Im(wAt) bzw. Re(wAt) fur das Gesamtverfahren sind in Tabelle A.3
beispielhaft angegeben.
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Re(WAT)

Re(wAt)

Im(wAt)

0.00000000
0.03141529
0.06283229
0.09425272
0.12567829
0.15711073
0.18855174
0.22000305
0.25146638
0.28294345
0.31443598
0.34594570
0.37747434
0.40902363
0.44059530
0.47219109
0.50381275
0.53546202
0.56714065
0.59885040
0.63059301
0.66237027
0.69418393
0.72603577
0.75792756
0.78986111
0.82183819
0.85386061
0.88593017
0.91804868
0.95021796
0.98243985
1.01471616
1.04704876
1.07943948
1.11189018
1.14440273
1.17697902
1.20962092
1.24233032
1.27510915
1.30795930
1.34088270
1.37388128
1.40695701
1.44011181
1.47334768
1.50666657
1.54007049
1.57356143
1.60714141

0.00000000
0.03141500
0.06283000
0.09424500
0.12566000
0.15707500
0.18849000
0.21990500
0.25132000
0.28273500
0.31415000
0.34556500
0.37698000
0.40839500
0.43981000
0.47122500
0.50264000
0.53405500
0.56547000
0.59688500
0.62830000
0.65971500
0.69113000
0.72254500
0.75396000
0.78537500
0.81679000
0.84820500
0.87962000
0.91103500
0.94245000
0.97386500
1.00528000
1.03669500
1.06811000
1.09952500
1.13094000
1.16235500
1.19377000
1.22518500
1.25660000
1.28801500
1.31943000
1.35084500
1.38226000
1.41367500
1.44509000
1.47650500
1.50792000
1.53933500
1.57075000

0.00000000
-0.00000000
0.00000000
0.00000004
0.00000013
0.00000033
0.00000068
0.00000126
0.00000216
0.00000346
0.00000527
0.00000771
0.00001092
0.00001503
0.00002021
0.00002662
0.00003444
0.00004386
0.00005509
0.00006834
0.00008384
0.00010183
0.00012255
0.00014627
0.00017325
0.00020378
0.00023815
0.00027666
0.00031963
0.00036737
0.00042023
0.00047854
0.00054265
0.00061292
0.00068973
0.00077344
0.00086445
0.00096316
0.00106995
0.00118525
0.00130946
0.00144302
0.00158636
0.00173990
0.00190411
0.00207941
0.00226628
0.00246517
0.00267654
0.00290087
0.00313863

Re(WAt)

Re(wAt)

Im(wAt)

1.64081244
1.67457658
1.70843586
1.74239234
1.77644811
1.81060525
1.84486585
1.87923204
1.91370593
1.94828967
1.98298540
2.01779531
2.05272155
2.08776634
2.12293187
2.15822037
2.19363407
2.22917521
2.26484607
2.30064892
2.33658604
2.37265974
2.40887233
2.44522615
2.48172354
2.51836684
2.55515844
2.59210070
2.62919602
2.66644682
2.70385549
2.74142447
2.77915619
2.81705310
2.85511766
2.89335233
2.93175958
2.97034189
3.00910175
3.04804165
3.08716409
3.12647157
3.16596658
3.20565164
3.24552924
3.28560189
3.32587208
3.36634231
3.40701507
3.44789284

1.60216500
1.63358000
1.66499500
1.69641000
1.72782500
1.75924000
1.79065500
1.82207000
1.85348500
1.88490000
1.91631500
1.94773000
1.97914500
2.01056000
2.04197500
2.07339000
2.10480500
2.13622000
2.16763500
2.19905000
2.23046500
2.26188000
2.29329500
2.32471000
2.35612500
2.38754000
2.41895500
2.45037000
2.48178500
2.51320000
2.54461500
2.57603000
2.60744500
2.63886000
2.67027500
2.70169000
2.73310500
2.76452000
2.79593500
2.82735000
2.85876500
2.89018000
2.92159500
2.95301000
2.98442500
3.01584000
3.04725500
3.07867000
3.11008500
3.14150000

0.00339030
0.00365637
0.00393730
0.00423361
0.00454577
0.00487428
0.00521964
0.00558234
0.00596289
0.00636177
0.00677950
0.00721656
0.00767347
0.00815072
0.00864880
0.00916822
0.00970948
0.01027306
0.01085945
0.01146915
0.01210264
0.01276040
0.01344291
0.01415065
0.01488408
0.01564367
0.01642987
0.01724315
0.01808395
0.01895271
0.01984986
0.02077583
0.02173105
0.02271593
0.02373087
0.02477626
0.02585251
0.02695998
0.02809904
0.02927007
0.03047340
0.03170939
0.03297835
0.03428062
0.03561649
0.03698628
0.03839027
0.03982873
0.04130192
0.04281011

Tabelle A.3: Werte fiir die Dispersions- und Dampfungsfehler fiir das Fractional-

Step-Verfahren.
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A.4 Tabelle Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung

Hier werden die Datensétze der Analyse des expliziten Runge-Kutta Verfahren, siehe
Seite 65, in einer Tabelle zusammengefalit.

Re(wAL) Re(wAt) Im(wAt) Re(WAL) Re(wAt) Im(wAt)
0.01500000 | 0.01500000 | 0.00000000 0.81000000 | 0.80774269 | 0.00180371
0.03000000 | 0.03000000 | 0.00000000 0.82500000 | 0.82255089 | 0.00200732
0.04500000 | 0.04500000 | 0.00000000 0.84000000 | 0.83734784 | 0.00222936
0.06000000 | 0.05999999 | 0.00000000 0.85500000 | 0.85213325 | 0.00247110
0.07500000 | 0.07499998 | 0.00000000 0.87000000 | 0.86690687 | 0.00273385
0.09000000 | 0.08999995 | 0.00000000 0.88500000 | 0.88166844 | 0.00301898
0.10500000 | 0.10499989 | 0.00000001 0.90000000 | 0.89641774 | 0.00332794
0.12000000 | 0.11999979 | 0.00000002 0.91500000 | 0.91115457 | 0.00366222
0.13500000 | 0.13499963 | 0.00000004 0.93000000 | 0.92587876 | 0.00402338
0.15000000 | 0.14999937 | 0.00000008 0.94500000 | 0.94059017 | 0.00441304
0.16500000 | 0.16499899 | 0.00000014 0.96000000 | 0.95528867 | 0.00483289
0.18000000 | 0.17999844 | 0.00000024 0.97500000 | 0.96997419 | 0.00528468
0.19500000 | 0.19499768 | 0.00000038 0.99000000 | 0.98464668 | 0.00577023
0.21000000 | 0.20999665 | 0.00000059 1.00500000 | 0.99930615 | 0.00629142
0.22500000 | 0.22499528 | 0.00000090 1.02000000 | 1.01395262 | 0.00685022
0.24000000 | 0.23999350 | 0.00000132 1.03500000 | 1.02858617 | 0.00744864
0.25500000 | 0.25499122 | 0.00000189 1.05000000 | 1.04320694 | 0.00808878
0.27000000 | 0.26998835 | 0.00000267 1.06500000 | 1.05781509 | 0.00877282
0.28500000 | 0.28498478 | 0.00000368 1.08000000 | 1.07241086 | 0.00950299
0.30000000 | 0.29998040 | 0.00000501 1.09500000 | 1.08699453 | 0.01028161
0.31500000 | 0.31497507 | 0.00000670 1.11000000 | 1.10156644 | 0.01111107
0.33000000 | 0.32996865 | 0.00000885 1.12500000 | 1.11612700 | 0.01199384
0.34500000 | 0.34496099 | 0.00001154 114000000 | 1.13067667 | 0.01293248
0.36000000 | 0.35995192 | 0.00001487 115500000 | 1.14521601 | 0.01392960
0.37500000 | 0.37494128 | 0.00001897 1.17000000 | 1.15974561 | 0.01498791
0.39000000 | 0.38992886 | 0.00002397 1.18500000 | 1.17426618 | 0.01611021
0.40500000 | 0.40491446 | 0.00003002 1.20000000 | 1.18877846 | 0.01729937
0.42000000 | 0.41989787 | 0.00003728 1.21500000 | 1.20328333 | 0.01855834
0.43500000 | 0.43487886 | 0.00004594 1.23000000 | 1.21778172 | 0.01989016
0.45000000 | 0.44985719 | 0.00005621 1.24500000 | 1.23227466 | 0.02129798
0.46500000 | 0.46483262 | 0.00006831 1.26000000 | 1.24676330 | 0.02278501
0.48000000 | 0.47980486 | 0.00008250 1.27500000 | 1.26124885 | 0.02435456
0.49500000 | 0.49477365 | 0.00009904 1.29000000 | 1.27573267 | 0.02601005
0.51000000 | 0.50973871 | 0.00011824 1.30500000 | 1.29021621 | 0.02775496
0.52500000 | 0.52469973 | 0.00014042 132000000 | 1.30470105 | 0.02959290
0.54000000 | 0.53965641 | 0.00016594 1.33500000 | 1.31918888 | 0.03152756
0.55500000 | 055460842 | 0.00019518 135000000 | 1.33368155 | 0.03356274
0.57000000 | 0.56955546 | 0.00022855 1.36500000 | 1.34818100 | 0.03570234
0.58500000 | 0.58449717 | 0.00026650 1.38000000 | 1.36268937 | 0.03795036
0.60000000 | 0.59943321 | 0.00030952 1.39500000 | 1.37720891 | 0.04031091
0.61500000 | 0.61436325 | 0.00035810 1.41000000 | 1.39174206 | 0.04278821
0.63000000 | 0.62928692 | 0.00041282 1.42500000 | 1.40629141 | 0.04538660
0.64500000 | 0.64420387 | 0.00047425 1.44000000 | 1.42085974 | 0.04811052
0.66000000 | 0.65911373 | 0.00054303 1.45500000 | 1.43545000 | 0.05096454
0.67500000 | 0.67401615 | 0.00061982 1.47000000 | 1.45006537 | 0.05395335
0.69000000 | 0.68891074 | 0.00070533 1.48500000 | 1.46470921 | 0.05708175
0.70500000 | 0.70379715 | 0.00080032 1.50000000 | 1.47938512 | 0.06035469
0.72000000 | 0.71867501 | 0.00090559 151500000 | 1.49409694 | 0.06377722
0.73500000 | 0.73354396 | 0.00102198 153000000 | 1.50884872 | 0.06735454
0.75000000 | 0.74840363 | 0.00115038 1.54500000 | 1.52364483 | 0.07109198
0.76500000 | 0.76325369 | 0.00129174 156000000 | 1.53848987 | 0.07499502
0.78000000 | 0.77809377 | 0.00144704 1.57500000 | 1.55338877 | 0.07906926
0.79500000 | 0.79292355 | 0.00161734 1.59000000 | 1.56834676 | 0.08332046

Tabelle A.4: Werte fir die Dispersions- und Dampfungsfehler fur das explizite

Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung.




B. Analyse der expliziten Implementierung der reflektionsarmen
Randbedingungen

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist die detailierte Analyse der expliziten Implemen-
tierung der reflektionsarmen Randbedingung hier in den Anhang gestelit.

Die einzelnen Stufen des expliziten Mehrschrittverfahrens von Seite 94 sind hier noch-
mals angegeben

CZ(J?, tl) = Ck(.T, to) — (5kak(t0) . HoutOéAt(qu(l', t0)|F — VQ(.T, t0)|r)
+ 0xur(to) - Do AL (Vi (2, to)|r + VQ(z,19)|r)

iz, ty) = ¢z, ty) — aAtK, (g, to) (cr(z, to) — Cr(x, ty))
() = ¢ (, to)

—5kak(t0 + @At) . nout(l — a)At(VqZ*(x, t() + @At)‘[‘ — VQ($, to + OéAt)|p)
+0,vk(to + @At) - N (1 — )ALV G (x, to + aAt)|r + VQ(z, to + aAt)|r)

M (x,ty) = o (x, tg) — (1— ) ALKk () to) (6 (o, to+aAt) — C(x, to+aAt)).
Einsetzen ergibt:
i (z,tg + alAt) = (1 — aAtKy(c, to) ) cr(x, to)

(
+ (1 — aAtKi(cy, to)) (0 (ve(to) — ar(to))nowaAt)Var(z, to)|r
— (1 — aAtKg(cy, to)) (0k(vi(to) + ak(to) ) newaAt) VQ(z, to)|r
t

und entsprechend:

M (w,ty) = (1 — (1 — a) ALKy (e, to + aAt)) " (x, to + aAt)
+ (1= (1 — ) AtKy(c™, to + aAt))
(0k (Vi (to + aAt) — ag(to + aAt))nyu (1 — @) At) V™ (z, to + aAt)|r
— (1= (1 — a)AtK(c™" to + aAt))
(O (vk (to + aAt) + ap(to + aAt))ny, (1 — ) AH)VQ(z,t + aAt)|r
+ (1 — ) AtKi (™ to + aAt)Cr(z, to + aAt).

169



170 B. Analyse der expliziten Implementierung der reflektionsarmen Randbedingungen

Damit ergibt sich

7 (x,t)) = Ack(x,ty) + BVar(z,to)|r + CV g (x, to + aAt)|r
+ DVQ(I’,to)h‘+8VQ(I‘,t0+OZAt)|F
+ fck(l’,to) +ng<I,t0+OéAt)

mit den Koeffizienten

A = (1 — (1 — Oé)Ath<CZ**,t0 + OéAt))(l — OéAth(Cz,to))

B=(1-(1—-a)AtKi(c™, to+ aAt))
(1 — aAtKy(cg, to)) (0 (vi(to) — ar(to) ) npwraAt)
= A0k (vi(to) — ax(to) ) nouraAt)

C=(1-(1—a)AtKy(c;™ to+ aAt))
(0k (v (to + @At) — ag(to + aAt) )Ny (1 — o) At)

F=010-(1—-a)AtKg(c;™" to + aAt))aAt Ki(cx, to)
g = (1 - Oé)Ath(CZ**,to + OéAt)

Fir konstantes Ky (cx,t) = K und (vy — ax) = const bzw. (v, + ay) = const verein-
fachen sich die Koeffizienten zu

A=(1-(1-a)AtK)(1 — aAtK) =1 — AtK + (1 — a)aAt* K3
B=(1—-AtK+ (1 — a)aAt*K?) (0 (v, — ag)nyuaAt)

C=(1—-(1-a)AtK)(0n(vk — ar)neu (1 — a)At)
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F=(1-(1—-a)AtK)aAtK

G =(1-a)AtK)
Zur Abschatzung welche Ordnung und Stabilitat dieses Verfahren besitzt, kann man
die exakte Losung der einfachen Wellentransportgleichung heranziehen mit

cr(z,t) = e

Eine Reihenentwicklung in der Zeit tiber den Zeitschritt At ergibt:

AAt)?
c(x, At) = e 42 =1 — (AAL) + GE e
Bei einem Vergleich mit dem Koeffizienten A4 ist das explizite Prédiktor-Korrektor Ver-
fahren eingebettet in das diagonal-implizite Runge Kutta Verfahren mita = 1 — %\/5
nicht exakt zweiter Ordnung in der Zeit, da die Bedingung fiir eine zweite Ordnung
(1 — a)a) = 5 nicht fir o € R erfiillt werden kann.

Die A-Stabilitatsgrenze laRt sich formulieren mit

11— (KAL) + (1 —V2)

Da man aber wie das libergeordnete Verfahren die zweite Ordnung in der Zeit erhalten
will, ist die explizite Bestimmung der Drichletwerte am Rand nicht sinnvoll, wenn
auch einfach und schnell zu implementieren.

At)?
(K2)|<1.



C. Umsetzung des Finite Volumen Ansatzes im Raum

Der \Wollstandigkeit halber seien an dieser Stelle die Eintrdge in die Teiljakobimatrix
Ja, (qrle), siehe Seite 77, angegeben.

Jann Jaz Jaiz 0
Jaor Jaze Jazs Jau
JAk (Qk |§) =
Jas1 Jase Jaszs Jasa
Jann Jass Jass Jas
mit

e Massenerhaltung

n n n
Jan = E Viip "Dy Jag2 = E Prip Mip  Ja1z = E Pkip M2ip
ip ip ip

e Impulserhaltung

n n

JA21 = Z Ulk’ip Vkip . nip JA22 e E pkipvkip'nip_‘_pkip Ulkip nlip
p ip

n 1 n

a9z = E Phip Vlkip Mip Ja24 v M? Z Lip
ip wp
n n

Jaz = § V2kip Vikip - Dip Jazg = E Pkip V2kip TN2ip
D ip

n 1 n
Jasg = E PripVikip DipTPhip V2kip M2ip Jast = ~yM? Z "2ip
ip

ip
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e Energieerhaltung

n
o %1 (03 [Viip - 10
A41 — C 2 kipl ¥ kip ip
ip

n
M, 1 9
Ja49 = —C E VlkipVikip - Wip + ipkip‘vkip’ N1 + Cpkip N1ip

p

n
M, 1 9
Jaa3 = _C E V2kipVkip * Mip + 5pk‘ip|vkip| Nogp + Cpmp N24p
ip

n
Jagg = Jan = E Viip * Dip

wp
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